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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Statische Spiele:

Alle Spieler handeln gleichzeitig.

Alternativ:

Spieler handeln, ohne zu wissen, ob und was andere Spieler vorher getan
haben.

Vollstandige Information:

Alle Spieler kennen die Auszahlungen aller anderen Spieler.

Implikation vollstandiger Information:

Jeder Spieler kann sich perfekt in jeden anderen Spieler hineinversetzen.
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Empfehlung der Spieltheorie:
Wahle Deine beste Antwort!

Mogliche Probleme dieser Empfehlung
Die beste Antwort ist immer noch sehr schlecht.
Es gibt mehrere beste Antworten.

Es gibt gar keine beste Antwort.

Zur Erinnerung:

Die ,beste Antwort” eines Spielers ist diejenige Strategie, die seine
Auszahlung gegen die Strategien der anderen Spieler maximiert.
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Begriff ,Eindeutigkeit”

Ein Spiel heil8t ,,eindeutig”, wenn es nur ein Gleichgewicht hat.

Begriff , Effiziente Strategiekombination”

Eine Strategiekombination heillt ,effizient”, wenn es keine andere
Strategiekombination gibt, die mindestens einem Spieler eine hdéhere
Auszahlung und keinem der Spieler eine geringere Auszahlung ermaglichen
wirde.

Aus Sicht der Spieltheorie unproblematisch:
Eindeutige Spiele mit effizienten Gleichgewichten!
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Beispiel fur ein Spiel mit eindeutigem und effizientem Gleichgewicht:

Ins Kino gehen Essen gehen

Ins Kino gehen 4 ; ;

2
[ IS——
0

Nadine

Essen gehen 1;

)
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Definition ,,dominante Strategie”:

Eine Strategie heildt ,dominant”, wenn sie dem Spieler gegen jede beliebige
Strategie der anderen Spieler immer die hochste Auszahlung bringt.

Dominante Strategie Nadine: Ins Kino gehen

Dominante Strategie Uli: Ins Kino gehen

Ins Kino gehen Essen gehen

Ins Kino gehen 4 ; 2;

Nadine

Essen gehen 1; 0;
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Gleichgewicht lautet also:
{Ins Kino gehen; Ins Kino gehen}

Typ des gefundenen Gleichgewichts:

Gleichgewicht dominanter Strategien.

Eigenschaften:
Gleichgewichte dominanter Strategien sind immer eindeutig.

Gleichgewichte dominanter Strategien konnen aber ineffizient sein.

Hier:

Gleichgewicht ist effizient.

Prof. Dr. Stefan Winter 9
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Begriff ,dominierte Strategie”:

Wenn eine Strategie S1 in jedem Fall zu geringeren Auszahlungen fiihrt als
eine andere Strategie S2, dann bezeichnet man S1 als ,,dominierte Strategie®.
Begriff ,dominierende Strategie“:

Wenn eine Strategie S2 in jedem Fall zu héheren Auszahlungen fuhrt als eine
andere Strategie S1, dann bezeichnet man S2 gegenuber S1 als
,dominierende Strategie”.

Empfehlung der Spieltheorie:

Dominierte Strategien konnen gestrichen werden, weil es niemals sinnvoll
sein kein, sie zu wahlen.
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Frischback GmbH

Preise erhohen Preise senken
Zusatzlichen 4 0;
ko Laden eréffnen 2 1
1S
S Verkaufsraum 2 3;
g:J vergroflern T 4 T 0
o
o Sortiment 1; 2 ;
erweitern 2 5
Hier fiir Backer Miiller:
Dominierte Strategie: Sortiment erweitern

Dominierende Strategie: Verkaufsraum vergrofRern
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Folgerung:

Sortiment erweitern sollte gestrichen werden, weil diese Strategie

dominiert wird.
Frischback GmbH

Preise erhohen Preise senken
Zusatzlichen 4, 0;
Laden eroffnen 2 1
()]
S Verkaufsraum 2, 3,
> .
< vergroflern 4 0
R
(&)
Hqe)
an

Sortiment
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Ergebnis der Streichung:

Frischback GmbH

Preise erhohen Preise senken
E’ Zusatzlichen Laden 4; 0;
g eroffnen 2 € 1
% Verkaufsraum 2; 3;
3 vergroRern 4 <€ 0
Jetzt aber:

Frischback GmbH kann Preise senken streichen, weil diese Strategie von
Preise erhohen dominiert wird.
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Streichung:

Backer Miiller

Ergebnis der Streichung: Frischback
GmbH

2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Frischback GmbH

Preise erhohen reise senke
Zusatzlichen 4 0;
Laden eroffnen 2
Verkaufsraum  2; 3;
vergroRern 4 0

Preise erhohen

g Zusatzlichen Laden 4 ;
S eréffnen 2
% Verkaufsraum 2;
o vergréRern 4
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Jetzt aber:

Backer Miller kann Verkaufsraum vergroRRern streichen.

Frischback GmbH

Preise erhohen

Zusatzlichen Laden 4,

eroffnen 2

Backer Muller
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Einzig verbleibende Strategiekombination:
{ Zusatzlichen Laden er6ffnen; Preise erhohen }

Frischback GmbH

Preise erhohen

i':’ i’ Zusatzlichen Laden 4
(@]
0 § eroffnen )

Ergebnis:
Die Strategiekombination { Zusatzlichen Laden eroffnen; Preise erhohen }
ist das einzige Gleichgewicht des Spiels. Es ist auch effizient.
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Typ des gefundenen Gleichgewichts:
Gleichgewicht iterativer Dominanz

(Iterativ = ,wiederholend”, bezieht sich auf das wiederholte Streichen
dominierter Strategien)

Eigenschaften:

Durch das Streichen dominierter Strategien gehen niemals Gleichgewichte
verloren.

Ist das Steichen maoglich, bis nur noch eine Strategiekombination verbleibt,
ist diese Strategiekombination das einzige Gleichgewicht des Spiels.
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Begriff ,,schwach dominierte Strategie”:

Eine Strategie S1, die niemals besser ist als eine andere Strategie S2 aber in
mindestens einer Situation schlechter ware als S2 heillt ,schwach

dominierte Strategie®.

Beispiel: unten und rechts sind schwach dominierte Strategien

oben

Spieler 1

unten

© Prof. Dr. Stefan Winter
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1; 1;

1 T 1
1; 0;

1< 0
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Begriff ,,schwach dominierende Strategie“:

Eine Strategie S2, die niemals schlechter ist als eine andere Strategie S1
aber in mindestens einer Situation besser ware als S1 heif$t ,,schwach
dominierende Strategie”.

Beispiel: oben und links sind schwach dominierende Strategien

links rechts

1; 1;
_ oben
= 1 1
@ T
o 1; 0;

unten )
1~ 0
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Frage:
Kénnen schwach dominierte Strategien gestrichen werden?

Gleichgewichte im obigen Spiel:
{oben ; links}, {unten; links} und {oben ; rechts}

Verbleibende Strategiekombination nach Streichung schwach dominierter
Strategien:

{oben ; links}

Ergebnis:

Streichung schwach dominierter Strategien kann zum Verlust von
Gleichgewichten fuhren.
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Spiel nach Streichung:

rechts

Spieler 1
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Vorteil hier:

Es bleibt nur ein Gleichgewicht Ubrig.

Folge:

Die Anweisung an die Spieler ,Wahle deine beste Antwort“ ware wieder
eindeutig.

Ergebnis:

Streichung schwach dominierter Strategien kann vorteilhaft sein.

Problem:

Streichung schwach dominierter Strategien kann auch nachteilig sein, siehe
folgendes Spiel.
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

links rechts
4, 2;
oben
1 2
i
o _ 4, 0;
o mitte
& 4 0
1, 3,
unten
3 2

Hier:

mitte wird schwach von oben dominiert
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

links rechts

oben . 2;@

i
5 . 0;
.::.J- mitte @ .
unten % @ @2
Problem:

Wird mitte gestrichen, geht das einzige Gleichgewicht des Spiels verloren!
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

reichung schwach dominierter Strategien kann nicht pauschal
gerechtfertigt werden.
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Ein Spiel ohne dominierte oder dominierende Strategien:

links rechts

oben @ 1;

mitte 4 2;

unten 3; @

Spieler 1
N

Hier:
{oben; links} ist einziges Gleichgewicht des Spiels

Gleichgewicht ist effizient
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Mogliches Problem ,,Mehrere Gleichgewichte”

1. Fall: Nur ein effizientes Gleichgewicht

Spieler 1

Hier:

links zentral rechts
oben (® ;@ 0; : 0; :
mitte 0; : @@ 0; :
unten 0; : 0; O @@

Nur {oben; links} ist effizient und wird von beiden Spielern bevorzugt.

© Prof. Dr. Stefan Winter
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Mogliches Problem ,,Mehrere Gleichgewichte”

2. Fall: Mehrere effiziente Gleichgewichte ohne Interessenkonflikte

Fahre nach Fahre nach
Blackall Charleville

Fahre nach Blackall
0
Fahre nach Charleville
0

Konni
o

Hier:

{Fahre nach Blackall; Fahre nach Blackall} und {Fahre nach Charleville; Fahre
Charleville} sind effiziente Gleichgewichte.
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Problem jetzt:

Es gibt zwei Kombinationen von besten Antworten aufeinander.

Ergebnis:

Handlungsanweisung ,Wahle Deine beste Antwort“ ist nicht eindeutig und
kann auch nicht durch das Effizienzkriterium gelost werden.

Aber:

Spiel konnte durch sogar nur einseitige Kommunikation gel6st werden.

Denn:

Es gibt keine Interessenkonflikte.
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Mogliches Problem ,,Mehrere Gleichgewichte”

3. Fall: Mehrere effiziente Gleichgewichte mit Interessenkonflikten

Oper Boxen

Oper @ 0
Boxen . 0 @

Britta
o

Hier:
Nur {Oper; Oper} und {Boxen; Boxen} sind effiziente Gleichgewichte.

30
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Problem jetzt wieder:

Es gibt zwei Kombinationen von besten Antworten aufeinander.

Ergebnis:

Handlungsanweisung ,Wahle Deine beste Antwort“ ist nicht eindeutig und
kann auch nicht durch das Effizienzkriterium gelost werden.

Ferner:

Spiel kann auch nicht durch reine Kommunikation gelost werden.

Denn:

Es gibt keinen Grund, warum einer Spieler nachgeben sollte.
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Mogliches Problem ,,Ein ineffizientes Gleichgewicht”

Das ,,Gefangenendilemma“:

Al Capone

Schweigen Aussagen
- -1; -10;
o Schweigen
S -1 0
v
@)
5 0;
Iy Aussagen
Hier:

Nur {Aussagen; Aussagen} ist ein Gleichgewicht.
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Problem jetzt:

Gleichgewicht eindeutig aber ineffizient.

Denn:
Auszahlungen im Gleichgewicht {Aussagen; Aussagen}: -9;-9

Auszahlungen in Strategiekombination {Schweigen; Schweigen}: -1; -1

Ergebnis:

Individuell optimales Verhalten (beste Antwort!) kann kollektiv fatal sein.

Prof. Dr. Stefan Winter 33



2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Mogliches Problem ,Kein Gleichgewicht”

Ein Spiel ohne herkommliches Gleichgewicht:

Caro

Kopf Zahl
-1; +1;
B Kopf l nil < I 1
£ |
= +1; =1l
Zahl ’ . . )
Ergebnis:

Aus jeder Strategiekombination fuhrt ein Pfeil hinaus: Kein Gleichgewicht!
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Erweiterung:

Unendlich groRe Strategiemengen.

Beispiel:

Produktionsmengen von Stahl konnen beliebig unterteilt werden.

Darstellungsproblem 1:

Unendlich groBe Strategiemengen kdnnen nicht in Matrixform dargestellt
werden.

Losung:

Darstellung in Diagrammform
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Beispiel:

Zwei Stahlproduzenten.

[EEY

-

o
J

Strategiekombination B = {70; 50}

(0/0]
o
|

o))
o
|

D
o
|

N
o
|

Menge Stahlproduzent 2: g2
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

o

O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Menge Stahlproduzent 1: g1
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Jetzt:

Jeder Punkt im Diagramm kennzeichnet eine Strategiekombination.

Darstellungsproblem 2:

Da es unendlich viele Punkte, also Strategiekombinationen gibt, kdnnen die
zugehorigen Auszahlungen nicht in das Diagramm eingezeichnet werden.

Einziger Ausweg:

Vorlaufiger Verzicht auf das Eintragen von Auszahlungen.

Frage:

Wie kdnnen dann Gleichgewichte ermittelt werden?
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Zwingend notwendig:

Angaben Uber Auszahlungen, da sonst keine Gleichgewichte ermittelt werden
kdbnnen.

Problem aber weiter:

Bei unendlich vielen Strategiekombinationen kann man nicht fiir jede davon die
zugehorigen Auszahlungen aufschreiben.

Ausweg:

Darstellung von Auszahlungen uber allgemeine Formeln, in die jede
Strategiekombination eingesetzt werden kann.
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Beispiel:

Gewinnfunktionen von Unternehmen

Gewinn eines Unternehmens:
Gewinn G ist Umsatz U minus Kosten K, d.h. G = U — K.

Bei zwei Unternehmen:
G; =U; — K,
G, =U, - K,

Beispiel Kostenfunktionen in Abhangigkeit von Produktionsmengen q:
Kl - Bﬂql
K, = 80q,
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Erneutes Einsetzen in Gewinnfunktion:

Beide Unternehmen verkaufen zum gleichen Preis P = 200 — q, — q,.

Umsatz der Unternehmen also:
Gy =(200—-q, —q;)q, — 80q,
G, = (200 —q; —q,)q, — 80q;

Ausmultiplizieren:

G; =120q, — q% — 4244
2

G, =120q9; — q192 — q3
Ergebnis:

Formelmalige Darstellung der Auszahlungen fir jede maégliche
Strategiekombination {q1; 9}
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Problem weiterhin:

Es gibt immer noch unendlich viele Strategiekombinationen, deren zugehorige
Auszahlungen man nicht alle berechnen kann.

Aber:

Fir die Bestimmung von Gleichgewichten bendtigt man nur die Auszahlungen
der besten Antworten!

Gewinn von Unternehmen 1:

G; =120q, — q% — 4294

Bedingung erster Ordnung fiir Gewinnmaximum (=Auszahlungsmaximum!):
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Wiederholung Bedingung erster Ordnung:

fi _ 120 — 2 =0
dq, 91 — 4>

Auflosen nach 91:
q, = 60—-0,5q,

Interpretation:

Diese Funktion gibt an, welche Produktionsmenge von Unternehmen 1 jeweils
die beste Antwort auf die Produktionsmenge des Unternehmens 2 ware.

Also:

q; = 60 —0,5q, istdie Beste-Antwort-Funktion auf samtliche moglichen
Strategien von Spieler 2.
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Umformung:

Um diese Beste-Antwort-Funktion in das obige q,-g,-Diagramm einzeichnen zu
konnen, muss die Funktion zunachst nach q, aufgelést werden.

Auflésen nach q,:
q, = 120 - 2q,

Interpretation:
Nur Punkte auf dieser Funktion kdnnen Gberhaupt noch Gleichgewichte sein.

Grafische Darstellung:

Siehe Folgeseite
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Grafische Darstellung:

5120 -+

Beste-Antwort-Funktion Stahlproduzent 1

[ERY

N B O 0 O

o o o o o
| | | | |

Menge Stahlproduzent 2:

o

[ [ [ [ [ 1 [ [ [ [ [ |

O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120

Menge Stahlproduzent 1: q,
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Jetzt:

Vollig analoges Vorgehen fir das zweite Unternehmen.

Gewinnfunktion:

G, =120q; — 919, — Q%

Bedingung erster Ordnung:

e 120 2g, = 0
dq, = q1 q, =

Beste-Antwort-Funktion von Stahlproduzent 2:
q, = 60—0,5q,
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Grafische Darstellung:

[HEY

N

o
y

Beste-Antwort-Funktion Spieler 1

=

o

o
|

(0]
o
|

o))
o
i

Gleichgewicht!

Menge Stahlproduzent 2: q,
S
o

N
o
|

Beste-Antw nktion Spieler 2

o

I I I I I » I I I I I |

O 10 20 30 40 50 60 70 &80 90 100 110 120

Menge Stahlproduzent 1: q,
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Berechnung des Gleichgewichts liber:

dGl—uu 2 =0
dql_ qd1 — q2 =
dq,

Losung des Gleichungssystems lautet:
{q1; 92} = {40; 40}

Also:
Im Gleichgewicht produzieren beide Unternehmen jeweils eine Menge von 40.

47
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

re Beobachtung:

beiden Beste-Antwort-Funktionen schneiden sich nur einmal, es gibt also
uch nur ein Gleichgewicht.
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Wiederholung:

Ein Spiel ohne herkommliches Gleichgewicht:

Caro

Kopf Zahl

Kopf L @

Mimi
-

Zahl

Ergebnis:
Spiel hat kein (herkommliches!) Gleichgewicht.
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Annahme:

Sowohl Mimi als auch Caro werfen ihre Miinzen, statt selbst zu entscheiden,
welche Seite sie zeigen.

Ergebnis:
Wahrscheinlichkeit fir Kopf oder Zahl bei jeweils 50% (=0,5).

Im Folgenden:

Aufnahme solcher Wahrscheinlichkeiten in die Matrixdarstellung.
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Notation:

Zugehorige Wahrscheinlichkeiten werden direkt unter die jeweiligen Strategien
geschrieben.

Caro

Kopf Zahl
0,5 0,5
Kopf -1; +1;
E 0.5 ' B
= Zahl +1; -1;
0,5 -1 +1
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Berechnung:
Durch das Werfen der Miinzen werden Auszahlungen zufallsabhangig.

Resultierende Wahrscheinlichkeiten fiir:
Kopf/Zahl : 0,25 (=50% x 50% = 25%)
Kopf/Kopf : 0,25

Zahl/Zahl : 0,25

Zahl/Kopf : 0,25

Annahme:

Bei zufallsabhangigen Auszahlungen bewerten Spieler das Spiel anhand von
,erwarteten Auszahlungen®.
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Erwartete Auszahlung Mimi:

Kombination Wahrschein- Auszahlung A w X A
lichkeit w von Mimi

Kopf/Kopf 0,25 -1 -0,25

Kopf/Zahl 0,25 1 0,25

Zahl/zZahl 0,25 -1 -0,25

Zahl/Kopf 0,25 1 0,25

Berechnung erwartete Auszahlung Mimi:
E(Apyimi) = 0,25 X (—=1)4+0,25 %X (1) +0,25 X (1)4+ 0,25 X (—1) = 0
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Analoge Berechnung fir Caro:

E(Acp0) = 0,25 (1) 4+ 0,25 %X (—1)+0,25x (—-1)+0,25%x (1) =0

Zielsetzung der Spieler bei zufallsabhangigen Auszahlungen:

Maximierung der erwarteten Auszahlungen.

Frage:

Wie kdnnen die Spieler ihre erwartete Auszahlung beeinflussen?

Antwort:
Durch die Wahl der Wahrscheinlichkeiten!
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Begriff ,,Gemischte Strategie”:

Eine gemischte Strategie ist eine Strategie, bei der ein Spieler einen
Zufallsmechanismus einsetzt, um seine endgliltige Entscheidung zu treffen.

Beispiel:
Wenn Mimi und Caro ihre Miinzen werfen, spielen sie gemischte Strategien.

Begriff ,,Reine Strategie®:

Eine Strategie, in der ein Spieler keinen Zufallsmechanismus einsetzt, heilst
reine Strategie

Beispiel:

Wenn Mimi und Caro jeweils selbst entscheiden, mit welchem Symbol sie ihre
Miinzen zeigen, spielen sie reine Strategien.
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Prazisierung Begriff ,,Gemischte Strategie”:

Eine gemischte Strategie ist eine Zuordnung von je einer Wahrscheinlichkeit pro
reiner Strategie der Strategiemenge.

Beispiel:
Mimis Strategiemenge: {Kopf; Zahl}

Beispiele moglicher gemischter Strategien von Mimi:
{0,5; 0,5}
{0,2; 0,8}
{0,7;0,3}

Interpretation:
Erste Zahl: Wahrscheinlichkeit fiir Kopf
Zweite Zahl: Wahrscheinlichkeit fiir Zahl

Prof. Dr. Stefan Winter 56



2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Anforderungen an gemischte Strategien:

— Jeder reinen Strategie muss eine Wahrscheinlichkeit zugeordnet werden.
— Jede Wahrscheinlichkeit muss grol3er oder gleich Null sein.

— Jede Wahrscheinlichkeit muss kleiner oder gleich 1 sein.

— Die Summe aller Wahrscheinlichkeiten muss exakt 1 sein.

Beispiele fiir das Miunzspiel:

Zulassige gemischte Strategien Unzulassige gemischte Strategien

{0,5; 0,5} {0,5}
{0,2; 0,8} {0,2; 0,3}
{0171 013} {1171 _017}

Zentrale Frage:
Welche gemischte Strategie sollten Spieler wahlen?
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Bezeichnungen:
k,,;: Wahrscheinlichkeit, mit der Mimi , Kopf” spielt.
k- : Wahrscheinlichkeit, mit der Caro ,Kopf“ spielt.

Caro

Kopf Zahl
Iirli5.:' {1 - kc]
-1; +1;
Kopf
B Ky, 1 -1
£
= +1; -1;
Zahl -1 +1
(1= k)
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Bezeichnungen:
k,,;: Wahrscheinlichkeit, mit der Mimi , Kopf” spielt.
k- : Wahrscheinlichkeit, mit der Caro ,Kopf“ spielt.

Erwartete Auszahlungen:
Mimi: E(Apyimi) = ky X ke X (1) + ky X (1 — ko) X (1)

Caro: E(Acgro) = ky X ke X (1) + ky X (1 —kg) X (—1)
+(1—kpy) X ke X (—1) + (1 — ky) X (1 — k) X (1)

Ausmultiplizieren und Zusammenfassen ergibt:
E(ACHTG) - 4kMkC o ZkM B ZRC W 1
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Mimis erwartete Auszahlung:

Frage:

Welche Wahrscheinlichkeit k,, sollte Mimi wahlen, wenn Caro mit geringer
Wahrscheinlichkeit ,,Kopf“ spielt?

Annahme:

Caro spielt mit einer Wahrscheinlichkeit von k., = 0, 2

Erwartete Auszahlung Mimi dann:

E(Apini) = 2kpyy + 2k — 4k — 1
=2k +0,4—0,8k;; — 1
=1,2k;; — 0,6
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Mimis erwartete Auszahlung also:
E(Apimi) = 1,2ky — 0,6

Wiederholung Frage:

Welche Wahrscheinlichkeit k,, sollte Mimi wahlen, wenn Caro mit geringer
Wahrscheinlichkeit ,,Kopf“ spielt?

Mimis erwartete Auszahlung:

L 1
E
z 0,5 —
< f /
-
0 e8> 04 0,6 0,8 1
'0,5 e
-1

Mimis Wahrscheinlichkeit fur "Kopf" k,,
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Ergebnis:

Mimis erwartete Auszahlung steigt immer weiter an, je weiter sie ihre
Wahrscheinlichkeit fiir Kopf erhoht.

Empfehlung daher:

Mimi sollte mit der maximalen Wahrscheinlichkeit von 100% , Kopf“ spielen, da
sie damit ihre erwartete Auszahlung maximiert.

Also:
k,, = 1 ist Mimis beste Antwort auf k.= 0,2!
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Frage:

Was sollte Mimi tun, wenn Caro mit einer Wahrscheinlichkeit von k. = 0,5
,Kopf“ spielt, also ihre Mlinze z.B. tatsachlich einfach wirft?

Mimis erwartete Auszahlung dann:
E(Apimi) = 2kpy + 2k — 4k — 1
=2k +1—2ky;— 1
=0

Ergebnis:

Wenn Caro mit der Wahrscheinlichkeit von k. = 0,5 , Kopf“ spielt, ist Mimis
erwartete Auszahlung immer Null, egal mit welcher Wahrscheinlichkeit &,
Mimi selbst , Kopf“ spielt.
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Mimis erwartete Auszahlung fiir k.= 0,5:

Mimis Wahrscheinlichkeit fur "Kopf" k,

Ergebnis:
Mimi kann ihre erwartete Auszahlung nicht beeinflussen!

Jede von Mimis Wahrscheinlichkeiten k,, zwischen Null und 1 ist eine beste
Antwort auf k.= 0,5!
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Frage:
Was sollte Mimi tun, wenn Caro mit einer Wahrscheinlichkeit von k.= 0,8
,Kopf“spielt?

Mimis erwartete Auszahlung dann:

E(Apimi) = 2kpy + 2k — 4k — 1
=2ky+1,6—3,2ky—1
=-—1,2ky +0,6

Grafischer Verlauf von Mimis erwarteter Auszahlung:

Siehe Folgeseite
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Mimis erwartete Auszahlung fiir k.= 0,8:

- 1
£
= T —
< OIS \
05 0 0,2 0,4 06 68 1
’ O ——
-1
Mimis Wahrscheinlichkeit fur "Kopf" k,,
Ergebnis:

Mimis erwartete Auszahlung sinkt immer weiter, je weiter sie ihre
Wahrscheinlichkeit k,, fur ,, Kopf“ erhéht.

Mimi sollte mit der minimal moglichen Wahrscheinlichkeit von k,, = 0 ,, Kopt*
spielen.
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Zusammenfassung der drei Fille:

Caros Wahrscheinlichkeit k. Mimis beste Antwort k,,

kC = 0,2 kM =1
k-=0,5 Jede beliebige Wahrscheinlichkeit k,,
k-=0,8 k, =0

Frage:

Was wdren Mimis beste Antworten auf andere Wahrscheinlichkeiten k. fur
,Kopf“von Caro?
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Allgemeine Betrachtung von Mimis erwarteter Auszahlung:

Frage:

Wie verandert sich Mimis erwartete Auszahlung, wenn sie ihre
Wahrscheinlichkeit k,, erhéht?

Antwort:

Die Veranderung der erwarteten Auszahlung lasst sich an der Ableitung von
Mimis erwarteter Auszahlung ablesen.

Ableitung ist:
dE (Ayimi)
dky;

:2_4kc
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Ableitung ist:
dE(Apimi)
=2 -4k
dlky, y
Caros Wert von Mimis Ableitung:
Wahrscheinlich
keit k.
0<k <05 2—4k, >0
kc=0,5 2 -4k, =0
0,5<k<1 2—4k, <0

© Prof. Dr. Stefan Winter

2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Folgerung

Mimis Ableitung ist grof3er als
Null, sie sollte das Maximum k,, =
1 spielen.

Mimis Ableitung ist Null, es ist
egal, was sie spielt.

Mimis Ableitung ist kleiner als
Null, sie sollte das Minimum k,, =
O spielen.
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Grafische Darstellung von gemischten Strategien:

e 1

Q

-

N -

L2 0,75

cC

ze O”

(=

(C S

=2 025

v

o

S 0

0 0,25 0,5 0,75 1
Mimis Wahrscheinlichkeit fiir "Kopf" k,,

Interpretation:

Jeder Punkt im Diagramm entspricht einer Kombination gemischter Strategien.
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Mimis beste Antwortauf 0 < k. < 0,5:

ky, =1
F 1

‘O

=

S 0,75

C x

Y

2g o

=

= 20,25

(7,]

o

8 0

0 0,25 0,5 0,75 1

Mimis Wahrscheinlichkeit fur "Kopf" k,,
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Mimis beste Antwortauf k.= 0,5:

k,, beliebig
A 1
‘Q
=
© 0,75
c x
2
2g 7
® =
= 20,25
(7]
<
5 0

0 0,25 0,5 0,75 1

Mimis Wahrscheinlichkeit fur "Kopf" k,,
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Mimis beste Antwortauf 0,5 < k, < 1:

k,, =0
F 1

‘O

=

S 0,75

C x

Y

2g o

=

= 20,25

(7,]

o

8 0

0 0,25 0,5 0,75 1

Mimis Wahrscheinlichkeit fur "Kopf" k,,
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Véllig analoge Uberlegungen fiir Caro (schwarz gestrichelte Linie):

-
'
<
L 0,75 Gleichgewicht
= /
Q &
L o 4
S -
= 3 0,25
(7]
9
3 0 — — = = e e
0 0,25 0,5 0,75 1

Mimis Wahrscheinlichkeit fiir "Kopf" k,,

Gleichgewicht:

Schnittpunkt der Beste-Antwort-Funktionen!
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Beste Antworten der beiden Spielerinnen im Gleichgewicht:
Pyimi = {0,5; 0,5}
Pcovo =10,5;0,5}

Bedeutung:
Erste Zahl in geschweifter Klammer:  Wahrscheinlichkeit fur Kopf

Zweite Zahl in geschweifter Klammer: Wahrscheinlichkeit fur Zahl

Gleichgewicht GG lautet also:
GG = { Pyimi; Pcaro} = {{0,5;0,5};{0,5; 0,5}}
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Direkte Berechnung des Gleichgewichts

Erwartete Auszahlungen der Spielerinnen:

E(ACIITG) — 4kmkc I ZkM . ch ol 1

Ableitungen der erwarteten Auszahlungen:

dE(Apimi)

0T, =2 -4k,
dE(ACarﬂ) Al

dk, =4k — 2
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Wiederholung Mimis Ableitung:

dE(AMimi)
dky,

=2_4kc

Interpretation:

Wenn Mimis Ableitung ungleich Null ware, konnte Mimi ihre erwartete
Auszahlung erhdhen.

Im Gleichgewicht:

Keine Spielerin darf in der Lage sein, ihre erwartete Auszahlung noch zu
erhdhen.

Es muss also gelten:
dE (Apimi)
dky;

=2—4k =0
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Wiederholung:
dE (Apimi)
dky;

=2—4k,=0

Losung der Gleichung:
kC - 0, 5

Interpretation:

Caro muss ,, Kopf“ mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,5 spielen, damit Mimi
keine Moglichkeit mehr hat, ihre erwartete Auszahlung zu beeinflussen.

Caros optimale gemischte Strategie daher:
PC&Tﬂ = {kC; 1- kC} = {0: 5,0, 5}
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Analog muss fiir Caros Ableitung gelten:
dE(A Caro)
dk,

=4k, —2=0

Losung der Gleichung:
kM - 0, 5

Interpretation:

Mimi muss , Kopf“ mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,5 spielen, damit Caro
keine Moglichkeit mehr hat, ihre erwartete Auszahlung zu beeinflussen.

Mimis optimale gemischte Strategie daher:
Pyimi = tky; 1 — ky = 1{0,5;0,5}
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Gleichgewicht lautet also:

GG = { Pyimi; Pcaro} = {{0,5;0,5};{0,5;0,5}}

Interpretation:

Wenn beide Spielerinnen ihre Wahrscheinlichkeiten so wahlen, kann die jeweils
andere ihre erwartete Auszahlung nicht mehr beeinflussen.

Ergebnis:

Wenn es keine Moglichkeit gibt, die eigene Auszahlung zu beeinflussen, gibt es
auch keinen Grund mehr, die eigene gemischte Strategie nachtraglich zu andern.

Dann aber:

Die gefundenen gemischten Strategien sind beste Antworten aufeinander!
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Ein alternativer Berechnungsweg

Ergebnis von oben:

Wenn Caro ihre optimale gemischte Strategie wahlt, ist es fur Mimi gleichgultig,

(

ob sie dagegen ,Kopf“, ,Zahl“ oder eine beliebige gemischte Strategie spielt.

Folgerung:

Wenn Caro ihre Wahrscheinlichkeit fur ,,Kopf” optimal wahlt, ist Mimis
erwartete Auszahlung fur , Kopf” genauso hoch wie ihre erwartete Auszahlung
far Zahl.

Formal muss also gelten:
E(Apimi(Kopf)) = E(Apyimi(Zahl))
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Betrachtung der Auszahlungsmatrix aus Mimis Perspektive:

Caro

Kopf Zahl

iz (1- k)
£ Kopf -1 +1
= Zahl +1 -1

Erwartete Auszahlungen:

E(Apyimi(Kopf)) = ke(—1) + (1 — ko)(+1) = 1 — 2k,

E(Apyimi(Zahl)) = ke(+1) + (1 —ko)(—1) = 2k — 1
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Im Gleichgewicht gemischter Strategien muss gelten:

E(Ayimi(Kopf)) = E(Ayimi(Zahl))

Also:
1 — ch = ch i 1

Losung daher:
kc - 0, 5

Analoges Ergebnis fiir Caros erwartete Auszahlungen:
kM - 0, 5

Gleichgewicht also auch bei dieser Berechnungsmethode:
GG = {PMi,mu PC{ITG} o {{01 5; 01 5}; {OJ 5; 0: 5}}
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Ein altbekanntes Spiel:

Oper Boxen
o 1; 0O;
er
© P 2 0
o0 0; 2,
Boxen
0 1

Gleichgewichte in reinen Strategien:

{Oper; Oper} und {Boxen; Boxen}
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Oper Boxen
Yn (1—0p)
1; 0;
Oper
i 2 0
o 0; 2;
Boxen
0 1

Brittas erwartete Auszahlungen, wenn Dirk eine gemischte Strategie spielt:

E(Ap,itta(Oper)) = 0p(1) + (1 —0p)(0) = 0p
E(Apyitta(Boxen)) = 0p(0) + (1 —0p)(2) = 2 — 20y

Im Gleichgewicht gemischter Strategien muss gelten:
E(Ag,i;:q(Oper)) = E(Ag,i1o(Boxen))

© Prof. Dr. Stefan Winter
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Gleichheit der beiden erwarteten Auszahlungen impliziert:
OD - 2 — ZOD

Losung:
OD - 2/3

Dirks optimale gemischte Strategie lautet also:
Ppirk ={0p; 1 —o0p} ={2/3;1/3}

Analog fur Britta:
PB'rittn - {OB; 1- OB} = {1/3; 2/3}

Gleichgewicht gemischter Strategien:
GG = { Pgyisa; Ppirt} = {{1/3;2/3}; {2/3;1/3}}
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Grafische Darstellung der besten Antworten:

Dirks Wahrscheinlichkeit fiir
“Oper" OD

0 0,25 0,5 0,75 1
Brittas Wahrscheinlichkeit fur "Oper" o,
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Hier:

Beste Antworten schneiden sich in drei Punkten: Drei Gleichgewichte!

Gleichgewichte lauten also:
{Oper; Oper}
{Boxen; Boxen}

{{1/3;2/3};{2/3;1/3}}

Bisherige Beobachtung:

Alle bisher behandelten Spiele hatten mindestens ein Gleichgewicht.

Frage:

Haben alle Spiele ein Gleichgewicht?
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Einschrankung:

Zunachst nur Betrachtung von Spielen mit 2 Spielern und jeweils zwei reinen
Strategien pro Spieler.

Zur Vereinfachung:

Zunachst nur Betrachtung von Spieler 1

Vier mogliche Fille:
1. Fall: Strategie ,,oben” ist dominant.
2. Fall: Strategie ,,unten” ist dominant.

3. Fall: Strategie ,,oben” ist beste Antwort, falls Spieler 2 ,links“ spielt, sonst ist
,unten” die beste Antwort.

4. Fall: Strategie ,,unten” ist beste Antwort, falls Spieler 2 , links“ spielt, sonst ist
,oben” die beste Antwort.

Prof. Dr. Stefan Winter 89



2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

1. Fall:
1

=

links rechts 5

E

[ (1-]) '§

=

=

; oben 4 3 g

- ®

= =
& unten 1 1 0 i
0 1

Wahrscheinlichkeit fiir "oben"
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

2. Fall:
1

=

links rechts §

E

| (1-]) S

=

2

oben 1 1 S

™ <

= (]

u

B =

q..% unten 4 3 0 -

0 1
Wahrscheinlichkeit fiir "oben"
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

3. Fall:

B .

2

=

links rechts =

E

E

| (1-]) =

2

oben 4 1 %

— 4

0 ©

0 =
& unten 1 3 0

0 1

Wahrscheinlichkeit fiir "oben"
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

4. Fall:
1

=

links rechts .§

E

f (1-1) 5

2

‘O

oben 1 4 5

- 4

z §

T =
& unten 3 i 0 |

0 1
Wahrscheinlichkeit fiir "oben"
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Mogliche Verlaufe bester Antworten

Spieler 1: Spieler 2:

| B

o
- —
o

0 1 0 1
| | —_—‘—.J
ol O

0 1 0 1
1 1—-———1—

I
Ok i 0—41-———-—-
0 1 0 1
1 1 m -
|
i
0 - ! 0-1-—-—--Ii
0 1 0 1
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Ergebnis:

Vier mogliche Verlaufe bester Antworten pro Spieler.

Folge:

16 Kombinationsmoglichkeiten bester Antworten beider Spieler.

Aber:

In jeder der 16 Moglichkeiten gibt es immer mindestens einen Beruhr- oder
Schnittpunkt!

Folge:

Jedes Spiel mit 2 Spielern mit je zwei reinen Strategien besitzt ein
Gleichgewicht!
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

emeinerung:

s Spiel mit einer endlichen Anzahl von Spielern und eine endlichen Anzahl
ner Strategien pro Spieler besitzt ein Gleichgewicht.

P e
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

nwendung: Verkauferwettbewerb

pieler:
Christian

Benny

Strategien:
Wahl der Arbeitszeiten h. bzw. h,

Verkaufserfolge X. bzw. X :
XC = 1000 hc
XB =1000 hB
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Verglitung V der Spieler:
Ve=100.000+0,1( X — Xp)

Vg =100.000+0,1( X5 — X,)

Arbeitsbelastung:
K(hc) = h¢
K(hg) = hp

Auszahlungen:
A-=V.— K(h,) =100.000 + 0,1( X, — Xp) — hZ
Ap =Vg — K(hg) = 100.000 + 0,1( Xz — X.) — h5
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Einsetzen von X, = 1000 h, und Xp = 1000 hp:
Ac = 100.000 + 0,1( 1000h, — 1000hy) — h;
Ap = 100.000 + 0,1( 1000hz — 1000h,) — hj

Bedingungen erster Ordnung fiir die Maxima der Auszahlungen:

Ac—lﬂﬂ 2h,. =0
dh, o
AB—wu 2h, = 0
dhg B3

Beste Antworten daher:
hC — 50
hB = 50

Prof. Dr. Stefan Winter
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Grafisch:
<& 100 -
.g 90 -
» 80 -
-S 70 - GG = {hg; h} = {50;50}
-‘é 60 - /
2 50 L
g 40 -
< 30 -
20 -
10 -
0 ! ! ! ! i ! ! ! ! |

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Arbeitszeit Benny h,
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Ende des Abschnitts
»otatische Spiele mit vollstandiger Information®
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2. Statische Spiele mit vollstandiger Information

Nutzungshinweise:

Das hier vorliegende Vorlesungsskript darf ausschliefSlich im
Rahmen gebuhrenfreier Bildungsangebote ohne weitere
Genehmigung genutzt werden. Im Fall von gebuhrenpflichtigen
Bildungsangeboten wenden Sie sich zur Klarung der
Nutzungsbedingungen bitte vorab an Prof. Dr. Stefan Winter. Die
Weitergabe der hier verwendeten Materialien ist nicht gestattet,
alle  Unterlagen dienen ausschliellich dem personlichen
Gebrauch. Mit der Nutzung der hier bereitgestellten Materialien
erklaren Sie sich mit diesen Bedingungen einverstanden.
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