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KAPITEL 1

Einfiihrung

1.1. Beispiele fiir Stromungsprobleme

In diesem Abschnitt wollen wir einige Beispiele fiir Stréomungspro-
bleme angeben, ohne dabei ndher auf die physikalische und mathema-
tische Modellierung einzugehen. Die Beispiele sollen einen Eindruck
iiber die Vielfalt der auftretenden Probleme vermitteln. Die Liste der
Beispiele ist bei weitem nicht vollstandig.

Ein erstes Beispiel ist die Reduzierung des Luftwiderstandes eines
Kraftfahrzeuges. Hierbei muss die Luftstromung um das Fahrzeug be-
rechnet werden. Mathematisch handelt es sich um ein Auflenraumpro-
blem, d.h. ein System von Differentialgleichungen muss auflerhalb eines
beschréankten Gebietes gelost werden.

Eng verwandt ist das Problem der Optimierung eines Tragfliigels,
so dass der Luftwiderstand reduziert und gleichzeitig des Auftrieb ver-
bessert wird. Fiir jede Tragfliigelkonfiguration muss die Stromung um
den Tragfliigel berechnet werden, d.h., es muss wieder ein Auflenraum-
problem gelost werden. Im Gegensatz zum ersten Beispiel sind die
Stromungsgeschwindigkeiten wesentlich hcher. Hierdurch treten neue
physikalische und mathematische Probleme auf. Besonders augenfillig
ist dies beim Ubergang von Unterschall- zu Uberschallgeschwindigkei-
ten. Eine mathematische Konsequenz ist z.B., dass sich der Typ der
Differentialgleichung &ndert.

Traditionellerweise wurden die oben beschriebenen Probleme durch
Experimente im Windkanal gelost. In den letzten Jahrzehnten werden
diese Experimente jedoch zunehmend durch numerische Simulationen
erginzt und zum Teil ganz ersetzt. Besonders augenfillig ist dies bei
der Simulation des Wiedereintrittes eines Raumgleiters in die Erdatmo-
sphére. Hier sind die Stromungsphénomene in komplizierter Weise mit
thermischen und chemischen Problemen gekoppelt (z.B. Abschmelzen
des Hitzeschutzes).

Ein weiteres Beispiel ist die Stromung in einem Gewésser wie einem
See. Dabei ist z.B. der Transport oder die Sedimentation von Schad-
stoffen zu simulieren. Wenn die horizontale Ausdehnung des Gewassers
grof} ist im Vergleich zur Tiefe, kénnen spezielle Vereinfachungen ge-
troffen werden, die auf die sog. Flachwassergleichungen fiithren. Eng ver-
wandt sind Schwingungsphidnomene in grofien Seen. Historisch verbiirgt
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ist z.B. das Konstanzer Wasserwunder von 1549. Durch giinstige Wind-
konstellationen wurden mehrere Grundfrequenzen des Bodensees so an-
geregt, dass sich die Stromungsrichtung in Konstanz umkehrte.

Stromungsprobleme treten oft auch in Verbindung mit freien Rand-
wertproblemen auf. Eine industrielle Anwendung ist z.B. die Filmbe-
schichtung. Dabei wird ein Tragermaterial durch einen diinnen Kanal,
der mit der aufzutragenden Fliissigkeit gefiillt ist, gezogen. Am Austritt
des Kanals bildet sich eine freie Oberfliche. Die Geschwindigkeit, mit
der das Tragermaterial fortbewegt wird, und die Nachfiillmenge der
Fliissigkeit miissen so gesteuert werden, dass eine gewiinschte Film-
dicke erreicht wird. Neben dem Stromungsfeld muss dabei auch die
unbekannte Grenzflache des Fliissigkeitsfilmes berechnet werden.

Stromungsprobleme sind hiufig mit thermischen, chemischen oder
elektromagnetischen Phénomenen gekoppelt. Ein Beispiel ist der be-
reits erwahnte Wiedereintritt eines Raumgleiters. Ein anderes ist die
Stromung eines elektrisch leitenden Plasmas in einem starken Magnet-
feld (Tokamak).

Ein letztes alltédgliches Beispiel ist die Wettervorhersage. Hierbei
muss die Stromung auf einer Mannigfaltigkeit (Erdoberfliche) beein-
flusst durch Gravitation, Erdrotation und Topographie simuliert wer-
den.

1.2. Modellierung

Fiir die Modellierung der Stréomung betrachten wir einen Fliissig-
keitskorper €2, der sich unter dem Einfluss innerer und duflerer Kréfte
bewegt. Sei V' C  ein kleines Fliissigkeitsvolumen und n € V. Zur
Zeit t > 0 befindet sich das Teilchen, das zur Zeit ¢t = 0 in 1 war, an
der Stelle = ®(n,t). Setze V(t) = ®(-,t)(V). Die Geschwindigkeit
der Stromung im Punkt z = ®(n,t) ist dann definiert durch

v(z,t) = %@(n,t), x = ®(n,t).

Die Modellierung beruht auf folgender grundlegender Annahme:

(A1) @(-,t) : Q@ — Q ist fiir jedes ¢ > 0 ein orientierungstreuer
C°°-Diffeomorphismus mit ®(-,0) = Id.
Wegen dieser Annahme kénnen wir die Stromung auf zwei Weisen be-
trachten. Einmal betrachten wir die Trajektorie t — ®(1,t) eines be-
liebigen, festen Punktes mit urspriinglicher Position 7. Dies ist die sog.
Lagrangesche Sichtweise. Entsprechend heifit n Lagrangesche Koordina-
te. Das Lagrangesche Koordinatensystem bewegt sich mit der Strémung
mit. Bei der anderen Sichtweise, die wir im folgenden stets verfolgen
werden, betrachten wir zu einem beliebigen, festen Punkt x die Tra-
jektorien ¢ — ®(-, )7 !(z), die durch diesen Punkt laufen. Dies ist die
sog. Fulersche Sichtweise. Entsprechend heifit x Fulersche Koordinate.
Das Eulersche Koordinatensystem ist unbewegt.
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Fiir die Herleitung der relevanten Differentialgleichungen bezeich-

nen wir mit D® = (%)
i ) 1<i,j<3
J = det D® die Funktionaldeterminante von ® und mit A;; die Ko-

Faktoren von D®. Dann gilt

die Funktionalmatrix von ®, mit

(121) (D)), = 514,
und
(L2.2) Z(_l)iJrinj(Dq))kj = Jo.

Mit diesen Bezeichnungen gelten die folgenden beiden fundamentalen
Beziehungen.

LEMMA [.2.1 (Zeitableitung der Funktionaldeterminante). Es ist

0
aJ J (div, v) o .

BEWEIS. Aus der Definition von v folgt

w

82

0 EM%
(1) = — -
Oton; 1) an; " 377;

Hieraus und aus (1.2.1) und (1.2.2) ergibt sich mit dem Entwicklungs-
satz fiir Determinanten und der Kettenregel mit x = ®(n, t)

0 oJ 0?
—J = —
ot lgz'Z:jSB 9 (%) Oton;

= 3 A

Y Om; Oy,
1<i,j,k<3

8’Ui

1<i,k<3

= J (div, v) o ®(n, ). O

SATZ 1.2.2 (Transport Theorem). Sei f :  x (0,00) — R hinrei-
chend oft differenzierbar. Dann gilt fiir jedes Volumen V' in 2

%/V(t)f(x,t)dx = /V(t {g{(:p t) + div(fv)(z, t)}dx.
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BEWEIS. Aus der Annahme (Al) und Lemma [.2.1 folgt wegen

2 = v;(®(n,t),t) mit dem Transformationssatz

d
e v f(z, t)dx
d

:/V{%f(@(mt%t)J(thZ?aif@(n,t),t)a;itf(nvt)

_ /W) {%{(x, 1) + div(fv)(z, t)} du. O

An die Bewegung der Fliissigkeit werden nun die klassischen An-
nahmen der Physik gestellt:

(A2) Erhaltung der Masse,
(A3) Erhaltung des Impulses,
(A4) Erhaltung der Gesamtenergie.

Bezeichne mit p(z,t) die Dichte der Fliissigkeit. Dann folgt aus der
Massenerhaltung (A2) und Satz 1.2.2 fiir jedes Volumen V' in €2

0= 4 p(x,t)dx = / {@(x,t) + div(pv)(:v,t)} dz.

Hieraus ergibt sich punktweise die Massenerhaltung

(I.2.3) % +div(pv) =0 in Q x (0, 00).
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Die zeitliche Anderung des Impulses ist wegen Satz 1.2.2 gleich

d

d
_ (_ / p(x,t)vi(ac,t)dx)
dt V(t) 1<i<3

B (/V(t) {%('0“1')(957 t) + div(pviv)(z, t)} dx> 1<i<3

_ /v@ {%(pv)(aj, £) + div(pv ® v)(z, t)} dz

plx, t)v(x, t)de

(1.2.4)

mit
v @u = (vu)i<ij<s-

Wegen der Impulserhaltung (A3) ist die zeitliche Anderung des Impul-
ses gleich der Summe der inneren und &ufleren Kréfte. Da die &ufleren
Kréfte mit dem Volumen skalieren und bzgl. des Volumens additiv
sind, folgt aus dem Satz von Radon-Nikodym, dass sie von der Form

pfdz sind. Fiir die inneren Krifte folgt aus dem Satz von Cauchy,

V(t)

dessen Beweis wir im nédchsten Abschnitt skizzieren, dass sie von der

Form sind / T - ndo mit einem Tensor T : Q — R3*3 und dass der
av (1)

GaufBsche Integralsatz gilt!

/ T -ndo = / div Tdz.
AV (t) V(t)

T heifit der Spannungstensor. Aus dieser Darstellung der inneren und
duBeren Kriifte und der Identitét (1.2.4) ergibt sich fiir jedes Volumen

/ {g(pv) —|—div(pv®v)}da: = {pf-v+divT}dz
vy L0t Vi)

und somit punktweise die Impulserhaltung

(I.2.5) %(pv) +div(pv®@v) = pf +divT in Q x (0,00).

Bezeichnen wir mit e die Gesamtenergie, so folgt aus Satz 1.2.2 fiir
ihre zeitliche Anderung

d Oe
[.2.6 — eda::/ {— x,t) + div(ev)(x,t }dx.
126) [ ear= [ G0+ dven

Aus der Energieerhaltung (A4) folgt andererseits, dass die zeitliche
Anderung der Gesamtenergie gleich der Summe der Energie der ein-
wirkenden inneren und dufleren Kréfte plus der Anderung der inneren

'Wie iiblich bezeichnen &V (¢) und n den Rand von V(t) und den #uBeren
Einheitsnormalenvektor an oV (¢).
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Energie ist. Wegen der oben hergeleiteten Form der inneren und &ufle-
ren Kréfte ergeben sich die ersten beiden Beitrége zu

/ pf - vdz und / n-T-vdo :/ div(T - v)dz.
V(t) oV (t) V()

Fiir die Anderung der inneren Energie folgt aus dem Satz von Cauchy,

dass sie von der Form ist o -ndo mit einem Vektorfeld o : Q — R3
v (t)
und dass wieder der Gaufische Integralsatz gilt

/ o -ndo = / divodx.
v (t) V(t)

Hieraus und aus der Identitdt (I1.2.6) ergibt sich fiir jedes Volumen

/ {ge—i—div(ev)}dx = {pf -v+div(T-v)+dive}dx
v LOF v

und somit punktweise die Energieerhaltung
0
(I.2.7) ¢ +div(ev) = pf - v+ div(T - v) +dive in Q x (0,00).
Die Gleichungen (I1.2.3), (1.2.5) und (1.2.7) beschreiben das Verhal-
ten der Fliissigkeit noch nicht vollstéandig. Sie miissen durch konstitutive

Gleichungen fiir die Gréen T, e und o erginzt werden. Hierzu werden
die folgenden Annahmen gemacht:

(A5) T héngt nur vom Gradienten der Geschwindigkeit ab und die
Abhingigkeit ist linear, T ist symmetrisch,? bei Fehlen innerer
Reibung ist T diagonal und dem Druck proportional, d.h., es
treten nur innere Kréfte in Normalenrichtung auf.

(A6) Es gilt die Beziehung® e = pe + 1p|v|*.

(A7) o ist proportional zur Anderung der internen Energie, d.h.
o =aVe.

Aus der Annahme (A5) folgt, dass der Spannungstensor T von der
Form ist

(I.2.8) T =2)\D(v) + p(divv) I — plL.
Dabei bezeichnen

I=(0ij)1<ij<s
den FEinheitstensor,

1 1 /0v; Ov;
b 1 " _ 2t 7 J
_(V) 2<VV + Vv ) 2 (am] . 81’1) 1<i,5<3

den Deformationstensor,

(1.2.9) p=p(p;€e)

2Folgt mit dem Satz von Cauchy auch aus der Erhaltung des Drehmomentes
3¢ heiBt interne Energie und wird héufig mit der Temperatur identifiziert.
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den Druck und A, i € R die kinematischen Viskositdten der Fliissigkeit.
Gleichung (1.2.9) heifit auch Zustandsgleichung. Fiir ein ideales Gas ist
z.B. p(p,e) = (7 — 1)pe mit v > 1. Man beachte, dass divv die Spur
des Deformationstensors D(v) ist.

Aus den Gleichungen (1.2.3), (1.2.5), (1.2.7), (1.2.8) und (1.2.9) und
den Annahmen (A6) und (A7) ergeben sich die kompressiblen Navier-
Stokes Gleichungen in konvervativer Form

Op + div(pv) =0
O (pv) + div(pv @ v) = pf + 2XdivD(v)
+ pgraddivv — grad p
= pf + \Av
+ (A + p) graddivv — grad p
Oe +div(ev) = pf - v +2Xdiv[D(v) - V]
+ pdividivv - v]
(1.2.10) —div(pv) + aAe
={pf +2\divD(v) + pgraddivv
—gradp} - v
+AD(V) : D(v) + p(div v)?
—pdivv + aAe
p=p(p;e)

Lo o
e:p5—|—§p|v| :

Fiir reibungsfreie Stromungen, d.h. A = u = 0, ergeben sich aus (1.2.10)
die Fuler Gleichungen fiir ein ideales Gas

Op + div(pv) =0

Oy (pv) + div(pv @ v + pI) = pf

(1.2.11) de + div(ev + pv) = pf - v + ale
p=p(p;)

Lo 2
e:p5—|—§p|v| .

Aus der ersten Gleichung von (1.2.10) ergibt sich fir die linke Seite der
zweiten Gleichung von (1.2.10)

D) + div(pv & v) = (Op)v + poyv + (div(pv))v + p(v - V)
= ployv + (v- V)v].
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Einsetzen der ersten beiden Gleichungen von (1.2.10) in die dritte Glei-
chung liefert

AD(V) : D(v) + p(divv)? — pdivv + ale
= —{pf +2\divD(v) + pgraddivv — grad p} - v

1 1
+ 0, (pe + 14 \V|2) + div (pev + ol |V\2V>
= —{0(pv) +div(pv@Vv)} - v
+e0ip + ediv(pv) + pde + pv - grad e

1 1 ) 1
+3 V| dp + 3 Iv|? div(pv) + pd, (5 |v|2>

1
+ pv - grad (5 |v|2>

= —pv - [0V + (V- V)V] + pdie + pv - grad e
+pv-Ov+pv-[(v-V)V]
= pOe + pv - grad €.

Insgesamt erhalten wir so die kompressiblen Navier-Stokes Gleichungen
in nicht konservativer Form

Op +div(pv) =0
plov + (v - V)v] = pf + NAv
+ (A + p) graddivv — grad p

[.2.12
( ) pl0se + v - grade] = AD(v) : D(v) + p(divv)?
—pdivv + aAe
p=p(pe).

Nehmen wir an, dass die Dichte p in ©Q x (0,00) konstant ist, ver-
nachléssigen die Energiegleichung, d.h. die dritte Gleichung in (1.2.12),
ersetzen p durch % und bezeichnen mit v = % die dynamische Visko-
sitdt, so erhalten wir die instationdren inkompressiblen Navier-Stokes
Gleichungen

divv =0

(1.2.13) o+ (v-V)v =f +vAv — grad p.

Fiir eine stationdre Bewegung ergeben sich die stationdren inkompres-
siblen Navier-Stokes Gleichungen

divv =0

(1214) VAV + (V . V)V + gradp =f.
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Linearisieren wir schlielich (I.2.14) um v = 0 und skalieren die Visko-
sitdt v zu 1, erhalten wir die Stokes Gleichungen

divv =0

(1.2.15) —Av +gradp =f.

Man beachte, dass in den heute in der Praxis iiblichen Algorithmen
zur numerischen Stromungssimulation die Loésung der Navier-Stokes
Gleichungen in der oben beschriebenen Art und Weise auf eine Folge
einfacherer Probleme reduziert wird.

Die Gleichungen (1.2.10) — (1.2.13) sind zeitabhéngig. Sie miissen
daher durch Anfangsbedingungen fiir die Geschwindigkeit v, die inter-
ne Energie € und — bei den Gleichungen (1.2.10) — (1.2.12) — die Dichte
p komplettiert werden.

Die Euler Gleichungen (I.2.11) sind hyperbolischer Natur und erfor-
dern Randbedingungen auf dem Einstrémrand von 2. Die Gleichungen
(I.2.10) und (I1.2.12) — (1.2.15) sind von zweiter Ordnung im Ort und
bendtigen daher Randbedingungen auf ganz I' = 0f2.

Fiir die Energiegleichungen in (1.2.10) und (I1.2.12) hat man die iibli-
chen Dirichlet und Neumann Randbedingungen zur Auswahl. Schwieri-
ger ist die Situation fiir die Massen- und Impulsgleichungen in (1.2.10)
und (1.2.12) — (1.2.15).

Sir George Gabriel Stokes (1819 — 1903) schlug um 1845 zur Modellie-
rung vor, dass die Fliissigkeitspartikel an den festen Wéanden haften,
so dass die Dirichlet Randbedingung

(1.2.16) v =0

auf I' zu fordern wire.?
Pierre Louis Marie Henri Navier (1785 — 1836) schlug dagegen um
1827 die allgemeinere Randbedingung

Av-n+(1=X)n-T-n=0
Mv—(W-nn]+(1-X)[T-n—(n-T-n)n]=0

(1.2.17)

auf I' mit \,,, \; € [0, 1] vor.” Man beachte, dass die erste Gleichung die
Normalkomponente von v und n - T betrifft und dass sich die zweite
Gleichung auf die Tangentialkomponenten von v und n-T bezieht. Fiir
An = At = 1 erhélt man offensichtlich die Haftrandbedingung (1.2.16)
von Stokes als Spezialfall. Fiir A\,, = 1, \; = 0 erhélt man die Gleitrand-
bedingung

(1.2.18)

4Allgemeiner kann man v = vr mit bekanntem vr betrachten.
5A11gemeiner kann man die homogene rechte Seite durch bekannte Funktionen
ersetzen.
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als Spezialfall. Die Frage, welche der beiden Randbedingungen (1.2.16)
oder (1.2.17) die Natur besser widergibt, wurde im vorletzten Jahr-
hundert durch Pendelexperimente in zdhen Fliissigkeiten zugunsten
der Haftrandbedingung (1.2.16) entschieden. Bei hohen Strémungsge-
schwindigkeiten und geringen Reibungskriften, wie sie z.B. beim Wie-
dereintritt eines Raumkdérpers auftreten, scheint allerdings die Gleit-
randbedingung (I1.2.18) bessere Ergebnisse zu liefern. Diese Randbe-
dingung tritt auch zwingend bei freien Randwertproblemen wie z.B.
der Filmbeschichtung auf. Die Lage des freien Randes wird dann wegen
Kapillaritatseffekten dadurch bestimmt, dass seine Kriimmung propor-
tional zu den Normalspannungen n - T - n sein muss.

1.3. Der Satz von Cauchy

Wir betrachten die Bewegung eines Korpers B unter dem Einfluss
innerer und duflerer Kréfte. Sei P ein Teil von B. Fiir P gilt der Satz
von der Impulserhaltung:

(13.1) zeitliche Anderung des Gesamtimpulses von P

= Resultierende aller auf P einwirkenden Krafte.

Bezeichnen p die Massendichte und u die Geschwindigkeit, so lésst
d
sich die linke Seite von (I.3.1) in der Form schreiben X / pudV. Die

P
rechte Seite lésst sich zerlegen in den Anteil des dufleren Kraftfeldes
und in die Krifte, die von den Molekiilen auflerhalb von P auf die
innerhalb von P ausgeiibt werden. Bezeichnet f die Dichte der &ufleren

Krifte, so ist deren Einfluss auf P gegeben durch / fdV'. Schlieflich
P

nimmt man an, dass der Einfluss der inneren Kréfte auf P gegeben

wird durch / q(z,n(z))dA. Dabei ist q die Dichte der inneren Kriéfte,

n die éiuﬁereallilormale und A das Flachenelement. Dieser Darstellung
der inneren Krifte liegt die Annahme zugrunde, dass sie nur iiber die
Oberflache von P auf P einwirken konnen. Unter der Annahme, dass q
stetig von x abhéngt, bewies Cauchy im Jahre 1823, dass q eine lineare
Funktion von n ist, d.h. q(x,n(z)) = T(z) - n(x). Damit folgt aus der
Impulserhaltung (1.3.1) die Gleichung

d
(1.3.2) — pudV:/de—l—/ T - ndA.
dt Jp P oP

Da (1.3.2) fiir alle Teile P von B gelten muss, folgt aus (1.3.2), Satz
[.2.2 (S. 7) und dem GauBschen Integralsatz unter geeigneten Regula-
ritdtsannahmen die differentielle Form

(1.3.3) %(pu) +div(pu - u) = f + div T.
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Bei der Herleitung von (1.3.2) und (1.3.3) aus der Impulserhaltung
(I.3.1) sind Begriffe verwandt und Annahmen gemacht worden, deren
mathematische Bedeutung und physikalische Rechtfertigung noch ge-
klart werden muss:

e Was ist ein Teil von B? Welche Struktur muss die Gesamtheit
der Teile von B haben?

e Wodurch ist die Existenz der Kraftdichten f und q gerechtfer-
tigt?

e Ist die Stetigkeit von q physikalisch beweisbar oder folgt die
lineare Abhéngigkeit von n auch unter schwéicheren Annah-
men?

e Unter welchen Regularitdtsannahmen gilt die differentielle
Form (I.3.3) und sind diese Voraussetzungen physikalisch ge-
rechtfertigt?

Diese Fragen sollen im Folgenden beantwortet werden. Dabei beschrén-
ken wir uns der Einfachheit halber auf skalare Gréfen; die Ubertragung
auf Vektoren wie den Impuls ist unmittelbar klar.

A priori ist ein Korper eine offene, beschrankte Teilmenge des R™.
Wie wir weiter unten sehen werden, muss der Rand von B gewisse
(relativ schwache) Glattheitseigenschaften haben, um obigen Begriffen
einen mathematischen Sinn zu geben. Alle physikalischen Aussagen
iiber B sollten auch fiir alle seine Teile gelten. Insbesondere gelten die
gleichen Einschréankungen an deren Rénder. Falls P und () Teile von B
sind, sollten auch P U @ und (bis auf Nullmengen) P N ) Teile von B
sein. Ebenso sollte mit P auch B\ P ein Teil von B sein. Insgesamt muss
die Menge der Teile von B also die Struktur einer o-Algebra tragen.
Um die Existenz einer Dichte der dufleren Krifte zu gewéhrleisten,
muss diese o-Algebra diejenige der Borel-Teilmengen von B enthalten.

Die dufleren Krifte sind auf den Teilen von B definiert. Fiir disjunk-
te Teile von B miissen sie additiv sein. Mithin tragen sie die Struktur
eines Mafles. Da die linke Seite von (I.3.1) absolut stetig bzgl. des Volu-
menmafes ist, muss gleiches fiir die &ufleren Krifte gelten. Damit folgt
die Existenz einer Dichte fiir die dufleren Kréfte unmittelbar aus dem
Satz von Radon-Nikodym. Die Existenz der Kraftdichte f ist also in
diesem Zusammenhang trivial.

Die inneren Kréfte, die auf einen Teil P von B wirken, héingen nur
von P und B\ P bzw. allgemeiner von Teilen () von B\ P ab. Daher ist
es sinnvoll anzunehmen, dass sie nur eine Funktion des Randes 0P von
P sind. Auflerdem sollten sie auch fiir verniinftige Teilmengen von 0P
definiert und fiir disjunkte Mengen additiv sein. Insgesamt tragen sie
also die Struktur eines Oberfiichenmajes. Auflerdem héngen sie von
der Orientierung ab. Insbesondere muss der Rand von P hinreichend
glatt sein, um den Begriff einer Normalen definieren zu koénnen. Da die
linke Seite von (1.3.1) fiir kleiner werdendes Volumen gegen Null strebt,
ist es sinnvoll anzunehmen, dass die inneren Kriéfte absolut stetig bzgl.
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des Flachenmafles auf 0P sind. Auflerdem stellt die Erhaltungsglei-
chung (I.3.1) eine Koppelung zwischen Volumen- und Flichenmafien
dar. Diese wird fiir den Beweis des Satzes von Cauchy wesentlich sein.
Fir x € R" sei
B(z,r)={y e R": |y — x| <r}.
Dabei bezeichnet |-| die euklidische Norm auf R™. Fir A C R™ sei
diam A = sup |z —y|.
z,y€A

Dann definieren wir fiir m € N das m-dimensionale Hausdorffmaf§ von
A CR" als

mit

Hi'(A) = inf {ZwmQ_m (diam C;)™ :C; C R™ offen,

J=0

diaij <90, AC UCJ} .
=0

Dabei bezeichnet w,, = V,,,(B(0,1)) das Volumen der Einheitskugel
im R™. H" stimmt mit dem Lebesgueschen Volumenmaf iiberein. Fiir
hinreichend glatt berandete Mengen stimmt H" *(0A) mit dem Lebes-
gueschen Oberflichenmaf {iberein.

Fiir A C R” definieren wir den mafitheoretischen Rand JA von A
als

#(0 und

o L H"(AN B(x,71))
0A = {x €R 'rl—1>%1+ H™(B(x,7))

- H™((R"\ A) N B(x,7))
r—0+ H"(B(z,r))

£ 0}.
Es ist stets
0ACOA und H"Y(0A\0A) =0.

So ist z.B.

9(B(0,1)\ {0}) = 9B(0,1) U {0} und 9(B(0,1) \ {0}) = 9B(0,1).

Sei n ein Vektorfeld auf A mit [n(z)| = 1 fiir alle z. Setze
B*(x,r) ={y € B(z,7) : £(y — =) - n(z) > 0}.
Dann heifit n(z) die majfStheoretische dufSere Normale von A in x, wenn
gilt
H" (Bt (z,7)NA H"(B (x,r)NA
T]i%1+ L(f”(B<+7(a7?r)) ) =0 und Tlir(% B(T”(B<7(:U?T)) )

Die Menge aller Punkte von A, in denen die mafitheoretische #ufere
Normale existiert, wird mit 0* A bezeichnet.

= 1.
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Falls H""1(0A) < oo ist, heifit A eine Menge endlichen Perimeters.
Fiir Mengen endlichen Perimeters gilt

H" Y (0A\ 9*A) =0
Falls A eine Menge endlichen Perimeters ist, gibt es abzdhlbar viele
C'-Mannigfaltigkeiten M; mit

(1.3.4) H™! (8*A U Ml) = 0.
i=0

Der Rand von A ist also bis auf eine H"~!-Nullmenge glatt. Die Mengen
endlichen Perimeters bilden auflerdem eine o-Algebra, die diejenige der
Borelmengen enthilt. Die Mengen endlichen Perimeters erfiillen also
alle oben genannten Bedingungen an die Teile eines Korpers.

Falls A eine Menge endlichen Perimeters und v : A — R” ein
Lipschitz-stetiges Vektorfeld ist, gilt eine Verallgemeinerung des Gauf3-
schen Integralsatzes

(1.3.5) /divvdH" :/ v -ndH" .
A %A

Sei B eine offene, beschrinkte Menge endlichen Perimeters. Bezeichne
mit
P={PCB:H"(0P) < oo}

das System aller Teile von B. Wie wir gesehen haben, besitzt P die fiir
eine axiomatische Behandlung der klassischen Mechanik erforderliche
Struktur.

Unter einer Materialfliche S verstehen wir ein Paar (S,n) mit
S COP firein Pc P und n = np H* '-fii. auf S. Materialfliichen
sind also Verallgemeinerungen orientierter Flédchenstiicke und haben
die oben geforderte Struktur. Zwei Flachenstiicke S; = (§Z, n;) heiflen
kompatibel, falls es ein P € P gibt mit :9\1 C OP und n; = np H" *-f.ii.
auf §i, i = 1,2. Die Menge der Materialflichen bezeichnen wir mit S.

Die Forderungen an die inneren Kréfte fassen wir in der folgenden
Definition zusammen.

DEeFINITION [.3.1 (Cauchy-Fluss; schwache Erhaltungsgleichung).
(1) Ein Cauchy-Fluss ist eine Abbildung @ : S — R, die auf disjunkten,
kompatiblen Materialflichen additiv ist und die Lipschitz-stetig bzgl.
des n — 1 dimensionalen Hausdorffmafes ist, d.h.

Q(S1US2) =Q(S1) + Q(S2) Sy, S2 kompatibel mit
(136) H”_l(sl N 5'2) — 0’
|Q(S)| < cH"!(S) VS e S.

(2) Ein Cauchy-Fluss @ erfiillt eine schwache Erhaltungsgleichung, falls
gilt
(1.3.7) |Q(OP)| < cH™(P) VP e€P.
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Definition I.3.1 konkretisiert die allgemeinen Bemerkungen zu den
inneren Kréften. Die Bedingungen (1.3.6) und (1.3.7) sind nicht die
schwichst moglichen. Aus Bedingung (1.3.6) und dem Satz von Radon-
Nikodym folgt unmittelbar:

LEMMA 1.3.2 (Existenz von qg). Sei @ ein Cauchy-Fluss. Zu jedem
S € 8 gibt es dann eine Funktion qs € L*(S, H"1) mit

Q(S/) — /l quanl

fiir jede zu S kompatible Materialfliche S" mit S c 8.
Im Lichte von Lemma 1.3.2 besehen, besagt der Satz von Cauchy

ds =q-1ng
fiir alle S € & mit einer universellen, d.h. von S € S unabhéngigen
Funktion q.

DEFINITION 1.3.3 (Negative Materialfliche). Sei S = (S,n) € S.
Dann ist —S = (S, —n).

Aus der Definition von § und den Eigenschaften von P folgt, dass
mit S auch —S aus § ist.

LEMMA 1[.34 (¢-s = —qs). Sei Q ein Cauchy-Fluss, der einer
schwachen Erhaltungsgleichung gentigt. Fir jedes S € S gilt dann

Q(S) +Q(=5) =0
bzw. q_s = —qs, wobei qs und q_gs die gemdf$ Lemma 1.3.2 existieren-
den Dichten sind.

BEWEIS. Wir nehmen zunéichst an, dass S mit S = (5,n) eine
C'-Mannigfaltigkeit ist. Dann sind fiir hinreichend kleines ¢ > 0 die
folgenden Mengen wohl definiert und in P enthalten:

D¥f={z=y+in(y):ye S 0<t<e}
D.={z=y+tn(y):yeS |t| <e}.
AuBerdem ist
SU(=S)udD.UN.=0DFuadD_
mit A" '(N.) = 0. Aus (1.3.6) und (1.3.7) folgt daher
Q(S) + Q(=S)| = |Q(@DF) + Q@D;) — Q(AD.)|
< |Q@DI)| +[Q(dD7)| +|Q(9D.)|
< 2cH"(D.)
— 0.

e—0
Damit folgt die Behauptung fiir glatte Flichenstiicke. Da jedes S € S
in OP fiir ein P € P enthalten ist, ist S bis auf eine H"~!-Nullmenge die
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Vereinigung von abzihlbar vielen C'-Mannigfaltigkeiten. Damit folgt
die Behauptung aus dem soeben Bewiesenen und (1.3.6), (1.3.7). O

LEMMA 1.3.5 (Cauchy-Flisse auf Réandern). Sei @) ein Cauchy-
Fluss, der einer schwachen Erhaltungsgleichung gentigt. Dann gibt es
eine Funktion b € L*(B, H™) mit

Q(OP) = /P bdH" VP €P.

BEWEIS. Definiere die Abbildung M : P — R durch
M(P)=Q(0P) VPP,

Aus Lemma [.3.4 folgt, dass M auf P additiv ist. Aus (1.3.7) folgt die
absolute Stetigkeit von M bzgl. H". Damit ergibt sich die Behauptung
aus dem Satz von Radon-Nikodym. 0

SATz 1.3.6 (Divergenz eines Cauchy-Flusses). Sei @) ein Cauchy-
Fluss, der einer schwachen Erhaltungsgleichung gentigt. Dann g¢ibt es

ein q € LY(B,H™)", dessen Divergenz im distributionellen Sinn in
LY (B, H") ist, mit

(1.3.8) / vd@ = / div(vq)dH"
op P
fiir alle P € P und alle v e C®Y(B). Auferdem gilt H"-f.ii. die lokale
Form des Erhaltungssatzes
(1.3.9) divq = b,
wobei b die Funktion aus Lemma 1.3.5 ist.

BEWEIS. Wir zeigen zuniichst, dass es ein q € L*(B; H")" derart
gibt, dass fiir alle P € P und alle stiickweise affinen Funktionen v die
Identitét

(1.3.10) / vd@ = / bvd H" +/ q- VodH"

op P P
gilt. Sei dazu P € P beliebig. Wegen Lemma 1.3.5 gilt (1.3.10) fiir alle
konstanten Funktionen. Bezeichen mit zf : x = (xy,...,2,) — x; die

i-te Koordinatenfunktion. Fiir ¢ € R definieren wir folgende Mengen

R(t) = {z € R": a%(x) < 1}, Ro(t) = R(?),
N(t) = OR(t), P(t) = PN R(t).

Dann ist

(1.3.11) OP(t) = [0P N Ro(t)] U[P N N(t)]UM(t)

mit H" (M (t)) = 0. Setze

F(t) = Q@P N Ro(t)), G(t) = Q(P A N(t)), H(t) = /P(t) bAH",
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Da P C B beschrénkt ist, hat die Funktion G einen kompakten Tréger.
Aus (1.3.6), (I.3.11) und Lemma 1.3.5 folgt

H(t) = Q(9P(t))
(1.3.12) =QOPNRy(t)) + QPN N(t))
=F({t)+G(t) VteR.

Wenden wir [11, Satz 2.5.18] auf die Funktionen x} und f = id und
die Mafle

1W(A) = Q@P N A), y(A):/PMden

an, so folgt

(1.3.13) /tdF(t) = / x;dQ, /th(t) = / x;bdH".
R aP R P
Da G kompakten Tréger hat, folgt aus (1.3.12) und (1.3.13)

/BprdQ—/ijde” _ /th(F—H)(t)’
_ |- /R th(t)’

(1.3.14) = /RG(’“L)dt‘
< / QPN dt

< c/ H™Y(P 1 N(t))dt
_ (P,

wobei die vorletzte Identitét aus (1.3.6) und die letzte Identitét aus der
co-area Formel folgt (sog. slicing). Definiere die Abbildung p; : P — R
durch
wi(P) = / r;dQ — / x;bdH™.
op P

Wegen Lemma 1.3.4 ist p; additiv. Wegen (1.3.14) ist p; absolut stetig
bzgl. H". Aus dem Satz von Radon-Nikodym folgt die Existenz eines
q; € LY(B, H") mit

/ r3dQ — / ribdH™ = / @dH™ VP € P.
opr P P

Definiere q = (¢1, ..., ¢n). Wegen Vzi = (0,...,1,...,0) folgt hieraus
(I.3.10) fiir alle P € P und alle affinen Funktionen.

Die rechte Seite von (1.3.10) ist additiv auf P. Wegen Lemma 1.3.4
gilt dasselbe fiir die linke Seite von (1.3.10). Daher gilt (1.3.10) fiir alle
stiickweise affinen Funktionen.
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Sei nun v € C%(B) und P € P. GemisB [10] gibt es eine Folge (v )men
stiickweiser affiner Funktionen mit

Uy — v gleichméBig auf B
Vv, — Vv H"{i. auf B
Vo, <c¢ Vm.

Wegen (1.3.10) gilt fiir jedes m

(I.3.15) /q~VUde":/ vmdQ—/vmde”.
P opr P

Wegen v,, — v gleichméflig in B konvergiert die rechte Seite von

(I.3.15) gegen / vd@ — /vde”. Wegen |Vu,| < ¢ fiir alle m
opr P

konvergiert die linke Seite von (1.3.15) gegen / q - wdH" fiir ein
P
w € L*(B, H")". Wegen Vv,, — Vv H"-f.ii. in B ist w = Vu. Also

gilt (1.3.10) fiir alle v € C%Y(B).
Sei nun speziell v € C§°(B). Dann folgt aus (1.3.10)

O:/ de:/vde”+/q~VvdH".
oB B B

Also ist b = div q im distributionellen Sinn.
Wegen Lemma 1.3.5 folgt divq € L'(B, H") und Gleichung (1.3.9).
Hieraus und aus Gleichung (1.3.10) folgt Gleichung (I1.3.8) fiir alle v €
Ci°(B) wegen

div(vq) = vdivq+q - Vo.
Da C§°(B) dicht ist in C%'(B) beweist dies die Behauptung. 0O

BEMERKUNG 1.3.7 (Satz von Cauchy fiir glattes q). Falls q Lip-
schitz-stetig ist, folgt aus (I1.3.8) mit v = 1 und (I1.3.5) die Identitét

Q@P)—/diqu[{”—/ q-ndH"! VPeP.
P o*p

Dies ist genau die Aussage des Satzes von Cauchy. Ein wesentliches Er-
gebnis wird sein, dass diese Aussage schon unter wesentlich schwéche-
ren Annahmen an q aus (1.3.8) folgt.

LemMA 1.3.8 (Radialsymmetrische Funtionen). Sei ¢ € C§°(R")
eine Funktion mit folgenden Figenschaften

@ =0,
o(x) = (|z]),
supp ¢ C B(0,1),

/ Oy Yno1, 0)dH" 1t = 1.
Rnfl
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Dann gelten fir P € P und H" '-f.a. € OP die Beziehungen

lim 7“"“/ © (7’*1(91: — y)) dH" Y(y) =1,
(1.3.16) A op

lim " /P Vo (r 'z —y)) dH"(y) = np().

r—0+

BEWEIS. Wegen der Radialsymmetrie von ¢ gilt die vierte Eigen-
schaft von ¢ auch fiir alle Ebenen £. Sei nun P € P und

oP = {x € OP : OP ist in einer Umgebung von
eine C*-Mannigfaltigkeit}.

Wegen (1.3.4) ist H"1(OP \ 5P) = 0. Sei 29 € OP und T die Tangen-

~

tialebene an P in x. Dann ist mit z = r~!(zy — y)

ro /Tsa (r"(@wo —y)) dH" ! (y)

_ ot / o (1 (o — y)) dH" ' (y)
TNB(zo,r)

(1.3.17) _ AdEm-1e,
/(xo+T)ﬂB(0,1)(p( ) =)
-/ RCIEEE
—1
und
ot r (o — n—1
/8P90( (zo —y)) dH" " (y)

o / o (r (o — y)) AH" ()

_ ot / o (r (20 — ) — pl(z0)] dH" " (3)

OPNB(zo,r)

- /TmB( ) [p (r(zo — y)) — w(z0)] dH" " (y)

() { / ) - | dH“—1<y>}.
OPNB(zo,r) TNB(zo,r)

Die ersten beiden Summanden in obiger Identitét streben wegen der
Stetigkeit von ¢ fiir » — 0 gegen Null. Das gleiche gilt fiir den dritten
Summanden, da P in einer Umgebung von z, eine C*-Mannigfaltigkeit
und 7' die Tangentialebene an P in x, ist. Wegen (1.3.17) ist damit
die erste Gleichung von (1.3.16) fir alle zy € dP bewiesen.

Sei weiter o € OP. Wegen 0P C 0*P folgt aus der ersten Gleichung
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von (1.3.16), dem Satz von Gaufl und der Stetigkeit von n, in

n,(zo) = lim T_”+1/

0+ p (r~H(wo —y)) np(wo)dH" " (y)

_ : —n+1 —1 . n—1
=l r /aPso(r (0 —y)) np(y)dH" " (y)

= lim T_n+1/va(,0 (T_l(xo - y)) dH"(y)

r—0+
1 -n -1 o n
— Tlir&r /PVgo (r~"(zo —y)) dH"(y).
Hieraus folgt die zweite Gleichung von (1.3.16). O

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun den Satz von Cauchy
beweisen.

SaTz 1.3.9 (Satz von Cauchy). Sei Q ein Cauchy-Fluss, der einer
schwachen Erhaltungsgleichung gendigt. DAcmn qibt es eine H ”—/]\Vullmen—
ge N* von B, derart dass fiir jedes S = (S,n) € § mit H* ' (SNN*) =
0 die Identitdt

Q)= [ a-nar
5
gilt. Dabei ist q das Vektorfeld aus Satz 1.3.6. Insbesondere ist Hn L.
fi. auf S
(I.3.18) q-n=gqs,
wobet qs die Dichte aus Lemma [.3.2 ist.

BEWEIS. Sei N* das Komplement des Durchschnittes der Menge
der Lebesgue-Punkte von b° mit der Menge der Lebesgue-Punkte von
q. Dann ist H*(N*) = 0. Sei S = (S,n) € S mit H" (SN N*) = 0
und P € P mit S C 9P. Sei ¢ die Funktion aus Lemma [.3.8 und

Urao(y) = 77" o (rHao —y)) Vg € 9P\ N*.
Fiir 7o € P\ N* gilt

lim "t /P ¢ (r(wo —y)) b(y)dH"(y)

r—0+

(1.3.19) ~ iy / o(2)b(wo — r2)dH"(2)
=0+ J(zo+rP)NB(0,1)

=0.
64 ist ein Lebesgue-Punkt von b, wenn gilt
1
I

im —— b(y) — b(x)|dy = 0.
P 1B S " )
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Sei gop die Dichte aus Lemma 1.3.2. Weiter sei o € 0P \ N* ein
Lebesgue-Punkt von ggp. Dann ist

qop(xo) = lim 7’”“/ ¢ (r~(zo — ) qor(y)dH" ' (y)

r—0+ P

= 1lim | U (y)gor(y)dH " (y).
r—0+ P

Wegen Lemma [.3.2 ist

/Ur,x0<y>an<y)dHn_1(y):/ Ur 20 (¥)dQ(y).

oP oP

Wenden wir Satz 1.3.6 auf die Funktion v, ., an, so folgt hieraus und
aus (1.3.19), sowie Lemma 1.3.8

lm [ ng(y)dQ(y) = lim { /P Vro (Y)b(y)AH" (y)

r—0+ P r—0+

n /P a(y) - V., (y)dH ”(y)}

r—0+

= lim ™" /P a(y) - Ve (r ' (zo —y)) dH™(y)
= q(zo) - np(xg).

Da auf S die Funktionen gop und gg iibereinstimmen, folgt hieraus
(1.3.18).
Aus Lemma 1.3.2 ergibt sich schliellich

Q(9) :/qade”_l = /q-ndH”_l. O
S S

BEMERKUNG 1.3.10 (Drehmomenterhaltung). Falls ) ein Mafl mit
Werten im R" ist, ergibt der Satz von Cauchy angewandt auf die Kom-
ponenten von () die Existenz einer Funktion T : B — R™*"™ mit

Q(S) = /I-ndH"‘l VS € S.
S

Ist insbesondere n = 3, wird héufig die Drehmomenterhaltung gefor-
dert. Dies bedeutet

(I.3.20)  lim 7“_3/ (y — 20) X qop(y)dH?*(y) =0 VP cP

r—0+ OPNB(xzo,r)

fir die Dichten qgp aus Lemma 1.3.2 und H?-f.a. o € OP. Hieraus
folgt dann die Symmetrie des Tensors T H?-f.ii..
Um dies einzusehen, betrachte einen Lebesque Punkt xo von T und ein
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P € P, so dass (1.3.20) gilt. Wegen Satz 1.3.9 ist dann
r? / (y — z0) X qop(y)dH>(y)
PNB(xo,r)
| — o) x T(y)n(y)dH*(y)
OPNB(zo, 7‘)
- — 29) x Txo)n(y)dH(y)
OPNB(zo, r)

w0 [ (=) (D) Tao)] () (0,
OPNB(zo,r)
Da zq ein Lebesque-Punkt von T ist, ergibt sich wegen
[ - wlant) < RS
dPNB(zo,r)

fiir den zweiten Summanden

/8 o (=m0 [2() = Do) n<y>dH2<y>\

< s |T(y) - T(ao)| /a ly — o] dH2(y)

y€OPNB(z0,7) PNB(zo,r)

< _sup |T(y) — T(xo)| H*(S?)

yEIPNB(z0,r)

—0.
r—0

Wiéhle ein i € {1,2,3} und betrachte die i-te Komponente des ersten
Summanden. Dann ergibt sich mit dem Gauflschen Integralsatz

() x Dleon(y)) dH2 ()
OPNB(zo,r)

r3 {(y = 20)is1T(20)it2,m(y)e

1 OPNB(zo,r)
—(y — 20)ir2T(w0)i+1,m(y)e} dH?(y)

3
0
Z{ (20)ita,er 3/ 8—(9 — 20)ip1dH? (y)
—1 PNB(zo,r) 9Tt

_ 0
—T(x0)is1.er 3/ (9_(y - xo)i+2dH3(Z/)}
PNB(zo,r) YT

= [T(20)i+2,i+1 — T(x0)it1,2) 7 >H* (P N B0, 7))

und somit

|
]

~
Il

7“73

L =) < Tlon) )|

= |T(20)it2.i+1 — T(20)it1,i+2| H?(B(x0,1) N1P).



26 I. EINFUHRUNG

Dabei sind die Indizes 7 + 1 und ¢ + 2 modulo 3 zu interpretieren.
Aus diesen Abschitzungen und (1.3.20) folgt die Symmetrie von T im
Punkt x,.

1.4. Notationen und Hilfsergebnisse

Wir stellen zunéchst einige Bezeichnungen zusammen, die wir im
Folgenden immer wieder benutzen werden:

Q) offene, beschriankte, zusammenhédngende Menge in R",
n € {2,3};
I' Rand von € als Lipschitz-stetig vorausgesetzt;

n Aaufleres Einheitsnormalenfeld zu €2;

p,q,7,... Skalare: Funktionen mit Werten in R;
u,v,w,... Vektorfelder: Funktionen mit Werten in R";
S, T,... Tensoren: Funktionen mit Werten in R™*";
I Einheitstensor;
V  Gradient;

div  Divergenz;
n
. ou;
divu = g :
— Oz,
=1

" OT..
. B =g )
dlvT—<E —8x»>1<‘< ;
<j<n

i=1 !

A =divV Laplace Operator;

1 (Ou; Ou;

D(u) == - z
D(w) =3 (axj s

) Deformationstensor;
1<i,j<n

u-v Skalarprodukt;
S:T dyadisches Produkt (Skalarprodukt von Tensoren);

uRv= (uivj)1gi,j§n Tensorprodukt.

Aus der Produktregel fiir die Differentiation ergeben sich folgende For-
meln, wobei T als symmetrisch vorausgesetzt ist:

div(pu) = Vp-u+ pdivu,
div(T-u) =(divT)-u+ T : D(u),
diviu®v) = (diva)v + (u- V)v.
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Dementsprechend folgt aus dem Gaufischen Integralsatz

/Fpu-n:/QVp-u—I—/ﬂpdivu,
[nTu= [@ivD)us [ 1D,
/Fn-(u®v):/Q(divu)v—i—/ﬂ(u-V)v.

Wir werden im Folgenden immer wieder Sobolev-Raume und ihre
Eigenschaften benutzen. Die wichtigsten Notationen und Ergebnisse
stellen wir nun zusammen. Fiir eine ausfiihrliche Darstellung verweisen
wir auf [1] und [22]

Fir € N* mit |a| = a; + ... + o, und ¢, ¢ € LP(Q), 1 < p < oo,
heifit ¢ die a-te schwache Ableitung von ¢, kurz v = D%p, wenn fiir

alle p € C3°(92) gilt
/wp = (=1 / @Dp.
Q Q

Die Sobolev-Raume und ihre Normen sind dann definiert durch
W’”’(Q) ={p e LP(Q): D € LP(Q) V|| <k},

P

ey =14 D IID%l ¢

|a|=F
1 1
k » p
el = {Z \sovz,p} PN
=0 lo| <k
HE(Q) = Wh(Q),
Hk = Hk,Q?
-1l = WMz

WyP(Q) = {oeW'(Q):p=0aufl},
Hi () = Wy*(9),

L3(Q) = {p € L*(Q): /p = 0}.
Q
Die Riaume W*P(Q)" = WkP(Q, R"™) und WHP(Q)™" = WkP(Q, R™*")

werden mit der kanonischen Produktnorm versehen; analog die Raume
H*(Q)" und H*(Q)™*". Die Riume W*?(Q) sind Banach-Riume; die
Riume H*(Q) sind Hilbert-Riume. C>(£2) ist jeweils eine dichte Teil-
menge. Wy "(Q) und H(Q) sind die Vervollstéindigungen von C$°(Q)
in der jeweiligen Norm.

Es gelten folgende Finbettungssdtze

o fiir n = 2: H'(Q)<=LP(Q) V1 < p < oo,
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o fiir n =3 H(Q) — LP(Q) V1 < p < 6;
die Einbettung ist kompakt fiir 1 < p < 6.
Des weiteren gelten folgende Ungleichungen

Friedrichsche Ungleichung ||| < calpl, Yo € Hy(),
Poincarésche Ungleichung ¢l < ¢ lel, Vo € H'(Q) N L3 ().

Die Konstanten cq und ¢, héngen jeweils nur vom Durchmesser von 2
ab.

H~Y(Q) ist der Dualraum von Hg(€); die entsprechende duale Paarung
wird mit (-, -) bezeichnet. Dabei wird L?(2) mit seinem Dualraum
identifiziert. Daher ist

Hé(Q) — LQ(Q) — Hil(Q)
und

(o, ) =/QW Vi € LX(Q), ¥ € HA(Q).

Die Spurabbildung u + yu = up ist ein stetiger linearer Operator von

H(Q) in L3(T"). Das Bild dieses Operators wird mit Hz (I') bezeichnet
und mit der Graphennorm versehen. Diese wird mit ||-|| 1 bezeichnet.

Es ist
[ll1 = inf {{lell, - ¢ € HY(Q), 7o =0}

H-Y(Q)", H-4(Q)™", Hz(T')", Hz(I')"™" sind die kanonischen Pro-
duktraume und werden mit den entsprechenden Produktnormen verse-
hen.

Abschlieflend stellen wir noch einige Bezeichnungen und Eigenschaf-
ten fiir Finite Element Rdume zusammen, die wir im Folgenden héufig
nutzen werden. Fiir Details verweisen wir auf [22, §§11.1, 11.2].

T bezeichnet stets eine Unterteilung von €2 mit folgenden Eigenschaf-
ten:

e Jedes K € T ist ein Dreieck oder Parallelogramm, falls n = 2,
oder ein Tetraeder oder Parallelepiped, falls n = 3 (Affine
Aquivalenz).

e Je zwei Elemente von 7 sind entweder disjunkt oder haben
einen Eckpunkt oder eine ganze Kante oder — falls n = 3 ist —
eine ganze Seitenfliche gemeinsam (Zuldssigkeit).

e Das Verhéltnis Z—Ifj ist unabhéngig von K € 7 und moglichen
Verfeinerungen von 7 durch eine Konstante C7 nach oben be-
schriankt. Dabei ist hx der Durchmesser von K und pg der
Durchmesser des grofiten in K eingeschriebenen Balles ( Regu-
laritdt).

Die affine Aquivalenz bedeutet, dass jedes Element K das Bild des
Referenz-Simplex K=Kg= {ZeR i+ ... 42, <1z, >0,1<
i < n} oder Referenz-Wiirfels K = Ky = [0,1]" unter einer affinen
Transformation Fy ist.
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Wir bezeichnen mit N die Menge aller Eckpunkte und mit £ die Menge
aller Kanten (n = 2) bzw. Seitenflichen (n = 3) aller K € T. Ny und
&q sind die Mengen aller Eckpunkte bzw. Kanten oder Seitenflachen
im Innern von €. Fiir ein Element K € T bezeichnen schlielich Ny
und £k die Menge aller Eckpunkte von K und die Menge aller Kanten
bzw. Seitenflichen von K.

Jede Kante (n = 2) bzw. Seitenfliche (n = 3) £ € &, im Innern
von (Q ist die gemeinsame Grenzfliche von genau zwei Elementen, die
wir mit Kg; und Kgy bezeichnen. Jedem E € &g ordnen wir einen
Einheitsvektor ng zu, der senkrecht auf E steht und von Kpg; nach
Kpgo zeigt. Fiir jede stiickweise stetige Funktionen ¢ bezeichnen wir
mit Jg(¢) den Sprung von ¢ iiber F in Richtung ng, d.h.

Je(p)(z) = tg%}r p(z +tng) — tliltgr o(r —tng) Vre k.

Der Sprung Jg(p) hidngt von der Orientierung von ng ab. Groflen der
Form Jg(ng - Vo) sind aber von der Orientierung von ng unabhéngig.
Fiir E € &€ bezeichnet hg den Durchmesser von E. Wegen der Regula-
ritdtsbedingung konnen Groflen der Form :—II(‘, und Z—g mit KNK' # ()
und £ N K # () nach oben und unten durch die Konstante Cy ab-
geschitzt werden.

Schliellich benotigen wir verschiedene Umgebungen von Elementeck-
punkten z € N, Kanten bzw. Seitenflichen £ € &, und Elementen
K € T (vgl. Abbildung I.4.1):

WK — U K/, (TJK: U K/,

KNK’e& KNK'#0
we= J K\ Ge= | K
ECOK' ENK'#£0
W, = U K,
zeK'

Dabei bedeutet KNK' € £, dass K und K’ eine Kante bzw. Seitenfliche
gemeinsam haben.

Mit der Abkiirzung x* = 27" - ... 20" definieren wir fiir £ > 0 die
Polynomraume

= span{z®: o € N max o; < k
Qk p { € ’lgigdz_ }

P, =span{z®:a € NY oy +... +ag <k}
und
= s falls K der Referenz-Wiirfel
Re = Bu(R) = Qx alls K der Referenz ‘ure,
P, falls K der Referenz-Simplex

und setzen

Ry = Rp(K) = {ﬁo Fl:pe ﬁk}
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ABBILDUNG 1.4.1. Gebiete wg, Wi, wg, wg und w,

Fiir die Finite Element Rdume verwenden wir folgende Bezeichnungen
SEHT)={p: Q> R:px € Ry(K) VK € Tr}, keEN,

SHO(T) = SHYT)nC([Q), keN,

SYUT) =S N HI(Q) ={p e S¥T):p=0auf '}, keN,
Fiir z € N bezeichnet A, € SY°(T) die nodale Basisfunktion, die durch
die Bedingung \,(z) = 4.,/ fiir alle 2’ € N eindeutig bestimmt ist. Es
ist w, = supp ..

Mit hr = maxger, hx gelten folgende Approximationseigenschaften

fir k € N, j € {0,1}, ¢ € H*1(Q) und ¢ € H*1(Q) N HL(Q) [22,
Satz 11.2.8]

inf, e = orl < o5 [l

presk—1
. k+1—j
(L4.1) . oub e —erly < ehy el
: k+1—j
wTeg;k{’:Om Y=yl < e Wl

Firalle k e N, m>2 0</<m-—1,ur € S*(T)und K € T
gelten zudem die inversen Abschétzungen [22, Satz 11.2.9]

14 hm
Lh™

(14.2) Ul < C—t |uT gk -
PKPR
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Die Konstante ¢ hingt nur von k, m und ¢ ab.

Im Folgenden werden wir hiufig den Quasi-Interpolationsoperator aus
[22, Definition II1.3.1] benutzen. Im Gegensatz zum nodalen Interpola-
tionsoperator ist er auch fiir L'-Funktionen definiert und erlaubt lokale,
elementweise Fehlerabschéitzungen. Fiir seine Definition bezeichnen wir

fiir z € N mit
o 1
sz_|wz|/wzgp

den Mittelwert von ¢ auf w,, wobei |w,| das n-dimensionale Lebesgue-
MaB von w, ist. Dann ist der Quasi-Interpolationsoperator Jr : L*(£2)
— S3°(T) definiert durch

jTSO = Z )\zaz'

ZENQ

Fiir jede Funktion ¢ € H'(Q) und jedes Element K € T gelten die
folgenden lokalen Fehlerabschétzungen [22, Satz I11.3.4]

le — Trollx < e el s,
(1.4.3)

1
lp = Trellox < el el

Die Konstanten ¢; und ¢y hdngen nur von der Konstanten Cs aus der
Regularitédtsbedingung ab.

Schlieflich benétigen wir noch die Blasenfunktionen aus [22, Definition
I113.5]. Sie sind fiir jedes Element K € T und jede Kante (d = 2) bzw.
Seitenfliche (d = 3) E € £ definiert durch

wK = 0k H )\27 wE = g H )\z
2eNK z€NE
mit

{(d + 1)1 falls K ein d-Simplex,
g =

24 I .
(2 ) falls K ein d-Parallelepiped,
22 falls F eine Kante,
ap =< d? falls £ ein (d — 1)-Simplex,
2d—1

()

Fir alle K € T und alle E € £ gilt [22, Lemma I11.3.6]

falls F ein (d — 1)-Parallelepiped,

Y € Co(K), Y € Co(wr),

Vi € Rir1(K), Ye|k € Ry(K), VK C wg,
Y >0 auf K, e >0 auf wg,

Y =0 auf 0K, Yp =0 auf Owg,

max Y (z) =1, maxp(z) = 1.
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Zudem gelten fir alle k € N, alle v € Ri(K) und alle 0 € Ri(FE) die
folgenden Abschétzungen [22, Lemma I11.3.7]

1
2
@mmz{ﬁywﬂ < ol

cihie kvl < [Wrvl g < eshi l[Urvllx

1
144 2
(L44) %Whé{éwwﬁ <ol

crhg' [Vpol,, < Weol,, < cshg' [Ypoll,,

1
[Vl < cohi ol

Dabei héngen die Konstanten cs, ..., ¢g nur von k£ und Cs ab.



KAPITEL II

Stokes Gleichungen

11.1. Heuristische Voriiberlegungen

Wir betrachten die Stokes Gleichungen (1.2.15) (S. 13) mit homoge-
nen Dirichlet Randbedingungen (1.2.16) (S. 13) in einem beschrénkten,
zusammenhingenden Gebiet Q@ C R™, n € {2,3}, mit Lipschitz Rand
r

—Au+Vp=f inQ
(I1.1.1) divu=0 in
u=0 aufl.

Wir stellen uns die Frage nach einer geeigneten schwachen Formulie-
rung von (II.1.1) und deren eindeutiger Losbarkeit. Zunéchst ist offen-
sichtlich, dass der Druck p hochstens bis auf eine additive Konstante
eindeutig sein kann. Diese Konstante wollen wir durch die Forderung

=
Q
festlegen.

Offensichtlich ist die Massengleichung, d.h. die zweite Gleichung in
(I1.1.1), dquivalent zu

/quivu:() Vg € L*(Q).
Da wegen des Gaufischen Integralsatzes

/Qdivu =0 Yue Hy(Q)"
gilt, ist die Massengleichung sogar dquivalent zu

/quivu:O Vg € L3(Q).

Multipliziere nun die Impulsgleichung, d.h. die erste Gleichung in
(IL.1.1), mit v € C§°(2)", integriere iiber 2 und wende den Gauflschen
Integralsatz an. Dann folgt

/Q,?.\,:/Q{—AHVPPV
:/Q{Vu:VV—pdiVV}.

33
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Also ist jede klassische Losung u € C?(Q)"NCo(Q)", p € CH(Q)NLE(Q)
von (II.1.1) eine Losung des folgenden Variationsproblems:

Finde u € H}(Q)", p € L(9), so dass

/Vu:Vv—/pdivv:/f-v Vv € Hy(Q)"
Q Q Q

(I1.1.2)
/qdivu:O Vg € L3(9).
Q
Umgekehrt ist jede hinreichend glatte Losung u, p von (I1.1.2) auch
eine klassische Losung von (I1.1.1). Mithin ist (II.1.2) ein guter Kan-
didat fiir eine schwache Formulierung der Stokes Gleichungen (II.1.1).
Entsprechend stellt sich die Frage, ob (II.1.2) eindeutig losbar ist.
Da div € L(H} ()™, L3(€2)) ist, ist

V={veH)(Q)":divv =0 fi. in Q}

= {V € Hy()™ - / qdivv =0Vq € Lg(Q)}
Q
ein abgeschlossener Unterraum von HJ(2)" und damit ein Banach-
Raum mit der Norm ||-||,. Offensichtlich gilt fiir jede Losung u, p von
(II.1.2) u € V. Betrachte daher das Variationsproblem:

Finde u € V, so dass

(I1.1.3) /Vu:VV:/f-v Vv eV
Q Q

Dann ist fir jede Losung u, p von (I1.1.2) u auch eine Losung von
(I1.1.3). Allerdings ist in (II.1.3) der Druck p eliminiert, und es stellen
sich zwei Fragen:

e Besitzt (I1.1.3) eine eindeutige Losung?
e Falls u eine Losung von (I1.1.3) ist, gibt es dann ein eindeutiges
p € LE(Q), so dass u, p eine Losung von (I1.1.2) ist?

Die erste Frage kénnen wir leicht positiv beantworten. Aus der
Friedrichschen Ungleichung folgt ndmlich fiir alle u € V- C Hj(Q)"

1 1
lull, = {Jull® + [uff}? < {14} ;.

Daher ist die Bilinearform u,v / Vu : Vv auf V stetig und koer-

ziv, so dass aus dem Satz von Lax—l\g/lﬁlgram (22, Satz 1.1.1] sofort die
eindeutige Losbarkeit von (I1.1.3) folgt.

Die zweite Frage lédsst sich aber nicht so leicht beantworten. Dies
wird im wesentlichen der Inhalt der folgenden beiden Abschnitte sein.

Unsere bisherigen Uberlegungen zeigen, dass das Problem (I1.1.3)
durchaus ein Kandidat fiir eine schwache Formulierung der Stokes Glei-
chungen (II.1.1) ist, sofern wir uns nur fiir die Geschwindigkeit u in-
teressieren. Wir kénnten daher versuchen, fiir die numerische Losung
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die Schwierigkeit mit dem Druck zu umgehen, indem wir direkt das
Problem (I1.1.3) durch die Konstruktion von Finite Element Raumen
Vr C V approximieren. Das folgende Beispiel zeigt jedoch, dass dies
nicht so einfach ist.

ABBILDUNG II.1.1. Triangulierung des Einheitsquadrates

Betrachte das Einheitsquadrat Q = (0,1). Unterteile 2 in Qua-
drate der Kantenlinge h = NLH, N € N* und jedes Quadrat durch
die Diagonale von der linken oberen in die rechte untere Ecke in zwei
Dreiecke (vgl. Abbildung I1.1.1). Setze Vi = [Sy*(T)]> NV, d.h. be-
trachte divergenzfreie, stetige, lineare Dreieckselemente. Sei vy € Vi
und Ky € T das Dreieck, das die linke untere Ecke von € als Eck-
punkt hat. Da alle Eckpunkte von Ky auf I' liegen, ist vy = 0 auf Kj.
Betrachte nun das Dreieck K das mit K, die Hypotenuse gemeinsam
hat. Sei z; der Eckpunkt von K, der in Q liegt. Aus vy = 0 auf I,
divvy =0 in K; und dem Gaufischen Integralsatz folgt durch Anwen-
den der Trapezregel auf die Randintegrale

h
0= / diVVT = / V7N, = EVT(Zl) : {81 + 82}.
K1 0Ky

Dabei sind ng, die &ulere Normale an K; und e, e; die kanonischen
Basisvektoren des R?. Betrachte als nichstes das Dreieck K,, das an
den linken Rand von 2 und an K; grenzt. Dann folgt mit dem gleichen
Argument wie oben aus der soeben hergeleiteten Beziehung

0:/ diVVT:/ VT - D,
Ko OKo

h h
= §V7'(21> {e1 + e} — §VT(21) " €2
h

= _§VT<21) c €9.
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Wegen vr(z1) - €1 = —vy(z1) - ey folgt insgesamt vr(z1) = 0. Also ist
vy = 0 auf Ky U K; U K,. Indem wir obige Argumentation sukzessive
fortfithren, folgt zunédchst, dass vy auf allen Quadraten, die an den
linken Rand von €2 grenzen, verschwindet, und danach, dass v in ganz
Q) verschwindet. Also ist V7 = {0} und damit génzlich ungeeignet fiir
eine Approximation von V.

Wenn wir einmal annehmen, dass wir die Schwierigkeiten mit dem
Druck in Problem (2) in den Griff bekommen, kénnen wir versuchen,
die soeben gefundene Schwierigkeit zu umschiffen, indem wir direkt
Problem (II.1.2) diskretisieren. Wir wiirden dann zwei Finite Element
Riaume X7 C H}(Q)" und My C L3(Q2) wihlen und (I1.1.2) approxi-

mieren durch:

Finde ur € X7, pr € My, so dass

/VUTZVVT—/pTdiVVT:/f'VT Vv e Xr
(I1.1.4) @ “ @

/ grdivar =0 Ygr € Mr.
Q

Aber auch dieser Ansatz stofit auf Schwierigkeiten. Betrachte dazu wie-
der obige Triangulierung des Einheitsquadrates und wihle

Xr = [SY°T)E, My = S"X(T) N L3(Q),

Da fiir jede Losung von (I1.1.2) u € H}(Q)?, p € LE(Q) gilt, ist diese
Wahl bei naiver Vorgehensweise durchaus naheliegend. Indem wir in

(I1.1.4) fir g7 die Funktionen xx — %, K € T, einsetzen und

/divuT:/uT-nzo
Q r

ausnutzen, erhalten wir
/ divur=0 VK eT.
K

Da aber divuy € S®71(T) ist, folgt divuy = 0. Also gilt fiir jede
Losung von (IL.1.4) ur € [Sy°(T)]>NV und nach dem zuvor Gezeigten
ur = 0. Also ist auch (I1.1.4) mit obiger Wahl der Rdume X7 und M+
fiir die Approximation von (II1.1.2) denkbar ungeeignet.

In den Paragraphen I1.4 — I1.6 werden wir Methoden entwickeln,
die eine effiziente Finite Element Approximation erlauben und die die
oben geschilderten Klippen umschiffen.

I1.2. Ein abstraktes Variationsproblem

Im Folgenden bezeichnen (X, ||-||y) und (M, ||-||,,;) zwei Hilbert-
Réume, X* und M* die zugehorigen Dualrdume mit den Normen ||-|

X*
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= H'HL:(X,R) und ||| = H'H/;(M,R)v sowie (-, )y und (-, -),, die ent-
sprechenden dualen Paarungen. Wir betrachten zwei stetige Bilinear-
formen

a: XxX—>R, b: XxM-—>R

mit den zugehdrigen Normen

a(u, v
lall = llall 2 x gy = sup ML )
W vexvioy llullx ol
b(u, A)
161 = 116/l c2xxnrmy = sup

ueX\{0},AeM\{0} HU”X ”)‘HM

Wir wollen die Losbarkeit des folgenden abstrakten Variationsproblems
untersuchen:

Finde zu gegebenem ¢ € X* und xy € M* ein Paar
(u,A) € X x M mit

a(u,v) +b(v,\) = (0, v)y WweX
b(u, 1) = (X5 p)py Y € M.

Zur Vereinfachung definieren wir Operatoren A € L(X,X*), B €
L(X,M*) und B* € L(M, X*") durch

(Au, v) y = a(u,v) Yu,v € X,
(Bu, \),, = b(u,\) Vue X,\e M,
(B*\, v)y =b(v,\) VYve X, el

Offensichtlich ist B* der duale Operator zu B.
Mit diesen Notationen ist Problem (I1.2.1) dquivalent zu:

Finde (u,\) € X x M mit
Au+ B A=/
Bu = x.

(I1.2.1)

Zu gegebenem y € M™* betrachten wir den affinen Raum
V(x)={u e X : Bu=x}
={ue X :b(u,n) = (x, )y Yue M}
und setzen
V =V/(0).
Die Polare V° von V ist definiert durch
Ve={ge X" :(g,v)y =0V eV}

Bezeichnet (-, -), das Skalarprodukt von X, so ist das orthogonale
Komplement V+ von V wie iiblich definiert durch

Vi={ueX:(u,v)y =0V eV}
Schlieflich definieren wir den Operator 7 € L(X*, V*) durch
<7Tfav>X:<f?U>X VUEV
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Mit diesen Notationen ordnen wir Problem (I1.2.1) ein anderes Problem
ALK

Finde u € V(x) mit
(I1.2.2) a(u,v) =, v), YvelV.
In Operatorschreibweise lautet Problem (I1.2.2):
Finde u € V(x) mit

TAu = 7.

Offensichtlich ist jede Losung von (I1.2.1) auch eine Losung von (11.2.2).
Wir suchen notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir, dass auch
die Umkehrung gilt.

SATz I1.2.1 (inf-sup Bedingung). Die folgenden Aussagen sind dqui-
valent:

(1) Es gibt eine Konstante 5 > 0 mit

b(u, A
inf sup L > f.
AeM\{0} ueX\{0} 1wl x 1A 5r

(2) Der Operator B* ist ein Isomorphismus von M auf V° und
IB*All e = Bl[Ally VA € M.
(3) Der Operator B ist ein Isomorphismus von V- auf M* und

1Bully- = Bllvlly  Woe V™.

BEWEIS. ,,(1) = (2)“: Wegen der Definition von B* und der Dual-
norm gilt fiir jedes A € M
(B*\, v) b(v, \)

(I1.2.3) |B*A||x- = sup ———= = sup :
vexvioy  [llx vex\(op [vllx

Aus (1) und (I1.2.3) folgt || B*A|| . > B ||All,, fir jedes A € M. Also ist
B* injektiv und R(B*) = B*(M) abgeschlossen in M*. Aus dem closed
range theorem [23, §VIIL5] folgt R(B*) = (ker B)° = V°.

»(2) = (1)“: Ist B* ein Isomorphismus von M auf V° gilt ||Al|,, <
H(B*)_IHg(Vo,M) | B*A|| - fur alle A € M. Hieraus und (I1.2.3) folgt (1)

mit § = [|(B") |l g(ve 0y

,(2) & (3)“: Wir zeigen zuniichst, dass V° und (V+)* isometrisch dqui-
valent sind. Dazu bezeichnen wir mit v+ die orthogonale Projektion von
v € X auf V*. Jedem g € (V1)* ordnen wir ein Element g € X* durch
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die Vorschrift (g, v), = <g, vi>  2u. Offensichtlich ist g € V° und

~ i
, U
- = Ssup 9, vy _ sup {90y
vexvioy Vllx  wexvior vl

9]

< sup |lg -
UEX\{O}H H(Vl) HUHX

< HQH(VJ-)*

sowie wegen vt = v fiir alle v € V+

1
, U
||g||(VL)* = sup (g, U)X _ sup <g >X
veVL\{0} ||U||x veVI\{0} ||U||x

Sup <g7 U)X
veVL\{0} ||U||X

Sup <g7 U)X
veX\{0} ||U||X
= [|4]

X* -

Wegen der isometrischen Aquivalenz von V° und (V+4)* ist B ein Iso-
morphismus von V* auf M* mit [|B~"| £y 1y < % genau dann, wenn
B* ein Isomorphismus von M auf (V+)* = V° ist mit HB*ich(vo ay <

%. Dies beweist die Aquivalenz von (2) und (3). 0
Die inf-sup Bedingung aus Satz 11.2.1 (1) wurde unabhéngig von-
einander von I. Babuska und F. Brezzi um 1973 eingefiihrt. Sie firmiert
in der Literatur unter den Bezeichnungen Brezzi, Babuska-Brezzi, Ba-
buska-Brezzi- Ladyzhenskaya oder inf-sup Bedingung.

SaTz 11.2.2 (Eindeutige Losbarkeit des Variationsproblems). Pro-
blem (11.2.1) besitzt genau dann zu jedem Paar (¢, x) € X* x M* eine
eindeutige Losung (u, \) € X x M mit

[l + WAL < el e+ lxllare 3

wenn folgende beiden Bedingungen erfiillt sind

(1) wA ist ein Isomorphismus von V auf V*.
(2) b erfillt die inf-sup Bedingung aus Satz 11.2.1 (1).

BEWEIS. ,<*“: Wegen Satz [1.2.1 und (2) existiert genau ein ug €
V4 mit Buy = x und es ist

1
uol| x < 3 XN age -

Wegen (1) gibt es genau ein w € V mit mAw = 7(f — Auyp) und es ist

[wllx < cof|[m(£ = Auo)]

e < o |6 — Augl

X*
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mit co = [[(TA) || e vy Setze u = ug + w. Dann ist

1
lullx < 3 Il aze =+ co Il =+ co llall [[uollx

1
=3 [+ collall} IxIar + coll€ll x-

und 7(¢ — Au) = 0 bzw. dquivalent ¢ — Au € V°.
Wegen Satz I1.2.1 und (2) gibt es daher genau ein A € M mit B*\ =
¢ — Au und

My < =
1Al = 3

1 1
< g L coflalll el + 5 el [+ eo llall}lixlay- -
Offensichtlich ist (u, A) die gesuchte Losung von (I1.2.1).
»=: Wir zeigen zunéchst (2). Sei dazu y € M*. Dann gibt es nach
Voraussetzung genau ein Paar (u, \) € X x M mit

Au+ B*A =0
Bu =y

Also ist R(B) = M*. Mithin ist B eine stetige, bijektive, lineare Ab-
bildung von V+ auf M*. Aus dem Satz iiber die offene Abbildung [23,
§I1.5] folgt, dass B ein Isomorphismus ist. Damit folgt (2) aus Satz
I1.2.1.

Sei nun v € V mit mAu = 0, d.h. Au € V°. Wegen (2) und Satz I1.2.1
gibt es ein eindeutiges A € M mit B*\ = —Au. Also 16st (u, \) das
Problem (II.2.1) mit £ = x = 0. Nach Voraussetzung ist somit u = 0,
d.h. wA ist injektiv. Sei nun g € V*. Wegen des Satzes von Hahn-
Banach [23, §IV.1] gibt es mindestens ein ¢ € X* mit 7¢ = g. Sei nun
(u,\) € X x M die eindeutige Losung von

Au+ B* A=/
Bu = 0.
Fir v € V folgt
(9, v)x =0, v)x = (Au, v)x + (B'A, v) x = (Au, v)x + (Bv, A)y,
= (Au, v)y

und somit mAu = g. Also ist 7A auch surjektiv. Damit folgt (1) aus
dem Satz iiber die offene Abbildung [23, §IL.5]. O
m

BEMERKUNG 11.2.3 (Aquivalenz der Variationsprobleme). (1 )
ersten Teil des Beweises von Satz I1.2.2 zeigen wir, dass Problem (II.
mindestens eine Losung hat, wenn 7 A ein Isomorphismus und V' (
ist. Die inf-sup Bedingung aus Satz I1.2.1 (1) garantiert, dass V(
ist fiir jedes x € M*.
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(2) Satz 11.2.2 zeigt, dass die Probleme (I1.2.2) und (II.2.1) dquivalent
sind, wenn die inf-sup Bedingung aus Satz 11.2.1 (1) erfiillt ist.

SaTz 11.2.4 (Symmetrische, koerzive Form a). Die Bilinearform a
sei symmetrisch und koerziv auf V', d.h. es gibt ein o > 0 mit
a(v,v) > alvllx Vv eV
Dann besitzt Problem (11.2.1) genau dann zu jedem Paar (£,x) € X* X

M* eine eindeutige Losung, wenn b die inf-sup Bedingung erfiillt.

BEWEIS. Sei ¢ € V*. Da a auf V' koerziv und symmetrisch ist, folgt
aus dem Satz von Lax-Milgram [22, Satz [.1.1], dass es genau ein u € V/
gibt mit

a(u,v) =, v)y YveV
bzw. dquivalent 7w Au = ¢. Aulerdem ist

1
lullx =< —11€]ly-

Also ist mA ein Isomorphismus von V' auf V*. Damit folgt die Behaup-
tung aus Satz 11.2.2. O

Satz 11.2.5 (Sattelpunktsprobleme). Die Bilinearform a sei sym-
metrisch, koerziv auf V' und positiv semi-definit auf X, d.h.
a(v,v) >0 Yo e X.

Die Bilinearform b erfiille die inf-sup Bedingung von Satz 11.2.1 (1).
Definiere das Lagrange-Funktional £ : X x M — R durch

LluA) = %a(u,u) b A) = (€, ) — (s )y

Dann ist das Paar (u, \) € X xM genau dann eine Losung von (11.2.1),
wenn (u, \) ein Sattelpunkt von L ist, d.h., wenn gilt

(I1.2.4) L(u,p) < L(u,A) < L(v,\) Yve X, ue M.
BEWEIS. Wegen

D, L(u, \)v = a(u,v) +b(v,\) = (¢, v) 5

DaL(u, N)p = b(u, 1) = (X, 1)
sind die kritischen Punkte von £ genau die Losungen von (I1.2.1). We-
gen Satz [1.2.4 besitzt (I1.2.1) eine eindeutige Losung. Wir miissen also
nur noch die Sattelpunktseigenschaft (11.2.4) zeigen.
Die erste Ungleichung von (I1.2.4) ist dquivalent zu

b(u, = A) < (X, b= Ay Y€ M.

Da M ein Vektorraum ist, ist dies dquivalent zur zweiten Gleichung
von (I1.2.1).
Die zweite Ungleichung von (I1.2.4) ist dquivalent zu

L(u,\) = z}g)f( L(v, A).
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Da die Bilinearform a auf X positiv semi-definit ist, ist aber jeder
kritische Punkt von v — £(v, ) ein Minimum. Hieraus folgt die zweite
Ungleichung von (I1.2.4). O

I1.3. Losbarkeit der Stokes Gleichungen

Wir betrachten die Stokes Gleichungen (II.1.1) (S. 33) mit ho-
mogenen Dirichlet Randbedingungen in einem beschrénkten, zusam-
menhéingenden Gebiet Q C R" n € {2,3}, mit Lipschitz Rand T’
und das zugehorige Variationsproblem (I1.1.2) (S. 34). Dieses entspricht
Problem (I1.2.1) (S. 37) mit

X = Hy(Q)", M = Lj(Q),
a(u,v) = / Vu:Vv, b(u,p)= —/pdiv u,
Q Q

<£,V>X:/Qf~v, (0, @)y = 0.

Wegen der Friedrichschen Ungleichung ist ||, eine Norm auf X und
a daher auf ganz X koerziv. Also sind die Voraussetzungen von Satz
I1.2.4 (S. 41) an a erfiillt, und wir miissen noch die inf-sup Bedingung
fiir b beweisen, d.h.

/pdivu
(IL.3.1) f= inf sup Q > 0.
perz@\(0y uert@m\(oy [uly 2l

Wegen Satz 11.2.1 (S. 38) ist (I1.3.1) dquivalent dazu, dass div ein
Isomorphismus von V1 auf L2(2) ist. Da div € L(H}(Q)", L3(Q)) auf
V+ injektiv und LZ(Q) ein abgeschlossener Unterraum von L?(() ist,
kénnen wir den Satz von der offenen Abbildung [23, §I1.5] heranziehen
und miissen nur die Surjektivitdt von div zeigen.

Wenn wir uns auf C'°°-Funktionen auf sternférmigen Gebieten be-
schrianken, folgt diese Surjektivitét aus dem Satz von Poincaré [17,
Satz X.5.16]. Um dies einzusehen, betrachte ein p € C'*°(€2) und ordne
ihm die Differentialform ¢ = pdxy A ... Adx, € Q°(Q) zu. Dann ist ¢
geschlossen, d.h. dy = 0, und nach dem Satz von Poincaré exakt. Also
gibt es ein

w=Y v(-1)dei A Adz AL Adz, € Q2 (9Q)
i=1
mit dw = . Fiir v = (vq,...,v,) gilt dann divv = p. Zwar ist C*(Q)N
L3(2) dicht in LZ(€2), aber dies reicht nicht, um von der Surjektivitéit
von div : C®(Q)" — C=(Q) N L3(Q) auf die Surjektivitit von div :
Hi ()™ — L3(Q2) zu schlieBen.

Wenn wir uns auf glatt berandete ebene Gebiete, d.h. n = 2 und

[' € C? einschriinken, kénnen wir (I1.3.1) mit folgendem Argument
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relativ leicht nachweisen. Sei p € L§(2). Wegen [,p = 0 besitzt das
Neumann Problem

Ap=p in
g—fl:0 auf I'

eine eindeutige schwache Losung ¢ € H'(Q) N L3(2). Da T € C? ist,
gilt ¢ € H?(Q). Setze v = V. Dann ist offensichtlich v € H'(2)? und

divv=p in ()
v-n=0 aufl.

Bezeichne mit t das Tangentenfeld an I, so dass det(n,t) > 0 ist. Da
v-t e Hz(I) und I' € C? ist, besitzt die biharmonische Gleichung

A% =0 in

Yv=0 auf T’
g—:fzv-t auf I’

eine eindeutige schwache Losung 1 € H?(2). Setze w = (g—;é, —%).
Dann ist w € H'(Q)? und

divw =0 in 2

t~w:—a—w:—v't auf I'
on

n~w:a—w:() auf I'.
ot

Also ist u=v +w € H}(Q)? und erfiillt divu = p.
Um die inf-sup Bedingung (I11.3.1) im allgemeinen Fall zu beweisen,
miissen wir stiarkeres mathematisches Geschiitz auffahren.

SaTz 11.3.1 (Gradientenabschétzung). Es gibt eine Konstante ¢, die
nur von 0 abhdngt, so dass fiir alle p € L*(Q) gilt

Ipll < e{liplly + VPl }-

BEWEIS. Einen ausfithrlichen Beweis findet man in [9, Theorem
I11.3.2 und Remark I11.3.1]. Wir geben im Folgenden nur die wesentli-
chen Ideen des Beweises an.

1. Schritt: Definiere

XQ)={peH Q) :Vpe H ()"}
und
llplll =1l + Vel - -
Aus der Definition von H~!(€) und der schwachen Ableitung folgt:

o (X(S2),|l]-ll) ist ein Hilbert-Raum.
o [72(Q) — X(Q).
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Da die kanonische Injektion ¢ : L?(2) — X (Q) injektiv ist, folgt die
Behauptung aus dem Satz iiber die offene Abbildung [23, §I1.5], sofern
wir die Surjektivitdt von ¢ beweisen konnen. Wir miissen also nur die
mengentheoretische Inklusion

(11.3.2) X(Q) c L*(Q)

beweisen.

2. Schritt: (11.3.2) gilt fiir den R™.

Aus der Charakterisierung der Sobolev Rédume {iber die Fourier-Trans-
formation [9, §1.4] folgt

peXRY) <= (1+ %) ? pln) € LA(R") und
(L+n?)"

Dabher gilt fiir p € X(R")

-1, < - —~
/ (L+ ) |p(n))? {1 +3 n?} dn= [ [p(n)*dy < 0.
" i=1 R™

Also ist p € L*(R™).

8. Schritt: Es geniigt, (I1.3.2) fiir den Halbraum R" ' x R% zu beweisen.
Da €2 einen Lipschitz-Rand hat, gibt es eine Partition der Eins «y, .. .,
oy auf 2 mit folgenden Figenschaften:

N

nip(n) € L*(R™), 1 <i < n.

® supp ag € €.
e suppay, 1 < i < k, liegt in einer Karte von I', in der 2 das
Lipschitz-stetige Bild einer Nullumgebung in R"™! x R* ist.

Daher reicht es, fiir p € X (2) die Beziehungen a;p € L*(Q), 0 <1 < k,
zu zeigen. Da agp durch Null auf den R"™ fortgesetzt werden kann,
kann Schritt 2 auf agp angewandt werden. Die anderen Funktionen
a;p, 1 < i <k, konnen aber wegen der zweiten Eigenschaft auf Funk-
tionen auf R"~! x R?* transformiert werden.

4. Schritt: Mit Hilfe des Satzes von Hahn-Banach zeigt man, dass
C>®(R"' xR*,R) dicht ist in X (R""! x R* ). Daher muss man (IL.3.2)
nur noch fiir glatte Funktionen in X (R"~! x R* ) beweisen. Sei p eine
solche Funktion. Wir definieren eine Fortsetzung' p von p auf R™ durch

p(T1, .y T, Ty), falls z,, > 0,
(X1, T, ) = < 4Ap(T1, o Tp1, —2T,)
—3p(x1,..., 01, —x,), fallsz, <O0.
Dann kann man zeigen, dass p € X(R") ist und dass die Abbildung

p — D eine stetige lineare Abbildung von X (R"! x R%) nach X (R")
ist. Damit folgt die Behauptung aus Schritt 2. ]

IDie Form der Fortsetzung ergibt sich wegen der Definition von H~! durch
partielle Integration des Gradienten.
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Satz 11.3.2 (Poincaré-Ungleichung in H~1(Q)). Es gibt ein Kon-
stante c, die nur von ) abhingt, so dass fiir alle p € L3(Y) gilt

Ipll < cl[Vpll_; -
BEWEIS. Wir nehmen an, die Behauptung sei falsch. Dann gibt es
eine Folge (pp)neny C LE(Q) mit

1
Pl = 1und ||Vp,|_, < ~ WneN

Da L%(9) ein Hilbert-Raum ist und da aus der kompakten Einbettung
von H}(Q) in L*(Q) [22, Satz 1.2.19] die kompakte Einbettung von
L3(Q) = L*(Q)* in H1(Q) = H}(Q)* folgt, gibt es ein p € L*(2) und
eine Teilfolge (pn, Jken von (P )nen mit

N —

® Doy 2D schwach in L?(Q), d.h.

/pnkq — /pq fiir alle ¢ € L*(Q).

Aus der zweiten Eigenschaft und der Definition der schwachen Ablei-
tung folgt fiir alle v € C§°(02)"

/Vpnk-V:—/pnkdivv—>— pdiVV:/Vp-V.
Q Q k=oo Jo Q

Wegen ||[Vp,||_; < % gilt andererseits

/Vpnk Y%
0

Also ist Vp = 0 und damit p konstant.
Aus p, € L3(Q) fiir all n € N und der zweiten Eigenschaft folgt weiter

0= /pnk — | p.

Also ist p = 0, und (p,, )ren und (Vp,, )ren konvergieren in H ()
bzw. H71(Q)" gegen Null. Wegen Satz I1.3.1 ist dies ein Widerspruch
zu ||p,|| = 1 fir alle n € N. O

<[ Vpn, Iy M, —0.

SaTz I1.3.3 (inf-sup Bedingung fiir die Stokes Gleichung). Die inf-
sup Bedingung (11.3.1) ist erfiillt.

BEWEIS. Der Operator grad : L3(Q2) — H1(Q)" ist injektiv und
stetig. Wegen Satz 11.3.2 ist sein Bildbereich R(grad) = grad(LZ(Q2))
ein abgeschlossener Unterraum von H~'(Q)". Wegen des Satzes von
der offenen Abbildung [23, §I1.5] ist somit grad ein Isomorphismus von
L3(2) auf R(grad). Wegen des closed range theorems [23, §VIL5] ist
R(grad) = ker(div)° = V°.2 Damit folgt die Behauptung aus Satz 11.2.1
(S. 38). O

2Man beachte, dass — div der duale Operator von grad ist.



46 II. STOKES GLEICHUNGEN
Aus Satz 11.3.3 und Satz 11.2.4 (S. 41) folgt unmittelbar:

SATz 11.3.4 (Eindeutige schwache Losbarkeit der Stokes Gleichun-
gen). Die schwache Formulierung (11.1.2) (S. 34) der Stokes Gleichun-
gen (I1.1.1) (S. 33) besitzt fiir jedes f € H-1(Q)" eine eindeutige schwa-
che Lisung (u,p) € H}(Q)" x L3(Q), und es gilt

lul, + lpll < cIf]l_; -
Die Konstante ¢ hdingt nur von € ab.
GemalB [6] gilt folgender Regularitétssatz:
SaTz 11.3.5 (Regularitétssatz fiir die Stokes Gleichungen). Fiir die

schwache Losung der Stokes Gleichungen gilt folgende Regularitdt:

(1) Seien m € N, T' € C™2 und £ € H™(Q)". Dann gilt fiir
die eindeutige schwache Losung der Stokes Gleichungen u €
HI(Q)" 0 H™2(Q)", p € LE(Q) N H™(Q) und es gibt eine

Konstante ¢ = ¢(m, Q) mit

[allpso + 1Plny < eIl -

(2) Ist n = 2, so gilt die Regularititsaussage aus Teil (1) mit
m = 0 auch fiir konvexe Polygone.

BEMERKUNG I1.3.6 (Inhomogene Stokes Gleichungen). Gelegent-
lich tritt folgende Verallgemeinerung der Stokes Gleichungen (II.1.1)
(S. 33) auf

—Au+Vp=f inQ
(I1.3.3) divu=r in{
u=g aufl.

Dabei ist r € L*(Q2) und g € H%(F)". Aus dem Gauflschen Integralsatz
folgt, dass r und g die Kompatibilititsbedingung

[r=[en

erfiillen miissen, damit (I1.3.3) eine Losung haben kann.
Sei also die Kompatibilitdtsbedingung erfiillt. Die schwache Formulie-
rung von (I1.3.3) lautet dann:

Finde u € H'(Q)" mit u = g auf T' und p € LZ(Q), so

dass
/Vu:Vv—/pdivv:/f-v Vv € Hy(Q)"
Q Q Q

(I1.3.4)
/qdivu:/rq Vg € L3(Q).
Q Q
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Man beachte, dass wir wegen des GauBschen Integralsatzes und der
Kompabilitdtsbedingung in der zweiten Gleichung von (I1.3.4) nur
Funktionen in L2(€) betrachten miissen.

Da g € H%(F)" ist, gibt es mindestens ein u; € H'(Q)" mit u; = g
auf I'. Wegen der Kompabilitdtsbedingung gilt

/Q{r—divul}z/gr—/rul.n:().

Daher definiert ¢ +— / {r — divu, }q ein stetiges lineares Funktional
Q

X € L3()*. Dau; € HY(Q)" ist, definiert v — /{f v—Vu; : Vv} ein

stetiges, lineares Funktional ¢ € H~'(Q)". Daher entspricht Problem
(I1.3.4) mit dem Ansatz u = u; + uy mit uy € Hy ()" dem Problem
(I1.2.1) (S. 37). Damit folgt die eindeutige Losbarkeit von (I1.3.4) aus
Satz [1.2.4 (S. 41) und Satz I1.3.3. Ebenso folgt die a priori Abschétzung

ol + ol < e {IE+ Dl + Dl

mit einer Konstanten ¢, die nur von 2 abhéngt. Der Regularitiatssatz
I1.3.5 bleibt ebenfalls giiltig.

I1.4. Ein abstrakter Approximationssatz

Wir greifen das abstrakte Variationsproblem (I1.2.1) (S. 37) aus
§II.2 auf und benutzen die dortigen Notationen. Fiir die Diskretisierung
wéhlen wir endlich dimensionale Unterrdume X+ C X und My C M

und approximieren (I1.2.1) durch:

Finde (ur, A7) € X7 x M7 mit
(11.4.1) a(ur,vr) +blor, A7) = (€, vr)x  Vur € X7
B b(ur, ur) = (X, )y Yur € M.

Das diskrete Analogon zu V' = ker B ist dann
Vi ={vr € X7 :b(vr,A\r) =0VYAr € M7}
Man beachte, dass V7 i.a. kein Unterraum von V ist.
SaTz 11.4.1 (Céa-Lemma fiir Sattelpunktsprobleme). Folgende Vor-

aussetzungen seien erfillt:

(1) a ist symmetrisch und koerziv auf V.

(2) b erfillt die inf-sup Bedingung bzgl. X x M.

(3) (Diskrete Koerzivitit) a ist gleichméfig koerziv auf Vi, d.h.
es gibt eine von T unabhdingige Konstante o > 0 mit

a(vT, ’UT) > a HUTH?X Yur € Vr.
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(4) (Diskrete inf-sup Bedingung) b erfillt die inf-sup Bedingung
gleichméBig bzgl. X7 x M7, d.h. es gibt eine von T unabhingi-
ge Konstante 8 > 0 mit

b A
AreM\{0} ureX+\{0} ”uTHX H)\THM

> .

Dann besitzen die Probleme (11.2.1) und (11.4.1) jeweils eine eindeutige
Liosung (u,\) € X x M bzw. (ur,\y) € X5 X My, und es gilt die
Fehlerabschdtzung

lw —urllx + A = Arlly

<cf int luvrl+inf 13- prll )

i
vreEXT urEMT
mit einer von T unabhdngigen Konstanten c.

BeEwEls. Die eindeutige Losbarkeit der Probleme (I1.2.1) und
(I1.4.1) folgt aus Satz I1.2.4 (S. 41).

Seien v € X7 und pur € M7 beliebig. Definiere { € X* und X € M*
durch

<Z7 U>X =a(u —vr,v) + b(v,\ — pur) Yve X
(X, )ar = 0(u —vr, ) V€ M.

Dann ist
7. = Nalles = orlly + 1l 1A = ol
XN age < 110l g2 [l = v ll -
Fir alle wr € X7 und py € My gilt wegen (I1.2.1) und (I1.4.1)
a(u,wr) +b(wr,A) = (¢, wr)x = alur,wr) + b(wr, AT)
b(u, pr) =X, pr)yy = b(ur, p1)
und somit
(F.wr) = alu,wr) +blwr, A) = alvr, wr) = blwr, )
= a(ur,wr) + b(wr, A7) — a(vr, wr) — b(wr, pur)
= a(ur — vr, wr) + b(wr, Ar — pr)
und
b(u7 pT) - b(UT7 pT)
b(ur, pr) — b(vT, p7)
b(ur —vr, pr).
Damit folgt aus Satz [1.2.1 (S. 38) und Satz 11.2.4 (S. 41)

|ur —vr| x + | A7 — prlly < C{HZHX + ”55”1‘/—’}
< {lu—vrll ¢ + A = prlly )

<5€7PT>M:
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Zusammen mit der Dreiecksungleichung ergibt dies

lu = urllx + A= A7l < {1+ H{llu = vrllx + 1A = prllat-
Da vy € X7 und pur € My beliebig waren, folgt hieraus die Behaup-
tung. Il

BEMERKUNG I1.4.2 (Struktur des diskreten Problems). (1) Pro-
blem (II.4.1) ist auch eindeutig l6sbar, wenn die Bedingungen (3) und
(4) von Satz I1.4.1 fiir jedes feste 7 mit von 7 abhéngigen positiven

Konstanten &(7) bzw. B(T) gelten. Die Fehlerabschéitzung von Satz
I1.4.1 bleibt ebenfalls giiltig. Allerdings folgt aus dem Beweis von Satz
I1.2.2 (S. 39) und aus Satz I1.2.1 (S. 38), dass die Konstanten ¢* und

c zu @(T)™" bzw. B(T)~? proportional sind. Daher gilt die Fehler-
abschiitzung von Satz I1.4.1 nur dann gleichméBig bzgl. T, wenn die
GroBlen a(7) und B(T) gleichméBig von Null weg beschrinkt sind.

(2) Wenn wir Basen fiir X7 und My wihlen, geht Problem (II.4.1) in
ein lineares Gleichungssystem iiber. Die Matrix dieses Gleichungssys-

tems hat die Form <g; Bf > mit Matrizen A7 und By der Dimension

dim X7 x dim X7 bzw. dim M7 x dim X7. Die inf-sup Bedingung (4)
aus Satz I1.4.1 besagt dann u.a., dass die Spalten von BF linear un-
abhéingig sein miissen, d.h. rang By > dim M. Da andererseits stets
rang By < min{dim X7, dim M7} ist, kann die inf-sup Bedingung (4)
hochstens dann gelten, wenn dim X7 > dim M ist. Dies ist allerdings
eine notwendige und keine hinreichende Bedingung.

SATz 11.4.3 (Konvergenz der diskreten Losungen). Die Vorausset-
zungen seien wie in Satz I1.4.1. Zusdtzlich gebe es dichte Teilmengen
X von X und M von M und lineare Operatoren ry : X — X7 und
1% M — MT mit
diml)lng—mo |lrrv—v]y =0 Yoe X

11.4.2 ,
(142) m Alprp—plly, =0 YpeM.

dim M7—o00

Dann gilt fir die Losungen (u,\) und (ur, Ar) der Probleme (11.2.1)
(S. 37) und (11.4.1)

lim {llv —urllx + 1A = A7llyt = 0.

min{dim X7 ,dim My }—oc0

BEWEIS. Sei € > 0 beliebig. Dann gibt es wegen der Dichtheit von

X in X und M in M ein u. € X und A\, € M mit
Ju = uellx +[]A = Al < e
Nach Voraussetzung gibt es N. > 0, so dass fiir min{dim X7, dim M7}
> N, gilt
|77 ue — UEHX +lprAe — )\EHM <e.

Aus Satz 11.4.1 folgt dann fiir min{dim X+, dim M7} > N.

= wrll + 1A = Arlly < e{llu = rraclly + A = prdly ) < 2e.
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Da ¢ beliebig war und die Konstante ¢ nicht von 7 abhéngt, folgt
hieraus die Behauptung. U

Bei Anwendung auf die Stokes Gleichungen liefert Satz 11.4.1 Feh-
lerabschiitzungen fiir die Geschwindigkeit in der H'-Norm und fiir den
Druck in der L?-Norm. Der folgende Satz, der dem Dualitéitsargument
von Aubin-Nitsche [22, Satz 1.1.5] fir Minimumprobleme entspricht,
liefert dann L2-Fehlerabschitzungen fiir die Geschwindigkeit.

SATz 11.4.4 (Satz von Aubin-Nitsche fiir Sattelpunktsprobleme).
Die Voraussetzungen seien wie in Satz 11.4.1. Zusdtzlich gebe es einen
Hilbert-Raum H mit Skalarprodukt (-, -) und Norm ||-||;, so dass X
dicht ist in H mat stetiger Einbettung. Fiir jedes g € H besitzt dann
das Problem

a(v,ug) +b(v,A\g) = (g9, v)y YveX
b(ug, ;1) =0 Vpe M
eine eindeutige Losung (ug,Ay) € X x M. Fir die Losungen (u, )

und (ug, A7) der Probleme (11.2.1) (S. 37) und (11.4.1) gilt dann die
Fehlerabschdtzung

lu = urll
< cefllu = urllx + 1A = A7y}

(11.4.3)

= et int, 1 -l
sup inf ||lu, —vr in —ur .
gern(o} gl Lorexs ™7 X ey 19 M

BEWEIS. Sei ¢ € H beliebig. Da X stetig in H eingebettet ist,
definiert die Abbildung v — (g, v), ein stetiges lineares Funktional
auf X. Wegen Satz 11.2.4 (S. 41) besitzt daher (I1.4.3) eine eindeutige
Losung. Seien vy € X7 und pg € My beliebig. Dann folgt aus (11.4.3)

b(ug, A\ — A7) =0
und aus (I1.2.1) (S. 37) und (11.4.1)
a(u —ur,vr) + blvr, A= A7) =0 und  b(u — ur, puy) =0.
Daher gilt
(9, u—ur)y
= a(u — ur, uy) + b(u — ur, \y)
= a(u — ur, ug) + b(u — ur, Ag) + b(ug, A — A7)
= a(u — ur,uy — vr) + b(ug — vr, A — Ay) + b(u — ur, \y — pu7)
< Nl — wrlly g — w7l + Wols ity — w7l I3 = Al
+ bl g2 1w = urll x [[Ag = prll5 -
Da X dicht ist in H, gilt andererseits

lu—urll, = sup U= UTn 0
geH\{0} ||9||H
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11.5. Stabile gemischte Finite Elemente

Wir wollen die abstrakten Ergebnisse des vorigen Paragraphen auf
Finite Element Diskretisierungen der Stokes Gleichungen anwenden.
Dazu wéhlen wir die R&ume X und M und die Bilinearformen a und
b wie in §I1.3 (S. 42). Zusétzlich setzen wir im Rahmen von §I1.4

H=L*Q)", X=HQ"NHQ)", M=H(Q)NLY).

Im Folgenden bezeichnet T stets eine affin dquivalente, zuldssige und
regulidre Unterteilung von € wie in §1.4 (S. 26). Zur Vermeidung techni-
scher Schwierigkeiten nehmen wir an, dass der Rand von €2 stiickweise
gerade ist, d.h. dass {2 ein Polyedergebiet ist.

Xr C X = H}(Q)" und My € M = L%(Q) bezeichnen stets zu T
gehorige Finite Element Rdume. Wir sagen, das Paar (X, M7) sei
stabil, wenn es ein von 7 unabhéngiges S > 0 gibt mit

/pT le \ 5
(IL.5.1) inf sup L — >3
preM\{0} vreX\{0} vrl, o7l

Jedem Paar (X7, M7) ordnen wir zwei maximal gewéhlte Zahlen p, v €
N mit [S5°(7)]" € X7 und S*~Y(T) N LA(Q) C My oder S*O(T) N
L3(2) € My zu. Offensichtlich kénnen wir o.E. annehmen, dass pu > 1
ist und dass v > 1 gilt, falls die Elemente in M7 stetig sind.

Fiir den Operator rr aus Satz 11.4.3 (S. 49) wihlen wir die nodale In-
terpolation in den Elementeckpunkten. Fiir den Operator pr aus Satz
I1.4.3 withlen wir die L?-Projektion auf S%~1(7), falls die Elemente
in M7 unstetig sind, oder den Quasi-Interpolationsoperator aus §l.4
(S. 26), falls die Elemente in M7 stetig sind. Dann ist jeweils die Be-
dingung (I1.4.2) (S. 49) aus Satz 11.4.3 erfiillt.

Damit ergibt sich aus den Sétzen 11.4.1 (S. 47), 11.4.3 (S. 49), 11.4.4
(S. 50), I1.3.4 (S. 46) und I1.3.5 (S. 46) und den Approximationseigen-
schaften aus §1.4 (S. 26):

SATZ I1.5.1 (Fehlerabschitzung fiir stabile Finite Element Raume
fiir die Stokes Gleichungen). Das Paar (X7, My) sei stabil. Dann be-
sitzt das diskrete Stokes Problem

/VUT:VVT—/pTdiVVT:<f,V7'> Vvr e X7
Q Q

/ qgrdivur =0 Yqr € My
Q

zu jedem £ € H~Y(Q)" eine eindeutige Losung (ur,pr) € X7 x My.
Bezeichne mit (u,p) € X x M die eindeutige schwache Lésung der
entsprechenden Stokes Gleichungen. Dann gilt

Tim (= url, + |~ prl} =0
7—0
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Gibt es ein m € N* mit u € H™™(Q)", p € H™(Q), so gilt zusitzlich
(I1.5.2)

min{pu,m min{v+1,m
lu =zl + llp = prl < e {50 a4+ R ) L
Ist aufferdem n = 2 und Q) konvex, so gilt

[u —ur|| < by {lla—url|, +[p-prll}
Die Konstanten ¢, und co hingen nur von 2 und der Konstanten Ct
in der Regularitdtsbedingung an T ab.

BEMERKUNG I1.5.2 (Optimalitét der Fehlerabschitzung; optimale
Finite Element Rdume). (1) Wegen Satz I1.5.1 liegt die Hauptarbeit
bei der Konstruktion geeigneter Finite Element Diskretisierungen im
Nachweis der Stabilitét, d.h. der Abschéatzung (I1.5.1).

(2) Die Fehlerabschétzung (I1.5.2) ist optimal, da fiir Losungen der
Stokes Gleichungen die Regularitdt des Druckes i.a. um eine Differen-
tiationsstufe niedriger ist als die Regularitit der Geschwindigkeit.

(3) Wegen der Abschitzung (11.5.2) sind stabile Paare (X7, M7) mit
v = pu — 1 optimal. Unter diesem Gesichtspunkt sind die Paare
([S3"(T)]", 8*=(T) N L)) und ([Sg°(T)]", S#~H0(T) N L§())

fiir ;4 > 2 optimal, sofern sie stabil sind.

~1 |41 | -1 |41
+1 | -1 |41 | -1
—1 |41 | -1 |41
+1 | -1 |41 | -1

ABBILDUNG I1.5.1. Schachbrett-Instabilitdt des Q1/Q0 Elementes

BeispIEL 11.5.3 (Instabilitat der P1/P0 und Q1/Q0 Elemente). (1)
Betrachte das Einheitsquadrat € = (0,1)? und eine Courant-Triangu-
lierung 7 bestehend aus rechtwinkligen, gleichschenkligen Dreiecken

mit Katheten der Linge h = NLH und Hypotenusen parallel zu (—1,1).

Dann ist das Paar ([Sy°(7)]2, 8% 1(T) N L2(5)) instabil. Denn es ist
dim[S;°(T)]* = 2N? und dim $®~'(7) N L3(Q) = 2(N + 1) - 1 >
2N?2. Dies ergiinzt die heuristischen Uberlegungen vom Ende von §I1.1
(S. 33).
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(2) Betrachte das Einheitsquadrat Q = (0,1)? und eine Unterteilung

T von () in Quadrate der Kantenldnge h = NLH mit N > 2. Wir

betrachten das Paar ([Sy”(T)]?, S5 ' (T) N L4(Q)), das sog. Q1/Q0
Element. Wegen dim[Sy”(7)]?> = 2N? und dim S% (7)) N L3(Q) =
(N+1)2—-1=2N%?— (N —1)2+1 < 2N? konnte dieses Paar sta-
bil sein. Sei py die stiickweise konstante Funktion, die auf dem Qua-
drat K;; mit linker unterer Ecke (ih,jh) den Wert (—1)"*7 hat (vgl.
Abbildung 11.5.1). Dann ist offensichtlich pr € S®~1(T) N L(Q). Sei
ur € [Sy”(T)]? beliebig. Aus dem GauBschen Integralsatz folgt fiir alle
0 <1,7 < N unter Anwendung der Trapezregel fiir die Linienintegrale

/ pTdiVuT:(_l)iﬂ/ diVUTZ(—l)Hj/ ur - ng,
Kij K OKi;

= (—1)i+jg {(ur-e)((i + 1)h, jh) + (ur - e1)((i + 1)h, (j + 1)h)
— (ur - e)(ih, (j + 1)h) — (ur - e1)(ih, jh)
+ (ur - e)((i + 1)h, (j + 1)h)
+ (ur - €2)(th, (j +1)h)
—(ur - e)(ih, jh) — (ur - e9)((i + 1)k, jh)} .

Summation iiber alle Paare (i, j) liefert wegen der homogenen Rand-

bedingung fiir ur
/ prdivuy = 0.
Q

Da ur € [Sy°(T))? beliebig war, kann das Paar nicht stabil sein. Der
soeben beschriebene Effekt wird als Schachbrett-Instabilitit des Q1/Q0
Elementes bezeichnet.

Bevor wir nach diesen ersten negativen Erfahrungen stabile Raum-
paare (X7, My) konstruieren, geben wir zwei Kriterien an, die diese
Konstruktion erleichtern werden.

SATZ I1.5.4 (Fortin-Kriterium). Das Paar (X7, M7) ist genau dann
stabil, wenn es eine von T unabhdingige Konstante ¢ und einen linearen
Operator w1 : X — X mit

|Trul, < clul Vue X

/pTdiv(WTu) = /pTdivu Yu e X, pr € Mr
Q Q
qibt.

BEWEIS. ,,=“: Sei u € X beliebig. Dann definieren

<£,V>X:/Vu:VV VwvelX
Q

<X,q)M:/qdivu Vge M
Q
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zwei stetige lineare Funktionale auf X bzw. M. Offensichtlich ist (u, 0)
die eindeutige Losung von

/VW:VV—/rdiVV:(E,V)X VvelX
Q Q

[ adive = a)y vae
Q

Da das Paar (X7, My) stabil ist, besitzt das entsprechende diskrete
Problem eine eindeutige Losung (ur, py) € X7 X My, und es gilt

lu—ur|, + |0 —prll < c{ll¢]

x= T Xl

mit einer von 7 unabhéngigen Konstanten c. Setze myu = uy. Offen-
sichtlich ist die zweite Bedingung erfiillt. Die erste Bedingung folgt aus
obiger Abschétzung und

1l - + Xl < €y

,<=“: Sei pr € My beliebig mit ||pr| = 1. Wegen Satz 11.3.3 (S. 45)
gibt es ein § > 0, das weder von pr noch von 7 abhéingt, und ein
v € X mit

v, =1 und /pTdiVVZB.
Q

Dann folgt
|Trv], <c¢ und /pTdiv(WTv) > B.
Q
Also ist
/pT div \ % /pT diV(T&'TV) /B
sup Q > 20 > —. O
vreXT\{0} |VT|1 |7TTV|1 ¢

BEMERKUNG II.5.5 (Commuting diagram property). Bezeichne mit
7 : L2(Q) — My die L*-Projektion. Dann besagt die zweite Bedin-
gung von Satz 11.5.4

Iy (divv) = div(myv) Vv € X,
d.h. das Diagramm

X = H} Q" -2 M = L3(Q)

wr | | e

X’T —_— M'T
div

ist kommutativ. Daher wird diese Bedingung haufig auch als commuting
diagram property bezeichnet.

SATz 11.5.6 (Abgeschwéchte Stabilitit). Folgende Voraussetzungen
seien erfullt:
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(1) Durch

el = {Z Wi IVelli + D he HJE(SOMJQE}

KeT Eec&q

wird eine Norm auf My definiert.
(2) Bs st [Sy°(T)]" € X
(3) Es gibt ein von T unabhingiges * > 0 mit

/ prdivvy
inf sup > p*

premr\(o) vrexr\foy V7l o7l —
Dann ist das Paar (X7, My) stabil.

BEWEIS. Sei pr € M7 mit ||pr| = 1 beliebig. Wegen Bedingung
(1) existiert n = ||pr||;. Wegen Satz I1.3.3 (S. 45) gibt es ein 3 > 0,
das weder von py noch von 7 abhéngt, und ein v € X mit

v, =1 und /pTdiVV > 0.
Q

Setze v = J7v, wobei J7 der Quasi-Interpolationsoperator aus §1.4
ist. Wegen Bedingung (2) ist v € X7. Wegen der Fehlerabschéitzun-
gen (1.4.3) (S. 31) fiir Jr gibt es Konstanten ¢y, ¢y, die nicht von T
abhéngen, mit

vrly <calvly=a

1

{Z B2V = vk + S hg! ||v—vT||%E} <ol = o

KeT Ec&q

Wegen der Eigenschaften von v ist
/ prdivvy = / prdivv + / PT diV(VT — V)
Q Q Q
> B+ / prdiv(vy —v).
Q
Elementweise partielle Integration liefert

/QpTdiV(VT_V)
— Z{—/KVpT-(VT—V)+/(9KPTHK‘(VT—V)}

KeT

=> /KVPT' (v—vr)+ ). /EJE(pT)HE'(VT—V)-

KeT Ec&q
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Anwenden der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ergibt somit

/ prdiv(vy —v)
Q

< Z hx HVPTHKhI_(l v — vl

KeT
1 it
+ > 1)l he IV —vrllg
EE(SQ
2
_ 2 _ 2
<Iprll+ { Z hi V(v — vl + Z hi [V — VTHE}
KeT Ec&q
< 1.
Also ist
/pT div ur /pT div \a 1
sup {2 > 4 > — (B —cam).
ureX7\{0} |U-T|1 |V7'|1 1

Zusammen mit Bedingung (3) folgt hieraus

/ % div ur

ureXxr\{0} |uT|1

> max {ﬁ*n, Cil (B — 0277)}

1
> mi . — (B —
> min max {5 s (B 022)}
8
-t c1
BB*
afr + e

0

BEMERKUNG II.5.7 (Erfiillbarkeit der Voraussetzungen). Bedin-
gung (1) von Satz I1.5.6 ist erfiillt, falls die Funktionen in My ele-
mentweise stetig differenzierbar sind. Bedingung (2) ist fiir alle praxis-
relevanten Finite Element Riaume erfiillt.

Beispiel 11.5.3 und Satz I1.5.6 legen die Vermutung nahe, dass man
bei stiickweise konstanten bzw. linearen Druckapproximationen den
Geschwindigkeitsraum mit zusétzlichen Freiheitsgraden auf den Ele-
mentrindern bzw. im Elementinnern anreichern muss, um eine stabile
Diskretisierung zu erhalten. Fiir diese zusétzlichen Feiheitsgrade be-
nutzen wir die Blasenfunktionen aus §1.4 (S. 26).

SATZ 11.5.8 (Bernardi-Raugel-Element). Das Paar ([Sg* (T)]" @ B,
SO T) N L3(Q2)) mit Be = span{vpng : E € Eq} ist stabil.
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BEWEIS. Wir wenden Satz I1.5.4 an. Sei dazu pr € S% (7)) N
L2(Q) und u € HYQ)" sowie Jr : HY Q)" — [Sy°(T)]* der Quasi-
Interpolationsoperator aus §1.4 (S. 26). Definiere 77 : X — X7 durch

e s 3 vons [0} [ vs)

Ee&q

Dann gilt fiir jedes E € &, und jedes u € X

(I1.5.3) /E (rru) - np = /E u-ng.

Da Vpr elementweise verschwindet und Jg(p7) auf den Kanten bzw.
Seitenflichen konstant ist, erhalten wir mit elementweiser partieller
Integration fiir jedes w € Hy ()"

/pTdiVW = Z/ priK - TTW = Z Je(pr)ng - mrw
Q oK

KeT Eceq U E
= 3" slor) [ ng-wrw
EESQ E

Diese Identitédt mit w = u und w = m7u und (I1.5.3) beweisen die
zweite Bedingung aus Satz 11.5.4.
Zum Nachweis der ersten Bedingung benutzen wir die Eigenschaften
(L.4.3) (S. 31) von J7 und (1.4.4) (S. 32) der Blasenfunktionen. Zudem
bezeichnen wir mit |E| das (n — 1)-dimensionale Lebesgue-Mafl von E
und nutzen aus, dass |E| < ch’ ! ist. Aus diesen Eigenschaften und
der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt fiir jedes Element K € T
+ Z WE |1;K

/ v
Eclk E

—n/2 1
<ealulg, + Y ehy? 1B lu— Frul,

Eelk

_E_i_L*l_;’_l
< |u’1;GK + Z C3hE2 S |u|1;C1K
Eelk

’WTuyl;K < ’jTull;K
-1

/E(u — Jru) -ng

< |u[1@K :
Nach Summation iiber alle Elemente folgt
[mrufy < ful; .
Dies beweist die erste Bedingung aus Satz I1.5.4. U
Wegen Be C [Sg°(T)]™ folgt aus Satz I11.5.8 unmittelbar:

KOROLLAR I1.5.9 (Stabilitdat der Pn/P0- und @n/QO0-Elemente).
Das Paar ([S;°(T)]", Sy~ N L3(Q)) ist stabil.
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SATZ 11.5.10 (Mini-Element). Das Paar ([Sy°(T)® B7]", S%°(T)N
L3(2)) mit By = span{vx : K € T} ist stabil.

BEWEIS. Wir wenden wieder Satz 11.5.4 an. Diesmal definieren wir
7 Hy ()" — X7 durch

WTUZJTIMLZlDK/K(U—jTU){/K@/JK}_I-

KeT

Dabei ist wieder J7 der Quasi-Interpolationsoperator aus §1.4 (S. 26).
Fiir alle u € H}(Q)" und alle K € T gilt

(IL5.4) /K Tru= /K u.

Seien pr € Sy’ N L2(Q) und u € HY(Q)". Da pr stetig und Vpr
elementweise konstant ist, folgt mit dem GauBschen Integralsatz fiir
jedes w € Hg(Q)"

D divw:—/Vp W= — Vp -/W.
/QT VT > Vprlk ;

KeT

Diese Identitédt mit w = u und w = mru und (I1.5.4) beweisen die
zweite Bedingung aus Satz 11.5.4.

Zum Nachweis der ersten Bedingung benutzen wir die Eigenschaften
(I.4.3) (S. 31) von J7 und (1.4.4) (S. 32) der Blasenfunktionen. Zudem
bezeichnen wir mit |K| das n-dimensionale Lebesgue-Mafl von K und
nutzen aus, dass |K| < ch}, ist. Aus diesen Eigenschaften und der
Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt fiir jedes Element K € T

/K(u—jTu) /KibK

—n_1 1
<clufig, +oh® K2 [[u= Jrullg

S C3 |u|1;<:7K °

-1
‘WTU|1;K < |\7TU—|1;K + |¢K|1;K

Hieraus folgt die erste Bedingung von Satz I1.5.4. U

SATz I1.5.11 (Taylor-Hood-Element). Das Paar ([Sy°(T)]", SY°(T)
N L3(Y)) ist stabil.

BEWEIS. Wir beschrianken uns auf den einfachsten Fall ebener Drei-
eckselemente. Der allgemeine Fall wird ganz analog behandelt, erfordert
aber grofleren technischen Aufwand.

Wir wenden diesmal Satz I1.5.6 an. Offensichtlich miissen wir nur noch
Bedingung (3) nachweisen. Sei dazu py € S™(T)NL3(Q2)) beliebig. Da
pr stetig und Vpr elementweise konstant ist, gilt fiir jedes w € HJ ()"

P divw:—/Vp ‘W= — Vp -/W.
/QT VT > Vprlk ;

KeT
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Jeder Kante E € £, ordnen wir einen parallelen Einheitsvektor tg zu.
Wegen der Regularitét von T gibt es eine Konstante ¢, so dass fiir alle
z € R?> und alle K € T gilt

2P <c > tp-zf.

EcEqNOK

Definiere uy € [Sg°(7)]™ durch

opr
=) wEhEat

Eeéq

Bezeichne mit mg den Mittelpunkt der Kante E. Dann gilt fiir jedes
Dreieck K

1 3117
[ur=3iKl S urtme) = 51K > mTe
K EcEandK EcEqndK E
und daher
: apT
[pravar=3" S SiK|ng| AT
Q KeTEeé'QﬂaK
1
> —1 - 2 : 2
= ¢ Z3IK| Vpr| g
KeT
>c ) b |IVprllx
KeT
2
= clprllr-

Dabei haben wir ausgenutzt, dass wegen der Regularitdat von T

min h3 > ch%
EecEqNOK

ist mit einer von K unabhéngigen Konstanten.
Durch Transformation auf das Referenzelement priifen wir andererseits
leicht nach, dass fiir alle K € T gilt

lurlf, < chZ |K| Y Jur(mg))®
EcEqNOK

mit einer von K unabhéngigen Konstanten. Damit folgt

52?7
lurlf =) urlle < > el IKl Y b

KeT KeT EeEqndK
<> chi |K| | Vprl

KeT

. 2

= > hi IVprlk

KeT

. 2
=cC HPTHT-

Dies beweist Bedingung (3) von Satz I1.5.6. O
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SaTz 11.5.12 (Modifiziertes Taylor-Hood-Element). Bezeichne mit
T% die Unterteilung, die aus T durch Verbinden der Kantenmittelpunk-

te entsteht. Dann ist das Paar ([53’0(7‘%)]”, SEO(TYN LE(QY)) stabil.

BEWEIS. Der Beweis ist vollig analog zu dem von Satz I1.5.11. Man
muss lediglich die Blasenfunktionen ¢ g durch die Basisfunktionen von
S, ’0(’7'%) zu den Kantenmittelpunkten ersezten. O

SATZ 11.5.13 (Taylor-Hood-Elemente hoherer Ordnung). Das Paar
([SEO(T)]2, SE=1LO(T) N LE(Q)) ist fiir jedes k > 3 stabil.

BEWEIS. Wir betrachten nur den einfachsten Fall ebener Dreiecks-
elemente und k& = 3. Der allgemeine Fall ist in [2, 3, 4] behandelt.
Die Beweisidee fiir £ = 3 und ebene Dreieckselemente ist die gleiche
wie im Beweis von Satz I1.5.11. Zusétzlich ben6tigen wir eine Quadra-
turformel der Ordnung 4. Bezeichne dazu die Eckpunkte von K € T
mit 2x 1, 2k2, 2K,3 und setze

1
ZK,123 = g(ZK,l + 2x2 + 2K 3),

1 V12 1 V12 . L
ZKiij = (5 =+ 1—2> ZK,i ( - —> zkg 4 J €{1,2,3}i # J,
9 1 1

2 12
2—0, wz——@, w3—E-

Dann gilt fiir alle K € T und alle p € Py(K)

/K o = |K| {w1<P(ZK,123) + ws Z 0(zK;) + ws Z SO(ZKW)} :

i=1 i#j
Sei pr € S29(T) N L3(Q) beliebig. Dann gibt es ein ur € [So°(7T))?
mit folgenden Eigenschaften

uT(szi) =0

w1 =

U-T<ZK,123) = —|K| vP7’(ZK,123)
Opr
ur (2K ij) = —hp—— Dt (2K.iij)bE

fiir alle K € T und alle relevanten Indizes 7, j. Da py stetig und Vpr-ur
elementweise in P, ist, folgt

/pTdiVUTZ—/VPT'UT
Q Q

8 2
- Z ‘K| {wl |K| |va<ZK123 | +W32h2 afT(ZKu]> }
KeT
5297 ’
> ey Wi I IVPr(razs) P+ D =0 " (zrcai)| (-
KeT i#]
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Durch Transformation auf das Referenzelement folgt andererseits fiir
jedes K € T

K| {|VPT(ZK123 )2 +Z

i#]

5197
ZK R1%] )

2
} > || Vprlk -

Also ist
[ rdivur = e[Vl
Q

Durch Transformation auf das Referenzelement folgt wiederum fiir je-

des K €T

lurli <c {|UT(ZK,123)|2 +y |UT(ZK,z'z'j)|2}

i#j

=c {|K’2 IVpr(zra23)|” + Z h
i#]

Ipr
ot

(ZK u]) }
OPT (ZK u])

< h3 |K 2 hi
< "l | |{|VPT(ZK,123)| +y Ptn

i#]

2}
< &N | Vprl.
Also ist auch |ur|, < c|[pr|l-. Hieraus folgt Bedingung (3) von Satz
I1.5.6. Die beiden anderen Bedingungen sind offensichtlich erfiillt. [

Satz 11.5.14 (Dreieckselemente hoherer Ordnung mit unstetigen
Driicken). Betrachte ebene Dreieckselemente. Fir K € T und m > 2
bezeichne

Ppn_2(K) = span {207 0<i<m—2}
den Raum der homogenen Polynome vom Grad m — 2 auf K. Setze
By ., = span {Q,DKU RS I/E)m_g(K), K e 'T}

mit Y wie in §1.4 (S. 26). Dann ist das Paar ([Sy""(T) @ Brm)?,
Sm=L=UTY N LEA(Q)) fiir jedes m > 2 stabil.

BEWEIS. Sei py € M7 mit ||pr|| = 1 beliebig. Bezeichne mit p €
SO=H(TINLA(2) die L2-Projektion von py auf S%~!(T). Dann ist wegen
der Poincaréschen Ungleichung

Ipr —Drll < = {Zh ||VPT||K}~

KeT

Da wir ebene Dreieckselemente betrachten und m > 2 ist, gilt
1Sy°(T)]2® Be € X7 mit Be wie in Satz I1.5.8. Also gibt es ein §* > 0,
das weder von p7 noch von 7 abhéngt, und ein uy € X7 mit

arl =1 wd [ prdivar = 5]
Q
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Dann ist
/pTdiVﬁT: /]_JTdiVﬁT—l-/(pT—]_?T) divar
Q Q Q
> B |lprll = llpr — Brll V2 [Url,
> 8" [lpr|l — B lpr — Brll = V2pr — b7l

1

>p - (Va+p) - {Z I HVpTHi}
KeT

Mit
%
n= {Z e ||fo||§<}
KeT
folgt
/ prdivvy / prdivar
Q Q
sup > =
(IL5.5) vrexn(y vl [arl,

1
> B — (\/§+ 5*) .
Betrachte nun

Ur = — Y Wi Vpr.
KeT

Da Vpr elementweise in IP,,_, ist, ist Uy € X7. Da uy auf den Drei-
eckskanten verschwindet, folgt mit elementweiser partieller Integration

/pTdiVﬁT_Z/pTdiVﬁT——Z/ VPT'GT
Q K K

KeT KeT

- Z h%{/ ?ﬂKWPT‘Q-
K

KeT
Damit folgt aus (I1.4.4) (S. 32)

/prdivﬁr > Y Wi IVprlli = an?
Q

KeT
und
%
lur|, < e { > b ||VPTH§<} = Co1).
KeT
Also ist
/pT div \ % /pT div ﬁ’T c

(I1.5.6) sup {2 > 24 > .

vreX\{0} vrly ur, C2
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Aus den Abschitzungen (I1.5.5) und (I1.5.6) ergibt sich die behauptete
Stabilitdt mit den gleichen Argumenten wie im Beweis von Satz I1.5.6.
O

BEMERKUNG I1.5.15 (H6here Raumdimensionen). Satz I1.5.14 ldsst
sich mit einer kleinen Modifikation auf n-dimensionale simpliziale Ele-
mente mit n > 3 iibertragen. Da die Funktionen ¢ stiickweise Po-
lynome vom Grad n sind, ist Be  [S;°(T)]". Daher iibertréigt sich
der Beweis von Satz 11.5.14 direkt auf den Fall m > n und liefert die
Stabilitit der Paare ([S§"°(T) @ Bym]" S™ “"HT) N L3(R)) fiir alle
m > n. Fir 2 < m < n erhilt man analog die Stabilitdt der Paare
([S5°(T) ® Byl ® Be, S 171(T) 1 13(2).

BEMERKUNG I1.5.16 (Scott-Vogelius-Elemente). Fiir ebene Drei-
ecksnetze, die einer Zusatzbedingung geniigen, kann man auf den Term
By, in Satz 11.5.14 verzichten [14]. Zur Beschreibung dieser Zusatzbe-
dingung nennen wir einen Dreieckseckpunkt singuldr (vgl. Abbildung
I1.5.2), wenn die Kanten, die sich in diesem Punkt treffen, auf zwei
Geraden liegen. Ist der Dreieckseckpunkt z nicht singulér, bezeichnen
wir mit k die Zahl der angrenzenden Dreiecke und mit «y, ..., a; die
anliegenden Winkel und setzen R(x) = max{|a; +a; — 7| : 1 <14,j <
k,i—j7 =1 mod k}. Die erwiihnte Zusatzbedingung an die Triangu-
lierung fordert nun, dass die Triangulierung keine singuldren Dreieck-
seckpunkte enthélt und dass inf7 ming,epn R(z) > 0 ist.

Die Notwendigkeit dieser Zusatzbedingung kann man sich wie folgt klar
machen. Betrachte vier Dreiecke K7, ..., K4, die einen singulidren Eck-
punkt zy gemeinsam haben. Bezeichne mit t; und ty die normierten
Richtungsvektoren der beiden Geraden, auf denen die von z( ausgehen-
den Dreieckskanten liegen. Sei v € [S§"°(7)]? beliebig. Dann ist divv

elementweise eine Linearkombination der Ausdriicke %, 1<id,5 <2,

und die entsprechenden Koeffizienten sind auf allen vier Dreiecken die
selben. Da v stetig ist, folgt fiir i € {1,2}

11m xTr) = 11m xZ
K1 ST—T0 atl KQBI*)CCO atl
ov - tz ov - t,
lim r)= lim x
Ks>x—xg 81:1 ( ) K4dx—x0 atl ( )
. ov - tl ov - tz
lim (x) = lim (x)
Kisz—zo Oty Kisz—zo Oty
ov - t; ov - t;
lim v () = lim M (x).
Ksdz—z0  Oto Kzdz—zo  Oto

Hieraus folgt
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Also ist div([S;"°(7)]?) in einem echten Unterraum von S™ 5~1(7) N
L3(9)) enthalten. Wire aber das Paar ([ST° (T2, S™=L=1(T) NL(Q))
stabil, so folgte wegen div([S§""(T)]?) € S™1=1(T) N L3(Q) sogar die
Gleichheit div([S5"(T)]?) = S 5=1(T) N L3().

ABBILDUNG I1.5.2. Singulédrer Punkt

11.6. Petrov-Galerkin Stabilisierung

Die FErgebnisse des vorigen Paragraphen, insbesondere die Sétze
I1.5.8 (S. 56), I1.5.10 (S. 58) und I1.5.14 (S. 61), zeigen, dass man (fast)
jedes Paar (X7, M) stabilisieren kann, indem man Funktionen der
Form ¢Ygv, ¥gw zu dem Geschwindigkeitsraum X7 hinzufiigt. Die-
ses Ergebnis ist zwar theoretisch sehr beruhigend, fiir die Praxis aber
nur zum Teil befriedigend. Denn zum einen wird der Geschwindigkeits-
raum und damit die Zahl der Unbekannten vergréflert und zum anderen
mochte man héufig unbedingt mit den urspriinglichen Ansatzraumen
arbeiten, da sie z.B. besonders einfache Datenstrukturen erlauben. Ein
Beispiel hierfiir ist die in der Praxis sehr beliebte sog. equal order inter-
polation, d.h. X7 = [Sg"°(T)]", My = S™(T) N L3(Q), bei der Druck
und Geschwindigkeit die gleichen Freiheitsgrade haben. In diesem Ab-
schnitt wollen wir daher einen anderen Zugang betrachten, bei dem fiir
die Stabilisierung die Bilinearformen a und b und die linearen Funk-
tionale ¢ und x modifiziert werden. Das folgende Beispiel motiviert
unsere Vorgehensweise und zeigt zugleich, dass die Zugénge dieses und
des letzten Paragraphen in gewissem Sinne #dquivalent sind.

BeispIEL 11.6.1 (Mini-Element). Wir betrachten das Mini-Element
aus Satz I1.5.10 (S. 58) fiir eine ebene Dreieckszerlegung. Sei (ur, pr)
die eindeutige Losung des diskreten Stokes Problems

/vuT:va_/pTdiVVT—/f'VT ¥vr € [So"(T)* @ Br
Q Q Q

/ grdivur =0 Vgr € SY(T) N L3(Q).
Q

Dabei nehmen wir der Einfachheit halber an, dass f € L*(Q)? ist.
Die Geschwindigkeit us lédsst sich eindeutig in einen ,linearen An-
teil ur g € [Sy°(7T))? und einen ,Blasenanteil“ ur g € By zerlegen:
ur = uy +urp. Daur p auf den Elementréndern und Avy fiir jedes
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v € [Sé’O(T)]Q auf den Elementen verschwinden, ergibt sich mit dem
GauBschen Integralsatz fiir jedes v € [S3°(T)]?

/VUTB VVT— /VUTB VVT— Z/UTB AVT—O

KeT KeT
Also ist

/VHT,LZVVT—/pTdiVVT:/f v Yvr e[Sy (T
Q Q Q

Ebenso folgt fiir die Koeffizienten ax in der Darstellung

ur B = Z agk

KeT

fur i € {1,2} und K € T die Identitét

/Kf'ei%(
=/Qf-(w;<e@-)

= / VUT’L : V(@DKel) +/VUT,B : V(@/)Kez) —/pTdiv(@bKei)
Q Q Q

B ' 2 opr
—OéK,z/KWl/JK\ +/K axi@/fk
und damit
1
— £ 2L
e {/K[ vmw}{/}(wm }

Definieren wir zur Abkiirzung

i = {/K!wm?}_l

und setzen die gewonnene Darstellung fiir uy p in die diskrete Massen-
gleichung ein, erhalten wir fiir jedes g7 € SYO(7T) N Li(Q)

O—/ TdiVllT

/ leVUTL+Z/ qr div(aeg i)

KJ

KeT
:/QTdIVUTL_Z/ Yok - Var
&2 KeT

/QQleVUTL— > Ak {/ szvqT} {/szK[f—va]}.

KeT
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Also ist (ur.p,pr) € [SgP(T)]? x [SYO(T) N L3(Q)] die Losung des
modifizierten Problems

/VUT,L:VVT_/pTdiVVT_/f.VT \V/VTE [Sé,0<7—>]2
Q Q Q

/ grdivur + (pr, ¢r)y = xr(er)  Ver € SY(T) N L(Q)
Q
mit

(p7> ar)7 = Y ”YK/ Vpr - Var
K

KeT

xrer) = Yk {/K @/)KV(JT} : {/K @/)Kf}

KeT

2
e = e |K] {/KwK} |

Man beachte, dass g zu h3 proportional ist.

Wir betrachten im Folgenden eine affin dquivalente, zulédssige und
reguldre Unterteilung 7T eines polyhedralen Gebietes 2 C R™ n > 2,
wie in §1.4 (S. 26) und zugehorige Finite Element Riume X7 C Hj (Q)"
und M7y C L(Q). Wie in §I1.5 (S. 51) ordnen wir diesen Rdumen
maximal gewihlte Zahlen p, v € N mit [S4°(7)]" € X7 und S*~ (T
N L3(Q) € My oder S¥°(T) N Li()) C Mz zu. Zusitzlich nehmen
wir an, dass die Funktionen in X+ bzw. M7 elementweise zwei- bzw.
einmal stetig differenzierbar sind. Insbesondere ist dann ||-|| - aus Satz
I1.5.6 (S. 54) eine Norm auf M. Jedem Element K € T und jeder
Kante bzw. Fliche E € £q ordnen wir zwei positive Parameter dx und
0g zu. Die Wahl dieser Groflen ist zunéchst beliebig, wird aber spéter
eingeschrénkt. Wir definieren nun auf X7 x My eine Norm |||-|||, eine
Bilinearform B7 und ein lineares Funktional ¢ durch

1
2 2 27335
a7, prllll+ = {\uTh + |lprll” + Hp7'||7’}2

Br([ur, pr], [vr, 7)) :/VUTiVVT—/pTdiVVT+/quiVHT

Q Q Q

+) 5Kh§</ [~Aur + Vpr| - Vgr
KeT K

+) 5EhE/ Je(pr)Jeler)
Ee&q E

67—([V7’, qT]) = / f-vr+ Z (SKh%(/ f-Vgr.

Q K

KeT
Dabei setzen wir der Einfachheit halber voraus, dass der Quellterm f
der Stokes Gleichungen quadrat-integrierbar ist. Man beachte, dass die
0x- und dg-Terme in B und {7 die zusétzlichen Stabilisierungsterme
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sind. Die Sprungterme in By verschwinden, wenn eine stetige Druckap-
proximation, d.h. My C C(Q), verwendet wird. Ebenso verschwindet
der Term Auy in By, wenn die Geschwindigkeit stiickweise linear ist.

Das neue diskrete Problem lautet nun:

Finde [ur,pr] € X7 x M7, so dass fur alle [vr,qr]| €
XT X MT gllt

(I1.6.1) Br(lur,prl; vr.ar]) = r([vr. ar])-

Wir untersuchen zunéchst die Stabilitdt von By und damit die ein-
deutige Losbarkeit von (I1.6.1). Dazu definieren wir

Omax = Max { Max g, maxog ¢,
KeT Ee&q

Ec&q
in o falls M- C(9Q).
min gy alls M7 C C(Q)

SATZ 11.6.2 (inf-sup-Stabilitit). Es gibt eine Konstante 6y > 0, die
nur von der Konstanten Cy in der Regularititsbedingung an T abhdngt,
so dass fiir alle Parameter 0, 0p mit Opmax < 0 und Omin > 0 gilt: Es
gibt eine Konstante 3, die nur von dni, abhdngt, mit

- min {?é?‘sf“ min 5E} falls Mt ¢ C(Q),

. Br(lur,prl, [vr, ar])
inf sup >
lar prleXrx M0} vrarlexrxmoy Iar prllll+ (IHvr, el

Es ist 6 ~ Omin.

BEWEIS. 1. Schritt: Wir zeigen, dass es ein Jy der beschriebenen
Art gibt, so dass fiir alle Parameter dx, g mit 00 < dp und Oy > 0
und alle [ur, pr| € X7 x My gilt

1
Br([ur, pr], [ur, pr]) > §5min {Ilfur. pANF — )2} -

Sei dazu [ur, pr| € X7 X M7 beliebig. Dann folgt aus der Definition
von By

Br([ur,pr], [ur, pr])

— / Turl?+ 3 ol / —Auy + Vpr] - Vpr
Q KeT K

+ Z 5EhE/ ()l
Eec&q E
> Jurli + ) xhic [Vorli + D dshe l3e(r)|:
KeT Eec&q

= > dxhic 1Aur| [ Vorll
KeT
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Aus (1.4.2) (S. 30) folgt
1AVl < cohic [vrlx

mit einer nur von Cy abhéngigen Konstanten cy. Setzen wir dies in obi-
ge Abschitzung ein und wenden die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
fiir Summen an, erhalten wir mit der Definition von [|-|| - aus Satz I1.5.6

(S. 54)

Br([ur,prl, [ur, pr])
> lurli+ ) kb IVprli + > dphe |Tspr)|y

KeT Ee€q
1 1
=Y b lurly e 02 [ Vprll,
KeT
1 2 1 2
> Z (1 — 50(2]5;() ]uﬂl;K + 3 Z ok Vo7l
KeT KeT
+ 3 phe |Tspr);
Ecé&q

1 1
> (1= 36k ) lurlt + 0um Iorly

Setze Jyp = —2. Dann folgt aus dyax < do

1+c% :

1 1
1-— écgémax >1-— 50(2)50 = 5 =
Also ist dann

B’T([uTapT]a [uTap'T]) Z 5min {’uTﬁ + HpTH'%’}

| =~

Sumin LNl 71T = o717} -

2. Schritt: Sei g wie im 1. Schritt und 0 < Opin < Opax < 0p. Wir
zeigen nun die inf-sup-Bedingung fiir By. Sei dazu [ur, pr] € X7 x Mt
mit |||[ur, pr]lll; = 1 beliebig. Gemaf Satz I1.3.3 (S. 45) gibt es ein
w € Hi ()" mit

divw = —pr und |w|; <callprl-

Sei wr = Jrw € [Sy°(T)]" € X7 die Quasi-Interpolierende von w

wie in §1.4 (S. 26). Dann ist

(wrl, < eicalprl|
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und

Br([ur, pr], [wr,0])

:/VUTIVWT—/pTdiVWT
Q Q

:—/pTdiVW+/p7—diV(W—W7—)—i—/vuTZVWT
Q 0 Q
= ||pTH2 +/p7-div(w —wr) + / Vur : Vwr
Q Q
> el + [ rdiviw = wr) = fugly lwrl,
Q

> lpr? = exca Il furly + [ prdiviw = wr).
Q

Als néchstes integrieren wir den letzten Summanden elementweise par-
tiell und nutzen die Approximationseigenschaften (I1.4.3) (S. 31) von
Jr aus. Dies ergibt

/ prdiv(w — wr)
Q

:—Z/Vp'r W — WT

/JEPT W — WT) ng

KeT Ec&q
< S Vol Iw = wrle + 3 136@n)g llw — wrll,
KeT Ee€q
1
2
< {Z R Vorl% + Y ke ||JE<pT>||?;} :
KeT Ec&q

N |=

{z 2w = wrlf 3 gt wﬂ@}

KeT Ec&q
< llprllyca Wl
< cacq |7l o7l -

Setzen wir dies in die Abschatzung fir Br([ur, pr], [wr,0]) ein, erhal-
: 2 2 2 2
ten wir wegen |||[ur, prl(l|l7 = [urli + [[p7[I” + lprl7 =1

Br([ar, pr], [wr,0)) > |pr|® — cica lprll lur], — coca llp7ll 7l
1 2
> 1 Iprl* = cic [urls — cach ||p7’||7’

1 2 2 2
> < Iprl* = ek {Jurl: + lprl3}

1
~ (A g) borl? - e
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mit ¢ = max{cy, co}. Aus dieser Abschétzung und Schritt 1 folgt

Br([ur,prl, [vr, a7])

sup
(vr,grleXTxMr\{0} |||[VT7 QT] |||’T
> max { Br([ur, pr], [UT,pT]), Br([ur, pr], [wr,0]) }
Il [ar, pr]lll - | [w, O]l
1 1 1422 2cq _
> max { =6min — = 0min [[P71° s 2—— [Ip7 ]| — == |lpr| "
2 2 c1Cq C1
1 1 Ly 22 2
> min max {—5min — —Opin2>, 2 3%, 630921}
z€RY 2 2 C1Cq C1
> 0.

Die letzte Ungleichung gilt, weil die Funktion z %5min - %5minz2 auf

" . . 14c2e2 2cq __
(0,1) monoton fallend und positiv, die Funktion z %z — 2yt

0202 oy . CQC
auf ( ﬁTfi:Z,oo) monoton wachsend und positiv und 4/ 285 < 1
4793%

ist. O

Aus Satz I1.6.2 folgt unmittelbar, dass das diskrete Problem (I1.6.1)
eindeutig l6sbar ist. Der folgende Satz gibt eine Fehlerabschétzung fiir
diese Losung.

SaTz 11.6.3 (Fehlerabschitzung). Die Bezeichnungen und Voraus-
setzungen seien wie in Satz 11.6.2. Bezeichne mit [u,p] € X x M die
eindeutige schwache Losung der Stokes Gleichungen und mit [ur, pr] €
X7 x My die eindeutige Lésung von (11.6.1). Es sei u € H*(Q)",
p € H'Y(Q). Dann st

[vr.ar]eXTxMr

e —uar,p—prllly <c¢  inf {HHU_VTJ?_QT”HT

N[

+ D i llA(u - VT)Hi}

KeT

mit ¢ & dmax 31, Weiter gebe es ein m € N* mit u € H™(Q)" und
p € H™(R). Dann ist

e = ur,p = prllly < e R ],y + R p]|

BEWEIS. Sei [vr, g7] € X7 X M7 beliebig. Aus der Dreiecksunglei-
chung folgt

Il —ur,p = prilly < llw=vr,p —grllly
+ a7 = v pr —arllll -
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Aus Satz 11.6.2 ergibt sich

|7 = vr,p7 — a7l -
< 1 sup Br(lur — vr,pr — 7], [Wwr, 7))
[WT,T’T]GXTXMT HHWT7 TTHHT

Fiir jedes [wr,77] € X7 x My mit |||[wr, r7]|l|- = 1 ist
Br(lur —vr,pr —a7), [Wwr,r7])
= Br([u—vr,p —q7], [Wwr,v7]) + Br(lur —u,pr —p], [wr,r7]).
Aus der Definition von By und /¢ folgt die Galerkin Orthogonalitéit
Br(lur —u,pr — pl, [wr,77])
= lr([wr,r7]) = Br([u,pl, [wr,77])

:/f'WT+Z5Kh%(/f~VrT
Q K

KeT

—/Vu:VWT—l—/pdiva—/'r’Tdivu
Q Q Q

— Z 6Kh§(/ —Au+ Vp|-Vrr — Z 5EhE/EJE(p)JE(TT)

KeT K Ee&q
=0.

Dabei haben wir ausgenutzt, dass u, p die starke Form (1.2.15) (S. 13)
der Stokes Gleichungen 16st und wegen p € H'(f2) die Spriinge von p
iiber die Elementrander verschwinden.

Aus der Definition von By und von |||-||| folgt weiter mit der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung

Br([u—vr,p— 7], [wr, r7])
< la—vrl |wrl, + Vollp — ¢r| [wrl, + Vo llrr| Ju = vrl,
+ > dxhi (A =Vl + V(P =gl IVrrl

KeT
+ 3 0phe 1760 — ar)llg 17e0rr) |l 5
Eec&q
<c { I =vr.p—arllliF+ > hillAm - w)Hi} :
KeT
w7, 7]l -

Aus diesen Abschéitzungen folgt die erste Fehlerabschitzung des Satzes.
Die zweite Fehlerabschiatzung des Satzes folgt aus der ersten und den
Approximationseigenschaften (I1.4.1) (S. 30) der Finite Element Raume.

O
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Ein wesentlicher Schritt im Beweis von Satz 11.6.3 ist die sog. Ga-
lerkin Orthogonalitit des Fehlers. Sie gilt, da die zusétzlichen Stabi-
litdtsterme in By und ¢+ konsistent sind, d.h. fiir die schwache Losung
der Stokes Gleichungen verschwinden.

Wie in Bemerkung 11.5.2(3) (S. 52) ist wieder die Wahl v = p — 1
optimal.

Anders als in Satz [1.5.1 (S. 51) benotigt die erste Fehlerabschétzung
von Satz 11.6.3, die dem Céa-Lemma entspricht, schon eine hchere Re-
gularitdt der Losung der Stokes Gleichungen. Satz 11.6.3 kommt nicht
mit der Regularitidt aus, die fiir die schwache Variationsformulierung
benotigt wird. Diese zusétzliche Regularititsvoraussetzung spiegelt sich
auch in praktischen Rechnungen wider. Und zwar in Form eines Genau-
igkeitsverlustes bei Stokes Problemen, deren Ldsung nicht die nétige

Regularitéit aufweist, z.B. bei polygonalen Gebieten mit einspringen-
den Ecken.

I1.7. Nicht-konforme Methoden

Bisher haben wir stets konforme Methoden betrachtet, d.h. es galt
X7 C X und My C M. Die wesentliche Bedingung ist hierbei natiirlich
die globale Stetigkeit der diskreten Geschwindigkeitsfelder. Wie in [22,
§IV.1] wollen wir diese Restriktion nun aufgeben. Dafiir werden wir eine
Approximation erhalten, die exakt divergenzfrei ist und eine explizite
lokale Basis des Raumes V7 besitzt.

Im Folgenden bezeichnet T eine ebene, zuldssige und reguldre Tri-
angulierungen des einfach zusammenhdingenden polygonalen Gebietes
Q) C R2. Fiir jede Dreieckskante E in £ bezeichnet mp den Mittelpunkt.
In Analogie zu [22, §IV.1] definieren wir den Raum der Crouzeiz-
Raviart Elemente durch

Xr={peLl*(0)’: plx e VK €T,
JE(QD)(mE) =0VE & gg,
o(mg) =0VE € &r}.

Die Funktionen in X7 sind eindeutig bestimmt durch ihre Werte in den
Kantenmittelpunkten. Durch

1
3
vl = { > IVTIT;K}

KeT

wird eine Norm auf X7 definiert. Fiir die Druckapproximation wéahlen
wir

My = S""Y(T)N L§(Q).
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Wir definieren diskrete Analoga a7, b7 und ¢+ von a, b und ¢ durch

7(ur, vr) Z/ Vur: Vvr,

KeT
br(ur, pr) Z/ prdivur,
KeT
uT Z/ f- ur.
KeT

Man beachte, dass diese Bilinear- bzw. Linearformen auch fiir Argu-
mente aus X bzw. M definiert sind und mit a, b bzw. ¢ iibereinstimmen,
wenn die entsprechenden Argumente alle aus den Raumen X bzw. M
sind.

Das diskrete Stokes Problem, das wir im Folgenden betrachten wer-
den, lautet dann:

Finde (ur, py) € X7 X M7 mit

ar(ur,vr) + by (vr,pr) = lr(vy) Vvr € X7

I1.7.1
( ) br(ur,qr) =0 Vgr € Mr.

LeEmMA IL1.7.1 (Koerzivitdt von a7 und inf-sup Bedingung fir by).
(1) Fiir alle v € X7 gilt

ar(vr,vr) 2 |VT|2T-
(2) Es gibt ein B >0, das nicht von T abhdngt, mit
b -
wf sy TUPT)
preM\{0} urex\{0} |UT|T o7l
(3) Sei
Vi ={vr € X7 : b7 (vr,pr) = 0Vpr € M7}

Dann ist Vi # {0} und

Vi = {VT € Xy:divvy = 0}

BEWEIS. ad (1): Folgt direkt aus der Definition von as und |-| .

ad (2): Wir definieren zunéchst einen linearen Operator 7 : X — X7

durch
1

v falls F € &g,
(77v)(mg) = 4 1E| /
0 falls £ € &r.

Seien gy € My und v € X beliebig. Da die Mittelpunktsregel die
Ordnung 1 hat, folgt fiir jedes K € T und jedes E € £k

[ e (wrv) = Bl e - (epv)ome) = [ e
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und daher
br(mrv,qr)
=-> / gr div(mrv) = = ) QT/ div(77v)
KeT K KeT K
:_ZQT{ > /nK'(WTV)}
E
(1172) KeT Ectk
s [
KeT Ecéx E
=-> QT/ divv=—)" / gr divv =br(v, q7)
KeT K KeT VK
= b(anT)'

Seien nun v € X und K € T beliebig. Da m7v und ng - V(mrv) auf
den Kanten von K linear bzw. konstant sind und A(m7v) elementwei-
se verschwindet, folgt mit der Mittelpunktsregel und dem GauBschen
Integralsatz

vl = / V(mrv) : V(rrv)
K

= / ng - V(rrv) - mpv — / A(mrv) - v
0K

K

= Z HK'V<7T7'V)'/E7T7‘V

Eclk

= ZnK-V(ﬂTV)-/V

Eelk E
= / ng - V(rrv) -v—/ A(rrv) - v
oK K
= [ V(rrv): Vv
K

S ’WTV|1;K |V|1;K :
Summation iiber alle K € T und die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

fiir Summen ergeben

2
[Trv|r < Z ‘WTV‘l;K ‘V‘l;K < |mrvlr vl
KeT

Also ist
(I1.7.3) |Trv] < vl .

Sei nun pr € My mit ||pr|| = 1 beliebig. Wegen Satz 11.3.3 (S. 45) gibt
es ein f > 0, das weder von 7 noch von py abhingt, und ein v € X
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mit
v, =1 und —/pTdiVV > f.
Aus (I1.7.2) und (I1.7.3) folgt '
[mrvlyr <1
und

br(mrv,pr) = b(V,p1) = — / prdivv > .
Q

Hieraus folgt die gleichméfige inf-sup Bedingung mit E = f.
ad (3): Wegen Satz 11.2.1 (S. 38) und Teil (2) ist V7 # {0}. Da die
Mittelpunktsregel die Ordnung 1 hat, gilt fiir jedes vy € X+

VT, Z/ leVT

KeT

:—zz/anK

KeT Ee€k

==Y Y [E|vr(mp)-n

KeT Eelk

:—Z‘EH]EVT IlE mE Z|E|V7‘mE
Ee&q Ecér

= 0.
Also ist
Vi ={vr € X7 :br(vr,q7) = 0¥gr € S°7H(T)}.

Da andererseits divvy fiir v € X7 stiickweise konstant ist, folgt
hieraus die Behauptung. U

Wegen Lemma I1.7.1 und Satz I1.2.4 (S. 41) besitzt Problem (I1.7.1)
stets eine eindeutige Losung. Auflerdem ist (I1.7.1) dquivalent zu:

Finde ur € Vi mit

(I1.7.4) ar(ur,vy) =Llr(vy) Vv € Vr

Als néchstes schitzen wir den Konsistenzfehler von (I1.7.4) ab.

LeEmMA I1.7.2 (Konsistenzfehler). Sei (u,p) € X x M die eindeutige

schwache Lisung der Stokes Gleichungen. Es gelte u € H?*(Q)? und
p € HY Q). Dann gilt fiir alle w € V @ Vi fiir den Konsistenzfehler

Ly (w)
|Lr(w)| = |ar(u,w) — br(w)| < chr{|ul, + [p], } [W].

Die Konstante ¢ hingt nur von der Konstanten Cy in der Regularitdits-
bedingung an T ab.
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BEWEIS. Der Beweis verlduft analog zu dem Beweis von [22, Satz
IV.1.3]. Sei w € V @& V7 beliebig. Dann ist

Ly(w) =ar(u,w) — lr(w Z/{Vu Vw —f-w}

KeT

—Z/{Vu Vw+ Au-w — Vp-w}.

KeT

Durch elementweise partielle Integration erhalten wir

Z/{Vu Vw + Au - w}
Z/ n-Vu) -

KeT
/JE ng - Vu
Eeér

_ 1/
WgEg = — A%
1E| JE

den Mittelwert von w auf E € &£ und mit I+ : X N H*(Q)? —
1Sy°(T)]?2 € X7 den nodalen Interpolationsperator. Da %L; fir je-
de Kante £ € £ konstant und [, (w — Wg) = 0 ist, folgt

Z/{Vu Vw + Au - w}

KeT

Ee&q

Bezeichne mit

/ Ie((ng - V(u— Lru) - (w — %))

Ee&q
+Z/ n-V(u—Ir)) - (w—wg).
Eecér

Im Beweis von [22, Satz IV.1.3] haben wir gezeigt, dass jeder Summand
auf der rechten Seite dieser Gleichung durch chg |[w|, , |u|, abgeschétzt
werden kann. Dabei ist K ein Dreieck mit £ C K. Dies liefert mit
der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung die Abschétzung

Z/{Vu Vw + Au - w}

KeT

< chr |ul, Wl .

Wir betrachten nun den Term — ), - Il x Vp - w. Elementweise par-
tielle Integration liefert

—Z/Vp W—Z/pleW

KeT KeT

—Z/JEPWHE Z/pwn

Ec&q Eeér
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Die Linienintegrale auf der rechten Seite dieser Gleichung kénnen wie
oben mit pny an Stelle von -2% abgeschitzt werden. Wir erhalten dann

ong
fiir diesen Beitrag

> [ 3etwene) + 3 [ pwen

Ee&q Ecér

< chr |ply [wlr.

Ist w € V| so ist natiirlich

Z /Kpdivw =0,

KeT

und wir sind fertig. Sei also w € V. Bezeichne mit 11y : L3(Q) — M
die L?-Projektion. Dann folgt mit der Poincaréschen Ungleichung

Z/Kpdi"wz Z/K(p—HTp)divw

KeT KeT
< [lp = Urp| [wl;
< chr |p|1 |W|7’>
und wir haben auch in diesem Fall die Behauptung bewiesen. U

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun eine Fehlerabschétzung
fir die Diskretisierung (I1.7.1) beweisen.

SATz 11.7.3 (Fehlerabschitzung fiir die Crouzeix-Raviart Diskreti-
sierung der Stokes Gleichungen). Seien (u,p) € X x M die eindeutige
schwache Lésung der Stokes Gleichungen und (ur, py) € X7 x My die
eindeutige Losung von (I1.7.1). Es gelte u € H*(Q)? und p € H'(Q).
Dann gilt die Fehlerabschdtzung

lu—ur|;+[lp = prll < cthr{|ul, + |pl;}.
Ist zusdtzlich  konvex, so ist

lu —ur| < e2h3{|ul, + Ipl, }.
Die Konstanten ¢, und co hingen nur von Q0 und der Konstanten Cr
in der Regularitdtsbedingung an T ab.

BEWwEIS. Fiir den Geschwindigkeitsfehler konnen wir die abstrak-
ten Fehlerabschétzungen [22, Sitze IV.1.1 und IV.1.2] fiir nicht-konfor-
me Methoden anwenden. Zusammen mit der Abschéitzung des Konsis-
tenzfehlers aus Lemma I1.7.2 ergeben diese Sétze die Fehlerabschatzun-
gen

lu—ur|; <2 inf [u—vrls+chr{luf, +[p[;}
vreVr

und

lu—urll<  sup  {ju—ur|;|ug —ug 7|,
geL?(Q)%lgl=1

+ chr{|ug|, + pgl,} [u —ur|,
+chr{|ul, + |pl; } [ug — ug 7 T} .
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Dabei bezeichnen (ug,pg) € X x M und ug;, € Vy die eindeutige
schwache Losung der Stokes Gleichungen mit rechter Seite g € L?(2)?
bzw. des entsprechenden diskreten Problems (I1.7.1).

Wegen des Regularitétssatzes 11.3.5 (S. 46) miissen wir fiir die Fehler-
abschitzung der Geschwindigkeit nur noch den Approximationsfehler
infy ey, [u — vr|, abschétzen. Dazu beachten wir, dass u € V ist und
dass fiir den Operator 77 aus dem Beweis von Lemma I1.7.1 (2) gilt
w7 (V) C V. Daher ist

inf — <|u-— :
V;felvThl vrly < Ju—mrul,

Bezeichne wieder mit 17 : X N H?(Q)? = [S;°(T)]? € X7 den nodalen
Interpolationsoperator. Wegen nrI7u = I7u folgt dann aus (I1.7.3)
lu—7rul; < [u—Irul;+ [[7u— 77ul,
= [u— Irul; + |77 ([7u - u)| -
<2[u—Iyul,
<2u-— Iru|,
< chr|uly.
Damit sind die Fehlerabschitzungen fiir die Geschwindigkeit bewiesen.
Bezeichne wieder mit 117 : L2(Q2) — M7 die L?-Projektion. Dann ist
lp = prll < llp — U7l + [[T7p — pr|
und

lp = Trpll < chr Ipl; -
Aus Lemma I1.7.1 (2) folgt weiter

- b Mrp —
Myp—prl <5 sup T H7PZpr)
vreXr\{0} lvrlr

Sei vy € X7 mit |vy|, = 1 beliebig. Dann ist

br(vr,yp — pr) = by (vr,yp — p) + br(vr,p — p7)
und
br(vr, lrp — p) < V2|vrly llp — Tpl| < chr|pl, -
Aus (I1.7.1) folgt weiter
br(vr.p —p1)
= br(vr,p) + ar(ur, vy) — lr(v7)
=ar(ur —u,vr) + Z {Vu:Vvy—pdivvy —f vy}
KeT VK
= ar(ur —u,vr)

+Z {Vu:Vvr+ Au-vy—pdivvy — Vp-vr}.

KeT /K
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Fiir den ersten Summanden erhalten wir mit den schon bewiesenen
Fehlerabschétzungen fiir die Geschwindigkeit

ar(ur —u,vr) < [u—urly |vrly < chr{|ul, + [p| }.

Fiir den zweiten Summanden erhalten wir mit elementweiser partieller
Integration und dem Beweis von Lemma I1.7.2

Z/{Vu Vvr+ Au-vy —pdivvy — Vp-vr}

KeT
{/ Je((ng - V(u—Iru)) - vy) /JE pVT - nE)}
Eec&q

-I—Z{/n Vu) - vT—/Eva-n}

Eeér
< chr |V7’|7’{|u|2 + |p|1}
< ch7—{|u|2 + ’p|1}.

Damit ist auch die Fehlerabschétzung fiir den Druck bewiesen. U

Zum Abschluss dieses Paragraphen wollen wir noch eine lokale Basis
von V7 konstruieren. Dazu berechnen wir zunéchst dim V7. Bezeichne
mit NT, NEy und NV, die Zahl der Dreiecke, der inneren Kanten
und der inneren Eckpunkte von 7. Da €2 einfach zusammenhéngend
ist, folgt aus der Eulerschen Polyederformel NT — NEy + NV, = 1.
Da X7 und M7 die inf-sup Bedingung erfiillen, ergibt sich dim Vi =
dim X+ —dim My =2NEy — NT +1 = NEy+ NVj. Jedem E € &g
ordnen wir nun einen Einheitstangentenvektor tz und die eindeutig
bestimmte, stiickweise lineare Funktion ¢ mit

ng(mE*) = 5EE* \V/E* € E

zZu. Setze

Fiir jeden Dreieckseckpunkt z in NV sei &, die Menge aller Dreieckskan-
ten, die x als einen Endpunkt haben. Ausgehend von einer beliebigen
Kante in &£, werden die restlichen Kanten in &, fortlaufend in mathe-
matisch positiver Orientierung durchnumeriert. Fiir & € £, bezeichnen
tp, und ng, zwei orthogonale Einheitsvektoren, derart dass tg , tan-
gential zu E ist, von « wegweist und det[tg ,, ng ] > 0 ist. Setze (vgl.

Abbildung I1.7.1)
Z SDEnE' T

EeE,
Da die Vektorfelder wg und w, zu den Kanten tangential bzw.
normal sind, sind sie linear unabhéingig. Auflerdem ist offensichtlich
stets wg € V7. Seien nun K € T ein Dreieck, z € N ein Eckpunkt
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ABBILDUNG I1.7.1. Funktion w,

von K und FE;, E5 die beiden Kanten von K, die den Punkt x ge-
meinsam haben. Dann folgt aus dem Gaufischen Integralsatz mit der
Mittelpunktsregel fiir die Linienintegrale

/leWx: W, - N = E |E|meE N = E ng, - Ng
K oK

=1

=0.
Also ist auch stets w, € V7. Dies beweist
Vr =span{wg, w, : E€ &, x € N'}.

Wir haben nun die Wahl, ob wir das diskrete Problem (I1.7.1) oder
(I1.7.4) numerisch l6sen. Das Problem (II.7.1) hat eine diinn besetz-
te Steifigkeitsmatrix mit 2NEy + NT — 1 = 3N Ey — NV Zeilen und
Spalten. Diese Matrix ist symmetrisch, aber indefinit, d.h. sie besitzt
positive und negative Eigenwerte. Problem (I1.7.1) liefert uns direkt
die diskreten Geschwindigkeiten und Driicke.

Da V7 eine lokale Basis besitzt, ist die Steifigkeitsmatrix von (I11.7.4)
ebenfalls diinn besetzt. Sie hat NFEy + NV, Zeilen und Spalten, ist
also viel kleiner als die Steifigkeitsmatrix von (I1.7.1). Auflerdem ist
sie symmetrisch und positiv definit. Allerdings hat sie eine Kondition
von O(h7*), wihrend die Kondition der Steifigkeitsmatrix von (I1.7.1)
O(h7?) ist [8].

Problem (I1.7.4) liefert uns auch nur die diskreten Geschwindigkeiten.
Allerdings lassen sich die diskreten Driicke leicht aus den diskreten Ge-
schwindigkeiten berechnen. Um dies einzusehen, betrachte eine beliebi-
ge innere Kante F € &, und setze die Funktion ¢ypng als Testfunktion
vy in (I1.7.1) ein. Da die Mittelpunktsregel die Ordnung 1 hat, ergibt
sich mit dem Gauflschen Integralsatz

(r(ppnp) — ar(ur, opng) = br(psng, pr) = / To(oupr)

—|E| Je(¢e(mEe)pr)
—|E| Je(pT).
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Also kénnen die Spriinge des Druckes py iiber die Kanten leicht aus ur
berechnet werden. Wir wéahlen nun ein beliebiges Dreieck K, das eine
Kante auf dem Rand I' hat, aus, setzen dort p7 = 0 und bestimmen pr
auf den restlichen Dreiecken, indem wir sukzessiv von Dreieck zu Drei-
eck fortschreiten und jeweils den Sprung von ps iiber die gemeinsame
Kante zu pr hinzu addieren. Anschliefend bestimmen wir

K| _
P=Y o
KeT

und subtrahieren P von pr. Dies liefert den gesuchten Druck py mit
Mittelwert 0.

I1.8. Stromfunktionsformulierung

Die Methoden der vorigen Abschnitte diskretisieren alle die schwa-
che Formulierung der Stokes Gleichungen aus I1.3 (S. 42) und appro-
ximieren simultan das Geschwindigkeitsfeld und den Druck. Sie liefern
i.a. Geschwindigkeitsfelder, die nur ndherungsweise divergenzfrei sind.
Im vorigen Abschnitt konnten wir exakte Divergenzfreiheit der diskre-
ten Geschwindigkeitsfelder erzielen, erkauften dies aber durch Aufga-
be der H'-Konformitit. In diesem Paragraphen betrachten wir andere
schwache Formulierungen der Stokes Gleichungen, die konforme Dis-
kretisierungen mit exakt divergenzfreien Geschwindigkeitsfeldern erlau-
ben. Wir werden sehen, dass wir diesen Vorteil durch andere Nachteile
erkaufen.

Wir betrachten die Stokes Gleichungen (II.1.1) (S. 33) mit homo-
genen Dirichlet Randbedingungen in einem beschrénkten, offenen, ein-
fach zusammenhdingenden Gebiet Q im R?. Insbesondere ist der Rand
I' von 2 zusammenhédngend. Fiir die neue schwache Formulierung defi-
nieren wir die Operatoren curl : H'(Q) — L?(Q)? und curl : H'(Q)? —
L*(Q) durch

I
curl p = Ox curlv = v _ Ov
| oop | T dxy Oy

8301

Wie man leicht nachrechnet, gelten folgende Identitéten fiir alle ¢ €
H?*(Q) und v € H*(Q2)?

curl(curlyp) = —Ayp, curl(curlv) = —Av + V(divv).
AuBerdem folgt aus dem GauBschen Integralsatz fiir alle v.e H'(Q)?

und ¢ € H(Q)
/V-curlgpz/curlvgoJr/gpv-t.
Q Q r

Dabei ist t ein Einheitstangentenfeld an I'.
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SaTz 11.8.1 (Eigenschaften des curl-Operators). Der Operator curl
ist ein Isomorphismus von Hy(Q) auf

Hy(div) = {v € L*(Q)* :divv=0,v-n=0 auf T'}.

BEWEIS. Offensichtlich bildet curl den Raum Hj(Q2) in Hy(div)
ab. Die Abbildung ist auch injektiv. Denn aus curl ¢ = 0 folgt Vo =0
und damit ¢ = const und wegen der Randbedingung ¢ = 0. Wegen
des Satzes von der offenen Abbildung [23, §I1.5] miissen wir also nur
noch die Surjektivitit von curl zeigen. Sei dazu v € Hy(div) und v+ =
(v, —v1)T. Aus divv = 0 folgt %‘g = %‘g, d.h. Dv* ist symmetrisch.
Da € einfach zusammenhéngend ist, folgt aus dem Satz von Poincaré
[17, Satz VIIL.3.16], dass v* ein Gradientenfeld ist, d.h. v: = V.
Hieraus folgt v = curl«. Da I' zusammenhéngend und v-n = 0 auf I'
ist, ist ¢ konstant auf I'. Wegen v = curl ist also 0.E. ¢ = 0 auf I'.
Dies beweist die Surjektivitét. U

Sei nun (u, p) eine hinreichend glatte Losung der Stokes Gleichun-
gen (II.1.1) (S. 33). Wegen Satz I1.8.1 existiert ein eindeutiges ¢ €
Hi(2) mit u = curley. Dieses heifit die Stromfunktion von u. Aus
u-t =0 auf I' folgt zusétzlich n - V¢ =t - curly = 0 auf I". Setzen
wir obige Darstellung fiir u in die Impulsgleichung, d.h. die erste Glei-
chung von (II.1.1), ein und bilden deren curl, so erhalten wir wegen
curl(Vp) = 0 die Beziehung

curl f = curl{—Au + Vp}
= —A(curlu) + curl(Vp)
= —A(curl(curly))
= A%,
Also ist die Stromfunktion v eine Losung der biharmonischen Glei-
chung
A% = curl f in
(I1.8.1) =0 auf I’
n-Viy=0 auf I'.
Sei nun umgekehrt 1 eine hinreichend glatte Losung der biharmoni-
schen Gleichung (I1.8.1). Setze u = curl. Dann ist divu = 0. Aus den
Randbedingungen an ¢ folgt Vi) = 0 auf I' und damit u = curly =0

auf T'. Weiter ist curl{f + Au} = curl f — A% = 0 in 2. Daher gilt fiir
jedes ¢ € H} ()

0= / curl{f + Au}yp = /{f + Au} - curlp.
Q Q

Also ist wegen Satz I1.8.1 f + Au € V+. Wegen Satz 11.3.3 (S. 45) und
Satz I1.2.1 (S. 38) gibt es daher ein p € L2(Q2) mit £ + Au = Vp. Also
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ist (u,p) eine Losung der Stokes Gleichungen (I1.1.1) (S. 33). In die-
sem Sinne sind die Stokes Gleichungen (I1.1.1) und die Biharmonische
Gleichung (I1.8.1) dquivalent.

Die schwache Formulierung von (I1.8.1) lautet:

Finde ¢ € H2(Q) mit
(I1.8.2) / AYAp = / curlfo Vi € H(9Q).
Q Q

Dabei ist HZ(Q) = {¢ € H*(Q) : ¢ = n- Ve = 0 auf I'}. Problem
(I1.8.2) ist offensichtlich die Euler-Lagrange-Gleichung des Variations-
problems

1

IW) = ;

/(A@D)z — / curl fy) — min  in HZ(Q).

Q Q

Problem (II1.8.2) passt also in den abstrakten Rahmen von [22, §I.1]
fiir koerzive Minimumprobleme und erscheint daher auf den ersten
Blick leichter fiir die Numerik zugénglich als die bisher betrachtete
Sattelpunktsformulierung der Stokes Gleichungen. Der erste Eindruck
tduscht aber. Denn (I1.8.2) ist ein Minimumproblem iiber HZ({2) und
erfordert daher die Konstruktion von Finite Element Funktionen, die
global stetig differenzierbar sind. Dies ist sehr aufwéindig.

Man kann versuchen, diese Schwierigkeit zu umgehen, indem man
eine gemischte Formulierung von (I1.8.2) mit At als zusétzlicher Un-
bekannten betrachtet. Im Rahmen der abstrakten Theorie von §I1.2
(S. 36) entspricht dies der Wahl

X = HYQ), M = H}(Q)
a(u,v) = /qu, b(v,\) = /QVU -V

Die Ergebnisse von §I1.2 sind jedoch nicht anwendbar, da die Bilinear-
form a nicht koerziv auf dem Kern V' von b ist. Dies fithrt zu erheb-
lichen Problemen bei der Analyse und Approximation des zu (I1.8.2)
gehorenden gemischten Problems. Ein anderer Nachteil der biharmoni-
schen Gleichung (I1.8.2) ist das Fehlen jedweder Information iiber den
Druck, der haufig die physikalisch interessante Grofle ist.

Wir wollen im Folgenden zeigen, wie man die geschilderten Schwie-
rigkeiten umgehen kann und eine ,,verniinftige® Stromfunktionsformu-
lierung der Stokes Gleichungen erhilt, die zudem die effiziente Be-
rechnung des Druckes erlaubt. Diese Vorteile werden durch verschérfte
Regularitéitsanforderungen an die Losung der Stokes Gleichungen und
sub-optimale Fehlerabschéatzungen fiir die Finite Element Approxima-
tion erkauft.
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LEMMA I1.8.2 (Eigenschaft von H}(Q)% N Hy(div)). Fiir alle u €
H3 ()2 N Ho(div) und alle v e H'(Q)? gilt

/Curlucurlv = / Vu: Vv.
Q Q

BEWEIS. Sei u € V = {w € C°(Q)? : divw = 0}. Dann folgt aus
dem GaufBschen Integralsatz fiir alle v e H'(Q)?

/ curlucurlv = / curl(curlu) - v
Q Q
:/[—Au—i-V(divu)] V= —/Au-v
Q

Q
:/Vu:Vv.
Q

Da V in Hj(Q2)? N Hy(div) dicht ist, folgt die Behauptung. d
Bezeichne mit
(I1.8.3) w = curlu

die Wirbelstirke des Geschwindigkeitsfeldes. Aus Lemma I1.8.2 und der
schwachen Formulierung der Stokes Gleichungen aus §11.3 (S. 42) ergibt
sich fiir alle v € Hy(2)?

/f~V:/Vu:VV—/pdivv
Q Q Q
:/curlucurlv—/pdivv
Q Q
:/wcurlv—/pdivv.
Q Q

/wu:/curluu Yu e L*(Q)
Q Q

dquivalent ist, erhalten wir folgende schwache Formulierung der Stokes

Gleichungen (II.1.1) (S. 33):
Finde u € H}(Q)?, p € L3(Q) und w € L*(Q) mit

/wcurlv—/pdivv:/f-v Vv € H()?
Q Q 0

gdiva =0 Vg € L3(9)
fu-
0

Da (I1.8.3) zu

(I1.8.4)

curlup =0 Yu e L*(Q).

50\{3\
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Problem (I1.8.4) ordnet sich in den abstrakten Rahmen von §I1.2 (S. 36)
ein mit der Wahl

X = Hj(Q)? x L*(Q)

M = L*(Q) x L3(Q)

offuw) [v,6) = [ wb

b([v,@],[)\,p]):/:(curlv—ﬁ))\—/deivv.

Man beachte, dass man hierfiir die Identitéit A = w in schwacher Form
zu den Gleichungen von (I1.8.4) hinzufiigen muss.

Problem (I1.8.4) ist fiir unsere Zwecke noch nicht geeignet, da es zu
starke Regularitdtsanforderungen an das Geschwindigkeitsfeld u und
damit an die Wirbelstérke w stellt. Um diese Schwierigkeit zu umgehen,
schwéchen wir die Regularitdtsbedingungen an u ab und verschérfen
die an p und . Dies fiihrt auf folgendes Variationsproblem:

Finde u € L*()? w € L*(Q), A € HY(Q) und p €
HY(Q) N LA(Q2) mit

/curl)\~v+/Vp~V:/f~v Vv € L*(Q)?
Q Q Q

/w@—/A@zO Vo € L*(Q)
Q Q

(IL8.5)
/u-curlu—/w,u:O Vu e H'Y(Q)
Q Q

/Vq-u:O Vg € H(Q) N Li(Q).
Q

Problem (II1.8.5) ordnet sich in den abstrakten Rahmen von §II.2
(S. 36) ein mit der Wahl

X = L2(Q)? x L2(9)
M = H*(Q) x [H'(2) N L3 ()]
o[, ], [v, 0]) = / 0

Q

b([v,@],[/\,p]):/Qv-curl)\—/Q@)\—l—/QVp-v.

Die Probleme (I1.8.4) und (I1.8.5) sind offensichtlich dquivalent in dem
iiblichen Sinne, dass jede hinreichend glatte Losung des einen Problems
eine Losung des anderen Problems ist und umgekehrt.

Wegen Satz I1.8.1 ist jede Losung u von (I1.8.5) von der Form u =
curly mit ¢ € H}(Q)). Wihlen wir die Testfunktion v in (I1.8.5) von
der Form v = curl ¢ mit ¢ € H}(Q), so erhalten wir das Problem:
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Finde v € H} (), w € L*(Q) und A € H*(2) mit

/curl)\-curlg0:/f-curlg0 Y € H}(Q)
Q Q

(11.8.6) /Qwe — /Q/\e =0 Vo € L*(Q)

/curlw-curl,u—/w,u:() Y e HY(Q).
Q

Q
Wiéhlen wir andererseits die Testfunktion v in (II.8.5) von der Form
v = Vg mit ¢ € H'(Q), so erhalten wir das Problem:

Finde p € H'(Q) N L3(22) mit
(I1.8.7) / Vp-Vq= /(f —curl)\)-Vq Vg€ HY Q)N L3(Q)2
0 0

Also spaltet das Problem (I1.8.5) dquivalent in die beiden entkoppelten
Probleme (I1.8.6) und (I1.8.7) auf. Problem (II.8.6) ist eine gemischte
Formulierung der biharmonischen Gleichung (I1.8.1); Problem (I1.8.7)
ist die schwache Formulierung einer Poisson Gleichung mit Neumann
Randbedingungen.

SaTz 11.8.3 (Losbarkeit der Stromfunktionsformulierung). Seien
[ € C? oder Q2 konver und £ € L*(2)?. Dann besitzen die Probleme
(I1.8.5) und (11.8.6), (I1.8.7) jeweils eine eindeutige Lisung.

BEWwEIs. Die eindeutige Losbarkeit der Probleme (I1.8.6) und
(I1.8.7) folgt offensichtlich aus der eindeutigen Losbarkeit von Problem
(IL8.5).

Gemaéf Satz I1.3.5 (S. 46) besitzen die Stokes Gleichungen eine eindeu-
tige schwache Losung (u,p). Wegen der Voraussetzungen an I' bzw. )
ist u e H*(Q)?, p € H(Q). Wegen Satz I1.8.1 ist u = curl, und ),
w = curlu, A = w und p lésen Problem (I1.8.5). Wir miissen also nur
noch zeigen, dass es keine weitere Losung von (I1.8.5) gibt, d.h. dass
Problem (I1.8.5) mit f = 0 nur die triviale Losung zulésst.

Aus der ersten Gleichung von (I1.8.6) folgt in diesem Fall curl\ =
curlw = 0. Also ist w ein Gradientenfeld. Aus der dritten Gleichung
von (I1.8.6) folgt aber, dass w senkrecht steht auf allen Gradientenfel-
dern. Also ist A = w = 0. Da die Bilinearform ¢, i — [, curle - curl u
auf H}(Q) koerziv ist, folgt wiederum mit der dritten Gleichung von
(I1.8.6), dass auch ¢ = 0 ist. Aus (I1.8.7) folgt dann [, Vp-Vq = 0 fiir
alle ¢ € H'(Q) N L3(2) Wegen der Poincaréschen Ungleichung impli-
ziert dies p = 0. U

Fiir die Finite Element Diskretisierung von (I1.8.6) und (I1.8.7) neh-
men wir von nun an stets an, dass €2 ein konvezes Polygon ist. (Die Kon-
vexitiat bendtigen wir wegen Satz 11.8.3.) T sei eine affin dquivalente,

zulédssige und regulidre Unterteilung von €2 in Dreiecke oder Vierecke
wie in §1.4 (S. 26). Wir wihlen Finite Element Riume &7 C H}(Q),
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Or C L*(Q), My C HY(Q), Q7 € H*(2) N L3(22) und betrachten die
folgenden beiden diskreten Analoga der Probleme (I1.8.6) und (I1.8.7):

Finde ¥y € &7, wr € O7 und Ay € My mit

/ curl Ay - curlpr = / f-curlyr Vore o
Q

Q

/ wTHT — / >\T‘9T =0 VQT - @7‘
(11.8.8) @ @

/ curlyr - curl pr

Q

- / wrpr =0 Vur € M.
Q

und

Finde pr € Q7 mit

(I1.8.9) / Vpr-Vqr = /(f —curl \r) - Vgr Vqr € Qr.
Q Q

Fiir den Beweis einer Fehlerabschétzung bendtigen wir einen Projekti-
onsoperator Pr: H'(Q2) — O, der durch

/ V(PT,M - /L) -VOr=0 VOr € Ofr
Q

Prp—p e Li(Q)
definiert ist.

SATZ 11.8.4 (Losbarkeit und Fehlerabschétzung). (1) Es gelte &7 C
M7 C ©7. Dann besitzt Problem (11.8.8) eine eindeutige Losung. Be-
zeichne mit ¢ € H}(Q), w € L*(Q), A € HY(Q) die eindeutige Lisung
von (11.8.6) und setze

Jorl,
97’6@7\{0} H HTH

K(hr) =
Dann gilt die Fehlerabschdtzung
[ = 7l + [lw — wrl

_ e
<c{ e K | it 0= erll o+ int o~ or]

+ Hw — PTWH} .

(2) Problem (I1.8.9) besitzt eine eindeutige Lisung. Jedes u € Hy(£2)?
besitze eine Zerlegung der Form u = Vq+curly mit ¢ € H'(Q)NLE(Q)
und p € Hy () und es gelte

(IL.8.10) la— Pral, + inf [lp—orll, < chr |l
pTEPT



88 II. STOKES GLEICHUNGEN

Bezeichne mit p € HY(Q) N LE(Q) die eindeutige Lisung von (11.8.7).
Dann gilt die Fehlerabsachdtzung

lp—prl <c {hT inf |lp — g7l + [|w — wrll
qTEQT
+,inf [hrK(hy) llwr — 07| + b [|lw — 9TH1]} -
TEOT

BeEwEIS. [12, Theorem II1.2.6 und II1.2.7] O

Es gebe zwei Zahlen vy, v € N mit 1y < 15 und S”l’_l(T) C 65 C
Sv2=1(T). Dann folgt durch Transformation auf das Referenzelement

0
1 ma,Xh H THl
KeT oTesul —v e 107
< K(ht)
) 61l

< czmaxh L
KeT

oresv1(7) 107

Eine Zerlegung wie in Teil (2) von Satz 11.8.4 heiit Helmholtz-
Zerlegung. Sie existiert fiir alle einfach zusammenhéngenden Gebiete
Q) C R?. Die wesentliche Annahme in Teil (2) von Satz 11.8.4 ist die
Abschétzung (11.8.10).

Aus Satz 11.8.4 und den Approximationsresultaten aus §1.4 (S. 26)
folgt unmittelbar:

SaTz 11.8.5 (A priori Fehlerabschétzung). Die Bezeichnungen und
Voraussetzungen seien wie in Satz 11.8./. Zusdtzlich sie T uniform, d.h.
es gibt ein ¢ > 0 mit maxger hxg < cminger hg. Weiter sei

Or = My = S"(T), @7 =S°%T), Qr=5S7"NL}Q)

mit ¢ € N* und k = max{1,¢— 1}. Schliefilich gelte fiir die Losung von
(I1.8.6) und (I1.8.7) die Regularititsannahme p € H™(Q), Ay €
H™(Q), p € H™>Im=1(Q) fiir ein m mit 1 < m < £. Dann gilt fiir
die Losung von (11.8.8) und (11.8.9) die Fehlerabschditzung

I =l + llo = wrll + llp = pr
< et 10l + 1N, + Dpllasrn-1y| + B 1AV, -

Die Fehlerabschiatzung von Satz I1.8.5 ist nicht optimal. Dies liegt
an dem Term K (hr) in Satz I1.8.4. Dieser Term tritt auf, da im abstrak-
ten Rahmen von §I1.2 (S. 36) die Bilinearform a zu Problem (I1.8.6)
nur bzgl. der L2-Norm koerziv ist.

Satz I1.8.5 liefert fiir £ = 1 keine Konvergenz der Finite Element
Approximation. Fiir diesen Fall kann man mit einer verbesserten Tech-

1
nik immer noch eine Fehlerabschitzung der Ordnung O(h3) zeigen,
sofern ¢ € H3(Q) ist.
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I1.9. Numerische Losung der diskreten Probleme

Wir betrachten die abstrakte Situation aus §I1.4 (S. 47). Gegeben
sind endlich dimensionale Raume X+, M7 und stetige Bilinearformen
a: X7 x X+ —- R, b: X+ x My — R sowie stetige Linearformen
(: X7 — R, x: My — R mit folgenden Eigenschaften:

(1) a ist gleichméfBig X7 koerziv, d.h. es gibt ein von X7 un-
abhéingiges a > 0 mit

a(ur,ur) > « HUTHi(T Yur € Xr.

(2) b erfiillt die uniforme inf-sup Bedingung, d.h. es gibt ein von
X7 unabhéngiges 8 > 0 mit
b A
inf sup (ur, A7) > 3.
AreMT\{0} ureX+\{0} HuTHXT H)\T“MT
Zu 16sen ist das diskrete Problem (I1.4.1) (S. 47).
Fiir die Stokes Gleichungen sind X+, M7 Finite Element Raume
mit X7 C H(Q)", My C L) und

Ly = i Ml aey = {111

a(u,v) :/Vu:Vv, b(v,p) :—/pdivv,
Q Q

(v) = / £ov, x(g) = 0.

Wir fithren auf X7 und My Skalarprodukte (-, -) x, und (-, ) My
ein. Diese miissen nicht die entsprechenden Normen induzieren. Viel-
mehr werden sie in der Praxis skalierte Euklidische Skalarprodukte sein.
Mit diesen Skalarprodukten definieren wir Operatoren Ay : X+ — X7,
Br : Xy = My und By : My — Xy sowie Elemente fr € X7,
o7 € My durch

(Arur, v1)x, = alur,vr) Vur,or € X7
(Brur ., A1)y, = blur, A7) Vur € X7, A7 € My
(BIAT, v1)x, = b(vr, A1) Vur € X7, A\ € My
(fr, ur)x, = lur) Vur € X7
(o7, AT)ar, = X(A7) VAT € Mr.
Dann ist (I1.4.1) (S. 47) offensichtlich dquivalent zu
Aqur + BrAr = fr
Brur = or.

\]

(IL9.1)

Aus der Koerzivitit und Stetigkeit von a folgt

3 1
HATIHE(XT,XT) = o’ ||AT||£(XT7XT) <A= HGHN(XTXX%R)'
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Aus der Stetigkeit von b und der inf-sup Bedingung folgt

||BT||£(X7—,M7—) - ||B;'||£(M7—,X7—) <B= ||b||£2(X7—><M7—,R)
HB;'/\THXT > B ||/\7'||M7— VAr € Mr.

Insbesondere konnen wir die erste Gleichung von (I1.9.1) nach uy auf-
l16sen und das Ergebnis in die zweite Gleichung von (I1.9.1) einsetzen.

Dies liefert

ur = A7 — BX )\
(11.9.2) LT {f? AT}
BTAT BT/\T = BTAT fT — Q7.

Setze zur Abkiirzung
Ly = BrA7'By,  pr = BrA7 fr — 1.

Offensichtlich ist der Operator Ly symmetrisch. Aus den Abschéitzun-
gen fiir A7 und B folgt

HLT“L MTMT) < Ba!
und
(LrAT s M)y = (A7 Bydr, Brdr)
= (AF'Biar, ATAZ BT)\T)
a(AF'BiNr, A7 BiAT)

o[ A7 Biar,

v

> A | Bparl,
> 0 A28 sl
Also ist Ly auch koerziv und
.A2

HL lHa (M, M7) < 04_52'

Insbesondere folgt fiir die Kondition von Ly

_ AB\?
27 = 1zt |57 iy < (55

Daher kann die zweite Gleichung von (I1.9.2) effizient durch ein CG-
Verfahren gelost werden. Die Konvergenzrate hingt nicht von 7 ab,
und der Aufwand, der fiir die Reduktion des Fehlers um einen festen
Faktor erforderlich ist, ist proportional zur Zahl der Unbekannten, d.h.
zu dim M7. Die Proportionalititskonstante hangt dabei von dem Auf-
wand ab, den die Auswertung von L erfordert.

Die Berechnung von p7 und die Auswertung von Ly fiir gegebenes
pur erfordert die Losung eines Problems der Form

(1193) ATUT = wr.
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Fiir die Stokes Gleichungen sind dies entkoppelte diskrete Poisson Glei-
chungen fiir die Komponenten des Geschwindigkeitsfeldes.

Wenn wir die Probleme (I1.9.3) néherungsweise durch n Iterationen
eines stationdren Iterationsverfahrens mit Startwert 0 losen, approxi-
mieren wir A}l durch einen Operator K7 ,,. Bezeichnet s die Konver-
genzrate gemessen in der X,-Norm dieses Iterationsverfahrens, so gilt
fiir jedes wr € X+ die Abschitzung

(11.9.4) |Krnwr — AFhwr || < s [|AT wr ||
Setze
Ln = BrK7,B5

Falls K7, symmetrisch bzgl. der Bilinearform a ist, ist Ly, sym-
metrisch. Aus den Abschétzungen fiir Ly und (11.9.4) folgt fiir jedes
A € My

ILTAT = LruA7llag, = || Br(AT = K1) Brarl),y,
< B|[(A7' = K7.n) Byt
< B A By,
< B2k"

< = rly,

und
(AT LrnAT) s = A1y LTAT) 0, — (A1 (L7 — L) A7) )

0462 2 Bzfin 2
EWH)‘THMT_ AT,

aB?  B%*k"
> (% - ) e,

Also ist Ly, koerziv, falls O‘A—Bj — BiT"n > 0 d.h. k" < (j—g)z ist. Insbe-
sondere folgt in diesem Fall

HLT,nHL(MT,MT) < ”LTHL(MT,MT) + L7 — LT,HHg(MT,MT)

B2 B*k"
< —+
« «
2
-~ (1 n
" (14 7)
und
-1
= of” B
2 e < |5~
sowie fiir die Kondition
282 1 n
i(Lyn) < A*B#(1 + k")

- 04252 —./4282:‘4}”.
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Ist insbesondere

(11.9.5)

nloz62
“SaQﬁ>

ergibt sich wegen (%)2 <1

@)2 = 3K(Ly).

«

i) <3

Daher kann eine Gleichung der Form

LrnAr = prn

effizient durch ein CG-Verfahren gelost werden. Insbesondere ist der
Aufwand zur Reduktion des Fehlers um einen festen Faktor nach wie
vor proportional zu dim M. Dabei hiangt die Proportionalitatskon-
stante von dem Aufwand zur Auswertung von K, ab.

Diese Uberlegungen fithren auf folgenden Algorithmus und Satz.

AvLcoriTHMUS 11.9.1 (CG-MG Algorithmus zur Losung der diskre-
ten Stokes Gleichungen).

(1)

Lése die diskreten Poisson Gleichungen
ATW’T = f’T

ndherungsweise durch n Iterationen eines Mehrgitterverfah-
rens mit Startwert 0. Das Ergebnis sei wr,,. Setze

PTm = BTWr .
Wende ein C'G-Verfahren mit Startwert 0 auf das Problem

Lrpr = prm
an. Dabei werde fiir gegebenes qr der Ausdruck Lrqr ndhe-
rungsweise berechnet, indem die diskreten Poisson Gleichun-
gen

Arvr = Brqr
naherungsweise durch n Iterationen eines Mehrgitterverfah-
rens mit Startwert 0 geldst werden.
Sei pr die in Schritt (2) berechnete Niherung fir den Druck.
Lose die diskreten Poisson Gleichungen

Arvr =fr — Brpr
naherungsweise durch n Iterationen eines Mehrgitterverfah-

rens mit Startwert 0. Das Ergebnis sei ur. Dies ist die Ap-
prozimation fiir die Geschwindigkeit.

SaTz 11.9.2 (Konvergenz des CG-MG Algorithmus). Bezeichne mit
(ur,pr) das Ergebnis von Algorithmus 11.9.1, mit (ur,py) die exak-
te Losung der diskreten Stokes Gleichungen, mit Ky, die durch das
Mehrgitterverfahren gegebene Approximation von A}l und mit Ly, =
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By K1 ,B} die entsprechende Approzimation von Lt = BTA}IBi}. Es
gelte (11.9.5) und

| L7 npr — proall < e

Dann ist

lur —ur|, + |lpr — b7l < K"ai(a, B, A, B) ||f[| + eca(e, B, A, B).
BEWEIS. Es ist

HpT - p’T,nH - ||BT(A7_'1 - K’T,n)fTHXT
< Br" || A7Er| .,

fr, v
< Bk"a™!  sup —( Ul T>XT
vreXr\{0} ”VTHXT

< Br"a ' ||f||.
Wegen Lrpr = pr und (11.9.5) folgt hieraus

Ip7 — b7l = T — D7l Aty
2

S oF IL7pT — L7070t
A2
< 2 Ao = prallas, + o = Lraiirl,

+ | L7 npT — LTﬁTHMT}

A? 82/1” -
S Oéﬁ2{ a ||pT||MT}
A%BK" A?
< o €] + ot
A2BQ n
BT — o7l + 27l 0s, ) -
Wegen
1 b<VT>pT) 1
o7l = NP7l < sup  ———— < —||f]]
5 vreVH\{0} lvrly
folgt hieraus
~ AZBK A2 A%B2%K"
— <2 f 2
lpr = Prll < 2575 [1fll + 2t [zalfys

AB\? 1 A2
§2<@) " {B ﬂ] £+ 2 55
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Wegen der ersten Gleichung von (I1.9.2) ergibt sich
lur — 7|, = [|[AF (fr — Bypr) — K7u(fr — Bybr) ||y,
< 147" = Kra)frl| o, + [|(A7" = K1) Brpr .,
+ || A7 Br(pr — 1) |,

- B -
< 478y, + w47 B, + 2 o — B,

K" B, .~ B _
s ]| + 5 Ipr — prll + llo7ll] + - o — 7l

K" B B ~
(1 2 )00+ 2 @ el

Hieraus folgt die Behauptung. O

IA

BEMERKUNG [1.9.3 (Genauigkeit der Mehrgitteriterationen). Aus
dem Beweis von Satz I1.9.2 folgt, dass der k™-Term in der Abschitzung
von |uy —url, + ||[pr — prl| nur von der Genauigkeit des Mehrgit-
teralgorithmus in Schritt (1), Schritt (3) und der letzten Iteration von
Schritt (2) in Algorithmus 11.9.1 abhéngt. Daher kann man in Schritt
(2) mit einer geringen Anzahl von Mehrgitteriterationen (typischerwei-
se 1 — 2 Iterationen) arbeiten und erst auf eine héhere Genauigkeit
(typischerweise 4 — 5 Iterationen) umschalten, wenn das Abbruchkrite-
rium || Ly ,.pr — prall < € zum ersten Mal erfiillt wird.

In Algorithmus 11.9.1 wird ein Mehrgitteralgorithmus zur Losung
diskreter Poisson Gleichungen als innere Iteration eines iterativen Lo-
sungsverfahrens fiir die diskreten Stokes Gleichungen verwendet. Wir
wollen nun die Mehrgitteridee direkt auf die diskreten Stokes Glei-
chungen anwenden. Dazu nehmen wir an, dass wir eine Hierarchie ge-
schachtelter Unterteilungen 7y C 71 C ... C T haben. Es gilt, die
Finite Element Losung zur feinsten Unterteilung zu berechnen. Dazu
machen wir folgende Annahmen:

e () ist konvex.
e Jede Unterteilung Ty ist uniform, d.h.
hy = Irgleaf,)_: hi < Clr(nel% hy

mit einer von k unabhéngigen Konstanten c.

e h;_1 < chy fiir alle m mit einer von m unabhéngigen Konstan-
ten c.

e Die Rdume X7, und M7y, sind geschachtelt, d.h. X7, C X7,
Mz, C My, fir 0 <k < R.

e Die Bilinearform a ist gleichméflig X7, -koerziv; die Bilinear-
form b erfiillt die gleichméfige inf-sup Bedingung.

e Die Skalarprodukte (-, -) X7, und (-, -) Mr, sind gleichméBig

dquivalent zum L2-Skalarprodukt.
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Zur Vereinfachung der Notation ersetzen wir einen Index 7y in der
Regel durch k. Zusétzlich zu den bisherigen Notationen fithren wir zwei
Restriktionsoperatoren Ry : X — X1 und py : My — M;._; durch

(Rpuy, vk_l)Xk_l = (ug, Vk_l)Xk Yu, € Xp, v € X1, k> 1
(PrDr > Q1) pg, = Prs Ge1)pg, YDk € My, @y € M1,k > 1
ein.
Wir betrachten im folgenden Algorithmus die Stokes Probleme
Ayuy + Bppr = i

11.9.6
( ) Bruy, = gy

Dabei ist fp = f7;, und gr = 0. Die Groflen fy, g mit £ < R—1 werden
rekursiv wihrend des Algorithmus berechnet. Man beachte, dass eine
dquivalente Formulierung von (I1.9.6) mit den Bilinearformen a und b
gegeben ist durch

aug, vi) + b(vi, pr) = (fx, vi) x, Vi € Xy,
b(uk, gr) = (9k > &)y, Var € M.
ALGORITHMUS 11.9.4 (MG-Verfahren auf Stufe k£ mit m Richardson
Gléattungsschritten).

(0) Gegeben eine Niherung ul € Xy, pt € My, fiir die Lésung von
Problem (11.9.6).
(1) (Glattungsschritt) Berechne fir ¢ =1,2,...m

¢ _ -2 -1 x 0—1
Wy = w, {f — Avuy — Bypy,

r = hi*wi gk — Brug ')
und
u;, = ul '+ A.wi + Birp
Pk =P+ b Brwy
(2) (Grobgitterkorrektur) Sei u;_, € Xy_1, pjp_y € My_1 die ex-
akte Losung von Problem (11.9.6) auf dem Niveau k — 1 mit
fk—l = Rk{fk — 14]<;I,IZ1 — sz?}
gr—1 = pe{gr — Bruy'}.
Falls k = 1 ist, setze Uy_1 = Uj_y, Dr—1 = Dj_y. Falls k >
1 ist, berechne Ndherungen W1 € Xp_1, pp—1 € My_1 fiir
w;_,, pi_y durch Anwenden von p > 2 Iterationen des MG-
Verfahrens auf Stufe k — 1 mit Startwert u)_, =0, pd_, = 0.

Setze

l ~
't =ult

prt = pl' + Pt
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BEMERKUNG I1.9.5 (Glédttungsschritt). Ein Glattungsschritt von
Algorithmus 11.9.4 entspricht einem Schritt der geddmpften Richardson
Iteration angewandt auf das System

h];2Bk 0 h];2Bk 0 Pk h];2Bk 0 h,fgk '

Das Quadrieren beriicksichtigt die Indefinitheit von (A’“ BO’:> Man be-
Bk

By,
Ap .
achte, dass (h;QBk 0 ) Die

Ax  h'Bg
hi'Br 0
Skalierung von By und B}, beriicksichtigt die unterschiedliche Ordnung
der Differentialoperatoren, die zu Ay bzw. By und B} gehoren. Der
Déampfungsparameter w;, muss grofler sein als der grofite Eigenwert von

*

) spektral dquivalent ist zu (

A, B . . : . .
<h72 By o ) Wir werden zeigen, dass dieser Eigenwert proportional zu
k

h, 2 ist.

Fiir die Konvergenzanalyse von Algorithmus 11.9.4 definieren wir
eine gitterabhéngige Norm ||-||, auf X x M; durch

| [ag, pelll, = {(uk, uk)xk + i (px, pk)Mk}2 :
Wegen obiger Annahmen ist die Norm ||[uy, px||, gleichméBig dquiva-

lent zu {||ug||> + A2 ||pk|*}2. Die Skalierung des Druckes beriicksichtigt
die unterschiedliche Regularitét von Druck und Geschwindigkeit.

*

A, B . .
Da der Operator ( h_gljgk 0’“) spektral dquivalent ist zu dem sym-
k

Ay h'Bj
hi'By 0
von reellen Eigenwerten Ay 1, ..., g n, und zugehorigen Eigenfuktionen
(W1, Pty -« s [WhoNgs Th v, | it Ny = dim(Xy x My). Dabei konnen die
Eigenwerte der Gréfle nach geordnet und die Eigenfunktionen beziiglich
des zu |||, gehtrenden Skalarproduktes orthonormiert werden, d.h.
|>\k,1| <...< |>\k,Nk‘ und

metrischen Operator ( > besitzt er einen vollstdndigen Satz

*
AWy + Birki = A\e,iWg
2
Bka,z' = hk)\k,irk,i
2
(Wi s Wej)x, T he (This Thj) py = 0ige
Xk My,

Da o.E. hy < 1 ist, folgt aus obigen Voraussetzungen mit von k£ un-
abhéngigen positiven Konstanten

1
Bo = Bo [[Whi, i), < Boc {‘szﬁ + Hrk,iH2}2
a(Wi, Vie) + b(Vi, Tk3) + 0(Wk i, qi)

<c sup
[Vi,qr]€ Xk x M \{0} {|Vk|? + qucHQ}%
<o sup a(Wi,i, Vie) + b(Vi, i) + 0(We i, qi)
Vo] €X5 X Mi\ {0} Ve gelll

< | Akl
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und

|Akil = |la(Wgi, Wii) + O(Wiiy Thi) + O(Wiiy 75 |
< " {Jwial2 + lreal*}
< th;f | [Wis Tk.i] 2

[k
— C/,/h1§2~

Also ist [Agn, | € e, CQhk_Z] mit von k£ unabhéngigen Konstanten cq,
co. Der Einfachheit halber nehmen wir im Folgenden stets an, dass
W = |)\k,Nk| ist.

Jedes Element [vy, gx] € Xi X My, besitzt eine eindeutige Zerlegung

Ng

[Vlm Qk] = Z Ci[wk,ia 7”1“]

=1

Mit Hilfe dieser Zerlegung konnen wir fiir jedes s € R eine Norm auf
X kX Mk durch

Ny >
Itves gl = {Z ¢ |Ak,i|s}
=1

definieren. Konstruktionsgema8 ist ||| |||, . = [|-[|-

LEmMmMmA 11.9.6 (Gliattungseigenschaft). Bezeichne mit [uf,p;] €
Xy X My die exakte Lésung von Problem (11.9.6) und mit [el,el] =

[ui — uj, pt — pi] den Fehler nach dem i-ten Schritt von Algorithmus
11.9.4. Dann ist

h72
e el < s ek 1l

mit einer von k unabhdngigen Konstanten c.

BEWEIS. Zerlege den Anfangsfehler geméafl

Ny

leR, el = Z Ci[Whi Tk,

i=1
Dann ist am Ende von Schritt (1)

N

(I1.9.7) ler', eft] = Z i (1 — wka)\i,i)m (Wi, Tkl

i=1
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Wegen wy, = |Ag n, | folgt

L=
Y
—_
|
L

z |Z
N———
(&)
S
>
ol V)
N[

ey epllllo, =< > e

Da die Funktion z — z(1 — 2%)™ ihr Maximum in [0,1] an der Stelle

1 . . .
5= annimmt, folgt hieraus die Behauptung. U

LEMMA I1.9.7 (Approximationseigenschaft). Es gibt eine von k un-
abhdingige Konstante ¢ mat

H[e}? — g, — pl:—l]”k < chj |||[62”,€Z‘]Illzk :

BEWEIS. Definiere die Projektionsoperatoren P : H}(Q)" — X
und 7, : L3(2) — M;, durch

a(u— Pyu,vg) + b(vi,p—mp) =0 vi € Xy
b(u — Pku,qk) =0 qu € M.

Aus obigen Voraussetzungen und den abstrakten Ergebnissen von §I1.4
(S. 47) folgt fiir alle u € Hj ()" N H*(Q)", p € LE(Q) N HY(Q)

lu— Pyul, + |lp — mep|| < c{[ul, + [Ipll}
lu— Puly + [[p — mepl| < chef{[ul, + [pl, }-

Fiir g € L*(Q)" bezeichne (wg, ) die Losung des Stokes Problems
afwe V) +b(v.rg) = [ g-v Vv e HY@)
Q
b(Wg,q) =0 Vg € L3 (Q).
Da  ein konvexes Polygon ist, folgt wg € H*(Q)", 1, € H'(2) und

‘Wg,g + ‘Tg|1 <clgll-
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Damit folgt fiir beliebiges u € H}(Q)", p € L3(Q)

/ g (u— Pu) = a(wg,u— Byu) + b(u — Pyu, ryg)
Q

+ b(Wg, p — Tip)
= a(wg — Pywg,u — Pyu) + b(u — Pyu,rg — mi7g)
+ b(wg — PyWg,p — TiD)
< C{|Wg - Pkwg|1 + ||Tg - 7Tk7"g||} :
{lu = Poul, + |lp — mepl}
< ¢ h{lu = Bealy + [lp — mepl[} g
und somit
lu = Peul| < ¢*hy {[u — Pealy + [lp — mepl]} -
Wegen der Definition von ||-||, folgt hieraus
Ifw = Pew, p — meplly, < "l {Ju = Beuly + [lp — miepl[} -
Dabher gilt fiir jedes [vi, qx] € X x My
a(ey’ —uy_y, Vi) + 0(Vi, " — piy) + bleg — wp1, i)
=a(ey’ —wp_y, Vi — Pooavi) +0(vie — Pooavi, €)' — pr_y1)
+b(e}" — Wy, Gk — Th-14x)
=a(e}', vk — Pr_1Vg) + b(vi — Pr_1vi,e') + b(el, g — Tr—1qk)
< [Illex”s ex Mo v — Pe-1ve, gr — mrvau]
< chiy [|llef, 'l {Tvaly + llgell} -

Wegen der Voraussetzungen an die Bilinearformen a und b folgt hieraus
ek — wiy |, + [|ef — vl < chu llef el -

Da uj_; = Py1€]’, pi_y = mp—16) und hy_y < chy, ist, folgt hieraus
die Behauptung. O

Satz 11.9.8 (Konvergenzraten des Zwei- und Mehrgitteralgorith-
mus). Unter obigen Voraussetzungen gibt es zwei von k unabhingige
Konstanten ¢y, co, so dass fir alle wy, € [clh;Q, czh,ﬂ folgendes gilt:

(1) Die Konvergenzrate v gemessen in der ||-||,-Norm des Zwei-
gitteralgorithmus I1.9.4 (d.h. auf Niveau k—1 wird exakt geldst)
15t beschrdnkt durch

Co

Sy < ——0
6= Jom 1

Die Konstante cq hingt nicht von k ab.
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(2) Es gibt ein mg € N, so dass fiir alle m > mq, alle > 2 und
alle k die Konvergenzrate 6, gemessen in der |-||,-Norm des
Mehrgitteralgorithmus 11.9.4 beschrinkt ist durch

1
Ok < 207p¢ < 3

BEWEIS. ad (1): Aus der Glattungs- und der Approximationsei-
genschaft folgt fiir den Zweigitteralgorithmus

H[QZLH i sz = H e — Uy, &g —pZ—JHk

< cihy [llef, XMz

C2 0 .0
< €., & .
ad (2): KonstruktionsgeméB gilt fiir den Fehler nach der Grobgitter-

korrektur

e, e+ Hk = ||[ef’ — Qk—1,¢}" — Pe-1]ll,

* m *
< H € — U 1,8 _pk—l]”k

+ H[ult—1 — U1, Ppq — 17k:—1]||k .
GeméB Teil (1) ist
[lef —ui e = pialll, < drc ||le, 4], -

Wegen der Definition der Norm ||-||, und der Mehrgitterkonvergenzrate
gilt weiter

e 1] M= [ U [
< 5;:_1 |Hult—1>pl:fl]||k—l

< sl ||[uz*1,pzfﬁllk-

gleichung, Teil (1) und der Fehlerdarstellung (H 9 7) folgt schlieflich

H[ul:—laPZ—l]Hk < H — Uy, &L — D 1]||k + II[e?,€?]||k

< (07 + 1) H ey, sy Hk

GeméB Teil (1) gibt es ein my € N, so dass fiir alle m > mg gilt

1\/_—1}

27 2¢

5TG < min {
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Fiir diese m und g > 2 folgt dann aus obigen Abschitzungen induktiv

O < Oorc + o) (1+ d7¢)
< brg + c0_ (14 0r¢)
< Org + 4cd7.6(1 + 0r¢)
= 6rg[l + 4corg + 4cd7]
< dr¢[l + 2¢67¢)?
< 207¢. O

BEMERKUNG 11.9.9 (Verbesserung des MG-Algorithmus). (1) Mit
einer Modifikation des vorigen Beweises kann man zeigen, dass das Kon-
vergenzresultat von Satz 11.9.8 auch gilt, wenn in Algorithmus 11.9.4
die geddmpfte Richardson Iteration

w, = w, ! w  {f — Agu T — Bipy !
P ="+ b twp g — B}
als Glétter benutzt wird. Da pro Glattungsschritt der Operator

Ay, B} . . L
< B’; 0k> nur noch einmal ausgewertet werden muss, halbiert sich in

etwa der Aufwand fiir den Mehrgitteralgorithmus.

(2) Eine weitere Verbesserung der Konvergenzrate bei in etwa gleichem
Aufwand kann man durch folgende Modifikation von Algorithmus 11.9.4
erreichen. Sei a, eine Approximation fiir den grofiten Eigenwert von Ay,
der von der Ordnung h; ? ist. Ersetze in Schritt (1) von Algorithmus
I1.9.4 die gedédmpfte Richardson Iteration durch die Vorschrift

ul, _ uﬁ’l (ol B; - A, Bj ui’l a7
P, pifl B, 0 B, 0 pifl 9 ) |-

Ersetze vor der Grobgitterkorrektur den Druck pj* durch die Losung
Py des Minimumproblems

|Axay + Brgr — fi|ly, — min  in M;.

Fiihre schliellich nach der Grobgitterkorrektur noch einen Schritt obi-
ger Iterationsvorschrift aus. Mit diesen Modifikationen kann man die
Glattungseigenschaft von Lemma I1.9.6 mit % statt \/ﬁ beweisen.
Der Beweis von Satz [1.9.8 bleibt ansonsten unverdndert. Da die Kon-
vergenzrate des modifizierten Algorithmus % statt \/%lmﬁ betrigt, ist
das neue Verfahren etwa doppelt so schnell wie Algorithmus I1.9.4. Fiir
die Durchfiihrung obigen Iterationsschrittes beachte man, dass fiir ge-

gebenes [wy, 1] € X X My die Losung von

(5 ) G- C)
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gegeben ist durch

1 _
Vi = a—k[Wk — Biar),  ar = (BiB}) " {Brwy, — anri}

Fiir die Stokes Gleichungen entspricht aber das Problem (B Bj) qx =
Bywy — agry einer diskreten Poisson Gleichung. Diese kann mit den
bekannten Verfahren leicht effizient ndherungsweise gelost werden.

11.10. A posteriori Fehlerschitzer

In [22, §II1.3] haben wir fir Finite Element Diskretisierungen der
Reaktions-Diffusions Gleichung gezeigt, wie man aus den bekannten
Daten der Differentialgleichung und der berechneten Finite Element
Approximation leicht berechenbare lokale Groflen bestimmen kann, die
a posteriori globale obere und lokale untere Schranken fiir den Fehler
der Finite Element Approximation liefern. Die wesentlichen Schritte
hierbei waren:

e Die Stabilitdt des Variationsproblems, d.h. der Differentialo-
perator ist ein Isomorphismus zwischen geeigneten Sobolev-
Réaumen.

e Eine L2Darstellung des Residuums der Finite Element Ap-
proximation.

e Die Konsistenz der Diskretisierung.

e Geeignete Interpolationsoperatoren, die unter minimalen Re-
gularitdtsannahmen lokale Fehlerabschétzungen liefern.

e Lokale Abschneidefunktionen.

Diese Ingredienzien lassen sich leicht auf gemischte Finite Element Dis-
kretisierungen der Stokes Gleichungen iibertragen. Um unnétige tech-
nische Schwierigkeiten zu vermeiden, betrachten wir im Folgenden af-
fin dquivalente, zuldssige und regulédre Unterteilungen 7 polyhedraler
Gebiete 2 und zugehorige Finite Element Raume X5, My, die Ge-
schwindigkeit und Druck approximieren. Man beachte, dass die nach-
folgenden Argumente nie die Stabilitit des Paares (X7, M) erfordern.
Wir nehmen an, dass es zwei Zahlen 4 > 1 und v > 0 gibt mit
X C [SY(T)])" und My € S»~1(T)NL3(Q) und dass [S;°(T)]* € X7
ist. Mit (u,p) € HJ(Q)" x L(Q) bezeichnen wir die eindeutige schwa-
che Losung der Stokes Gleichungen und mit (ur, pr) € X7 X My eine
Losung der Finite Element Diskretisierung (I1.6.1) (S. 67). Wir erin-
nern daran, dass diese Diskretisierung mit der Wahl 6x = dg = 0 fiir
alle K € T und E € & dem abstrakten diskreten Problem (II.4.1)
(S. 47) fiir die Stokes Gleichungen entspricht.
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Wegen Satz 11.3.4 (S. 46) gibt es eine Konstante 5 > 0, die nur von
) abhéngt, mit

lu—ur|, +|p - prll

<p! sup {/ﬂV(u— ur): Vv — /Q(p—pT) divv

(V. EH ()™ x LE (%)
+/ gdiv(u — uT)} :
Q

[vIT+llgll*=1
Wegen der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung gibt es ebenso eine Kon-
stante ¢, die nur von der Raumdimension n abhéngt, mit

/QV(u—uT):Vv—/Q(p—pT)divv—l—/quiv(u—uT)

1 1
<A{lu—urli +lp—prI”}* {Ivl; + lal’}?

fiir alle (v, q) € H} ()™ x L(Q). Dies ist die Stabilitéit des Variations-
problems.

Da (u,p) € H}(Q)" x L3(Q2) die schwache Losung der Stokes Glei-
chungen ist, gilt fiir alle (v,q) € H}(Q)™ x L3(2)

/QV(u—uT):VV—/Q(p—pT)divv—l—/quiv(u—uT)

:/f-v—/VuT:Vv+/p7divv—/qdivu7.
Q Q Q Q

Die rechte Seite dieser Gleichung definiert das Residuum als stetiges
lineares Funktional auf H}(2)" x L3(f2). Die Stabilitit des Variations-
problems implizert, dass die entsprechende Dualnorm des Residuums
eine obere und untere Schranke fiir die Norm |u—ur|, + [[p — prl|
des Fehlers ist. Anders als der Fehler benutzt das Residuum nur die
bekannten Funktionen f, ur und ps.

Fiir die L?>-Darstellung des Residuums integrieren wir die Terme
Jo Vur : Vv und [, prdivv elementweise partiell. Fiir beliebiges v €
H}(Q)™ erhalten wir so mit der n x n Einheitsmatrix I

—/VUTZVV+/pTdiVV
Q Q
:Z{/ AuT-v—/ ng-Vur-v
K OK

KeT
_/VPT'V+/ anK'V}
K oK

= Z /K (Aur — Vpr) - v — Z /EJE(HE -(Vur —prl)) - v.

KeT Eecéq
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Dies liefert die L2-Darstellung des Residuums

/f-v—/VuT:Vv+/p7—divv—/qdivu7—
Q Q Q Q

:Z/K(f+AuT—VpT)-V— Z/EJE(HE‘(VUT—]?TD)'V

KeT Eecéq

— Z /[(qdiVUT.

KeT

Man beachte, dass die Terme Jg(ng - prI) verschwinden, wenn wir
stetige Druckapproximationen verwenden.
Aus Gleichung (I1.6.1) (S. 67) folgt fiir jedes (v, qr) € X7 x My

/f-vT—/VuT:VVT+/pTdiVVT—/quivuT
Q Q ) Q

-y wi/ (f + Aur — Vpr) - Var
KeT K
- Z 5EhE/ Je(pr)Je(er).
Eec&q E

Dies ist der Konsistenzfehler der Diskretisierung. Unabhéngig von der
Wahl der Stabilisierungsparameter dx und dg verschwindet er fiir die
Wahl ¢ = 0.

Sei nun (v, ¢) € HE(Q)" x L2(2) mit |v|? +[j¢]|* = 1 beliebig. Dann
folgt aus obigen Identitéten fiir den Quasi-Interpolationsoperator Jr
aus §1.4 (S. 26)

/f-v—/VuT:Vv+/p7-divv—/qdivu7—
Q Q Q Q

:/Qf.(v_ij)—/VuT:V(V—JTV)

Q

+/p7—div(v—j7-v)—/qdivu7—
Q Q

=> | (f+Aur—Vpr)-(v—Trv)

KeT VK

= 3 [ Jelog - (Var = prD) - (v = T

Ec&q

— Z g divur.

KeT VK
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Aus dieser Identitét folgt mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
fiir Integrale und Summen und der Fehlerabschitzung (1.4.3) (S. 31)

/f~v—/VU7—:Vv+/p7—divv—/qdivuT
Q Q Q Q

< N+ Aur — Vprlly cihi V)5,
KeT

+ Y Heme - (Vur —prD)| g ey 1]z,

Eeéq

+ > ldll 1divur|
KeT

<c { > hi|f + Aur — Vpr|li
KeT

+ 3 hp | Jemg - (Vur —prD) |5+ > HdiVUTHfK} :

Eec&q KeT

Setzen wir zur Abkiirzung

Nk = {hf( If + Aur — Vpr|s + ||divur|

. 3
+§ Z he ||Je(ng - (VUT—PTI))H%} )

EecEqNEk

so folgt aus dieser Abschétzung und der Stabilitat des Variationspro-
blems die globale obere Fehlerschranke

1
2
ju—ur|, +[lp - prl < C{Z 77%(} :

KeT

Nk ist der gesuchte residuelle a posteriori Fehlerschétzer. Wegen obiger
Abschétzung ist der Fehlerschétzer zuverliassig. Man beachte, dass die
Konstante in der oberen Fehlerschranke nur von der Stabilitéit des un-
endlich dimensionalen Variationsproblems und den Konstanten in der
Interpolationsfehlerabschétzung von §1.4 (S. 26) abhéngt.

Zum Nachweis einer analogen unteren Fehlerschranke beachten wir
zunéchst, dass wegen divu = 0 fiir jedes K € T gilt

||diVUT||K = [|div(u - uT)HK < \/ﬁ|u - uT|1;K'

Zur Abschétzung der Elementresiduums ||f + Aur — Vpr||, ersetzen
wir f durch die Projektion f7 auf S%~1(7)" und setzen ¢ (f7+ Aur —



106 II. STOKES GLEICHUNGEN

Vp7) als Testfunktion v in die L%-Darstellung des Residuums ein. Da-
bei ist Y die Element-Blasenfunktion aus §1.4 (S. 26). Dies liefert

/K Vi |fr + Aug — Vpr[
= /K Vi (fr + Aur — Vpr) - (fr — )
+ / Vi (fr + Aur — Vpr) - (f + Aur — Vp7)
K
= /K Vi (fr + Aur — Vpr) - (fr — f)
+ / V(u—ur):V @k(fr + Aur — Vpr))
K
- /K(P — pr) div (Y (fr + Aur — Vpr)) .

Aus den inversen Abschitzungen (1.4.4) (S. 32) folgt

| vl + dur = Vpr
> o1 |[fr + Aur — Vprlly
/K Vi (fr + Aur — Vpr) - (fr — )
< [[fr + Aur — Vpr|lg [lfr — [ ¢
/K V(u—ur):V (Wk(fr + Aur — Vpr))
< eohi I + Aur — Vpr | [u —ur|, g
[ 0= pr)div (e + Sur = Vpr)
< C3h;(1 |fr + Aur — Vpr| k llp — prllx -
Also ist
hic £ + Aur — Vpr|

< c{ju—urly + Ip = pri +huc I1fr = £}

Das Kanten- bzw. Flachenresiduum ||Jg(ng - (Vur — prl))|p wird
analog durch Einsetzen von ¢YpJg(ng - (Vur — p7I)) als Testfunkti-
on v in die L2-Darstellung des Residuums abgeschitzt. Dabei ist g
die Kanten- bzw. Fldchenblasenfunktion aus §I.4 (S. 26). Bezeichnen
wir wieder mit wg die Vereinigung der beiden Elemente, die eine innere
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Kante bzw. Seitenfliche gemeinsam haben, liefert dies

/E e Te(ng - (Vur — prI)P

_ / Uplpg - (Vur — prD) - (f + Auy — Vpy)

w

— / V(u—-ur):V @Welgng - (Vur —prl)))

+ /w (p — pr)div(¥eJe(ng - (Vur —p7l))).
Aus den inversenEAbschatzungen (L4.4) (S. 32) folgt
/E G s - (Vur — prI)[’
> ¢ |Te(ng - (Vur — prD)|3

/ Urlp(ng - (Vur — prD) - (f + Aur — Vpr)
< by |Tp(ng - (Vur = prI)l g |If + Aur = Vprll,

/ V(u—1y): V (elnng - (Vg — prD))

< Cgh]zj5 ||JE<nE : (vuT - pTl))HE |u - uT|1;wE

/ (0 — pr) div (pJp(ns - (Vur — prI)))

1
< cahg® Je(g - (Vur —prD)|gllp = prll., -
Zusammen mit der Abschétzung des Elementresiduums ergibt sich hier-
aus

hi We(me - (Var —prD)| 5
< c{ju—urly, +lp—prll,, +holtr — £, }

Insgesamt erhalten wir somit die untere Fehlerschranke

e < e{Ju = ugly g, +1Ip = pril,, + huc I = £l |

Dies beweist die Effizienz des Fehlerschétzers.

Wie in [22, §II1.4] kann man den Fehlerschéitzer ny fiir die Kon-
struktion adaptiv verfeinerter Unterteilungen nutzen. Andere Fehler-
schitzer, die z.B. auf der Losung geeigneter lokaler diskreter Stokes
Probleme beruhen, findet man in [18, §4.10].






KAPITEL IIT

Stationidre Navier-Stokes Gleichungen

II1.1. Losbarkeit der stationdren Navier-Stokes Gleichung

Wir betrachten die stationédren, inkompressiblen Navier-Stokes Glei-
chungen (I.2.14) (S. 12) mit homogenen Dirichlet Randbedingungen in
einem beschriankten, zusammenhéngenden Gebiet 2 C R™, n € {2,3}
mit Lipschitz Rand I’

—vAu+Vp+(u-Vju=£f inQ
(II1.1.1) divu=0 in{
u=0 aufl

Dabei ist v > 0 die Viskositdt. Spater werden wir zeigen, wie inhomo-
gene Dirichlet Randbedingungen behandelt werden koénnen.

Fiir das weitere ist es hilfreich, Gleichung (III1.1.1) umzuskalieren.
Dazu dividieren wir die Impulsgleichung durch die Viskositét und set-
zen p = v~ 'p. Dies liefert die dquivalenten Gleichungen

1 1
vV 1%
(II1.1.2) divu=0 inQ
u=0 aufl.

Fiir eine schwache Formulierung von (I11.1.2) definieren wir eine Trili-
nearform N durch

v
N(u,v,w) = /Q[(u -V)v]-w :/Q Z uia—:;wj.
1<i,5<n
Sarz I11.1.1 (Eigenschaften von N). N ist eine stetige Trilinear-
form auf HY ()™ x HY}(Q)" x HY(Q)". Fiir alle u,v,w € H}(Q)" mit
divu =0 gult

N(u,v,w) =—-N(u,w,v) und N(u,v,v)=0.

BEWEIS. Seien u,v,w € C§°(2)". Dann folgt aus der Holderschen
Ungleichung

g VW) :/QVV Huew) < [|Vvl|luew]|

< IVl lally flwll,-

Da n < 4 ist, ist gemif dem Sobolevschen Einbettungssatz Hj ()"
stetig in L*(Q)™ eingebettet. Da C°(Q2)"™ dicht ist H}(Q)", beweist

109
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dies die Stetigkeit von N.
Die Trilinearitét ist offensichtlich.
Fir u,v,w € C§°(Q)" folgt mit dem GauBschen Integralsatz

an
N(u,v,w)—/Q Z uia—%wj

1<i,j<n
— Z / O(u;v;w;) _Va(uin)
1<4,5<n
= Z {/nluv-w-—/V-%wl—/v-—awju}
1<ij<n \JT e q oz’ o 0x;
- ‘/<divu><v-w> — N(u,w,v),
Q
Hieraus folgen die restlichen Eigenschaften von N. 0

Wegen Satz II1.1.1 lautet die schwache Formulierung von (II1.1.2):
Finde u € X = H}(Q)", p € M = L(Q) mit

1 1
a(u,v)+b(v,p)+—N(u,u,v):—/f-v VvelX
1% vV Jo

b(u,q) =0 Vg € M.

(I11.1.4)

Dabei ist wie bei den Stokes Gleichungen

a(u,v) :/Vu:Vv, b(v,p):—/pdivv.
Q Q

Offensichtlich ist jede klassische Losung von (II1.1.2) eine Losung von
(IT1.1.4) und umgekehrt jede hinreichend glatte Losung von (I11.1.4)
eine klassische Losung von (I11.1.2).
Sei wie {iblich

V ={veH;(Q)": divv = 0}.
Dann ist wegen Satz 11.3.3 (S. 45) und Bemerkung I1.2.3 (S. 40) Pro-
blem (III.1.4) dquivalent zu

Finde u € V mit

14 14

1 1
(II1.1.5) a(u,v)+ —=N(u,u,v) = —/ f-v WwelVl
Q

Fiir den Nachweis der Losbarkeit von Problem (III.1.5) und da-
mit auch von Problem (III.1.4) und fiir die spétere Finite Element
Diskretisierung ist es hilfreich, Problem (III.1.5) als eine dquivalen-
te Operatorgleichung zu formulieren. Hierzu bezeichnen wir mit 7" €
L(H ()™, V) den Stokes Operator, der jedem w € H~'(Q)™ die ein-
deutige Losung u = Tw € V von

a(u,v) =(w,v) VYwveV
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zuordnet. Weiter definieren wir stetige Abbildungen G, Gq : H} ()" —
H=Y(Q)" durch

<G0(U) ) V> = N(ll, u, V)7 G(U) = GO(u> —f.
Dann ist Problem (III.1.5) dquivalent zu
Finde u € H}(Q)" mit
1
(II1.1.6) FAu)=u+A\TG(u)=0, A=-—-.
v

Man beachte, dass fiir alle u € H}(Q)" und alle v € V gilt
a(F(\u),v) =a(u,v) + AN(u,u,v) — X (f, v).

SATZ I11.1.2 (Erster Schauderscher Fixpunktsatz). Seien X ein Ba-
nach-Raum, K C X nicht leer, konvex und kompakt und ¢ : K — K
stetig. Dann besitzt ¢ einen Fixpunkt in K.

BeEwels. [17, Satz X.7.10]. O

Satz I11.1.3 (Zweiter Schauderscher Fixpunktsatz). Seien X ein
endlich dimensionaler Hilbert-Raum mit Skalarprodukt (-, -) und ¢ :
X — X stetig. Es gebe ein v > 0 mit (p(u), u)y > 0 fir alle w € X
mit ||ul|y = r. Dann gibt es ein u € X mit ||u|y <7 und p(u) =0.

BEwEIS. (Vgl. [17, Satz X.7.13]) Wir nehmen an, ¢ besitze keine
Nullstelle in K = {u € X : ||u|]|yx <r}. K ist konvex und kompakt, da
X endlich dimensional ist. Da ¢ keine Nullstelle in K besitzt, ist

Y = ol

auf K wohldefiniert und stetig. Aus Satz I11.1.2 folgt, dass ¢ einen
Fixpunkt u* in K besitzt. Wegen || (u)||y = r fir alle v € K gilt
|lu*]|x = r. Damit folgt

p(u)

= (", ) x = (W), w)x = =1 )y (p(u?), ut)x <0.
Dies ist ein Widerspruch. Il

SaTz I11.1.4 (Existenzsatz; a priori Abschitzung). Die stationdren,
inkompressiblen Navier-Stokes Gleichungen (I111.1.2) besitzen fiir jedes
f e H ()" und jedes v € R’ mindestens eine schwache Lisung. Fiir
jede schwache Losung u gilt die a priori Abschditzung

1
(I11.1.7) [uf, <~ J1F]; -

BEWEIS. Sei u eine schwache Losung der Navier-Stokes Gleichun-
gen. Aus (III.1.5) und Satz II1.1.1 folgt

1 1
‘uﬁ = a(u,u) = a(u,u) + ;N(u> u,u) = > (f, u)

1
< —|If .
< I, Jul,
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Hieraus folgt die a priori Abschitzung (I11.1.7).

Wir zeigen nun die Existenz einer Losung mit Hilfe von Satz I11.1.3.
V ist als abgeschlossener Unterraum von H} (Q)™ separabel, d.h., es gibt
eine Folge (V;,)men endlich dimensionaler Unterrdume mit V,, C V;,41

fiir alle m € N und V = |_J V,,.. Bezeichne mit T, € L(H'(Q)", V;,)
meN
den Stokes Operator auf V,,, der jedem w € H-1(Q)" die eindeutige

Losung u,, = T,,w € V,, von
a(u,,v)=(w,v) Vvev,

zuordnet. Da a V-koerziv ist, ist T, wohldefiniert. Definiere mit A = %
die Abbildung F, : R} x V,,, =V}, durch

F,(\u) =u+ \T,,,G(u).
Sei u € V,,, mit |u|, = A [/f||_;. Dann folgt
a(Fn(A\u),u) =a(u,u) + AN(u,u,u) — A(f, u)
=a(u,u) — X{f, u)
> Julf — Aful, [1f]]_,
= 0.

Daher konnen wir Satz II1.1.3 auf X = V,, (-, )y = a(-,-), ¢ =
F,,(X,-) anwenden und erhalten fiir alle A und alle m die Existenz
eines uy ,, € V,, mit

(II1.1.8) lanm|, < A,
und
(II1.1.9) Fo(A\ay,,) =0.

Aus (I11.1.8) und dem Sobolevschen Einbettungssatz folgt, dass es ein
u; € V gibt mit uy,, — u} schwach in H' und stark in L*. Aus
(II1.1.9) folgt fiir alle v e V,, und n < m

(II1.1.10) a(Um, V) + AN (W, Ui, V) = A, V).

Wegen der schwachen Konvergenz der Folge (uy ,)men in H' gilt fiir
jedes n € N und jedes v € V,,

a(uym,v) — a(uy,v).
m—0oQ
Wegen der Trilinearitidt von N, Satz I11.1.1 und Abschitzung (I11.1.3)
gilt weiter
|N(u>\,mv Uxm, V) - N(uy;u u§\7 V)|

= |N<u)\,m - uj\a u)\,mvv) + N(uj{a Uxm — uj,v)|

= |N(u)\,m - uia u)\,myv) - N(uivva u)\,m - u;)|

< lunm = il {Fsmly (V1 + V] sl

— 0.

m—o0
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Also konnen wir in (II1.1.10) fiir festes v den Grenziibergang m — oo
ausfiihren und erhalten

a(uy,v) + AN(uy,uy,v) =A{f,v) VeV, neN

Da |JV,, dicht ist in V, zeigt dies, dass uj eine schwache Losung der
Navier-Stokes Gleichungen ist. O

Sarz I11.1.5 (Eindeutigkeitssatz). Setze zur Abkirzung

N(u,v,w)
T =Nl = sup T R
u,v,weH} (Q)\{0} lul, [v], [wl,
Gilt yv=2||f||_, < 1, besitzen die stationdren, inkompressiblen Navier-
Stokes Gleichungen (111.1.2) eine eindeutige schwache Ldsung.

BEWEIS. Wegen Satz II1.1.4 miissen wir nur noch die Eindeutig-
keit der schwachen Losung zeigen. Seien also u; und uy zwei schwache
Losungen und v = u; — uy. Wegen Satz II1.1.4 ist |u;|, < L|f]_,,
1 = 1,2. Mit Satz II1.1.1 folgt wegen F (%,ul) =0=F (%,ug) und
N(ug,v,v) =0

0—a (F (%,ul) _F G,u2> ,v>
—a(v,v) + %{N(ul, V) — N, s, v)}

1
= |V|f + ;{N(V, uy,v) + N(ug,v,v)}

2 _ 2
> |V|1 -V ! ‘V‘l \u1|1

> [v[{ {1 =2 ], )
Wegen yv2 ||f||_; < 1 ist daher v = 0. O

SATz I11.1.6 (Regularitétssatz). Jede schwache Liosung der statio-
ndren, inkompressiblen Navier-Stokes Gleichungen hat die gleiche Re-
gularitat wie die Lésung der Stokes Gleichungen mit gleicher rechter
Seite f. Ist insbesondere £ € L*(Q)" und T' € C* oder Q ein konvezes
Polygon, so ist jede schwache Liosung der Navier-Stokes Gleichungen
in H*(Q)" x H'(Q).

BEWEIS. Der Beweis erfolgt mit einem ,Miinchhausenargument*.

Wir zeigen nur die H2-Regularitiit; hohere Regularitit wird vollig ana-
log bewiesen.
Seialso f € L?(Q),T € C? oder Q ein konvexes Polygon und u € V eine
Losung von (II1.1.5). Aus dem Sobolevschen Einbettungssatz folgt we-
genn < 3, dassu € L5(2)" ist. Wegen der Hélderschen Ungleichung ist
daher (u-V)u € L3(€)". Wiederum mit der Hélderschen Ungleichung
folgt hieraus

IN(u,u, v)| < [(u- V)ulls |[v]s  vve G5 (2)"
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Da C§°(Q)™ dicht ist in HJ ()" und Hi6(Q)" stetig in L2 (Q)" einge-
bettet ist, zeigt dies (u- V)u € H~16(Q)". Wegen der H?*-Regularitit
des Stokes Problems und u = 17'G(u) folgt hieraus u € H> 10 (Q)" =

H 1+%(Q)”. Wegen des Sobolev’schen Einbettungssatzes ist daher u €
L*(Q)™ und somit (u - V)u € L*(Q)". Wiederum wegen der H?>-
Regularitit des Stokes Problems und u = 17'G(u) impliziert dies
ue H*(Q)", pe H(Q). g

Die folgende Definition spielt eine wesentliche Rolle fiir die Finite
Element Diskretisierung der Navier-Stokes Gleichungen.

DEFINITION III.1.7 (Reguldre Losung; reguldrer Losungsast). (1)
Eine Losung uy, € V von (IIL1.6) mit A = I heiBt regulir, wenn
DyF (X uy) € Isom(H(Q)™, H}(Q)™) ist.

(2) Sei A C R’ ein nicht leeres Intervall. Eine Abbildung A > A —
uy, € V heifit ein reguldrer Lisungsast von (I11.1.6), wenn die Abbil-
dung stetig und jedes u, eine regulidre Losung von (I11.1.6) ist.

SaTz I11.1.8 (Reguldre Losungen der stationdren, inkompressiblen
Navier-Stokes Gleichungen). Sei uy eine Léisung von (I11.1.6) mit
Ay |uy|; < 1. Dann ist uy reguldr.

BEWEIS. Sei v € Hj(Q)"\ {0} beliebig. Aus der Definition von G
folgt fiir jedes w € Hg(Q)"

(DyG(uy)v, w) = N(v,uy,w) + N(uy, v, w).
Also gilt wegen N(uy,v,v) =0
a(DyF (A uy)v,v) = a(v+ ATD,G(uy))v,v)
=a(v,v) + A (DyG(uy)v, v)
= V2 + AN(v,uy, V) + AN (uy, v, v)
> [V} = Ay vl fwl;
= V[T {1 = Ay |wl,}-

Wegen My |uy|, < 1 zeigt dies die Hg(Q2)"-Koerzivitit der Bilinearform
v,w — a(DyF (A, uy)v,w) und damit die Isomorphie von D, F'(\, uy).
U

Das folgende Beispiel soll ein Gefiihl fiir das asymptotische Ver-
halten von Ay |uy|, und ||[DyF (A uy)7 Y|, fir A — oo, d.h. v — 0,
vermitteln.

BeispiEL I11.1.9 (Eindimensionale Navier-Stokes Gleichung). Wir
betrachten die eindimensionale Navier-Stokes Gleichung

(MML111) — o’ + v/ =0 in [ = (=1,1), wu(=1) =1, u(l) = —1.
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Wegen uu’ = (3u?)’ ist —u/ + Ju? konstant. Daher muss jede Losung

von (II1.1.11) die Form

ux(x) = By tanh(ayx)
haben mit a,, 8y € R. Aus den Randbedingungen folgt 5, = —m.
Einsetzen in die Differentialgleichung liefert die Bestimmungsgleichung

(IT1.1.12) 2, tanh(ay) = A

fur ay. Man tiberzeugt sich leicht, dass (I11.1.12) fiir jedes A € R eine
eindeutige Losung ay € R% besitzt. Eine einfache Rechnung liefert

1 1 20[2 A 4@2 \
olt = [ = [ [25 us] = 7 -3

und somit

Offensichtlich ist

[N (u, v, w)| = < lull 1l el

1
/ wv'w
1

Fiir jedes w € Hy(I) und z € T gilt

o= ou] () { ol

< V2w

und somit

[l < V21wl

|w%[}mm=£[QM&
< /_11 {(:c +1) /: w’(t)2dt} dz

<2|u'|’

Weiter gilt

dx

und somit
lwl| < V2 Jw]|.

Also ist v < 2. Damit ist die Bedingung Ay|uy|; < 1 sicher dann
erfiillt, wenn gilt 2)\\/40‘A 2 < 1dh o? < 1 )\2 + —. Aus der

3 16>\
Bestimmungsgleichung (I11.1.12) folgt andererselts )\ = 2ay tanh(a) <
2ay und somit ay > 3 A Also ist ogA > 5 >\2 + ﬁ sicherlich dann, wenn
gilt

221 1 33

o> N — = > —

4 — 12 + 16\ - 2
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Also ist das Kriterium von Satz I11.1.8 fiir die Regularitiat des Losungs-

astes fiir A > % ~ 0.721 nicht mehr erfiillt, d.h. Satz I11.1.8 ist nur fiir
den Bereich A < 0.721 bzw. v 2 1.386 anwendbar.
Im aktuellen Beispiel ist

DLF( ST |U|1 :
[DFEQ ) = swp e

wobei v das Randwertproblem

(II1.1.13) — 0"+ Aupy' + douy, = f in I, wv(£l)=0
16st. Sei wy(x) = —2In(cosh(ayz)). Dann ist @) = Auy und
—0" Ay’ 4+ Mhv = [—0' 4+ Muyo] = [0 + T

= — [e@ (e’ﬂ*v)l]/.

Also ist die eindeutige Losung von (II1.1.13) gegeben durch

v(z) = @ Ul e~ ® {c — /Otf(s)ds} dt} :

wobei ¢ durch die Bedingung v(1) = 0 festgelegt ist. Ist f gerade, ergibt
sich aus Symmetriegriinden ¢ = 0.
Sei nun speziell f(z) = cosh(a,x). Dann folgt

cosh®(ay) — cosh®(ayx)

v(x) =

3a3 cosh?(ar)
Wegen ||wl]|_ < V2 ||w'|| fiir alle w € H(I) folgt fiir alle ¢ € L>(I)

1
w
/_19” 2ol [l
sup #— ">

<

lell.y = sup
weHL(I)\{0} wl, weHE (I)\{0} wl,

Damit ergibt sich fiir obiges f und v wegen cosh(ay) = || f|| o,

ol 2 <= ol 2 <= [0(0)

V2T T V2
1 cosh®(ay) — 1

= B Bl
1 cosh®(ay) — 1

= Em cosh(ay)
1 cosh®(ay) — 1

= 4 302 cosh(ay) 11
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Also ist fiir A — oo
| cosh?(ay) — 1 N
— 2 _=e
L(H(1).Hy (1) = 1202 cosh(ay)
Zum Abschluss dieses Paragraphen wollen wir zeigen, wie die Er-
gebnisse der Sétze 111.1.4, I11.1.5, T11.1.6 und II1.1.8 auf Navier-Stokes
Gleichungen mit inhomogenen Dirichlet Randbedingungen iibertragen

werden konnen. Wir betrachten daher die stationéren, inkompressiblen
Navier-Stokes Gleichungen (III.1.2) mit der inhomogenen Randbedin-

gung
(IT1.1.14) u=g aufl.

Dabei muss wegen divu = 0 in 2 das Vektorfeld g die Kompatibilitdts-

bedingung
/ g-n=>0
r

erfiilllen. Wegen Bemerkung 11.3.6 (S. 46) gibt es eine divergenzfreie
Fortsetzung ug von g, d.h. ug € H'(Q)" und

| DuF (X, uy)

divug =0 in 2
u, =g auf I
Jede schwache Losung (u,p) von (II1.1.2) mit der Randbedingung

(II1.1.14) konnen wir in der Form u = U + ug mit u € Hy ()" schrei-
ben. Wegen

N<V+W7V+W7Z> = N(V7V7Z) +N(V7W7Z>
+ N(w,v,z) + N(w,w,z)
16st dann u, p das Problem
~ Lo - ~
a(a,v) + ;N(u,u,v) +b(v,p) = <£, V> Vv € Hy(Q)"
0 Vg € L3(Q).
mit

1 1
a(v,w) =a(v,w) + VN(ug,v w) + N (v,ug, w)

~ 1 1
<€,V>—;/Qf V—;Nug,ug, /Vug Vv.

Entsprechend muss fiir die Ubertragung der Sitze I11.1.4, I11.1.5, I11.1.6
und II1.1.8 die Bilinearform a stets durch die Bilinearform a ersetzt
werden. Aus den Beweisen dieser Sétze ergibt sich unmittelbar, dass
sie giiltig bleiben, sofern wir die H}-Koerzivitit von @, d.h.

(I11.1.15) a(v,v) > alv]] Yve HY{Q)"

mit o > 0 zeigen konnen. Wir miissen dann iiberall nur v durch av
ersetzen.
Aus Satz I11.1.1, der Holderschen Ungleichung und dem Sobolevschen
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Einbettungssatz Hg(Q) — L%(Q) fiir n < 3 folgt fiir alle v e HJ(Q)"
wegen N(ug,v,v) =0

- 1 1
a(v,v) = \vﬁ + ;N(V, Ug, V) + ;N(ug,v,v)

1 1
= v — LN (v, v up) - 2 / (divv)(ug - v)
(I11.1.16) v vJa

1 1

2 .

> [V = = vlls IV [[uglly = = [ldiv v [[v]] gl
v 14

c 2
> |1 —— } .
> [ y HugHg |V|1

Dabei héingt die Konstante ¢ nur von der Norm der Einbettung HJ(£2)
— L%(Q) ab. Wegen (I11.1.16) liefert der folgende Satz das gewiinschte
Koerzivitatsresultat (II1.1.15) mit einer Konstanten o < 1 beliebig
nahe bei 1.

SATz I11.1.10 (Divergenzfreie Fortsetzung von Randdaten). Seig €
H%(F)” mit [g-n = 0. Dann gibt es zu jedem e > 0 einug. € H'(Q)"
mat

divug, =0 in €,
Ug:. =& aufra
lugell; < ellglsr-

BEWwEIS. Wir betrachten nur den Fall n = 3. In zwei Dimensionen
muss man in Schritt 3 das Vektorfeld ¢, durch eine skalare Funktion ¢g
und die Rotation rot durch den Operator curl aus Satz I1.8.1 (S. 82)
ersetzen.

1. Schritt: Fir alle p € (1,00) gibt es eine Konstante ¢, > 0, so dass
fiir alle ¢ € W, 7(Q) gilt

(IIL.1.17) [d(-, D) el < e il -

Dabei ist
d(z,I') = inf |z — y|

yel’
der Abstand zum Rand I' gemessen in der Euklidischen Norm.
Nach Einfithren einer Partition der Eins und entsprechender Karten
von I kénnen wir uns fiir den Beweis von (II1.1.17) auf den Fall 2 =
R? x R* zuriickziehen. Da C§°(€2) dicht ist in LP((2), reicht es dann,
die Abschétzung

/ |25 o(z)[" da < c/
R2xR% R2xR%

fur alle ¢ € C§°(2) zu beweisen. Wegen des Satzes von Fubini folgt
diese Ungleichung direkt aus der Hardy Ungleichung

00 p >
/ [t dt < (L) / [ dt Ve € GFE((0,00)).
0 p—1 0

p

9 4y

81’3
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Die Hardy Ungleichung beweist man wie folgt. Wegen ¢ € C5°((0, 00))
ist fiir jedes t € (0, 00)

und daher

p

dt.

/000 [t (1) dt = /000 tP /Ot ¢'(s)ds

Mit der Variablentransformation ¢t = e”, s = e? folgt hieraus

/ ‘t‘lgo(t)‘pdt:/ e_’”/ ¢'(e”)e’do

0 —00 —00

:/ / e_pp;lTeUgo/(e")da

= [T erdeen
—o0 |J —o0

:/ / e_pp;l(T_U)XRJr(T—a)e%gol(e”)da

o

p
edr

= I/ *glpr

mit

und der Faltung

(f % g)(t) = / " f(t— 9)g(s)ds.

Wegen f > 0 folgt aus der Holderschen Ungleichung mit % + é =1

(% 9)(0)] = \ | re=otsias

A s e
— I/ lis {/Zf(t —5) |g<s>|”ds}’l’.

Nehmen wir die p-te Potenz hiervon und integrieren iiber R, erhalten
wir mit dem Satz von Fubini wegen f > 0 und

| =9 1gr = 1o 1711
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fiir jedes s € R die Beziehung

Hf*ng;;R:/m (F*g) (0 at

<l [ { [ sa-9laorasfas
sl [ { [ ra= 9 atorar as

Il [ Lot as
= I/ Ig 191l
Eine leichte Rechnung liefert
T ey p
= pdt = ——.
e = | e L
Hieraus folgt die Hardy Ungleichung.

2. Schritt: Zu jedem hinreichend kleinen 1 > 0 gibt es eine Funktion
6, € WH>(Q) mit

0, =1 in einer Umgebung von I’
0,(z) =0 falls d(z,T) > e
0 1
g::- (z)| < nd(z,I)™ falls d(z,T) <e 7 und 1 <i < n.

Fiir die Konstruktion von 6, setzen wir 6(n) = ¢~ und betrachten die
Funktion

1 falls 0 < ¢ < d(n)?
polt) = { min |22 falls 6(n)* <t < 3(1)
0 falls t > d(n).

Dann ist ¢, € WH>®(R,). Setze
0,(x) = ¢,(d(z,I")) VzeQ.
Da T Lipschitz-stetig ist, ist d(-,T") € W1>(Q) und erfiillt
od(z,T)
0x;

Daher ist 6, € W'°°(Q) und hat die genannten Eigenschaften.
3. Schritt: Geméf Bemerkung 11.3.6 (S. 46) besitzt das Stokes Problem
—Au+Vp=0 in
divu=0 in
u=g auf

<1 Vi<i<n,ze
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eine eindeutige schwache Losung (ug,pg) € H'(Q)" x L3(9), und es
gilt

ugl, < callglls e

mit einer Konstanten cq, die nur von 2 abhéngt. Wegen divug = 0
gibt es ein Vektorfeld ¢, € H*(Q)" mit

ug =roty, in ()

P Xxn=0 auf T".
Sei nun n > 0 hinreichend klein und
g,y = rot(0,¢,)
mit 6, aus Schritt 2. Wegen der Eigenschaften von 0, und ¢, gilt

divug, =0 in Q

ug, =g aufl.

Wir miissen also nur noch die gewiinschte Abschéitzung fiir die L3-Norm
von Ug , zeigen.
Aus der Produktregel folgt

= (V0,) X ¢g + 0, rot o, = u; + us.

Fiir uy erhalten wir wegen der Eigenschaften von 6, mit der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung und dem Sobolevschen Einbettungssatz

3
luslly = l6,ugl, = { / |en<x>ug<x>|3dz}
d(z,T)<26(n)

< cimeas{z € Q:d(z,T) <2 (77)}% [ugllg
< comeas{z € Q:d(z,T") <20 (77)}% |ug|,
< cgmeas{r € Q:d(z,T) <20 (77)}% ||g||%;r'

Fiir die Abschéatzung von u; kénnen wir uns wie in Schritt 1 auf den
Fall Q = R? x R, beschrénken. Aus der Konstruktion von 6, folgt dann

vy — ) "ases fird(n)® <y < 6(n)
700 fiir 0 < w3 < d0(n)2

Insbesondere ist also uy(z) = 0 fiir 0 < 23 < §(n)? und
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fiir 6(n)* < x5 < 8(n). Wegen ¢, x n = 0 auf I' ist @, - ¢; € Hg () fiir
1 = 1,2. Damit folgt aus Schritt 1 und dem Sobolevschen Einbettungs-
satz

2

2
lally <0 Y [JdCT) Mg -eill, < emd [leg el
=1

i=1
< G H‘pguz < 1) |ug|1
< can gl

Da lir% d(n) = 0 ist, folgt aus diesen Abschidtzungen die Behauptung
n—
des Satzes. (|

I11.2. Approximation regulirer Losungséiste

Um technische Schwierigkeiten zu vermeiden, nehmen wir im Fol-
genden an, dass € ein Polyedergebiet und f € L*(Q)" ist. Wir bezeich-
nen mit 7 eine affin dquivalente, zulissige und regulire Unterteilung
von  wie in §1.4 (S. 26) und mit X+ C H}(Q)" und M7+ C L3(Q)
zugehorige Finite Element Raume, die die Geschwindigkeit und den
Druck approximieren und die im Sinne von §IL.5 (S. 51) stabil sind.
Wie beim Stokes Problem nehmen wir an, dass es zwei Zahlen p € N*
und v € N gibt mit [S5°(T)]" € X7 und S*»~(T) N L3(Q) C My
oder S¥O(T) N L3(2) € My. Weiter definieren wir eine modifizierte
Trilinearform N auf HY(Q)" x HL(Q)" x HL(Q)" durch

N(u,v,w) = %[N(u,v,w) — N(u,w,v)].

Gemif Satz IT1.1.1 (S. 109) gilt fiir alle u € V und alle v,w € HJ ()"

N(u,v,w) = N(u,v,w).
Fiir alle u,v € H}(Q)" gilt zudem

N(u,v,v)=0.

Die Standard Finite Element Diskretisierung der stationéren, inkom-
pressiblen Navier-Stokes Gleichungen (II1.1.2) (S. 109) lautet dann:

Finde uwr € X+, pr € My mit
a(ur,vr) 4+ b(vr, pr)
1~ 1
(II1.2.1) +—N(ur,ur,vr) = —/ f-vir Vvre Xy
14 vV Jo
b(ur,gr) =0 Vqr € Mr.

Dabei ist wie bei den Stokes Gleichungen

a(u,v) :/Vu:Vv, b(v,p) :—/pdivv.
Q Q
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Definiere wie iiblich
Vi ={vr € X7 :b(vr,qr) =0Vqr € Mr}.

Da das Paar (X7, M7) stabil ist, ist V3 # {0}, und Problem (III.2.1)
ist aAquivalent zu:

Finde ur € Vi mit

1~ 1
(IIL.2.2)  a(ur,vr) + =N(ur,ur,vy) = - / f.-vr VvreVr
1% V. Jjo

Analog zum vorigen Paragraphen wollen wir Problem (I11.2.2) in Ope-
ratorform schreiben. Dazu bezeichnen wir mit Tr € L(H ' (Q)", Vy)
den diskreten Stokes Operator, der jedem w € H1(Q)" die eindeutige
Losung uy = T7w € V7 von

a(ur,vr) =(w, vr) VvreVr

zuordnet. Analog zu Gy und G definieren wir die Abbildungen éo, Ge
C(H ()™, H(Q)") durch

<éo(u), v> = Nw,u,v), G(u)=Gou)—f.

Dann sind die Probleme (II1.2.1) und (II1.2.2) dquivalent zu:
Finde uy € V7 mit
~ 1

FT()\, uT) =ur + )\TTG(UT) =0, A=-.

v

Sarz 111.2.1 (Existenz und Konvergenz diskreter Losungen). Die

diskreten Navier-Stokes Gleichungen (111.2.2) besitzen fiir jedes v > 0

und jedes f € H=1(Q)"™ mindestens eine Losung. Fiir jede Losung ur
von (I11.2.2) gilt die a priori Abschitzung

1
(I11.2.3) jurly <~ £,

Sei (Wy)men eine Familie von Léosungen von (111.2.2) zu beliebigem,
aber festem v und £ und einer Familie T,, von Unterteilungen mit h,, —
0. Dann konvergiert eine Teilfolge (W, )ren V0N (Wpm)men Schwach in
H ()™ gegen eine schwache Lésung u der stationdren, inkompressiblen
Navier-Stokes Gleichungen. Die zugehdrigen Driicke p,,, konvergieren
schwach in L*(Y) gegen den zu u gehérenden Druck p.

BEWEIS. Wie im Beweis von Satz III.1.4 (S. 111) folgt fur jede
Losung ugr von (I11.2.2)

1~ 1
lur|} = a(ur,ur) = a(ur,ur) + ;N(UT; ur, ur) = » (f,ur)

1
< —||f
_VH H—l’uTyl

und damit die a priori Abschétzung (I11.2.3). Aus (II1.2.3) und Satz
I1.1.3 (S. 111) angewandt auf X = V7, (-, )y = a(-,-) und ¢ =
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Fr (%, ) folgt die Losbarkeit von (I11.2.2). Die Konvergenzaussage folgt
wie im Beweis von Satz I11.1.4 (S. 111) mit den Rdumen V7, an Stelle
der Raume V. O

SaTz I11.2.2 (Eindeutigkeit diskreter Losungen). Sei v wie in Satz
I1.1.5 (S. 113). Gilt yww=2|[f||_, < 1, besitzt (1I1.2.2) eine eindeutige
Lésung.

BEWEIS. Die Behauptung folgt wie im Beweis von Satz II1.1.5 mit
Fr und N an Stelle von F und N. Il

Die Konvergenzaussage von Satz I11.2.1 ist sehr schwach. Wie beim
Stokes Problem mochten wir gerne eine Konvergenzrate fiir die Finite
Element Approximation beweisen. Hierzu miissen wir starkere Anfor-
derungen an die Losung des analytischen Problems stellen.

Sarz 111.2.3 (A priori Fehlerabschétzung). Seien A C R* ein nicht
leeres, kompaktes Intervall und A > X\ — uy ein requlirer Losungs-
ast schwacher Losungen der Navier-Stokes Gleichungen im Sinne von
Definition II1.1.7 (S. 114). Fiir alle A € A gelte uy € H*(Q)" und
pa € HY(Q), wobei py der zugehérige Druck ist. Seien

— -1
’Y()‘) - HDuF()‘>u>\) H,C(HS(Q)TL’H(%(Q)n) )
7" =supy(X),
AEA

g = e {1 sup i, |
AEA

Dann gibt es ein hg = ho(v*, K) > 0, so dass Problem (I111.2.1) fir alle
T mit 0 < hy < hy und alle A € A eine Losung [uy 7, pa7] € X7 X Mr
besitzt mit

|u,\ - uA7T|1 + ||p,\ _PX,TH < ChTKQ.
Die Konstante ¢ hingt weder von X\ noch von T ab.

BEWEIS. Bezeichne mit U, 7 die H'-Projektion von uy auf V7 und
setze

er(A) = [Fr(A unr)l; -
1. Schritt: er(N) < chTK%;
Wegen F(A,uy) =0 und G(uy) = G(uy) gilt
67*(/\) = |F7’()\,ﬁ>\77’) — }7(/\7 11>\)|1
= | + AN C(Tar) — up — )\TG(uA)‘l
< fuy = G rl, + A | PriGEn) - G|
+ A [(Tr = T)G(uy)]; -
Da das Paar (X7, My) stabil ist, folgt aus §11.4 (S. 47) und §1.4 (S. 26)
luy — 7]y < chrluy|, < chrK.
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Aus dem gleichen Grunde ist |T7rwl|, < ||w||_; fiir alle w € H~1(Q)".
Aus Satz III.1.1 (S. 109) folgt mit der Bezeichnung von Satz II1.1.5

(S. 113)

Hé<ﬁ>\,T) - é(ux)‘

-1

= sup ‘N(ﬁxm uy 7, w) — N(uy, uy, W)‘
WGHol(Q)";\wh:I

= sup ‘N(GA,T —uy, U7, W) + N(uy, Uy 7 — uy, W)‘

wGH&(Q)";\wh:l

< [lwaly + [ 7)) A7 —wl,
S ChTK2.

SchlieBlich folgt aus Satz I1.4.1 (S. 47) und dem Sobolevschen Einbet-

tungssatz
[(Tr = T)G(ax)ly < chr |G(an)]| < chr {|If]] + [ (ux - V)usll}
< chr {IIF]] + llaxll [ual,}
S C*hTK2.
Also ist
57'()\) < ChTK2.

2. Schritt: || DuFr(A,Uy1) — DoF (A wy)|, < chrK.
Sei w € Hg(Q)" beliebig. Dann ist

Dy Fr(A, ﬁA;r)w — DyF(\,uy)w
= w + My DG(Uy 7 )w — w — AT DG (uy)w
= \T7[DG (Wi )W — DG(uy)w] + A\(Tr — T)DG (uy)w.
Wie in Schritt 1 folgt
TrDG (@ r)w — DG(u)w]| < | DG (@)W — DG (u)w|
und

HD@@Nﬂw—D@@Qle

N(W7 ﬁ)\,T? V) + j\?(ﬁ)\ﬂ_, w, V)

= sup
veEHI (Q)7]v];=1

_N(W,U)\,V) - N(LI)”W,V)‘

N(w,Uy7 —uy,v) + N(Uy7 —uy, w, V)‘

= sup
vEH (Q)s|v]; =1

< 2y |wl; [uy7 —wal
< ChTK |W|1
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Ebenso folgt

(Tr = T)DG(w)w| = |(Tr — T)DG(uy)wl, < chy | DG(uy)w|

=
und mit dem Sobolevschen Einbettungssatz
[IDG(u)wl| < [[(ay - V)w([ + [[(w - V)u,|
<l wly + [[wlly [Vaslls
< clwl; Juif,
<cK |wl,.
Insgesamt erhalten wir also fiir alle w € Hj ()"
|DuEFr (X Uy 7)Ww — Dy F (A, uy)w|, < chrK |wl,
und somit
[ DuFr(A 0 7) = DuF (A )| gy, ) < AT K
8. Schritt: | DuFr(N\axr) 7 < 29(N).
Wegen
DuFr(Auyr)
= DuF (A uy) — [DuF (A uy) — DyFr(A Uy 7))
= DyF(\,w)) [I = DyF (A, uy) "' [DuF (X uy) — DuFr(X, Uy 7)]]

und Schritt 2 gibt es ein hy = hy(v*, K) > 0, so dass fiir alle 7 mit 0 <
hr < hy und alle A € A gilt DyFr(\, uy7) € Isom(Hg ()", H(2)™)
und || DuFr(A, )7, < 29(N).

4. Schritt: || DuFr(X, vi) — DuFr(A\, vo)|l, < 29X vy — vo;.

Seien vy, vo, w € Hj(Q)" beliebig. Dann ist

Dy Fr(\,vi)W — Dy Fr(X\, vo)w
= w + N[ DG(v)w — w — X[ DG(va)w
= \I'r [Dé(vl)w — Dé(VQ)W] .
Wie im zweiten Schritt folgt
‘TT [Dé(vl)w - Dé(Vg)W] ‘1 < HD@(Vl)W — Dé(v2)WH_1

und
HD@(Vl)W - Dé(VQ)WHil < 2y|vi — vl W], .
Also ist
| DuFr(A\, vi)W — Dy Fr(\, vo)w|, <29\ |vy — Vo, |W|,
und damit

[ DuFr(A,v1) — DuFT()\aV2)||L(H5(Q)n,H5(Q)n) < 29A|vi — v
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5. Schritt: Definition einer Kontraktion.
Sei T mit 0 < hy < h; beliebig. Wegen Schritt 3 konnen wir eine
Abbildung @ : H}(Q)" — HL(Q)™ durch

O(v) =v — DuFr(\ 0y 7) " Fr(A, v)
definieren. Setze
B={veH;(Q)":|v—-tyr|, <4y(Ner(\)}.
Fiir beliebiges v € B folgt aus Schritt 3 und 4

~

a7 — @(v)]
= ‘ﬁ)\,T —V+ DuFT<)\7 ﬁ)\,T)ilFT(Aa V)‘l

= DUFT(A, ﬁ)\’T)_l {DUFT(/\7 ﬁ)\ﬂ') (ﬁ>\77' - V)
1
— / DyFr(A\, v +t(uyy —v)) (U7 — V)dt}
0

+ DuFr(\ Uy 7) ' Fr(\, Gy 7)

1
1
<2y(\) /0 [[Dufr(A,x7) — DuFr(A, v + (U7 — V)]
Gy — )], di
+2y(A)er(X)

< 29(AA [ 7 = vIT + 2v(Ver(A)

< 2y(Ner(A) [1 4+ 16Ay7(V)’er (V)] -
Mit den gleichen Argumenten ergibt sich fiir beliebiges vi,vy € B

[@(v1) — B(v2)];
= ‘Vl — vy — DyFr(A, ﬁ,\,T)_lFT()‘avl)
+DuFr(\ T 7) " Fr(X, va) |

= ‘DuFT()\, ﬁ/\ﬂ—)il |:DuF7’<)\, ﬁ)\g’) (V1 — VQ)

- /o1 DuFr(A, vz +1(vi = v2))(v1 = Vg)dt}

1
1
< 29(\) / [DaFr(\ fix7) — DaFr(Ava + t(vi — v2))]
0
(vi—v2)|; dt
1
<A V1= val, [ [y v+ v = vl d
0

< 167y(N)Aer(A) [vi — val; -
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Wegen Schritt 1 gibt es ein positives hg = ho(7*, K) < hy mit

167y(\)*Aer(A) < = V0 < h < hy.

N | —

Fiir alle 7 mit Ay < hg ist dann ® eine Kontraktion auf B und besitzt
daher einen Fixpunkt uy 7 in B. Sei py 7 der zugehorige Druck. Offen-
sichtlich ist (uy 7, pa7) eine Losung von (I11.2.1).

6. Schritt: Fehlerabschdtzung fir den Druck.

Seien 7 und (uy7,px7) wie in Schritt 5. Konstruktionsgemésf ist

[uy — w7y < dy(Ner(A) < chr K2,

Sei uy 1 = )\Tfré(u,\) = AT7G(uy) und p) 7 der zugehorige Druck. Aus
der Stabilitdt des Paares (X7, M7) folgt

a7 — 7|, + loag — Dol < e Hé(ux) — é(uA,T)‘ B

< ey |uy — w7y [[wal, + w7l ]
< AT K2,
Aus §I1.4 (S. 47) folgt andererseits
[w7 —wil, + [[2a7 = pall < chr {Jurly + [pal }
< chrK.
Hieraus folgt die Behauptung. O

Seien (uy,py) und (w7, pr7) wie in Satz [11.2.3. Fur ein m € N*
gelte uy, € H™(Q)" und py, € H™(Q). Dann folgt aus den Schritten
1 und 6 des Beweises von Satz [11.2.3 die Fehlerabschétzung

1 NS 1
[y — wr s, + [lpa — par ] < ek Ly |+ ol

Ebenso kann man wie in Satz [1.4.4 (S. 50) die verbesserte L?-Fehlerab-
schitzung [|uy — wy 7|| < chr {{ux — ur 7|, + lpr — pr7]|} beweisen.

IT1.3. Stromlinien-Diffusions Methoden

Die Diskretisierung des vorigen Paragraphen entspricht einer zen-
tralen Differenzen-Diskretisierung des Konvektionstermes (u - V)u in
den Navier-Stokes Gleichungen. Wir haben bereits in [22, §I1.3] an-
hand einer skalaren Konvektions-Diffusions Gleichung gesehen, dass
diese Vorgehensweise nur fiir sehr kleine Gitterweiten hr verniinftige
Ergebnisse liefert. Diese Schwierigkeit konnten wir durch eine Strom-
linien-Diffusions Diskretisierung vermeiden, bei der wir die Differen-
tialgleichung zusétzlich mit einer Testfunktion w - Vv testeten. Da-
bei bezeichnet w die damals bekannte Stromrichtung. Fiir die Navier-
Stokes Gleichungen wiirde diesem Vorgehen eine zusétzliche Testfunk-
tion (u - V)v entsprechen, wobei u das gesuchte Geschwindigkeitsfeld
ist.
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Andererseits haben wir in §11.6 (S. 64) gesehen, dass wir durch ana-
loge Petrov-Galerkin Verfahren mit zusétzlichen Testfunktionen Vg fiir
die Impulsgleichung die Divergenznebenbedingung stabilisieren und so
die inf-sup Bedingung fiir Geschwindigkeits- und Druckraum umgehen
konnen. Es liegt nahe, diese beiden Vorgehensweisen fiir die Navier-
Stokes Gleichungen zu kombinieren.

Sei daher T eine affin dquivalente, zuldssige und reguldre Unter-
teilung von €2 und X7 und M7 zugehorige Finite Element Raume, die
Geschwindigkeit und Druck approximieren sollen. Diese Rdume kénnen
beliebig sein und miissen nicht mehr der Stabilitdtsbedingung der §8I1.5
(S. 51) und II1.2 geniigen. Die Stromlinien-Diffusions Diskretisierung,
kurz SDFEM, der Navier-Stokes Gleichungen lautet dann:

Finde (ur, py) € X7 X M7 mit
(I11.3.1) Br([ur,p7l;, [vr,a7]) = Lr([vr.q7]) V[vT,97] € X7 X M7
mit
Br(lur, prl; [vr. 97])

:/VUT:VVT—/pTdiva—l—/quivuT
Q Q Q

+%/Q[(UT -V)ur]-vr

+ ZthfK/

1
{—AUT + va + —(117~ . V)UT:| .
KeT K v

[VQT + %(UT : V)V’r}

+ Z (5EhE/ Je(pr)Ie(er) + Z aK5K/ divurdivvy
E K

Eegg KeT
und
tr([vr, qr])
—/lf +Zéh2/1f Vor + L(ur- V)
A vT KKKV qr + (ur VT |-

KeT

Dabei sind ayg > 0, dg > 0 und dg > 0 frei wihlbare Parameter. Fiir
0g = 0 = 0 fir alle K und FE erhalten wir das Standard Galerkin
Verfahren des vorigen Paragraphen wieder. Wiahlen wir ayx = 0 fiir
alle K und setzen formal alle Terme mit (ur - V) gleich Null, geht
(II1.3.1) in die Diskretisierung der Stokes Gleichungen aus §I1.6 (S. 64)
iiber. Die (ur - V)vy-Terme stabilisieren den Einfluss des nichtlinearen
Konvektionstermes. Die Vgr-Terme stabilisieren den Einfluss der Di-
vergenznebenbedingung. Die Parameter a und ¢ werden iiblicherweise
in der Grolenordnung 1 gewéhlt.
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Die Ergebnisse des vorigen Paragraphen lassen sich auf die SDFEM
(II1.3.1) iibertragen. Dabei werden die gleichen Techniken benutzt. Al-
lerdings sind die entsprechenden Abschétzungen wegen der zusétzlichen
Stabilisierungsterme wesentlich technischer. Wir verzichten daher auf
eine detaillierte Darstellung und verweisen stattdessen auf [16].

II1.4. Numerische Losung der diskreten Probleme

In diesem Paragraphen stellen wir verschiedene Verfahren zur nu-
merischen Losung der Finite Element Diskretisierung der stationéren,
inkompressiblen Navier-Stokes Gleichungen vor. Die Darstellung ver-
einfacht sich wesentlich, wenn wir dabei die Notationen des analyti-
schen Problems verwenden. Alle Ausdriicke sind dann in ihrer schwa-
chen Form zu verstehen, d.h. Ausdriicke der Form

Au, Vp, (u-V)w, divu

sind als

/Vu:VV7 —/pdivv, /[(u-V)w]-V, /qdivu
Q Q Q Q

mit Testfunktionen v, ¢ aus Finite Element Rdumen zu interpretieren.
Den einfachsten Algorithmus liefert die Fixpunktiteration.

ALcGORITHMUS I11.4.1 (Fixpunktiteration). Wihle ein u® € X und
lose fiiri=0,1,... die Stokes Probleme

, . 1 ; ;
v = L v o
v
divu'™ =0 in €2

u =0 auf T.

Mit den Notationen von §II1.2 (S. 122) ist Algorithmus I11.4.1 die
Fixpunktiteration fiir ®(u) = 177G (u). Wegen

v

@) 2], < |G~ G| < 2l + vl ja v,

ist @ eine Kontraktion auf B (0, [|f]|_,), sofern 2 ||f||_, < 1 ist. Da-
her konvergiert Algorithmus I11.4.1 sicher dann, wenn diese Bedingung
erfiillt ist. Die Stokes Probleme, die in jedem Schritt von Algorithmus
[I1.4.1 auftreten, konnen mit einem der Verfahren aus §I1.9 (S. 89)
gelost werden.

Eine wesentlich bessere Konvergenz kann man von dem Newton-
Verfahren erhoffen.
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ArGorITHMUS I11.4.2 (Newton-Verfahren). Wihle einu® € X und
lose fiiri = 0,1, ... die modifizierten Stokes Probleme

, ) 1 . .
_Auz—l-l + vpz—l—l + _(uz—i—l . v>uz
v

1, . . 1 4 .
+—(u" - V)u == {f+ (u'-V)u'} inQ
14 14
divu ™ =0 in Q
ut =0 auf T.

In jedem Schritt von Algorithmus I11.4.2 muss ein modifiziertes Sto-
kes Problem gelost werden. Kritisch ist dabei vor allem der Konvek-
tionsterm +(u’ - V)u™'. Die Algorithmen aus §IL.9 (S. 89) sind da-
her entsprechend zu modifizieren. Es ist nicht ratsam, in den Termen
(- V)u'™ und L(ut!-V)u' die GroBe u™ durch u’ zu ersetzen, da
dann das Newton-Verfahren I11.4.2 zur Fixpunktiteration I11.4.1 wird.

Wie iiblich sollte man besonders zu Beginn die Newton-Schritte
ddmpfen. Ebenso kann man Quasi-Newton-Verfahren anwenden und
die GréBen (u’ - V)u'*! und L(u"™ - V)u' durch 1(uw’ - V)u'™' und
L V)u/ mit j = J[~] ersetzen. Dabei ist J > 2 ein fester Para-
meter. Durch diese Modifikation muss die Steifigkeitsmatrix der modi-
fizierten Stokes Probleme nur alle J Schritte neu aufgestellt werden.

Bekanntlich héngt die Konvergenz des Newton-Verfahrens wesent-
lich von einer guten Wahl des Startwertes u® ab. Diese kann man durch
eine Kontinuitdtsmethode erzielen. Dazu schreiben wir die Navier-
Stokes Gleichungen wieder in Operatorform als uy+A7T'G(u,) = 0. Set-
ze V) = dd%\*. Dann folgt mit der Kettenregel vy + TG(uy) +
AT DG(uy)vy = 0. Also ist v, die Losung des folgenden modifizier-
ten Stokes Problems

—Avy+ Vg + A(uy - V)va + A(vy - Vuy, =f — (uy - V)uy, in Q
divvy =0 in

vy=10 auf I'.

Sei nun eine Losung uy, fiir die Navier-Stokes Gleichungen zum Para-
meter \g bekannt. Dann kann man obiges modifizierte Stokes Problem
mit A = g 16sen und u,, + (A — Ag) vy, als Startwert fiir Algorithmus
[11.4.2 zum Parameter \; verwenden. Falls A\; — A\g nicht zu grof} ist,
liefert diese Strategie eine hinreichend gute Anfangsniherung fiir das
Newton-Verfahren.

Ein anderer Ansatz fiir ein Verfahren, das global konvergiert und
sich in der N&he einer Losung wie das Newton-Verfahren verhalt, ist
die sog. least squares Methode. Die Idee ist, das Funktional J(u) =
Tlu+ ATG(w)|? zu minimieren und hierzu ein nichtlineares CG-Ver-
fahren zu verwenden. Zur Beschreibung dieses Verfahrens betrachten
wir zunédchst folgende abstrakte Situation.
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Sei X ein Hilbert-Raum mit Skalarprodukt (-, -)y und J € C*(X,
R) ein nichtlineares Funktional, das in der Néhe jedes kritischen Punk-
tes konvex ist. Fir u € X definieren wir den Gradienten g(u) € X
als die Ritz Projektion von DJ(u), d.h. (g(u), v)y = DJ(u)v fiir alle
v € X. Dann lautet das nichtlineare CG-Verfahren zur Minimierung
von J:

AvcorIiTHMUS II1.4.3 (Nichtlineares CG-Verfahren nach Polak-Ri-
biere). Wihle ein u® € X und bestimme

w’ = g% = g(u°).
Fire=0,1,... berechne

p' = argmin J(u" — pw’)

uz-‘,—l — = pzwz

i+1 _ i+1

g =gu™)

i+1 _ [ i+l i i+l i) —2
o= (" =g g ) 9k
wz+1 — gz+1 + 0_1+1wz'

BEMERKUNG II1.4.4 (Zusammenhang mit PCG-Verfahren). Man
kann zeigen, dass Algorithmus I11.4.3 fiir konvexe quadratische Funk-
tionale auf dem R™, d.h. J(u) = u”Au — b7 mit A s.p.d., mit dem
klassischen PCG-Verfahren [20, Algorithmus IV.7.10] iibereinstimmt.
Die Wahl des Skalarproduktes (-, -) auf X = R™ bestimmt dann die
Vorkonditionierungsmatrix C'.

Fiir die Navier-Stokes Gleichungen ist X = V = {u € H}(Q)" :
divu = 0} bzw. das entsprechende diskrete Analogon,

(u, v)y :/Vu:Vv
Q
und
1 1
J(u) =5 |+ ATG(u)|? = 5 (W ATG(u), u+ ATG(w)))y
Dabei ist gemaB §1.1 (S. 5) fiir jedes v, w € X
<G(u),v) :N(u7u7v)_<f7v> und (TW,V)X: <W7V>'
Damit folgt
DJ(u)v = (u+ AXT'G(u), v+ AXTDG(u)v),
und mit
w=u+ \TG(u)
ergibt sich
DJ(u)v=(w,Vv)y + A (DG(u)v, w)
— (W, V)x + AN(W, v, W) + AN(v, u, W)
= (W, V)y —AN(u,w,v)+ A (w-(Vu), v).
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Also ist

g(u) =w+g
mit
(§7 V)X = /\{<W(vu)7 V> —N(u,w,v)}.

Da G quadratisch ist in u, ist J ein Polynom vierten Grades in u.
Daher gilt fiir alle u,w € X und alle p € R

J(u—pw) = J(u) — pDJ(u)w + %p2D2J(u) [w, w]
— ép‘gD?’J(u) (w, w,w| + i

Eine leichte Rechnung liefert fiir alle w1, ..., ws,u € X wegen D*G(u)
=0firalle k>3

DJ(u)w,
= (u+ ATG(u), w; + \TDG(u)w,
D?J(u)[wy, wo)
= (wo + A\TDG(u)wz, wi + \TDG(u)w
+ (u+ ATG(u), A\TD*G(u)[wy, 1))
D3 J(n)[wy, wa, W3]
= (A\TD*G(u)[ws, ws], wi + )\TDG( )W)
+ (W2 + ATDG(u)ws , ATD*G(u)[wy, w3))
+ (w3 + ATDG(u)ws , AT D*G(u)[wy, o))
D*J(u)[wy, Wa, Wz, Wy
= (A\TD*G(u)[w2, ws], A\TD*G(u )[wl,w4])X
+ (A\TD*G(u)[wa, wa] , \TD*G(u)[w1, w3
+ (AT D*G(u)[ws, wa] , \TD*G(u)[wy, w,

p*D*J(u)[w, w,w, w].

)x

1x

X

X

X

) x
)y
Also ist
D*J(u)[wi, W] = |[w, + AT DG (u)w, [}
+ (u+ ATG(u), \TD*G(u)[wy, wi]) ,
D*J(u)[wy, wi,wi] = (W1 + ATDG(u)wy , A\TD*G(u)[wy, wy))
D*J(u)[wy, wy, Wi, wi] = 3 |[ATD*G(u)[wy, wi] ‘2

|-
Setze

X

7, = \TDG(u)wy, 2o = ANTD*G(u)[wy, w].
Dann ist fiir alle v e X
(z1, V)y = A{N(u,wy,v) + N(wy,u,v)}

(Z2, V)y = AN (W, Wy, V).
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Zusammen mit
w=u+ \T'G(u)
erhalten wir schliefSlich
DJ(u)wy = (W, Wi +21)
D*J(w)[wy, wi] = [wi + 7|7 + (W, 22)
D3J(u)[wy, Wy, wi] = 3 (Wi + 21, Z2)

D*J(a)[wy, wi, Wi, wi] = 3|za|> .

Setzen wir
zo = A\TG(u),

dann ist

(20, V)y = A {N(uw,u,v)—(f,v)} WweX

und

ATG(u— pwy) = AT {G(u) — pDG(u)w; + %pQDQG(u) (w1, Wl]}

1L,
:zo—pz1+§p Zo.

Mit diesen Vorbereitungen nimmt Algorithmus I11.4.3 fiir die Navier-

Stokes Gleichungen folgende Form an:

AvcoriTHMmUS II1.4.5 (Nichtlineares CG-Verfahren nach Polak-Ri-
biere fiir die least squares Formulierung der Navier-Stokes Gleichun-

gen).
(0) Wiihle ein u® € X und bestimme die Lisungen z° und g° der
Stokes Gleichungen

—AZO+V7"0:%{(uO~V)uO—f} in
divz’ =0 n €2
z’ =0 auf T’
und
AR+ VR = % {(0° +2°) - (Vu°)
—(u’-V)(u’ +2°)} inQ
divg’ =0 in Q
g’ =0 auf T'.

Setze i = 0 und w° = g® = u® 4+ z° + g°.
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(1) Firi:=0,1,... fihre folgende Schritte aus.
Bestimme die Lisungen z und zb der Stokes Probleme

. . 1 . . . .
~Az +Vrp =~ {(u V)w' + (W' V)u'} in O

divzi =0 in Q
7, =0 auf I’
und
—Azh + Vrh = %(wz V)w' in Q
divzh =0 in €2
zb =0 auf I
Berechne

o= —/V(ui +2z'): V(W' +2z))
Q
B=|w —i—z’iﬁ + / V(u' +z): Vz,
Q

3 iy i i
v = ——/V(W +12z7): Vz,

2 Ja

L ;2
0= ) ‘Z2‘1 '
Bestimme die kleinste positive Nullstelle p' von o+ Bp+vp? +

dp® und setze

. o . R
i+1 — uz _pzwz7 ZH—l — ZZ _pzzzl + Epz ZZ2.

Bestimme die Losung g des Stokes Problems

u

B . 1. . 4 .
_Angrl 4 Vg‘t+1 — {(uerl 4 Zz+1) . (vuerl)
v
—(ut V) + 2" in Q
divg™ =0 in 2
gt =0 auf T

ngrl — §z+1 4 uz+1 4 Z6+1.

Berechne
i i+1|—2 i i i
ot — |g+1‘1 /v(g+1_g) :Vg—i-l
Q
und setze
witl — gi+1 + oitlwi,
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Die Losung der Navier-Stokes Gleichungen wird durch zwei Punkte
erschwert: den nichtlinearen Konvektionsterm und die Divergenzneben-
bedingung. Der Versuch ist daher naheliegend, diese Schwierigkeiten zu
entkoppeln. Dies ist die grundlegende Idee der sog. Operator Splitting
Methoden.

AvLcoriTHMUS I11.4.6 (Operator Splitting fir die Navier-Stokes
Gleichungen). Wihle eine Startniherung u° € X wund einen Dimp-
fungsparameter w € (0,1). Firi=0,1,... fihre folgende Schritte aus:

(1) Berechne die Losung des Stokes Problems

2wuiti — Auti + Vpiti = 2wu’ + —f
v

1 . .
——("-V)u' inQ
v
divuti =0 in
wti =0 auf T

(2) Berechne die Losung des nichtlinearen Poisson Problems
wu't1 — Autta
+- (0 V)uitt = wu'ti %f — VP in Q
uti =0 auf T.

(3) Berechne die Losung des Stokes Problems

) . . ) 1
2wuitt — Autt! 4 Vpit! = 2ouiti +f
v
— l(u”% V)uti in Q
v
divu™ =0 in Q
ut =0 auf T.

In jedem Schritt von Algorithmus I11.4.6 miissen zwei Stokes Pro-
bleme und ein System nichtlinearer Poisson Gleichungen gelost werden.
Das nichtlineare Problem in Teil (2) kann z.B. mit einem nichtlinearen
CG-Verfahren wie in Algorithmus I11.4.5 gelost werden. Dabei entfal-
len im Vergleich zu Algorithmus I11.4.5 die Divergenznebenbedingun-
gen und die Driicke. Insbesondere sind dann als Teilprobleme nur noch
skalare Poisson Gleichungen zu l6sen. Hierdurch reduziert sich der Auf-
wand fiir den Gesamtalgorithmus.

Selbstversténdlich kann man die Mehrgitteridee direkt auf die nicht-
linearen diskreten Navier-Stokes Gleichungen anwenden. Die Haupt-
schwierigkeit besteht dann in der Konstruktion geeigneter Glattungs-
verfahren. Wegen des hohen Codierungsaufwandes werden in der Praxis
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in der Regel jedoch die Algorithmen I11.4.1 — I11.4.5 und Varianten da-
von in Verbindung mit schnellen Stokes Losern verwendet. Mehrgitter-
verfahren werden dann im Rahmen innerer Itrationen als Stokes Loser
oder wie in Algorithmus I1.9.1 (S. 92) als Poisson Loser eingesetzt.

II1.5. A posteriori Fehlerschitzer

Wie in §I1.10 (S. 102) wollen wir fiir Finite Element Diskretisierun-
gen der stationéren, inkompressiblen Navier-Stokes Gleichungen leicht
berechenbare obere und untere Schranken fiir den Fehler herleiten, die
nur die gegebenen Daten der Differentialgleichung und die berechnete
Finite Element Losung bendtigen. Dazu brauchen wir ein abstraktes
Ergebnis.

Sarz I111.5.1 (Aquivalenz von Fehler und Residuum fiir nichtli-
neare Probleme). Seien (V,|-||,), (W, ||-|l,y;) 2wei Banach-Rdume und
F € CYV,W*) eine stetig differenzierbare Abbildung von V in den
Dualraum W* von W. Sei ug € V' eine requldre Losung der Gleichung

(I1L5.1) F(u) =0

d.h., es ist DF(ug) € Isom(V,W*). Auferdem sei DF(u) lokal Lip-
schitz-stetig in ug, d.h., es gibt ein Ry > 0 und ein 8 > 0 mit

IDF(0) = DE) gy < B0 = wlly  Vo,w € Blug, Ro).
Setze
R =min{ Ro, 57 [ DF (o)™ [ gy )25~ IDF o)l ey
Dann gilt fiir alle v € m

1 .
5 [IDF o)™ | 2y 1y 1o = vlly < NF (@)l
<2 HDF<U0>||£(V,W*)

’UO_UHV

BEWwEIS. Wegen F'(ug) = 0 und DF'(ug) € Isom(V, W*) gilt fiir alle
veV

ug — v = DF(uo) ' DF(ug)(up — v)
= DF(ug) ' {DF(ug)(up — v) + F(v) — F(uo) — F(v)}
= DF(ug)™" /0 [DF(ug) — DF (v + t(ug — v))] (ug — v)dt

— DF(ug) ' F(v).



138 M. STATIONARE NAVIER-STOKES GLEICHUNGEN

Wegen der lokalen Lipschitz-Stetigkeit von DF'(u) folgt hieraus fiir alle
v € B(ug, R)

1
o = vlly < IDF (o) gy [ 5L~ 0) 0 = ol
0

+ HDF(UO)_IHQW*,V) ||F(U)||W*

B _
< 5 HDF(UO) 1HL(W*,V) luo — UH%/
+ HDF<UO)_1H£(W*7\/) ”F(U)HW*
und
! 2
1E ()l < IDF (uo)(uo — )|y +/ AL =) [uo —vl[y dt
0
< |DF 5 2
< IDE o)l gy lluo = vlly + 5 [luo = vffy
Wegen der Definition von R folgt hieraus die Behauptung. O

Seien nun V- C V', Wy C W endlich dimensionale Unterrdume und
Fr e C(Vy, W3). Dann approximiert das Problem

(111.5.2) FT(UT) =0

Problem (IIL.5.1). Ist uy o eine Lésung von (I11.5.2) mit |jug — wr ||, <
R, so folgt aus Satz I11.5.1, dass der Fehler |lug — w7 ||;, nach oben und
unten beschréinkt ist durch das Residuum

IF@rly. = s {Fluro). o).
peEW|lplly =1
Wie wir in §I1.10 (S. 102) gesehen haben, ist aber gerade die Aqui-
valenz von Fehler und Residuum der wesentliche Grundstein fiir die a
posteriori Fehlerschéitzung. Anders als bei linearen Problemen gilt die-
se Aquivalenz bei nichtlinearen Problemen nur dann, wenn die diskrete
Losung hinreichend nahe bei der betrachteten kontinuierlichen Lésung
liegt. Dies ist nicht iiberraschend, da nichtlineare Probleme i.a. mehrere
Losungen zulassen.
Im Rahmen der Navier-Stokes Gleichungen setzen wir

V=W = Hy(Q)" x Lj(Q)
It ol = 2l = {Juf} + 217}
(F(fu). vd) = [ Vu:9v— [ paivy

—i—%/g[(u-V)u]-v—%/va

+/qdivu.
Q
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Die Lipschitz-Stetigkeit von DF gilt wegen der Multilinearitét und Ste-
tigkeit des nichtlinearen Termes global. Die Bedingung der Regularitét
einer Losung ist identisch mit dem Regularitdtsbegriff aus Definition
[I1.1.7 (S. 114).

Wir betrachten nun zunichst die Finite Element Diskretisierung
(IT1.2.1) (S. 122). Im abstrakten Rahmen ist dann

VT = WT = XT X MT
(Fr([ur, pr]), v, qr]) = (F([ur, pr]), V7, 7)) -

Insbesondere gilt fir jede Losung [ur, pr] von (I11.5.2) die Galerkin
Orthogonalitdt

(153)  (F(lurpr)), vrarl) =0 ¥lvr.ar] € X7 x My

Sei nun [v,q] € HY(Q)" x L3(Q) mit [v[} + [|¢||> = 1 beliehig. Mit-
tels elementweiser partieller Integration erhalten wir fiir das Residuum
folgende L2-Darstellung

(F(lur,p7)), [v.d])
= Z/ {—AuT%—VpT%—%(uT-V)uT— %f} Y

KeT /K

+ ) /EJE(HE - (Vur —prl)) - v

Ee&q

+ Z /quivuff.

KeT

(I11.5.4)

Dabei verwenden wir die gleichen Notationen wie in §I1.10 (S. 102).
Wegen der Galerkin Orthogonalitét (II1.5.3) konnen wir auf der
rechten Seite von (I11.5.4) v und ¢ durch v — vy und ¢ — g7 mit be-
liebigen Elementen v € X7 und ¢y € My ersetzen. Insbesondere
konnen wir g7 = 0 und vy = J7v wahlen, wobei J7 komponentenwei-
se der Quasi-Interpolationsoperator aus §1.4 (S. 26) ist. Setzen wir zur

Abkiirzung
i = {hi

(I11.5.5) + Y he|Jsmg - (Vur —prD)|3

EcEqNEk

2

1 1
—Aur + Vpr + ;(UT - V)ur — t

K

N

+umvuﬂ&} |
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liefern die lokalen Interpolationsfehlerabschétzungen (1.4.3) (S. 31) und
die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung die Abschitzung

(F(lur,pr]), [v,4])

-5

KeT

+ 3 emg - (Var — prD)|  ehz V] 5,

Ec&q

+ > lldll l1divur|
KeT

<c{zvﬁ<}é-

KeT

1 1
—Aur + Vpr + ;(UT -V)ur — ;f crhi [V,

K

Hieraus folgt mit mit Satz II1.5.1 die obere Fehlerabschétzung

1

2
(I1L.5.6) lu—ur|, +|lp—prl <c { > ni} :

KeT

Die Konstante ¢ hangt von ¢, ¢o und damit von der Konstanten Ct
aus der Regularititsbedingung an 7 sowie von |[[DF([u,p])~!|, ab.
Wie Beispiel I11.1.9 (S. 114) zeigt, ist die zweite Grofle die kritische-
re. Die Grofle ng aus (II1.5.5) ist der gesuchte residuelle a posteriori

Fehlerschétzer.
Aus Satz II1.5.1 folgt, dass der Ausdruck Elarpr) vah g, jede

Iv.allly

Testfunktion [v,q] € V' \ {0} eine untere Schranke fiir den Fehler lie-
fert. Daher kénnen wir fiir den Nachweis, dass nx auch eine untere
Fehlerschranke darstellt, wie in §I1.10 (S. 102) vorgehen. Wéhlen wir
mit den dortigen Notationen nacheinander die Testfunktionen

v =0, q =Yg divur
1 1

v =1k {—AUT+ Vpr + ;(UT -V)ur — ;fT} , ¢=0

v =vYglp(ng - (Vur — prl)), q=0,

erhalten wir fir alle K € 7 die untere Fehlerschranke
ML5.7) i < e{fu =gl + [P = prll, + huc IE = £rll,, }

Dabei ist fr eine beliebige Finite Element Approximation an f, z.B.
die L*-Projektion auf [S®~!(7)]". Die Konstante ¢ hingt von C7 und
| DF([u,p])|l, ab. Im Gegensatz zu |DF([u,p])~!||, ist dieser Faktor
harmlos.

Wir betrachten nun die SDFEM-Diskretisierung (I11.3.1) (S. 129).
Wegen der zusétzlichen Stabilisierungsterme gilt die Galerkin Orthogo-
nalitét (I11.5.3) nicht mehr. Stattdessen erhalten wir fiir alle [vr, 7] €
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X7 x My den Konsistenzfehler
(F(lur,pr]), [v7, a7))

=> 5Kh§(/

KeT -

: [VQT + %(UT : V)V’r}

1 1
|:—Au7~ + va + ;(UT . V)UT — ;f:|

+ Z 5EhE/ Je(pr)dEe(qr) + Z aK5K/ div uy div vr.
E K

Ee&q KeT
Ist speziell g7 = 0, v = Jrv, so folgt wegen |Jrv| ., < co|v] 5, die
Abschéatzung

(Fr(lur, pr]), [Jrv,0])

<clvl]y {Z dchi

KeT

2

1 1
—Aur + Vpr + ;(UT V)ur — —f

K

[

2
+3 kb div uTui} -
KeT

Da 0x < 1 und agdxg < 1 ist, kann der zuséatzliche Konsistenzfeh-
ler durch den Fehlerschétzer nx absorbiert werden. Daher bleiben die
Fehlerabschétzungen (I11.5.6) und (II1.5.7) auch fiir die SDFEM-Dis-
kretisierung (I11.3.1) (S. 129) giiltig.

Wie in §II1.10 (S. 102) kann man auch Fehlerschétzer konstruie-
ren, die zu ng adquivalent sind und die auf der Losung diskreter, loka-
ler Hilfsprobleme beruhen. Fiir die Praxis ist es wesentlich, dass diese
Hilfsprobleme nach wie vor linear, d.h. diskrete Stokes Probleme sind.






KAPITEL IV

Instationdre Navier-Stokes Gleichungen

IV.1. Losbarkeit der instationidren Navier-Stokes
Gleichungen

Wir betrachten in diesem Kapitel die instationdren, inkompressi-
blen Navier-Stokes Gleichungen (1.2.13) (S. 12) mit homogenen Dirich-
let Randbedinungen in einem beschrinkten, zusammenhéngenden Ge-
biet 2 C R", n € {2,3} mit Lipschitz Rand I" und einem beschréinkten
Zeitintervall [0, T']

%—?—yAu—kVp—k(u-V)u:f in Qx(0,7)

(IV.1.1) divu=0 1in Qx (0,7)
u=0 aufl'x(0,7)
u(-,0) =uy in Q.
Um einen geeigneten schwachen Losungsbegriff fiir (IV.1.1) einfiih-

ren zu kénnen, bendtigen wir einige Notationen.
Wir setzen wie iiblich

V ={u€ Hy(Q)":divu =0}
und definieren
H={uel*(Q)":divu=0in Q,u-n =0 auf I'}.

H ist der Abschluss von {u € C§°(Q)™ : divu = 0} in der L*-Norm.
Zur Abkiirzung bezeichnen wir mit (-, -) das L2-Skalarprodukt und
setzen wie in den vorigen Abschnitten

a(u,v):/QVu:VV
b(v,p):—/gpdivv
N(u,v,w):/Q[(u-V)v]-w.

Ist (X, |]]|x) ein Banach-Raum, so bezeichnet LP((0,7"), X) mit 1 <
p < oound 7' > 0 den Raum der messbaren Funktionen ¢ auf (0,7") mit
Werten in X, derart dass die Funktion t — |lo(-,t)||y in LP((0,77),R)

143
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ist. LP((0,7), X) ist ein Banach-Raum mit der Norm

T , H
lelliom = { / ||so<-,t>||xdt}
0

und der offensichtlichen Modifikation fiir p = co.
Ist ¢ eine Funktion auf (0,7") mit Werten in X, so heit ¢ schwach
stetig in to, wenn fiir jede Folge (t,;)men C (0,7) mit lim ¢, = ¢y und

m—0o0
jedes ¥ € X* = L(X,R) gilt

TrlLl_r)noo <90('7tm> ) ¢> = <90('7t0) ) 77Z)> :

DEFINITION IV.1.1 (Schwache Losungen der instationédren Navier—
Stokes Gleichungen). Seien T'> 0, ug € H, f € L*((0,7),V*) und u €
L>=((0,T), L*(Q)™) N L*((0,T),V). Ferner sei u im L?-Sinne schwach
stetig auf [0, 7']. Dann heiBt u eine schwache Losung von (IV.1.1), wenn
fiir alle v.e C*((0,7), L*(Q)™) N CY([0,T],V) mit v(-,T) = 0 gilt

_/OT (u, %‘t’) +y/0Ta(u,V)+/OTN(u,u,V)

(IV.1.2) T
:/0 (f,v) + (uo, v(-,0)).

Durch die Einschrankung auf die Rdume V und H divergenzfrei-
er Funktionen tritt in der schwachen Formulierung (IV.1.2) der Druck
nicht mehr auf. Wir werden ihn spéter mit Hilfe von Satz I11.3.3 (S. 45)
wie bei den stationdren Problemen wiedergewinnen.

SaTz IV.1.2 (Existenz schwacher Losungen). Seien f und uy wie in
Definition IV.1.1. Dann besitzen die instationdren Navier-Stokes Glei-
chungen (IV.1.1) mindestens eine schwache Losung u. Auferdem gilt

ou
— € L'((0,T), V™).
e L((0,7), V)

BEWEIS. Da V' als abgeschlossener Unterraum des Hilbert-Raumes
Hg(2)™ separabel ist, gibt es eine abzihlbare Basis (w;) en eines dich-
ten Unterraumes von V', d.h.

V = Uspan{wjzogjgm}.

meN

Bezeichne mit ug,, die L?-Projektion von ugy auf V,, = span{w; :
0 < j < m}. Fiir beliebiges, aber festes m € N konnen wir dann das



IV.1. LOSBARKEIT DER, INSTATIONAREN GLEICHUNGEN 145

folgende System gewohnlicher Differentialgleichungen betrachten

m

Z (Wl ) Wj) gi,m(t)
=0
+v Z a(w;, W;)gim(t)
(IV.1.3) =0
+ Z N (Wi, We, W;)gim(t)gem(t) = (f, w;) 0<j<m
0<if<m

Z gz,m<o)wz = Uo,m-
=0

Wegen der Bilinearitdt von a und der Trilinearitdt und Stetigkeit von
N erfiillt dieses System die Voraussetzungen des Satzes von Picard-
Lindelof [21, Satz 1.1.7] und besitzt daher eine eindeutige maximale
Losung (gom(t), - - ., gmm(t)) auf einem maximalen Zeitintervall [0, t,,]
mit 0 < ¢, <T. Setze

u,, = Zgz,m(t)wz
1=0

Ist t,, < T, so folgt aus [17, Satz XI.1.9] bzw. [21, Satz 1.1.10]
T (1)) = oo
Multiplizieren wir die j-te Gleichung von (IV.1.3) mit g;,,(¢) und ad-

dieren alle Gleichungen, so erhalten wir wegen N(u, w, w) = 0 fiir alle
ueV,we Hi(Q)"

ou,, _
(Wa um> tva(,, u,) = (F, w,)

und somit

O 4 20 [ (L O = 26wl 1)) < 2], Jwa (-, 1),

1
2 2
< vl O+ IE%,

Hieraus folgt fiir alle s € [0, ¢,,]

S 1 S
)P+ [ < 5 IR, dr ol

Also ist

lim sup ||, (-, )] < oo
t—tm

und daher ¢,, = T. Auflerdem ist die Folge (u,;,)men in einer be-
schrinkten Teilmenge von L>((0,7T), H)NL*((0,T), V) enthalten. Mit
Hilfe eines Kompaktheitssatzes kann man hieraus folgern, dass es ein
u € L>((0,7),H) N L*((0,7),V) und eine Teilfolge (W )men von
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(W )men gibt mit w,, — u schwach in L?((0,7),V), schwach-* in
L>((0,T),H) und stark in L?*((0,7T), H). Diese Konvergenz ist aus-
reichend, um in (IV.1.3) den Grenziibergang m’ — oo bei festem j
auszufiithren. Daher erfiillt u die Beziehung (IV.1.2) fir alle w;. Da
U Vin dicht ist in V| folgt hieraus die Behauptung. O

Fiir den Nachweis der Eindeutigkeit einer schwachen Losung benoti-
gen wir folgendes Hilfsergebnis.

LeEmMMA 1V.1.3 (Gagliardo-Nirenberg Ungleichung). Fiir alle n €
{2,3} und alle ¢ € H}(Q) gilt
lells < 2°5 flll = fol -

BEWEIS. Es geniigt, die Abschitzung fiir ¢ € C§°(€2) zu zeigen.
Sei zunéchst n = 2. Dann ist

X1 a
lo(@)]* = 2/ @(th)%(t,mg)dt

1

und daher

1 2 > I

3P’ < ealee) = [ ot |55 ()| .
Ebenso folgt

1 2 > Iy

S < gl = [t o)l [FE 00| s

Mit dem Satz von Fubini und der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
folgt hieraus

/RQ lp(a)]" da < 4/er 1 (22) 2 (01 )

— 4 / o1 (22)des / pa(w1)day

< 2|l |90!1-

Dies beweist die Behauptung fiir n = 2.
Sei nun n = 3. Aus dem Fall n = 2 folgt

JRCORE

2
<2 dxqd d d d
— /R{ |S0( ‘ I 1'2} {/RQ; axz l’ T l’g} x3
2
<2 dx,d
<afom [ ot anan} [ 5|32
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Da aber

x3 a
|§0($)‘2 = 2/ 80($1,$2,7”)a—£($17$277’)d7”

x3
< 2/ (21, 2,7 |‘— Ty, To,7)| dr
ist, folgt mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
2 dyp
sup [ oo dnides <2 [ [o(o)] |52 (@) da
r3 JR2 R3 €T3

9y
<20l 52

Setzen wir dies in die Abschétzung fiir [p, lo(2)]* dz ein, so erhalten
wir wegen a[b? + 2] < [a2 + b2 + ¢%]2 fiir alle a, b, c € R,

[ tetotar < ajel | 52 H{Z 3 }
§4H¢H{“ 2}2-

Hieraus folgt die Behauptung fiir den Fall n = 3. O

o0x;

Dy
8%

SaTz IV.1.4 (Eindeutigkeit schwacher Losungen). (1) Sein = 2.
Dann besitzen die instationdren Navier-Stokes Gleichungen (IV.1.1)
genau eine schwache Losung. Auflerdem gilt

ou
ot

und u(-,t) = ug in H firt— 0.

(2) Sein = 3. Dann gilt fir jede schwache Losung der instationdren
Navier-Stokes Gleichungen (IV.1.1)

€ L*((0,T7),V*), ueC(0,7T],H)

we LH(0.7),24QP), M e Li(0.1),v")
Es gibt hichstens eine schwache Losung in L*((0,T), V)NL>((0,T), H)
NLE((0,T), L*(Q)3). Eine solche Lisung ist automatisch in C([0,T), H)
und erfullt u(-,t) — ug in H firt — 0.

BEWEIS. Definiere auf L2((0,7),V)NL>*((0,T), H) Operatoren A,
B durch

(Au, v) = a(u,v), (B(u),v)=N(u,u,v).
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Dann gilt wegen Satz IV.1.2 fiir jede schwache Losung u der instati-
onéren Navier-Stokes Gleichungen (IV.1.1)

38_;1 +vAu+ B(u) =f fi. in V*

u(-,t) —uy in H".
t—0

ad (1): Aus Lemma IV.1.3 und Satz III.1.1 (S. 109) folgt

IB)lly. = swp N(wu,v)= sup N(uv,u)<|ulj
veVilv] =1 veV;lv] =1
< V2|ul |ul,.

Also folgt aus u € L((0,7), V)N L>((0,T), L*(©2)?) auch Au, B(u) €

L*((0,T),V*) und damit 2% € L*((0,T),V*). Mit Hilfe von Einbet-

tungssétzen folgen hieraus die restlichen Regularitédtsaussagen fiir eine
schwache Losung u.

Zum Nachweis der Eindeutigkeit betrachten wir zwei schwache Losun-
gen up, uy und setzen w = u; — uy. Wegen w € L?((0,7),V), %—‘;" €
L2((0,T),V*) folgt wegen N(uy, w,w) =0

d
W I + 20 w1
=2 (aa_\;v : W) + 2va(w, w)
ou Ju
=2 (a—tl, W) + 2va(uy, w) — 2 (8—;, W> — 2va(ug, w)
=2(f,w) —2N(uj,u;,w) — 2(f,w) + 2N (uy, uz, w)
= —2N(w,u;,w) — 2N (uy, w, w)
<2 ’ul(Vt)’l ||W(7t>||421
< VBIw (5 )y (W ) [w(-, )],
1
< wlw(- b} + > i (- ) lw (-, )]
und somit q .
WD < L O w0
((0,7),V) folgt hieraus

p
Siwtoren [ [t

d 2 1 2 2
:{Enw(-,t)n — w1 |u1<-,t>|1}-

1 [t 9
exp ——/ w ()2 ds
VJo
0.

Wegen u; €

<
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Da w(-,0) = 0 ist, beweist dies die behauptete Eindeutigkeit der schwa-
chen Losung.
ad (2): Aus Lemma IV.1.3 und Satz III.1.1 (S. 109) folgt nun

2 3
ve = llully < 2{[uf[? [uff .

[1B(u)]

Also folgt aus u € L2*((0,7),V) N L*((0,7), L*(Q)?) nun Au €
L*((0,7),V*) und B(u) € L5((0,T),V*) und somit 2 € L5((0,T),
V*). Mit dem gleichen Argument folgt u € L3((0,T), L*(Q2)®). Die
zusiitzliche Regularitiit einer schwachen Losung in L?((0,7),V) N
L>((0,T), H) N L3((0,T), L*(2)3) folgt aus Einbettungssiitzen.

Fiir den Nachweis der Eindeutigkeit unter den genannten Regularitéts-
annahmen gehen wir wie in Teil (1) vor und erhalten mit den gleichen
Notationen wegen Lemma IV.1.3 und Satz III.1.1 (S. 109) nun die
Abschétzung

d
& ||W<7t)||2 +2v |W(7t)|? = —2N(W7u1,W) = 2N(W,W,U1)
< 2|lwlly fwly [lual],

1 T
< Afwl* wli fall, -

Wegen der Ungleichung ab < %a% + %bs fir alle a,b € Ry (vgl. den

Beweis der Holder Ungleichung [17, Satz 1X.6.2]) folgt hieraus mit

7 T _T 1
a=[Fv]|w(,t)[f undb=4[Pv] * [w( )[* [w(, 1),

d 1777
WO 20w O < 20w O 4 1 | ] w0 ol
und somit :
d s 17 5 )
— . < Z | — . .
W01 <5 || Tl o
Wegen u; € L8((0,7), L*(Q2)3) folgt hieraus wie in Teil (1) w = 0, d.h.
die behauptete Eindeutigkeit. O

SATz IV.1.5 (Regularitéit schwacher Losungen). (1) Sein = 2 und
£,98 € L*((0,T),V*), £(-,0) € H und uyp € H*(Q)>NV. Dann gilt
fiir die eindeutige schwache Losung der instationdren Navier-Stokes

Gleichungen 2% € L*((0,T),V) N L>*((0,T), H). Ist zusitzlich I € C*
und £ € L>((0,T),H), so ist u € L>((0,T), H*(Q)?).

(2) Sein =3 und £ € L>((0,T),H), & € L'((0,T),H) und uy €
H?(Q)3N V. Definiere

2
dy = [[£¢, 0 + v [luolly + llwolly,  da = If]l e (01,1 -

s}

Falls

T

f

vy +v (14 d3) {Hu0||2+v_1Td2}exp{/ 0
0

a('as)
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hinreichend klein ist, besitzen die instationdren Navier-Stokes Glei-
chungen eine eindeutige schwache Ldsung, und es gilt %—‘t‘ e L?((0,7),
V)N L>*((0,T),H). Ist zusitzlich T' € C*, so ist u € L*((0,7T),
H(Q)?).

BEWEIS. [15, Theoreme II1.3.5 — I11.3.8]. O

BEMERKUNG IV.1.6 (Existenz und Regularitét des Druckes). Sei
u eine schwache Losung der instationdren Navier-Stokes Gleichungen.
Mit den Notationen des Beweises von Satz IV.1.4 setze

U(t):/otu(-,s)ds, ﬁ(t):/OtB(u(~,s))ds, F(t):/otf(~,s)ds.

Dann gilt U,38,F € C([0,7],V*). Aus der schwachen Formulierung
(IV.1.2) folgt va(U,v) = (g, v) firalleve V mitg =F -3 —
u(-,t) +up € C([0,7],V*). Wegen Satz I1.3.3 (S. 45) und Bemerkung
I1.2.3 gibt es daher ein ¢(-,t) € L*(Q) mit

(IV.1.4) Vq(-,t) =g+ vAU

im Distributionssinn. Es folgt Vq € C([0, 7], H*(2)) und daher ¢q €
C([0,T], L*(2)). Daher kann man (IV.1.4) im Distributionssinn bzgl. ¢
ableiten und erhélt fiir p = % die Identitat

0
Vp:f—B(u)—a—ltl+1/Au
im Distributionssinn. Auerdem folgt p € L*((0,T), L?(Q2)). Daher ist
p der gesuchte Druck in (IV.1.1). Unter den Voraussetzungen von Satz
IV.1.5 ergibt sich zusétzlich p € L>((0,T), H*()).

BEMERKUNG IV.1.7 (Hohere Regularitét). Die Regularitétsaussa-
gen von Satz IV.1.5 fiir %—;‘ sind zu schwach, um Fehlerabschiatzungen
der Ordnung 2 oder hoher fiir Zeitdiskretisierungen der instationéren
Navier-Stokes Gleichungen zu erhalten. J. R. Heywood und R. Ran-
nacher haben gezeigt, dass die hierfiir erforderlichen Regularitatseigen-
schaften nur gelten, wenn die Daten f, ug nicht lokale Kompatibilitats-
bedingungen erfiillen. Bleibt z.B. eine der Gréfien

ou /T ou 2 /T 0*u
t)| ds,
1 t 9 ¢

2

ds

2

E('a ) E('?S) W('vs)
fiir t — 0 beschrénkt, so besitzt das iiberbestimmte Neumann Problem
Ap =div{f(-,0) = (up - V)up} inQ

Ve =vAug+£(-,0) — (up - V)uy aufI'

eine eindeutige Losung. Wegen des Gauflschen Integralsatzes ist eine
notwendige Bedingung hierfiir

/Qdiv {£(-,0) — (ug - V)ug} = /Fn AvAug+£(-,0) — (up - V)ue}.
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IV.2. Diskretisierung und numerische Losung

Es gibt verschiedene Vorgehensweisen, die instationidren Navier-
Stokes Gleichungen in Ort und Zeit zu diskretisieren. Sie unterscheiden
sich in ihrer Herleitung und Analyse, fithren aber héiufig auf die gleichen
diskreten Probleme.

Wir betrachten zuerst die Linien Methode. Dazu wéhlen wir eine
affin dquivalente, zulissige und regulire Unterteilung 7 von 2 und
ein zugehoriges stabiles Paar (X7, M7) Finiter Element Raume zur
Approximation von Geschwindigkeit und Druck. Setze wie {iblich

V= {UT e Xr: /pTdiVUTZOVpT S MT}.
Q

Dann lautet mit den gleichen Notationen wie in §IV.1 das diskrete
Analogon der schwachen Formulierung (IV.1.2) (S. 144) aus Definition
IV.1.1 (S. 144):

Finde ur € LQ((O,T), VT) mit

T 8V7’ T T
—/ ur, — - +V/ a(“T;VT)+/ N(ur,ur, vr)
0 ot 0 0

T

_ / (F,v7) + (W, v (- 0))

fiir alle vy € C*([0, T], V) mit vr(-,T) = 0.
Setzen wir ur € C'((0,T),V7) N C([0,T], V7) voraus, kénnen wir in

(IV.2.1) bzgl. der Zeit partiell integrieren und erhalten das dquivalente
Problem:

Finde ur € Cl(<0, T), VT) N C([O,T], VT) mit

ur(-,0) =ugr

T 3117' T T
/ —, V7 | + V/ a(ur, vr) +/ N(ur,ur,vr)
0 8t 0 0

-/ C(£vr)

fir alle v € V- und t € (0, 7).

Dabei ist ug 7 die L2-Projektion von ug auf Vr.
Definieren wir die Operatoren Ay, Br : Vo — Vi durch

(IV.2.1)

und

(IV.2.2)

(Arur, vr) = a(ur,vr), (Br(ur), vr) = N(ur,ur,vr),

so konnen wir Problem (IV.2.2) in der vertrauten Form eines gewohn-
lichen Anfangswertproblems schreiben:

ur = Fr(ur) =f — vArur — Br(ur)

1V.2.3
( ) ur(-,0) =ug7.
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Hierauf konnen dann die iiblichen Methoden zur Losung gewohnlicher
Differentialgleichungen angewandt werden. Dabei ist zu beachten, dass
der Operator A7 eine Kondition von O(h7*) hat und dass daher bei
expliziten Zeitschrittverfahren eine CFL-Bedingung der Form 7 < ch3-
fiir die Zeitschrittweite 7 eingehalten werden muss.

Eine besonders héufig verwandte Zeitdiskretisierung ist das -Sche-
ma [21, Bemerkung 1.5.7]. Dies ist die allgemeine Form eines linearen
Einschrittverfahrens. Die Parameter # = 0, 6 = 1 und 6 = % entspre-
chen dem expliziten und impliziten Euler Verfahren sowie der Trapez-
regel. Fiir Problem (IV.2.3) ergibt sich bei konstanter Zeitschrittweite
7 das folgende Schema

ug— = uO77’
1
—(uy™ =) = 0{f"" —vAru - Br(upt)}
+ (1 =0){f" —vAru} — Br(u3)}
bzw.

0
U = Uo7

n+1 n+1
uy 4 TOvAru’y

+70Br(uft) = g"t!
— o+ rOf
+7(1 = 0){f" —vAruy — Br(u})}.
n+1

Die Néherung u7™ fiir uy(-, (n + 1)7) ergibt sich also als Lésung der
diskreten stationdren Navier-Stokes Gleichung

(u”TJrl , VT) + 79ua(u?+l, \e)

+ 7N (uF uit vr) = (8", vr)  Vvr € Vi

Dieses Problem kann mit einem der in §II1.4 (S. 130) beschriebenen
Verfahren gelost werden.

Fiir die Fehleranalyse der Linien Methode kombiniert man die Feh-
lerabschétzungen des vorigen Kapitels fiir stationdre Navier-Stokes
Gleichungen mit den Techniken zur Fehlerabschéatzung bei der Dis-
kretisierung gewohnlicher Differentialgleichungen. Der Nachteil dieser
Vorgehensweise liegt in den unrealistisch starken Regularitédtsvoraus-
setzungen an die Losung der instationédren Navier-Stokes Gleichungen.
Auflerdem ist die Linien Methode kaum einer a posteriori Fehleranalyse
und automatischen Gitteranpassung zugénglich.

Bei der Rothe Methode wird die Reihenfolge der Orts- und Zeitdis-
kretisierung vertauscht. Dazu werden die instationdren Navier-Stokes
Gleichungen als ein gewohnliches Anfangswertproblem in einem un-
endlich dimensionalen Hilbert-Raum aufgefasst und mit den iiblichen
Methoden fiir gewohnliche Differentialgleichungen bzgl. der Zeit diskre-
tisiert. Dazu muss in jedem Zeitschritt eine stationédre Navier-Stokes
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Gleichung gelost werden. Dies geschieht mit den Methoden des vori-
gen Kapitels. Insgesamt erhélt man in der Regel die gleichen diskre-
ten Probleme wie bei der Linien Methode. Wie bei der Linien Metho-
de konnen bei dieser Vorgehensweise alle Verfahren fiir gewo6hnliche
Differentialgleichungen benutzt werden. Die Fehleranalyse kommt nun
aber mit schwécheren Regularitdtsannahmen aus. Sie ist aber wesent-
lich aufwéndiger, da man in unendlich dimensionalen Rdumen arbeiten
muss. Auflerdem miissen die Fehlerabschétzungen fiir die Ortsdiskreti-
sierung gleichméfig bzgl. der Zeitschrittweite sein. Dies ist ein nichttri-
viales Problem. Wie die Linien Methode ist die Rothe Methode kaum
einer a posteriori Fehleranalyse zugénglich.

Bei den Raum-Zeit Finite Elementen werden Orts- und Zeitvariable
gleichzeitig diskretisiert. Hierzu unterteilen wir das Zeitintervall [0, T']
in N7 nicht iiberlappende Intervalle J; = [t;,t;41], 1 < 7 < N;, mit
D=t <ty < ... < tNT < tNT+1 = T und setzen T = tj-i-l —tj sowie
Z=A{l;:1<j<N,;}. Zu jedem Zeitpunkt ¢; mit 1 < j < N, wihlen
wir eine affin dquivalente, zuldssige und reguldre Unterteilung 7; von
(2 und ein stabiles Paar (X, M;) zugehoriger Finite Element Réume.
V; sei der entsprechende Raum der diskret divergenzfreien Geschwin-
digkeitsfelder. Setze fiir 1 < j < N, und 6 € [0, 1]

St —ti) firt o, <t <t

Aj(t) = 5t — 1) firt; <t <t

0 sonst
4
bi(t) = =t —t;)(tjr1 —t)

0 =250+ 5 (0= 5) 1,0 = ba (0]

mit der offensichtlichen Modifikation fiir j = 1 (vgl. Abbildung IV.2.1).
Die Funktionen A; und b; sind die stetigen, stiickweise linearen, nodalen
Basisfunktionen bzw. die quadratischen Elementblasenfunktionen zu
der Unterteilung Z von [0,7]. Mit Hilfe der Simpson-Regel rechnet
man leicht nach, dass fiir 1 < j < N, gilt

t; tit1
/t N(B)dt = (1— )7y, /t N(t)dt = br,

J— J

mit der offensichtlichen Modifikation fiir j = 1.
Fiir £ € N sei

SE7 (V) = span {x, (D#v(2) 10 < p S k1< j < Npovy € V)
SEO(V) = span {N(t)v;(z) : 1 < j < Ny, v; € V;}
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ANYA
/\

N\

1 5 3 T
ABBILDUNG IV.2.1. Funktionen A?, A¥, A%, A\¥ und Aj

und fiir £k > 2
S7E0(Vr)
= Lk
span {b;(t)t'w;(z) : 0 < p<k—2,1<j <N, w;eV,}.

Sk=1(V7) besteht also aus in der Zeit unstetigen Funktionen, die stiick-
weise Polynome vom Grad < k mit Koeffizienten in Vj} sind. Die Funk-
tionen in S%0(V7) sind global stetig, verschwinden zur Zeit T und sind
stiickweise Polynome vom Grad < k mit Koeffizienten in V.

Die Raum-Zeit Finite Element Diskretisierung der instationéren
Navier-Stokes Gleichungen lautet dann mit k£ € N:

Finde uz € Sf’_l(VZ) mit

T Ovs T T
_/ (uI, —) —|—1// a(uz, vr) +/ N(uz,uz,vr)
0 ot 0 0

:/O (f, VI) + <u0; VI('70>>

fir alle vz € Sf;k+1’0(VI)

Fiir ein besseres Verstédndnis dieser Diskretisierung integrieren wir
den ersten Summanden auf der linken Seite von (IV.2.4) auf jedem Zeit-
intervall J; partiell. Mit der Notation uz(-,¢;£0) = lims_,o+ uz(-, ¢, £s)
und uz(+,0 — 0) = ug erhalten wir dann die dquivalente Beziehung

(IV.2.4)

N-

> {(uz(wtj +0) —uz(,t; = 0), vz(-,t;))

j=1

Lt [ Qug ti+1
+ — vz | +v a(uz, vr)
” ot .

J

(IV.2.5)
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Betrachte nun speziell den Fall £ = 0. Setze ujT =ugl|y, fir 1 <j <N,
und wiihle in (IV.2.5) vz = AJ(t)v; mit v; € V;. Dann erhalten wir
u) = urp und

(ujT — uz';l , vj) + HTjua(uzr, Vi) + eTjN<u]7"a u]7"a v;)

+ (1= ) wva(uf ', vy) + (1= O)r  N(wy ' g, vy)

= [ ey

tj_1

~ 9’7'] (f] s V]) + (1 — 9)7']',1 (fjil s V]) .

Dabei ist uy wieder die L?-Projektion von ug auf V), und 7/ bezeichnet
den Mittelwert von f auf J;. In Operatorschreibweise lautet dies

UOT = Ug,T
ujT + TjHVATujT
+7,0B7(u}) = w4 7,0
+ 701 = O {7 —vAr — Br(u ).

Wir erhalten also wieder das #-Schema.

Mit einigem technischen Mehraufwand kann man zeigen, dass die
Diskretisierung (IV.2.4) einem impliziten (k+ 1)-stufigen Runge-Kutta
Verfahren fiir die Zeit-Diskretisierung entspricht und dass man fiir § =
% die (k+ 1)-te diagonale Padé-Approximation erhélt. Insbesondere ist
die Zeit-Diskretisierung dann A-stabil und hat die Ordnung 2k + 2.

Wie wir im néchsten Paragraphen sehen werden, ist die Diskretisie-
rung (IV.2.4) einer a posteriori Fehleranalyse besonders gut zugénglich.

Eine andere Variante von Raum-Zeit Finiten Elementen ist die dis-
continuous Galerkin method, kurz DG(k), von C. Johnson et al. Man
gewinnt sie, indem man von der Formulierung (IV.2.5) ausgeht und die
Losung uz und die Testfunktionen vz beide aus dem Raum S*~1(V7)
wahlt. Da alle Funktionen nun unstetig in der Zeit sind, ist dies eine
nicht konforme Methode. Dies erschwert die Fehleranalyse. Fiir k£ = 0
erhélt man insbesondere das implizite Euler Verfahren. Man kann zei-
gen, dass man fiir allgemeines k ein implizites (k + 1)-stufiges Runge-
Kutta Verfahren erhélt und dass die Stabilitétsfunktion die (k + 1)-te
sub-diagonale Padé-Approximation ist. Insbesondere ist das Verfahren
L-stabil und hat die Ordnung 2k + 1.

Bei allen Verfahren, die wir bisher betrachtet haben, miissen wir in
jedem Zeitschritt diskrete stationdre Navier-Stokes Gleichungen losen.
Man kann auch die instationdren Navier-Stokes Gleichungen zuerst li-
nearisieren und danach die linearen instationédren Probleme diskreti-
sieren. Dann muss in jedem Zeitschritt ein diskretes Stokes Problem
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gelost werden. Den Fehler der Linearisierung kann man mit den Me-
thoden von §II1.2 (S. 122) kontrollieren. Den Fehler der Diskretisierung
bekommt man mit den Methoden von Kapitel II in den Griff.

Zum Abschluss wollen wir noch auf den Transport-Diffusions Algo-
rithmus eingehen. Bei ihm werden Linearisierung und Diskretisierung
gewissermaflen in einem Schritt durchgefithrt. Wir betrachten wieder
eine affin dquivalente, zuléssige und reguliare Unterteilung 7 von €2 und
zugehorige Finite Element Rdume X7, M+ fiir Geschwindigkeit und
Druck sowie den Raum Vi der diskret divergenzfreien Geschwindig-
keitsfelder. Wir nehmen an, dass X7 ein Lagrangescher Finite Element
Raum ist, d.h. dass er eine nodale Basis besitzt. Die entsprechenden
Gitterpunkte nennen wir z;. Aus dem Transport-Theorem 1.2.2 (S. 7)
wissen wir, dass %—‘t‘ + (u- V)u die totale zeitliche Ableitung entlang der
Trajektorien ist und somit den Transport entlang der Charakteristiken
beschreibt. Daher berechnet der Transport-Diffusions Algorithmus die
Néherung u™ fiir ur (-, ¢,41) aus der Niherung u fiir ur(-,¢,) in den
folgenden zwei Teilschritten:

(1) (Transport-Schritt) Lose fiir jeden Gitterpunkt z; das gewohn-
liche Anfangswertproblem

d
Eyi(t) =l (yi(t)) fiirt, <t <ty

Yi(tns1) = 2.
(2) (Diffusions-Schritt) Lose das diskrete Analogon des Stokes

Problems
u”“;j(g(f:), B s+ V=1 tyg) 0 Q
divu™™ =0 in Q2
u"tt =0 auf I'.
Beim Transport-Diffusions Algorithmus wird also der Term
0

EUT(Z@ tnr1) + (ur (2, ths1) - V)ur(z, tay)

durch den Differenzenquotienten

ur(2i, tn1) — ur(yi(tn), tn)
tn—i—l - tn

approximiert.
Die Implementierung dieses Algorithmus ist recht aufwindig, da im
Transport Schritt die Charakteristiken durch das Gitter verfolgt werden
miissen (vgl. Abbildung IV.2.2). Aulerdem treten Schwierigkeiten bei
geschlossenen Stromlinien auf.
Zum Abschluss sei generell bemerkt, dass sich die Losungen der
instationdren Navier-Stokes Gleichungen fiir t ~ 0 wie /¢ fiir das Ge-
1

schwindigkeitsfeld bzw. wie 7 fiir den Druck verhalten. Daher ist es
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n—|l

_/
it

ABBILDUNG IV.2.2. Charakteristiken y?fl

bei jeder Diskretisierung empfehlenswert, in den ersten Zeitschritten
eine Zeitdiskretisierung niedriger Ordnung mit gutem Stabilitétsver-
halten wie z.B. das implizite Euler Verfahren zu verwenden und erst
spiter auf ein Verfahren hoherer Ordnung wie z.B. das Crank-Nicolson
Verfahren umzuschalten.

IV.3. A posteriori Fehlerschitzer

Wir benutzen den abstrakten Rahmen von §II1.5 (S. 137). Fiir die
instationdren Navier-Stokes Gleichungen ist dann mit den {iblichen No-
tationen

(Fn). v =~ (v 0) = [ (w 5)

_|_/0 {Va(u7 V) + N(u,u,v) + b(";p) - (fa V)}

+/0Tb(u,q)

W= {[v.al s v € L2((0,7), H}()"),
ov

e 1(0.7), H(®)")

v(-,T) =0in H Q)"
o< L(0.1), 13) }
V=VxW
mit
L>((0,T), L*(Q)%) N L*((0,T), Hy(Q2)?) falls n = 2
Vi=q L=((0,7), L*(Q)*) N L*((0,T), Hy(2)?)
L3((0,T), L*(2)*) falls n =3
Vo= LQ((OaT),Lg( )-
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Insbesondere besitzt wegen Satz IV.1.4 (S. 147) das Problem F'([u,p|)
= 0 fiir n = 2 genau eine Losung und fiir n = 3 hochstens eine Losung.
Aus den iiblichen Energieabschéitzungen folgt, dass diese Losung re-
guldr ist im Sinne von Satz II1.5.1 (S. 137). Die Lipschitz-Stetigkeit
von DF([u,p]) folgt aus der Trilinearitdt und Stetigkeit von N.

Fiir die Diskretisierung betrachten wir Raum-Zeit Finite Elemente,
d.h. Problem (IV.2.1) (S. 151). Im vorliegenden abstrakten Rahmen
entspricht dies der Wahl

Vi = SP7H(Xz) x SE(My)
Wy = SHFL0(X 1) x SB~H(My)
(Fr(lur, pr]), v, qr]) = (F([ur, pr]), V7, a7]) -

Man beachte, dass fiir den Druck Ansatz- und Testraum iibereinstim-
men.
Insbesondere gilt also wieder die Galerkin Orthogonalitéit

(F([ur,p7]), [vrig7]) =0 V[vr,q7] € Wr

fiir jede Losung [ur, pr| des diskreten Problems (IV.2.1) Fr([ur, pr]) =
0. Wegen Satz II1.5.1 (S. 137) ist somit der Fehler

lo = vrllieqom.m@m + 1P = Pril o, caen

dquivalent zu dem Residuum

1 F (a7, prDllw- = sup (F([ur,pr]), [v,q]).
[v.aleWs|l[v.allly =1

Aus Gleichung (IV.2.2) (S. 151) erhalten wir mittels elementweiser par-
tieller Integration wie in Gleichung (I11.5.4) (S. 139) die folgende Dar-
stellung des Residuums

(F([ur,pr]); [v,q])

- ZT Z (/K(uT(xvtj +0) - uT(xvtj —0))- V(:E,tj)dl’

j=1 | KeT;
tjr1 o
+/ / {ﬁ_VAU—T"‘VpT‘i‘(uT'V)uT
tj K at
— f} - vdadt

tjr1
+ / / qdivurdadt
t]‘ K

tj1
+ Z /t /EJE(HE : (VUT —pTD) -vdSdt

Ee&jav "
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Dabei benutzen wir die Notationen des vorigen Paragraphen, insbeson-
dere ist uy(-,0 — 0) = uy der bekannte Anfangswert.

Um eine kompaktere Schreibweise zu erhalten, definieren wir P, =
{KxJ;:1<j <N, KeT;} und definieren fiir Q = K x J; € P,
die Rénder 0Qp = K x {t;} und 0Q = (0K N Q) x J;. Mit diesen
Notationen geht erhalten wir die folgende Darstellung des Residdums

(F(lur,p7]), [v,4])

= [ oty 0 = (ot~ 0) - i)

QeP;
8u7
+ -5 " vAur + Vpr + (ur - V)ur — f 5 - vdzdt
Q
+ / qdivurdzdt
Q
1
+-= Jp(ng - (Vur — prl)) -vdet} )
2 QL

Der Faktor % vor dem letzten Summanden beriicksichtigt, dass jedes
E € &;q doppelt gezéhlt wird.

Fiir die Herleitung einer oberen Fehlerschranke benotigen wir wie-
der einen geeigneten Interpolationsoperator. Dazu nehmen wir an, dass
fiir jedes j der Raum X den Raum Sy°(7;)" enthilt und bezeichnen
mit J; den Quasi-Interpolationsoperator zu 7; aus §1.4 (S. 26). Setze

1 ti+1
Tiu = —/ u(-, t)dt

Ti—1 T Tj Ji;

mit der offensichtlichen Modifikation fiir j = 1. Dann definieren wir
den Interpolationsoperator I : V; — 52;1,0(5%0) durch

Iru = Z ()i (Tpu).

Jj=1

Man kann zeigen, dass dann fiir alle Q = K x J; € P; folgende Inter-
polationsfehlerabschitzungen gelten

lu = I7uf,
ou
< e hic [l o, o + 7 || 5
{ (J5, HE @r)™) O || 205, 1@ )m)
Hu_ITuH@QL
A _3||ou
< e hElall e, m@em + T || A
{ (J5,Hg (@x)™) O L2(g; 11 @)




160 IV. INSTATIONARE NAVIER-STOKES GLEICHUNGEN

[u — [TuHaQB
_1
<c {Tj “hi HuHm(Jj,lqu,Hg(K)n)

ou

> h
+T 0t

(lequvH‘l(K)”)}

Aus den Interpolationsfehlerabschéitzungen und der Darstellung des
Residuums folgt fiir alle [v, ¢] € W mit ||[v, ¢||;; = 1 die Abschédtzung

(F(lur,pr]), [v,4])

1
<Y {( Tt 7 ) et £ 0) — ur(et — ),
QeP;
ou 2
+ (hK + Tjhi ) 8tT — VAUT + VpT + (uT V)UT f
Q
1 _3\2 9
+ (hic +mhi ) Ts(ng - (Tur = prI) g,
3
v url |
Setze zur Abkiirzung
_1 1
o= { (5 Mo+ 1) ur(i -+ 0) = wr(at ~ 0,
ou 2
+ (hi + Tjhy ) 8tT —vAur + Vpr + (ur - V)ur — £
Q

1 _3\2
+ (Mh+7ihi? ) ITp(ms - (Tur = prD)llg,
1

+ ||div uTHQQ}

Dann erhalten wir wegen Satz I11.5.1 (S. 137) die obere Fehlerschranke
Ju— UT||L2((0,T),H1( y T lp — pTHL2( (0,7),L2()) { Z 77@}
QeP-

Wegen SatzII1.5.1 (S. 137) liefert (F'([ur, pr]), [v,q]) fiir jedes Ele-
ment [v,q] € W mit ||[v, ¢]||;, = 1 eine untere Schranke fiir den Fehler.
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Indem wir sukzessive die Funktionen

v =0, q = bjyk divur,
0

v =0tk {% —vAur + Vpr
+(UT'V)UT—fT}7 q=0,

v =bjple(ng - (Vur — prl)), q=0,

v = A {ur (- t; +0) —ur(,; —0)}, ¢=0
wéhlen, erhalten wir mit dhnlichen Argumenten wie in §I1.10 (S. 102)
und §IIL.5 (S. 137) die untere Fehlerschranke

no < ¢ (14 hkr ! + hilr)) {||u =7l 12,00, H i)

+lp — pTHL2(Jj,1qu,L2(wK)) + hie || — fT”L2(Jj,1qu,L2(wK))} .

Dabei ist wieder fr eine beliebige Finite Element Approximation an f,
z.B. durch stiickweise konstante Funktionen.

Der Faktor 1 + hﬁ(rfl + hi7; hat kein Gegenstiick bei den stati-
onéren Problemen der Paragraphen I1.10 (S. 102) und IIL.5 (S. 137). Er
spiegelt wider, dass die instationéiren Navier-Stokes Gleichungen eine
Differentialgleichung zweiter Ordnung bzgl. des Ortes, aber nur erster
Ordnung bzgl. der Zeit sind.

Wegen der nicht lokalen Natur des Raumes H'(Q) kann man die
lokale untere Fehlerschranke nicht in der gewohnten Art und Weise
zu einer globalen unteren Fehlerschranke zusammelnsetzen. Man ver-
liert in diesem Fall einen Faktor { min min h K} . Man kann diesen

1<j<N, K€T;
Nachteil vermeiden, wenn man Fehlerschranken fiir

Ju — UTHL2((0,T),L2(Q)n) +[lp - PTHL2((0,T),H—1(Q))
betrachtet. Dann gelten obige obere und untere Fehlerschranke und das

globale Analogon der unteren Schranke, wenn iiberall ng durch hgng
ersetzt wird.

IV.4. Finite Volumen und DG Methoden

Finite Volumen Methoden sind ein anderer beliebter Ansatz zur
Losung zeitabhéngiger parabolischer Probleme, insb. solchen mit einer
starken Konvektion. Der passende mathematische Rahmen fiir diese
Verfahren sind Systeme in Divergenzform. Bei diesen sucht man ein
Vektorfeld U auf einer Teilmenge 2 des R™ mit Werten im R™, das die
Differentialgleichung

OM(U)
(IV.4.1) ot

+divF(U) =g(U,z,t) in Q x (0, 00)
U(-,0) = U, in O
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erfiillt. Dabei ist der Quellterm g ein Vektorfeld auf R™ x 2 x (0, co) mit
Werten in R™, die Masse M ein Vektorfeld auf R™ mit Werten in R™,
der Fluss F eine matrixwertige Funktion auf R™ mit Werten in R™*"
und der Anfangszustand Uy ein Vektorfeld auf 2 mit Werten in R™. Die
Differentialgleichung muss natiirlich mit passenden Randbedingungen
versehen werden. Diese werden wir jedoch im Folgenden der Einfachheit
halber ignorieren.
Man beachte, dass die Divergenz zeilenweise genommen wird

divF(U) = (Z %Z)J) .

Der Fluss F wird in zwei Anteile additiv aufgespalten
E = Eadv + Evisc‘

F .4, heilt advektiver Fluss und enthélt keine Ableitungen; F ;.. heifit
viskoser Fluss und enthélt rdumliche Ableitungen. Der advektive Fluss
modelliert Transport- oder Konvektionsphidnomene, der viskose Fluss

diffusive Phanomene.

BEISPIEL 1V.4.1 (Burgers Gleichung). Die Burgers Gleichung

ou n ou 0
R u— =
ot Ox
ist ein System in Divergenzform mit
m=n=1, U=u, M(U)=u,
1
Eadv(u) = 5”27 Evisc(U) = 07 g(U) =0.

BEISPIEL 1V.4.2 (Euler und kompressible Navier-Stokes Gleichun-
gen). Die Euler Gleichungen (1.2.11) (S. 11) und die kompressiblen
Navier-Stokes Gleichungen in konservativer Form (1.2.10) (S. 11) je-
weils mit o = 0 sind Systeme in Divergenzform. Bei beiden ist

p
m=n-+2, U= (p,v,e), M(U)=|pv],
e
Ja% 0
Fo(U)=[pvev+pl], g=| pf
ev + pv f-v

Bei den Euler Gleichungen verschwindet der viskose Fluss, bei den
Navier-Stokes Gleichungen ist
0
EviSC(U) = I + pl
(T+pl)-v+o

Beide Gleichungen miissen durch konstitutive Gleichungen fiir p, T und
o wie in §1.2 (S. 6) ergénzt werden.
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Zur Beschreibung der Grundidee der Finite Volumen Methode wéh-
len wir eine Zeitschrittweite 7 > 0 und eine Unterteilung 7 von €2 in
beliebige nichtiiberlappende Polyeder. Dabei kénnen die einzelnen Ele-
mente eine komplexere Struktur haben als bei Finite Element Untertei-
lungen (vgl. Abbildungen IV.4.1 (S. 165) und IV.4.2 (S. 165)). Zudem
sind hdngende Knoten erlaubt.

Als néchstes betrachten wir eine beliebige natiirliche Zahl ¢ > 1
und ein beliebiges Element K € T und halten beides im Folgenden
fest. Zuerst integrieren wir die Differentialgleichung (IV.4.1) iiber K x
(0 — 1), (7]

/ N / aMaiU)dde / . / div F(U)dzdt
/1/ (U, 2, t)dzdt.

Danach integrieren wir die Terme auf der linken Seite partiell

/ /aM dudt = /M U, ¢r))
)r

/M (0= 1)7))dz.

/ /leF Ydadt = / / ) - nxdSdt.
17 —-1)7 JOK

Fiir die nun folgenden Schritte nehmen wir an, dass U bzgl. Ort und
Zeit stiickweise konstant ist. Bezeichne mit Uf% und U% "' den Wert
von U auf K zur Zeit {7 bzw. (¢ — 1)7. Dann erhalten wir

/M (z,07))dz ~ | K| M(U%)

/ M(U(z, (¢ — 1)7))de ~ [K| M(USY)

/ / ) -ngdSdt ~ 7 / F(ULY) - ngdS
7 JOK 0K

/ / (U, z,t)dzdt ~ 7| K| g(Ut, o, (£ — 1)7).
1)r

Dabei bezeichnet | K| wie iiblich die Fliache von K, falls n = 2 ist, oder
das Volumen von K, falls n = 3 ist.

Zuletzt approximeren wir die Randintegrale des Flusses durch einen
numerischen Fluss

7/ F(UTY ngdS~ 7 > 0K NOK'| Fr(UTH U,
9K K'eT:0KNOK'€E

Insgesamt erhalten wir so die folgende Finite Volumen Methode:
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Berechne fiir jedes K € T

1

Berechne fiir ¢ = 1,2,... sukzessiv fiir jedes Element
KeT

M(U%) = M(U5 )
Y 10K N OK'|

K'eT:0KNOK' €&
+7g(Ut o, (0 — 1)7).

Dabei ist [0K N OK'| die Lange bzw. Fliche des gemeinsamen Randes

von K N K.
Obiges Verfahren kann leicht wie folgt modifiziert werden:

e Die Zeitschrittweite kann varieren.

e Die Unterteilung von {2 kann sich von Zeitschritt zu Zeitschritt
dndern.

e Die Approximation U% muss nicht stiickweise konstant sein.

Um ein praktikables Verfahren zu erhalten, miissen wir noch die fol-
genden Punkte prézisieren:

e Konstruktion von T,
e Wahl von F+.

Zuséatzlich miissen wir noch die Randbedingungen beriicksichtigen. Die-
sen Aspekt werden wir aber im Folgenden der Einfachheit halber igno-
rieren.

Fiir die Konstruktion der Unterteilung 7" gehen wir von einer Fini-
te Element Unterteilung 7 aus, die die Bedingungen von §1.4 (S. 26)
erfiillt. Danach unterteilen wir jedes Element K € T in kleinere Teil-
elemente, indem wir entweder

e die Mittelsenkrechten der Kanten von K ziehen (vgl. Abbil-
dung IV .4.1) oder

e den Schwerpunkt von K mit den Kantenmittelpunkten ver-
binden (vgl. Abbildung IV.4.2).

Die Elemente von 7" bestehen dann aus den Vereinigungen all der klei-
nen Teilelemente, die einen Eckpunkt der Unterteilung 7 gemeinsam
haben.

Bei beiden Konstruktionen kénnen wir jedem Element in 7" einen
Elementeckpunkt in A/ zuordnen. AuBlerdem konnen wir jeder Kante
oder Seitenfliche in € zwei Elementeckpunkte in A so zuordnen, dass
die Verbindungslinie dieser Punkte die gegebene Kante oder Seiten-
fliche schneidet.
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ABBILDUNG IV.4.1. Duales Gitter (rot) mittels Mittel-
senkrechten des primalen Gitters (blau)

ABBILDUNG IV.4.2. Duales Gitter (rot) mittels der
Schwerpunkte des primalen Gitters (blau)

Die erste Konstruktion hat den Vorteil, dass dieser Schnitt senk-
recht ist. Allerdings hat diese Konstruktion auch einige Nachteile, die
bei der zweiten Konstruktion nicht auftreten:

e Die Mittelsenkrechten eines Dreieckes konnen sich in einem
Punkt auflerhalb des Dreieckes schneiden. Ihr Schnittpunkt
liegt genau dann innerhalb des Dreieckes, wenn der grofite
Winkel hochstens ein rechter ist.

e Die Mittelsenkrechten eines Viereckes schneiden sich genau
dann, wenn das Viereck ein Rechteck ist.

e Die erste Konstruktion besitzt kein dreidimensionales Analo-
gon.
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Fiir die Konstruktion des numerischen Flusses nehmen wir an, dass
T eine duale Unterteilung zu einer primalen Finite Element Untertei-
lung 7 ist. Fiir jede Kante oder Seitenfliche £ von T bezeichnen wir
mit K7 und K die angrenzenden Volumina, mit U; und U, die Werte
Uﬁ(’ll und Uﬁ(; ! und mit z1, 5 Elementeckpunkte von of T, so dass die
Gerade T; T2 F schneidet.

Wie im analytischen Fall zerlegen wir den numerischen Fluss
F,(U;,U,) additiv in einen wviskosen numerischen Fluss Fr ;. (U,
U,) und einen advektiven numerischen Fluss Fr ,q,(U1,Uy), die wir
getrennt konstruieren.

Fiir die Konstruktion des viskosen numerischen Flusses fithren wir
ein lokales Koordinatensystem 7, ..., 74 so ein, dass n; parallel ist zu
71 23 und dass die anderen Koordinatenrichtungen parallel sind zu F
(vgl. Abbildung 1V.4.3). Anschliefilend driicken wir alle Ableitungen
in F . in dem neuen Koordinatensystem aus und unterdriicken alle
Ableitungen, die nicht zu 7y gehoren. SchlieBlich approximieren wir die
zu 1, gehorenden Ableitungen durch Differenzenquotienten der Form

P1—p2
T2
ML /

|1 —z2] "

ABBILDUNG 1V .4.3. Lokales Koordinatensystem fiir die
Konstruktion des viskosen numerischen Flusses

Fiir die Konstruktion des advektiven numerischen Flusses bezeich-
nen wir mit C(V) = D(F,4. (V) - ng,) € R™™ die Ableitung von
F. .. (V) -ng, beziiglich V und nehmen an, dass diese Matrix diagona-
lisierbar ist, d.h., es gibt eine invertierbare Matrix Q(V) € R™ ™ und
eine Diagonalmatrix A(V) € R™™ mit Q(V)'C(V)Q(V) = A(V).
Diese Annahme ist fiir die Euler und kompressiblen Navier-Stokes Glei-
chungen erfiillt.

Fiir jede reele Zahl z bezeichnen wir mit z* = max{z,0} und 2~ =

min{z, 0} ihren positiven und negativen Anteil und setzen

A(V)* =diag(A(V)i1, - . A(V)pn)s

mm

C(V)* = Q(V)A(V)*Q(V) ™.

Mit diesen Notationen lautet das Steger- Warming Schema zur Ap-
proximation des advektiven Flusses

FT,adv(Ula UQ) - C(U1)+U1 —|— C(Ug)iUQ.
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Eine bessere Approximation liefert das van Leer Schema
FT,adV (Ula UQ)

- [3e) + G+ U - G| U

+ [%C(UQ) — C(%(U1 +Uy))" + C(%(Ul + U2))_} Us.
Beide Schemata erfordern die Berechnung von DF,;,(V) -ng, und sei-
ner Eigenwerte und Eigenvektoren fiir geeignete Werte von V. Im all-
gemeinen ist das van Leer Schema aufwéndiger als das Steger-Warming
Schema, da es drei Auswertungen von C(V) an Stelle von zweien er-
fordert. Fiir die Euler und Navier-Stokes Gleichungen kann dieser FEx-
traaufwand allerdings vermieden werden, da der advektive Fluss die
spezielle Struktur F_, (V) - ng, = C(V)V hat.

BEISPIEL 1V.4.3 (Steger-Warming und van Leer Schema fiir die
Burgers Gleichung). Bei Anwendung auf die Burgers Gleichung aus
Beispiel IV 4.1 lauten das Steger-Warming Schema

u% 1fu120,u220

2 2 :

u; +us ifu >0,u <0
F Uy, ug) =<4 L2 -t
_T,adv( 1, 2) u% if Uy SO,UQ <0

0 1fu1§0,u220

und das van Leer Schema

2 .

s ifu
1 1

ET@dv(ul? /U/Q) { 2

> —Ug
uy it uyg < —wus.

Die Tatsache, dass die Elemente einer dualen Unterteilung den Ele-
menteckpunkten einer primalen Finite Element Unterteilung zugeord-
net werden konnen, ergibt eine niitzliche Beziehung zwischen Finite
Volumen und Finite Element Methoden:

Betrachte eine stiickweise konstante Funktion ¢ zu ei-
ner dualen Unterteilung 7, d.h. ¢ € S% (7). Ordne

¢ die stetige stiickweise affine Funktion ® € S™°(T) zu
der primalen Finite Element Unterteilung 7 zu, fiir die

O(rg) = g ist fir den Elementeckpunt xx € N zu
KeT.

Diese Beziehung erleichtert die Analyse von Finite Volumen Verfah-
ren und erlaubt einen einfachen und intuitiven Zugang zur a posterio-
ri Fehleranalyse und adaptiven Gitterverfeinerung fiir Finite Volumen
Methoden:

e Gegeben sei die Losung ¢ einer Finite Volumen Methode. Be-
rechne die zugehorige Finite Element Funktion ®.
e Wende einen Standard a posteriori Fehlerschéitzer auf ® an.
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e Basierend auf dem Fehlerschitzer wende eine Standard Ver-
feinerungsstrategie auf die Finite Element Unterteilung 7 an
und konstruieie so eine neue, lokal verfeinerte Finite Element
Unterteilung 7. R

e Konstruiere die duale Unterteilung 7’ zu 7. Dies ist die Ver-
feinerung von 7.

Die Konvergenzanalyse von Finite Volumen Methoden basiert auf
sehr schwachen Kompaktheitsargumenten, insb. dem Konzept der com-
pensated compactness. Dieses erfordert die Kontrolle der totalen Varia-
tion der numerischen Losung und das Vermeiden unphysikalischer Os-
zillationen und fithrt zu sogenannten total variation diminishing T'VD
und essentially non-oscillating ENO Schemata.

Diskontinuierliche Galerkin Methoden oder kurz DG Methoden sind
gewissermaflen eine Mischung aus Finite Element und Finite Volumen
Methoden. Die grundlegende Idee kann wie folgt beschrieben werden:

e Approximiere U durch unstetige Funktionen, die auf kleinen
Orts-Zeit-Zylindern der Form K x [(n — 1)7,n7] mit K € T
Polynome in Ort und Zeit sind.

e Fiir jeden derartigen Zylinder multipliziere die Differentialglei-
chung mit einer polynomialen Testfunktion und integriere das
Ergebnis iiber den Zylinder.

e Integriere die Fluss-Terme partiell.

e Akkumuliere die Beitréige aller Elemente in 7.

e Kompensiere die unzuléssige partielle Integration durch pas-
sende Sprungterme iiber die Elementgrenzen.

e Stabilisiere die Diskretisierung analog zu Petrov-Galerkin Ver-
fahren durch zusétzliche Elementresiduen.

In ihrer einfachsten Form fiithren diese Ideen auf folgendes diskretes
Problem:

Berechne die L?*-Projektion UY von Uy auf S»~(T).
Bestimme fiir ¢ > 1 sukzessive U4 € S»71(T) als Lésung

von
1
S 2 [ ) ve- Y [ Bl vy
KeTT K KeT 7K
3 bphe / Is(ng - E(U5) V)
EcE E
+ Y bichi / divE(UY) - divE(Vy)
KeT K
1 / -1
=D~ [ MUY -Vr+ ) [ gltr)-Vr
Kker /K KeT VK
+ 37 Gl [ gl.tr) - divE(VY)
KeT K

fiir alle V.
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Dieser Ansatz kann leicht wie folgt verallgemeinert werden:

e Die Sprung- und Stabilisierungsterme konnen ausgefeilter ge-
wahlt werden.

e Die Zeitschrittweite kann variabel sein.

e Das raumliche Gitter kann sich von Zeitschritt zu Zeitschritt
andern.

e Die Funktionen Uy und V4 konnen beziiglich der Zeit Poly-
nome hoheren Grades sein. Dann muss der Term

/ / oM ( UT
KeT

zur linken Seite der Gleichung hinzugefiigt werden und die
rechte Seite muss durch Terme der Form
oM(Ur)
i VAN Vs
ot T

ergdnzt werden.
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