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KAPITEL 1

Aufbau des Zahlsystems

In diesem Kapitel setzen wir die natiirlichen, ganzen, rationalen und
reellen Zahlen als im Prinzip bekannt voraus. Unser Ziel ist es, die we-
sentlichen Punkte des axiomatischen Aufbaus herauszuarbeiten, ohne
aber dabei bekannte Tatsachen wie z.B. die Assoziativitat der Addition
formal aus den Axiomen herzuleiten.

Fiir einen streng axiomatischen Aufbau verweisen wir auf E. LANDAU:
GRUNDLAGEN DER ANALYSIS.

Die wesentlichen Kernpunkte unserer Darstellung sind das Induktions-
prinzip und die Vollsténdigkeit der reellen Zahlen.

Als nicht bekannt setzen wir die komplexen Zahlen voraus. Thre Eigen-
schaften stellen wir etwas ausfiihrlicher dar.

I.1. Die natiirlichen Zahlen

Die intuitiven Vorstellungen von den natiirlichen Zahlen N, die vom
Abzihlen gepréagt sind, lassen sich wie folgt zusammenfassen:

(1) Es gibt die kleinste Einheit 1.

(2) Jede Zahl kann man durch geeignetes ,, Zusammenzahlen“ der
Einheit darstellen.

(3) Zu jeder Zahl gibt es eine noch grofiere.

(4) Es gibt eine ,natiirliche“ Anordnung, die festlegt, welche von
zwei Zahlen die ,,groflere” ist.

(5) Aus praktischen Griinden ist es sinnvoll, eine Zahl 0, die
,hichts® ist, hinzuzunehmen.

Diese intuitiven Vorstellungen werden in folgendem, auf G. PEANO
(1858-1932) zuriickgehenden Axiomensystem prézisiert.

DEeFINITION [.1.1 (PEANO AXIOME). Die natiirlichen Zahlen N
erfiillen die folgenden Axiome:

(N1) (UNENDLICHKEITSAXIOM) Es gibt eine Abbildung v : N —
N* = N\{0}, die jeder natiirlichen Zahl n eine natiirliche Zahl
v(n) # 0 zuordnet, mit der Eigenschaft (INJEKTIV)

n #m = v(n) # v(m).

(N2) (INDUKTIONSAXIOM) Ist M eine Teilmenge von N mit den
Eigenschaften
(1)oe M
(2) ne M = v(n) e M,

5
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dann ist M = N.

Wir nennen v(0) = 1 und v(n) = n + 1 den Nachfolger von n.

Der folgende Satz, den wir nicht beweisen, zeigt, dass die durch die
Peano Axiome definierte Menge die Eigenschaften hat, die wir intuitiv
von den natiirlichen Zahlen erwarten.

SaTz 1.1.2. Auf der Menge N konnen wir eindeutig eine Addition
+, eine Multiplikation - und eine Anordnung < definieren, so dass die
folgenden Eigenschaften gelten:

(1) n+m =m+n (KOMMUTATIVITAT)
(n+m)+k=n+(m+k) (ASSOZIATIVITAT)
n+0=n (NEUTRALES ELEMENT 0)

(2) n-m =m-n (KOMMUTATIVITAT)
(n-m)-k=mn-(m-k) (ASSOZIATIVITAT)
n-1=n (NEUTRALES ELEMENT 1)

(3) (n+m)-k=n-k+m-k (DISTRIBUTIVGESETZ)

A m<n <= JleN:m+l=n
m<n <= JleNm+l=n <= m<nundm#n
[ ist durch m und n eindeutig festgelegt und heifst Differenz
zwischen m und n, | =n —m.

(5)0-n=0
v(in)=n-+1

(6) n <n (REFLEXIVITAT)
n<mundm < k= n<k (TRANSITIVITAT)
n<mundm <n=—n=m (ANTISYMMETRIE)
0<nVvneN

(7) Fiir alle n,m € N gilt genau eine der Beziehungen
n < m odern =m oderm < n (TOTALORDNUNG)

®)VneN AkeNmitn<k<n+1.

9) m<n < m+Ii<n+1VleN.

(10)
(11)

m,n € N* = m-n € N*.
Vm,n € NVk € N* gilt m < n <= mk < nk und m <
n <= mk < nk.

Die erste wichtige Konsequenz des Induktionsaxioms ist der folgen-
de Wohlordnungssatz.

SATZ 1.1.3. N ist WOHLGEORDNET, d.h., jede nicht leere Teilmenge
M von N besitzt ein Minimum.

BEWEIS. Sei M C N, M # (). Wir nehmen an, M besifle kein
Minimum. Dann gilt

0Oe N={neN:n<mVme M}

Sein € N.Dannist n+ 1 <m fir alle m € M. Da M kein Minimum
besitzt, gilt n +1 ¢ M. Alsoist n+1 € N.
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Aus dem Induktionsaxiom folgt N = N. Dies ist ein Widerspruch. Denn
nach Voraussetzung gibt es ein m € M. Dann gilt aber m+1¢ N. O

DEFINITION [.1.4. Fiir n € N sei
N, ={0,1,...,n}
und fiir n € N* sei
N ={1,...,n}.

SATZ 1.1.5 (INDUKTIONSPRINZIP, 1. FASSUNG). Fir alle n € N
sei A(n) eine Aussage. Es gelte:

(1) (INDUKTIONSANFANG; TA) A(0) ist richtig.

(2) (INDUKTIONSSCHRITT; IS) A(n) ist richtig = A(n + 1) ist

richtig.
Dann gilt:
A(n) ist fir allen € N richtig.
BEWEIS. Sei
M :={n € N: A(n) ist richtig}.
Dann gilt:
(1) 0 e M.
2)neM=n+1eM.
Damit folgt aus dem Induktionsaxiom M = N. U

Wir wollen zwei einfache Beispiele fiir das Induktionsprinzip geben.
Dazu benotigen wir eine Bezeichnung.

DEFINITION 1.1.6. Seien m < n ganze Zahlen und a,,, ..., a, reelle
Zahlen. Dann ist

Zak:am—i—amﬂ—i—...—i—an

k=m
n
Hak:am-am+1-...~an.
k=m

Falls m > n ist, definieren wir

n

Z ar =0 (LEERE SUMME)
k=m

n

H ap =1 (LEERES PRODUKT).
k=m

BrispieL 1.1.7. Fiir alle n € N gilt

= n(n+1)
(@ > o= D
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n

(b) > @2k+1)=(n+1)
k=0
BEWEIS. AD (A):
: 1
(IA) ; k=0=0.7
(IS) S oy k4 (n+1)
= "(n; D +(n+1)
(n+1)(n+2)
- > ,
AD (B)
(IA) d @k+1)=1=(0+1)
(IS) nZ(% +1)= i(zk +1)+[2(n+1)+1]

=(n+1)2*+2n+3
=n’+2n+1+2n+3
=n?+4n+4
=(n+2)>
O

Die folgende Abwandlung des Induktionsprinzips erlaubt den Be-
weis von Aussagen, die fiir alle natiirlichen Zahlen n > ny gelten.

SATz 1.1.8 (INDUKTIONSPRINZIP, 2. FASSUNG). Es seing € N und
fir alle n > ng sei A(n) eine Aussage. Es gelte:

(1) (INDUKTIONSANFANG; TA) A(ng) ist richtig.
(2) (INDUKTIONSSCHRITT; IS) n > ng und A(n) ist richtig =
A(n + 1) ist richtig.
Dann gilt:
A(n) ist fir alle n > ng richtig.

BewEIls. Wir nehmen an, dass es ein m > ng gibt, so dass A(m)
falsch ist, d.h.

M :={n eN:n>nyund A(n) ist falsch} # 0.
GeméB Satz 1.1.3 existiert

mo = min(M).
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Aus (1) folgt mg > ng. Also ist A(n) richtig fiir alle n mit ng < n <
mo — 1. Aus (2) folgt, dass A(my) richtig ist im Widerspruch zur Kon-
struktion von my. O

BErispIiEL 1.1.9. Fiir alle natiirlichen Zahlen n > 5 gilt
n? < 2"
BEWEIS.
(IA) 2° =32 > 25 =5
(IS) 2"t = 9. 2"
> 2n? = n? + n?
=n*+2n+14+n?—2n—1
=n+1)*+n-1)%*-2
> (n+1)2+16 — 2 (wegen n > 5)
> (n+1)%.
O

Eine andere wichtige Konsequenz des Induktionsaxioms ist das
Prinzip der rekursiven Definition.

SATZ 1.1.10 (PRINZIP DER REKURSIVEN DEFINITION). Gegeben sei
eine Abbildung g : M — M einer Menge M in sich und ein Element
a € M. Dann gibt es genau eine Abbildung f : N — M mit folgenden
Eigenschaften:

(1) f(0)=a
(2) f(n+1)=g(f(n)) VneN.
BEWEIS. 1. SCHRITT: Zu jedem n € N gibt es genau eine Abbil-
dung f, : N,, — M mit
(i) f(0) =a
(ii) fa(m+1)=g(f.(m)) VO <m<n.
BEWEIS DES 1. SCHRITTES DURCH INDUKTION:
(IA): fo(0) = a legt fo eindeutig fest.
(IS): Definiere f,1 durch

fog1(m) = fu(m) YVO<m<n
fori(n+1) = g(fu(n)).

Offensichtlich erfiillt f,,;, die Eigenschaften (i) und (ii). Sei nun f;_,
eine weitere Abbildung mit diesen Eigenschaften. Aus der Induktions-
voraussetzung folgt dann

fori(m) = fi(m) YO <m <n.
Wegen (ii) gilt dann auch
fon(n+1) = fia(n+1).
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Damit ist der 1. Schritt bewiesen.
2. SCHRITT: Wir definieren eine Abbildung f : N — M durch

f(n) == fuln).
Dann gilt nach Schritt 1
f(0) = fo(0) =a
fn+1) = fua(n+1) = g(fu(n)) = g(f(n)).

Also leistet f das Gewiinschte.
3. SCHRITT: Sei f' : N — M eine weitere Abbildung mit den Eigen-
schaften (1) und (2). Dann folgt

f(0) =a = f(0)
und
f(n) = f'(n)
= f(n+1) =g(f(n)) = g(f'(n)) = f'(n+1).
Aus dem Induktionsprinzip folgt, dass f und f’ iibereinstimmen. [

Mit Hilfe von Satz [.1.10 kann man zeigen, dass unsere intuitive De-
finition [.1.6 sinnvoll ist. Ebenso folgt, dass die Summen und Produkte
nicht von der Reihenfolge der Summanden bzw. Faktoren abhéngen.
Wir werden spéter noch weitere Anwendungen des Rekursionsprinzips
kennen lernen.

DEFINITION I.1.11. Fiir n € N und k£ € N,, definieren wir

n! = H k (FAKULTAT)
k=1

ny___n (BINOMIALKOEFFIZIENT)
k) kl(n—k) '

SATz 1.1.12. Fir n € N* ist n! gleich der Anzahl aller maéglichen
Anordnungen einer n-elementigen Menge {Aq, ..., A,}.

BeEwEIs. (IA): n =1 ist klar.
(IS): Fir 1 < k < n+ 1 sei K die Klasse aller Anordnungen von
{Ay, ..., Ay 1}, die Ay an erster Stelle haben. Offensichtlich sind die K,
disjunkt, und jede Anordnung von {Ay,..., A,4+1} gehort einer Klasse
K} an. Nach Induktionsvoraussetzung hat jedes K genau n! Elemente.
Also gibt es
(n+1)-n!=(n+1)!

Anordnungen von {Ay, ..., A,11}- O

LeEmMA 1.1.13. (1) Firn € N und k € N,, ist



I.1. DIE NATURLICHEN ZAHLEN 11

(2) Firn e N und k € NI _ ist

() =G+ (%)

BEWEIS. AD (1): Folgt aus Definition 1.11.
AD (2):

n—1 n—1 (n—1)! (n—1)!
(k—1)+( k ):(k—l)!(n—k)!+k!(n—k—1)!
k(n —1)! N (n—k)(n—1)!

kl(n — k)! kl(n — k)!
n(n —1)!
El(n — k)!

g

Sarz 1.1.14. Fiur n € N* und k € N,, ist (Z) die Zahl aller k-
elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge {A1, ..., A,}.

BEWEIS. Sei C}' die Zahl aller k-elementigen Teilmengen einer n-
elementigen Menge. Wir zeigen durch Induktion nach n, dass gilt C}} =
(i)

(IA): G =1= (o) = (;) = C1.

(IS): Wegen Cjt =1 = ("gl) = (ZE) = CH kénnen wir 1 <k <n
voraussetzen.

Sei K, die Menge aller k-elementigen Teilmengen von {A;, ..., A,11},
die A, 1 nicht enthalten, und K; die Menge aller k-elementigen Teil-
mengen von {Ay, ..., A1}, die A, 41 enthalten. Offensichtlich sind Ky
und K; disjunkt, und jede k-elementige Teilmenge von {Ay, ..., Ayi1}
ist in Ky oder K, enthalten. Nach Induktionsvoraussetzung ist

n n
ol =i = ()

n
Ki{|=Cp , = i
’ 1’ Ck‘—l (k . 1)

Damit folgt die Behauptung aus Lemma [.1.13. U

Satz 1.1.14 zeigt, dass die Zahlen (Z) natiirliche Zahlen sind, was
nicht direkt aus der Definition folgt.

Es gibt
49
( 6 ) = 13/983'816

6-elementige Teilmengen einer 49-elementigen Menge. Also ist die
Chance, im Lotto 6 Richtige zu haben, ca. 1 : 14 Millionen.
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SATZ 1.1.15 (BINOMISCHER LEHRSATZ). Fir alle reellen Zahlen
x,y und alle n € N gilt

(x+y)”=§ (k> k.

BEWwWEIS. Wir erinnern daran, dass fiir jede reelle Zahl z gilt
0
z0 =1

Auflerdem benutzen wir die Beziehung

(IA): n =0 Klar.
(IS):

(49" = (@ +y)(z+y)"
=(x+vy) Z (Z) xky”_k
k=0
— (n k41 n—k — (n kE ntl—k
() 3 ()
k=0
n k n+l—k k, n+l—k
(20 )t e o ()

+
_ n+1\ 4 i1k
=3 (M)
=0

wegen Lemma [.1.13. U

SATZ 1.1.16 (SUMMENFORMEL FUR DIE GEOMETRISCHE REIHE).
Fiir jede reelle Zahl x # 1 und jedes n € N gilt

1 _ xn+1
Z z
1-z
BEwEIS. (IA): n =0 klar
(IS):

n+1
1—x”+ 1—ux
n+l
2 —Zl‘ Fatt s e =

Zum Abschluss dieses Paragraphen kehren wir zum Problem des
Abzéhlens zuriick. Intuitiv ist eine endliche Menge dadurch charakteri-
siert, dass wir ihre Elemente aufzéhlen kénnen und irgendwann damit
fertig werden. Mathematisch heifit dies:
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DEFINITION 1.1.17. Eine Menge M heifit ENDLICH, wenn es ein
m € N und eine surjektive Abbildung f : N,, — M gibt.

SAaTz [.1.18. N st nicht endlich.

BEWEIS. Angenommen, N wére endlich. Dann gibt es ein m € N
und eine surjektive Abbildung f : N,, — N. Definiere

ko = f(0)
kni1 = max{k,, f(n+1)} 0<n<m-—1.

Offensichtlich gilt
km > f(n) VYneN,.
Mithin ist k,, + 1 € f(N,,); Widerspruch. O

N ist zwar nicht endlich, aber wir kénnen die Elemente von N im-
merhin auf- bzw. abzéihlen. Dies fiithrt zu:

DEFINITION 1.1.19. Eine Menge M heifit ABZAHLBAR, wenn es eine
surjektive Abbildung f : N — M gibt.

BEMERKUNG 1.1.20. Eine endliche Menge M ist abzédhlbar. Setze
f:N,, = M durch

f(n) = f(m) Vn=m
auf ganz N fort.

Der folgende Satz zeigt, dass es nicht abzéhlbare Mengen gibt. Sein
Beweis verlduft nach dem Prinzip ,,Der Barbier, der alle Leute rasiert,
die sich nicht selbst rasieren”, das auf B. RUSSELL (1872-1970) zurtick-
geht.

SATz 1.1.21. Die POTENZMENGE P(N) von N ist nicht abzihlbar.

BEWEIS. Wir nehmen an P(N) wire abzihlbar. Sei f : N — P(N)
eine surjektive Abbildung. Definiere

M={neN:n¢f(n)}
Dann gibt es ein m € N mit M = f(m) (Surjektivitiat). Wir erhalten
meM=m¢gf(m)=M
m¢ M= me f(m) = m e M;
in jedem Fall ein Widerspruch. U

1.2. Die ganzen Zahlen

In N konnen wir addieren, multiplizieren und Zahlen miteinander
vergleichen. Es gibt aber z.B. keine Zahl n € N mit
n+ 9o =3.
Um dieses Manko zu beheben, definieren wir NEGATIVE ZAHLEN durch
(1) —m ist fir m € N* die Zahl mit m + (—m) = 0.
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(2) =0 =0.
Man kann zeigen, dass diese Definition sinnvoll ist. Die GANZEN ZAH-
LEN Z sind dann gegeben durch
Z=NU{—m:m e N}

Als néchstes setzen wir die Addition, Multiplikation und die Relation
< auf Z wie folgt fest:
(=m) 4+ (=n) = —=(m +n)
m+ (—n) = (—n)+m
l falls m >n,m =n+1,
B {—(n + (—m)) falls m < n.
m-(—n) = (-n)-m
= ~(nm)
() - (~n) = m
—-m <0 VmeN
—m< —n <<= n<m.

Man kann zeigen:

SaTz 1.2.1. (1) Die Addition auf Z ist kommutativ und assoziativ.
0 ust das neutrale Element. Fiir jedes p € Z. gilt:

p+(=p) =0.

(Z,+) ist eine ABELSCHE GRUPPE.

(2) Die Multiplikation auf Z ist kommutativ und assoziativ mit neu-
tralem Element 1. (Z,-) ist eine KOMMUTATIVE HALBGRUPPE.

(3) Es gilt das Distributivgesetz. (Z,+,-) ist ein RING.

(4) Die Ordnung < ist reflexiv, transitiv und antisymmetrisch. (Z,<)
ist totalgeordnet.

(5)
p<q < dJleN:p+l=q
p<q < JleN :p+l=qg
(6)VpeZ Aq e Z mit
p<qg<p+1

(M p<q <<= p+r<q+r Vrelz
(8) Vp,q e Z Yk e N* gilt
p<q <<= kp<kq < (—k)g<(—k)p

p<q <= kp<kq < (—k)qg<(=k)p.
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Satz 1.1.3 (S. 6) kann in Z nicht mehr gelten, da
M={peZ:p<0}

offensichtlich kein Minimum besitzt. Um eine addquate Variante von
Satz [.1.3 zu beweisen, benétigen wir eine Definition.

DEFINITION [.2.2. Eine Teilmenge M von Z heifit NACH OBEN bzw.
NACH UNTEN BESCHRANKT, wenn es ein p € Z gibt mit

p>q YqeM

bzw.
p<q Vqe M.

SATz 1.2.3. Jede nach oben bzw. nach unten beschrinkte Teilmenge
M wvon Z besitzt ein Mazimum bzw. Minimum.

BEWEIS. Sei M nach oben beschrankt. Dann ist
N={neN:n>q Vge M}

nicht leer und besitzt nach Satz 1.1.3 (S. 6) ein Minimum ny.

FALL 1: ng > 1: Dann ist offensichtlich ng — 1 das gesuchte Maximum
von M.

FALL 2: ng = 0: Dann ist

N'={neN:(-n)e M}

nicht leer und besitzt nach Satz 1.1.3 (S. 6) ein Minimum n;. Wegen
ng = 0 ist (—nq) das gesuchte Maximum von M.
Falls M nach unten beschrénkt ist, folgt die Behauptung aus dem Ge-
zeigten und der leicht zu beweisenden Beziehung

min M = —max{—m :m € M}.

0

Wir haben Z in gewissem Sinn durch ,, Verdoppelung“ von N er-
halten. Der folgende Satz zeigt, dass N und Z die gleiche Mé&chtigkeit
haben.

SATz 1.2.4. Z st abzdihlbar.
BEWEIS. Definiere f : N — Z durch

f(0) =0,
f(2n) =n,

Offensichtlich ist f surjektiv. U
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1.3. Die rationalen Zahlen

Die ganzen Zahlen erlauben uns die Losung von Gleichungen der
Form
ptqg=r.
Jedoch gibt es keine ganze Zahl p mit
2p = 1.
Denn es gilt:
p=0=2p=0#1.
p>0=p>1=2p>2>1.
p<0=p< -1=2p< -2<1.
Um dieses Manko zu beheben, definieren wir fiir p € Z und q¢ € Z* =
Z\{0} als £ die Zahl z, die die Gleichung
qr =p

16st, und setzen
@:{B:peZ,qu*}.
q

Bei dieser Definition muss man natiirlich alle Briiche der Form % mit

r € Z* mit § identifizieren. Wir gehen hier auf diese Details aber nicht
ein, da wir nur an der prinzipiellen Konstruktion interessiert sind.
Wir setzen die Addition, Multiplikation und die Ordnung < wie folgt
auf Q fort:

r s+ r
E+_:p q
q S qs
p r pr
q S_QS
P T
- < - <~ sp<1q
q S

Man kann zeigen:

Satz 1.3.1. (1) Die Addition auf Q ist kommutativ und assozia-
tiv mit neutralem Element 0. Zu jedem x € Q gibt es ein y € Q mit
z+y=0.(Q,+) ist eine ABELSCHE GRUPPE.

(2) Die Multiplikation auf Q ist kommutativ und assoziativ mit neu-
tralem Element 1. Zu jedem v € Q* = Q\{0} g¢ibt es ein y € Q* mat
x-y=1.(Q%-) ist eine ABELSCHE GRUPPE.

(3) Es gilt das Distributivgesetz. (Q,+, ) ist ein KORPER.

(4) Die Relation < ist reflexiv, transitiv und symmetrisch. Fir je zwei
x,y € Q ist genau eine der Beziehungen

r<y,r=y,yY<cx
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erfillt. Es gilt

(a) r<y=zc+z<y+z VzeQ
(b) r>0y>0=2x-y>0.

(Q,+,+,<) ist ein ANGEORDNETER KORPER.

Der folgende Satz zeigt, dass Q die gleiche Méchtigkeit wie Z und
N hat. Die Beweisidee ist als sog. DIAGONALVERFAHREN bekannt.

SaTz 1.3.2. Q st abzdihlbar.

BEWEIS. Geméf Satz 1.2.4 (S. 15) ist Z abzédhlbar, d.h., wir kénnen
Z in der Form
Z = {p; : i € N}
darstellen, wobei wir 0.E. py = 0 wihlen kénnen. Wir ordnen nun die
Elemente von Q in folgendem quadratischen Schema an und zéhlen sie
wie angedeutet ab:

0 1 2 6
0 — P __, P2 b3 __
p1 P1 P1
p1 b2 b3
Pf / p2 p2
4
p1 p2 b3
p3 p3 p3

I.4. Die reellen Zahlen
SATz 1.4.1. Es gibt keine rationale Zahl x mit

2 =2,
BEWEIS. Angenommen, x € QQ 16se obige Gleichung. Dann ist x #

0. O.E. konnen wir & > 0 voraussetzen, sonst gehen wir zu —x {iber.
Wir stellen x dar als

_bp
€T = —
q
mit teilerfremden Zahlen p, g € Z*. Dann folgt
2
4q

Da das Quadrat einer ungeraden Zahl stets ungerade ist, folgt p = 2n
mit n € N*. Also

2¢> = p* = 4n* = ¢* = 2n%.
Mithin ist ¢ = 2m mit m € N*, im Widerspruch zu Teilerfremdheit von
p und q. O
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Andererseits kénnen wir eine Losung der Gleichung 22 = 2 beliebig
gut durch rationale Zahlen ,, approximieren“. Um dies einzusehen, defi-
nieren wir Zahlen a,, b,, n € N, rekursiv wie folgt (INTERVALLSCHACH-
TELUNG):

{anﬂ — Han+b), bugr = by, falls @l <o

(ni1 = Gn, Doy = S(an +by), falls @25l > 9

(Man beachte, dass wegen Satz 1.4.1 der Fall M = 2 nicht auftre-

ten kann.)

Durch Induktion zeigt man leicht:

(1) an,b, €Q VneN
(2) a, <b, VnéeN
(3) az <2 VnéeN
(4) b2 >2 VYneN
(5) b, —a, <2 VneN

Wenn wir uns die rationalen Zahlen auf einer Geraden angeordnet
denken, zeigt obige Konstruktion, dass diese Gerade ,,Liicken“ hat. Um
diese Beobachtung zu préazisieren, benotigen wir einige Bezeichnungen.

DEFINITION 1.4.2. Sei (K,+,-, <) ein angeordneter Korper und
M C K nicht leer.
(1) Die Menge M heit NACH OBEN bzw. NACH UNTEN BESCHRANKT,
wenn es ein x € K gibt mit

y<ux bzw. x <y

fiir alle y € M. Jedes derartige x heiit OBERE bzw. UNTERE SCHRAN-
KE von M.

(2) Falls M nach oben bzw. nach unten beschrénkt ist, heifit ein z € K
SUPREMUM bzw. INFIMUM von M, kurz x = sup M bzw. x = inf M,
wenn x eine obere bzw. untere Schranke von M ist und fiir jede andere
obere bzw. untere Schranke x* von M gilt

z<z* bzw. z* <z
BEMERKUNG [.4.3. Infimum und Supremum sind eindeutig.

DEFINITION [.4.4. Ein angeordneter Korper heift ORDNUNGSVOLL-
STANDIG, wenn jede nach oben beschrinkte Teilmenge ein Supremum
hat.

LEMMA 1.4.5. Sei K ein angeordneter Korper. Folgende Aussagen
sind dquivalent:
(1) K ist ordnungsvollstindig.
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(2) Jede nach unten beschrinkte Teilmenge von K besitzt ein Infimum.
(3) Fir je zwei nicht leere Teilmengen A, B von K mit
a<b VYac AbeB
gibt es ein c € K mit
a<c<b VaeAbeB.

BEWEIS. (1) = (2): Sei A C K, A # 0 nach unten beschrinkt.
Definiere
B={zeK:x<a VYac A}

Dann ist B nicht leer und nach oben beschrankt. Wegen (1) existiert
b = sup B. Konstruktionsgeméaf ist b = inf A.

(2) = (3): Aus (2) folgt, dass m = inf B existiert. Wegen a < b fiir
alle a € A,b € B folgt

a<m<b VYae AbeB.
(3) = (1): Sei A C K, A # () nach oben beschrinkt. Definiere
B={zeK:x>a VYac A}
Aus (3) folgt, dass es ein ¢ € K gibt mit
a<c<b Vae AbeB.

Aus Definition 1.4.2 folgt
c=sup A.
g

Wir konnen nun unsere oben gewonnene intuitive Vorstellung von
der Liickenhaftigkeit von QQ prézisieren.

SATZ 1.4.6. Q st nicht ordnungsvollstindig.

BEWEIS. Wir nehmen das Gegenteil an und definieren
A={r€Q:2>0 undz? <2}
B={r€Q:2z>0 und2? > 2}.

Dannist 1 € Aund 2 € B, und fiir a € A,b € B gilt
b2 — o2
b+a

Wegen unserer Annahme und wegen Lemma 1.4.5 gibt es ein ¢ € Q mit
a <c<bfiralle a € A,b € B. Definiere

>0=0b>a.

b—a=

-2
r=c— :
c+2
Dann folgt
2 2
T = et > (0 (wegen ¢ > 0)

c+ 2
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2o 2¢2 — 4 _ 2(02—2)‘
(c+2)? (¢ +2)?

1. FALL 2 > 2. —= 22 > 2und 2z < c < z € Bund = < ¢

Widerspruch!
2. FALL ? < 2: = 2 > cund 22 < 2 <= 2 € Aund 2 > ¢
Widerspruch!
Also ist ¢ = 2 im Widerspruch zu Satz 1.4.1. O

Wir kommen nun zum Hauptsatz iiber die reellen Zahlen. Sein Be-
weis stammt von R. DEDEKIND (1832-1916). Wir skizzieren hier nur
die wesentlichen Punkte der Dedekindschen Konstruktion und verwei-
sen fiir Details auf das Buch von Landau.

SATZ 1.4.7 (DEDEKINDSCHER HAUPTSATZ). Es gibt (bis auf Iso-
morphie) genau einen ordnungsvollstindigen Korper, den Kéorper R der
REELLEN ZAHLEN, der Q enthdlt und auf Q die natirliche Ordnung
induziert.

BEWEISIDEE. (1) Wir nennen eine nicht leere Teilmenge S von Q

einen Schnitt, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

(i) s<q Vse S,qeQ\S

(ii) Ase Smits>t Vtes.
Schnitte sind also nach oben beschrénkte Teilmengen von Q, die ihr
Supremum (sofern {iberhaupt existent) nicht enthalten.
(2) Zwei Schnitte heiflen gleich, wenn Sie im mengentheoretischen Sinn
gleich sind.
(3) Man definiert S < T, falls es ein ¢ € T gibt mit ¢ > s fiir alle s € S.
(4) S+ T ={s+t:seS,teT}ist ein Schnitt.
(5) S-T={s-t:seS,teT} ist ein Schnitt.
(6) Man zeigt, dass die Menge aller Schnitte zusammen mit +,- und
< ein angeordneter Korper ist.
Vpe Q= P={qe Q:q< p}ist ein Schnitt. Die Schnitte
,umfassen“ also Q.
(8) Die Menge der Schnitte ist ordnungsvollsténdig. O

BEMERKUNG [.4.8. Wir haben folgende Kette natiirlicher Inklusio-
nen

N ¢ Z c¢c Q c R
Ring Koérper ordnungsvollst.
Korper.
Fiir das Weitere ist es sinnvoll, einige Bezeichnungen einzufiihren.

DErFINITION 1.4.9. (1) R* = R\{0}, R, = {x € R : =z > 0},

R = R, \{0),
(2) Wir definieren zwei Symbole —oo und +o0o mit der Eigenschaft

—o<r<+oo VreR.
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(3) sup® = —o0, inf ) = +o0.
(4) Sei M C R nicht leer. Dann setzen wir

inf M = —oo <= M ist nicht nach unten beschrankt.
sup M = +o0 <= M ist nicht nach oben beschrinkt.

SATZ 1.4.10 (SATZ VON ARCHIMEDES). (1) N ist in R nicht nach
oben beschrinkt, d.h., zu jedem x € R gibt es ein n € N mit n > x.
(2) Zu jedem x € RY gibt es ein n € N mit

1
— <.
n

BEWEIS. AD (1): Offensichtlich ist nur fiir > 0 etwas zu zeigen.
Definiere
A={neN:n <z}
Wegen A # () existiert s = sup A. Aus der Definition des Supremums
folgt, dass es ein a € A mit a > s—% gibt. Setze m = a+1 € N. Wegen

1
m>s+§
ist m ¢ A und somit
r < m.

AD (2): Wegen x > 0 folgt die Behauptung aus Teil (a) angewandt auf
U

8=

SATz 1.4.11. Die rationalen und die irrationalen Zahlen, d.h. Q und
R\Q, liegen dicht in R, d.h., zu a,b € R mit a < b gibt es ein ¢ € Q
und ein x € R\Q mit

a<qg<b und a<zxz<b.

BEWEIS. Seien a,b € R mit a < b. Wegen Satz [.4.10 gibt es ein

n € N mit .

b—a

n >

Also ist
nb > na + 1.

Ebenso folgt aus Satz 1.4.10, dass es ein m € Z gibt mit
m—1<na<m.

Damit folgt
na<m<na+1<nb

also

m
a< — <b.
n

Aus dem soeben Gezeigten folgt die Existenz von zwei rationalen Zah-
len rq, 79 mit
a<r<ry<b.
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Definiere
o —T1

V2

Dann ist z € R\Q. Denn andernfalls wire

\/§:T2—7“1

r=1r+ > 1.

r—"r
aus Q im Widerspruch zu Satz 1.4.1. Auflerdem ist
1
rg —x = (ro—1r)(l — —) > 0.

V2
Also ist
a<r<x<ry<hb.

U

SATZ 1.4.12. Fiir alle a € Ry und alle n € N* existiert genau ein

r e Ry mit 2™ = a.

BEWEIS. EINDEUTIGKEIT: Seien z,y zwei Losungen. O.E. ist x <

y. Durch Induktion iiber n folgt ™ < y™.

ExisTENZ: Die Félle n = 1 und a € {0, 1} sind offensichtlich. Sei also

n>2und a # 0,a # 1.
FALL a > 1: Definiere

A={zx e Ry 2" <a}.
Aus a > 1 folgt

le A

und

r>a=2zx">ad" >a
und somit

r<a VreA.
Also existiert
s =sup A.

Wir wollen zeigen: s" = a.
ANN. s" < a: Definiere

n—1
b=3" (Z) )
k=0
und wahle
. a—s"
0 < e < min{l, 2 }.

Dann folgt
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n—1
n
S E <k:)5 +s
k=0
=eb+ s"

<a

Im Widerspruch zu s = sup A.
ANN. s™ > a: Definiere

_ n n-2j+1
> (23'—1)5 ]

0<2j—1<n
und wiéhle .
0 < & < min{l, S a}.
Dann folgt
n—1
(s —&)" = 5"+ Z(—l)”_k (Z) sken=k

s Z (273) §n20 221 _ Z <2jn_ 1) §n—2+1 2j-1
J

0<25<n 0<2j—1<n
> g 2 : n Gn—2i+1
- , 27 —1
0<2j—1<n
=3s" —¢cc

>a

im Widerspruch zu s = sup A.

Also ist s" = a.

FALL a < 1: Geméafl Obigem gibt es genau ein y mit y" = é xr = % ist
die gesuchte Losung. U

BEMERKUNG 1.4.13. (1) Fiir a € R} und n = 2k mit £ € N* hat
die Gleichung " = a genau zwei Losungen in R. Ndamlich x = y und
x = —y, wobei y € R’ die eindeutige Losung in R ist.

(2) Fir n = 2k+1 mit k£ € N hat die Gleichung 2™ = a fiir jedes a € R
eine eindeutige Losung in R. Fiir a € R, folgt dies aus Satz 1.4.12, fiir
a < 0 aus Satz [.4.12 angewandt auf —a.

(3) Sei a € Ry und = € R, die eindeutige Losung von 2" = a. Dann
schreibt man z = a» = {/a. Fir m € Z ist

m

an = (a%)m.
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BEMERKUNG 1.4.14. Eine Zahl x € R heifit ALGEBRAISCH, wenn
es ein n € N und rationale Zahlen ay, ..., a, gibt mit

ap+arx+ ...+ az" = 0.

Insbesondere sind alle rationalen Zahlen algebraisch. /2 ist algebraisch,
aber nicht rational. Interessanterweise gibt es aber auch reelle Zahlen,
die nicht algebraisch sind. Solche Zahlen heiflen TRANSZENDENT. 7 ist
z.B. transzendent.

Der folgende Satz zeigt, dass die Dedekindsche Konstruktion die
Menge Q wesentlich vergrofert.

SATZ [.4.15. R st nicht abzdhlbar.

BEWEIS. Es reicht zu zeigen, dass die Menge
0,]]={z€eR:0<zundz <1}

nicht abzahlbar ist.
Wir nehmen das Gegenteil an. Dann ist

0,1] = {xo, 21, ...},
wobei 0.E. zg = 0 gilt. Wir kénnen jedes z,, als (unendlichen) Dezimal-
bruch in der Form
T, = 0.ap10p2 . ..
mit a,x € Ng und a,; # 0 fiir ein £ € N* darstellen. Wir definieren eine
neue Zahl
c=0.c1cy...

wie folgt

L {5, falls any, # 5

" )4, falls an, =5

Offensichtlich ist 0 < ¢ und ¢ < 1 und ¢ # x,, fiir alle n € N. Wider-
spruch. Il

Zum Abschluss dieses Paragraphen fithren wir noch einige niitzliche
Bezeichnungen ein.

DEFINITION [.4.16. Der BETRAG einer reellen Zahl z ist definiert
als
x falls x > 0

—x fallsx <0

|z| = max{x, —x} = {

SATZ 1.4.17. Es seien x,y € R und ¢ € RY.. Dann gilt:
(1) |z] = | —xl.

(2)

(3) |z +y| < |z| + |y| (DREIECKSUNGLEICHUNG).
(4) [lz| =yl < [z =yl

B) [r—yl<es=y-—ec<ar<y+te

(6) |-yl =[] [yl
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BewEis. Ubungsaufgabe. O

DEFINITION 1.4.18. Seien a,b € R mit a < b. Dann definieren wir:

(1) [a,b] = {z € R:a < x < b} (ABGESCHLOSSENES INTER-
VALL).

(2) (a,b) = [a,b]\{a,b} (OFFENES INTERVALL).

(3) [a,b) = [a, b\ {b}.

(4) (a,b] = [a, b]\{a}.

I.5. Die komplexen Zahlen
Da fiir alle z € R gilt 22 > 0, besitzt die Gleichung
22 =-—1

keine reelle Losung. Wir wollen einen moglichst kleinen Oberkorper von
R konstruieren, in dem diese Gleichung losbar ist. Dazu gehen wir wie
folgt vor: Wir definieren formal die IMAGINARE EINHEIT ¢ durch die
Beziehung

i?=—1
und definieren die KOMPLEXEN ZAHLEN C durch
C={x+1wy:z,y € R}
Dabei vereinbaren wir sinnvollerweise
0-1=0,
so dass R in C enthalten ist. Wir setzen die Addition und Multiplikation
auf C durch
(x+iy) + (u+iv) = (z +u) +i(y +v)
(x +iy) - (u+v) = (xu — yv) + i(zv + uy)
fort. Man kann zeigen:
SATZ 1.5.1. (1) (C,+, ") ist ein Oberkérper von R, in dem die Glei-
chung 2> = —1 genau die Losungen z = +i hat.

(2) Jeder Oberkérper von R, in dem die Gleichung z*> = —1 lésbar ist,
st auch ein Oberkdrper von C.

Der Beweis von Teil (1) ist langweilig. Beim Nachweis der Kérperei-
genschaften, muss man u.a. zeigen, dass fiir x,y € R* gilt
L rz—ay
r+iy 24 y?

so dass wir die folgende Divisionsregel erhalten

u+w  Tutyv TV —Yu
— = 0 :
r+iy a2+ y? 2?2 + y?
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BEMERKUNG [.5.2. Stellen wir komplexe Zahlen z = x + iy als
Vektoren in der z, y-Ebene dar, so entspricht die Addition zweier kom-
plexer Zahlen der Addition der entsprechenden Vektoren. Die Multi-
plikation w - z entspricht einer Drehung um den von z und der z-Achse
eingeschlossenen Winkel gefolgt von einer Streckung um den Faktor

Va2 +y? (vgl. Abb. 1.5.1).
Im

ZW

Z 4+ w

,Re

ABBILDUNG I.5.1. Addition und Multiplikation von z =
24+iund w =141

BEMERKUNG [.5.3. C kann nicht angeordnet werden. Denn sonst
wiirde fiir jedes z € C gelten

2 >0#—1.

DEFINITION [.5.4. Sei z = x + iy, x,y € R, eine komplexe Zahl.
Dann heiflen

Re z =12 der REALTEIL von z,
Im z =y der IMAGINARTEIL von 2

|z| = 2%+ y?> der BETRAG von z,

zZ=ux—1y die zu z KONJUGIERTE Zahl.

SaTz 1.5.5. Es gelten folgende Rechenregeln (z = x + iy, w = u +
/L./U7 x? y? u7 v e ]R)"
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)
) 12| >0,|2|=0<=2=0

) z € R=|z|c = |z|r

) |z 4+ w| < |z] + |w| (DREIECKSUNGLEICHUNG)
) |z -w| = |z - Jwl

) 2] = wl] <]z —w

) [Re 2| <z, [Im 2] < |[z]

)z#O:%Z‘Z%

BewErs. Ubungsaufgabe. O
UBEREINKUNFT: Im Folgenden bezeichnen wir mit K stets R oder






KAPITEL II

Folgen und Reihen

In diesem Kapitel betrachten wir Folgen und Reihen in K. Wesent-
lich ist der Grenzwertbegriff und die Vollstdndigkeit von K.
Die Ergebnisse sind einerseits von eigenstéindigem Interesse, indem sie
wichtige Beweistechniken einfithren. Andererseits sind sie Einleitung
zu spateren Kapiteln, indem sie z.B. nichttriviale Beispiele normierter
Vektorraume liefern oder den Begriff der Vollstandigkeit motivieren.

I1.1. Konvergenz von Folgen

DEFINITION II.1.1. Eine FOLGE (in K) ist eine Abbildung von N in
K; jedem n € N ist ein Wert z,, € K zugeordnet. Wir schreiben hierfiir
(o, 1, ...) oder kiirzer (z,)nen-

BEMERKUNG II.1.2. Die Folge (2,)nen ist von der Punktmenge
{z,, : n € N} zu unterscheiden.

DEFINITION II.1.3. Sei (2,)nen eine Folge in K und a € K. Dann
heifit a« HAUFUNGSPUNKT (kurz HP) von (z,)nen, wenn es zu jedem
€ > 0 eine unendliche Teilmenge N. von N gibt mit

|z, —a| <e VneN..

Der folgende Satz gibt eine dquivalente, hidufig praktischere Defini-
tion des HP. Sein Beweis ist offensichtlich.

SaTz 11.1.4. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) a ist HP von (z,)nen-
(2) Ve>0VneNIm>n: |z, —a| <e.

BeispieL I1.1.5. (1) (z,)neny mit x,, = a fir alle n € N hat den HP
Tp)neny Mit x, = % hat den HP 0.

(—1)™)pen hat die HPe 1 und —1.

i")pnen hat die HPe 1, —1,4, —i.

Tp)neny Mit x, = n hat keinen HP.
Tp)neny Mit g = 1,27 = 1 und

Ty = Tpo1+ Tpo VYN >2

hat keinen HP. (FiBoNAccCI FOLGE)
(7) (zn)nen sei eine Abzdhlung von Q. Dann ist jedes a € R ein HP.

29
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Bewers. (1) Ist offensichtlich.
(2) Folgt aus Satz 1.4.10 (S. 21).
(3)—(5) Trivial.
(6) Man zeigt durch Induktion z, > n fiir alle n > 1.
(7) Angenommen a € R ist kein HP. Dann gibt es ein ¢y > 0 und ein
ny € N mit
|z, —al > ey Vn > ny.
Insbesondere ist
0 = min{eg, min{|z,, — a| : n < ng, z, # a}}
wohldefiniert und positiv. Dann enthélt (a,a + 2) keine rationale Zahl
im Widerspruch zu Satz .4.11 (S. 21). O

DEFINITION I1.1.6. Eine Folge (z,)nen heift KONVERGENT, wenn
es ein a € K gibt mit:

Ve>0dn. e N VYn>n.:l|z, —a| <e.
a heifit dann der GRENZWERT von (z,)nen. Wir schreiben kurz

z, — a oder a = lim z,.

n—o0 n—oo

Eine Folge, die keinen Grenzwert hat, heifit DIVERGENT.

BeispieL I1.1.5 (Forts.). (1) limz, =a
(2) limz, = 0.

n—~oo

(3)—(7) Die Folgen sind divergent.
DEeFINITION II.1.7. Eine Folge (x,),en heiflt BESCHRANKT, wenn
es ein ¢ € R, gibt mit
|z, <c¢ VneN.
SATz I1.1.8. Jede konvergente Folge ist beschrinkt.

BEWEIS. Sei ¢ = lim x,,. Dann existiert n; € N mit

n—oo

|z, —al <1 Vn>n.

Also ist
|zo| < lal + |z, —al <la|+1 Vn>mn;.
Setze
¢ = max{|a| + 1, max{|z,| : n < ni}}.
Dann folgt

|z, <c¢ VneN
U

BeispieL 11.1.9. Beispiele 11.1.5 (3) und (4) zeigen, dass die Um-
kehrung von Satz I1.1.8 i. a. falsch ist.
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Satz I1.1.10. Es gelte x, —a. Dann ist a der einzige HP von

n—oo

(Tn)nen- Insbesondere ist der Grenzwert einer konvergenten Folge ein-
deutig bestimmi.

BEWEIS. Aus den Definitionen I1.1.3 und I1.1.6 folgt, dass a HP
von (T, )nen ist. Sei b € K\{a}. Setze ¢ = 1|b — a|. Dann gibt es ein
ng € N mit

|z, —a] <& ¥n>n.

Also ist
|z — b > [[b—al — |z, —a|
> |b—al — |z, — al
> 2 —¢
=c Vn > nyg.
Mithin ist b kein HP von (x,,)nen. O

BEMERKUNG II.1.11. Die Folge (%,2, %,3,%,4,...) zeigt, dass die

Umkehrung von Satz I1.1.10 i. a. falsch ist.

DEFINITION II.1.12. Seien (,)nen eine Folge und ¢ : N — N eine
streng monoton wachsende Abbildung. Dann heif}t
(Tni ) ren = (Top(k) ) ken

eine TEILFOLGE von (Z,)nen-

BeispieL 11.1.13. Die Folge ((—1)"),en hat die konstanten Teilfol-
gen ((—1)*)gen und ((=1)*"*")gen.
SATz I1.1.14. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(1) z,—a

n—oo

(2) Ty, @ fiir jede Teilfolge (2, )ken vON (T1)nen-
BEWEIS. (1) = (2): Sei (2, )ren eine beliebige Teilfolge und € >
0. Dann gibt es ein n. € N mit
|z, —a| <e Vn>n..
Wegen der Monotonie von ¢ gibt es ein k. € N mit
ng >n. Vk>k..

Damit folgt die Behauptung.
(2) = (1): Wabhle fiir ¢ die identische Abbildung. O

SATz 11.1.15. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) a ist HP von (z,)nen-
(2) Es gibt eine Teilfolge (xn, )ken vOn (Ty)nen mit Ty — 0.

—00
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BEWEIS. (1) = (2): Wir konstruieren eine Teilfolge (z,, )ren re-
kursiv. Setze ng = 0. Es seien ng < ny < ... < ng_1 gewahlt. Da a HP
von (x,)nen ist, existiert ein n > ny_1 + 1 mit

|z, —al < —.

k

Definiere
: 1
ng = min{n : n > ng_; und |z,, —a| < E}
Offensichtlich ist die so konstruierte Abbildung £ — ny streng monoton

wachsend.
Sei nun € > 0. Dann existiert ein k. € N mit

L <
-— £.
k-

Konstruktionsgemaf gilt
1 1
|$nk—a|<E§k—€<€ \V/kaE

Also gilt Ty 2 A

(2) = (1): Folgt direkt aus den Definitionen I1.1.3, I1.1.6 und I1.1.12.
4

Als néchstes leiten wir einige sehr niitzliche Regeln fiir das Rechnen
mit konvergenten Folgen her. Dazu benotigen wir folgende Definition:

DEFINITION II.1.16. Eine Folge (z,)nen heifit NULLFOLGE genau
dann, wenn gilt
lim z,, = 0.

n—oo

LEMMA I1.1.17. (1) (x,)nen st Nullfolge <= (|zn|)nen ist Nullfol-

ge.
(2) &, —a <= (T, — a)nen ist Nullfolge.

(3) (@n)nen sei eine Folge in K und (rp)nen sei eine Nullfolge in R.
Weiter gebe es ein ng € N mit

|z, <7n VR > ny.
Dann ist (x,)nen auch eine Nullfolge.

BEWEIS. (1) und (2) sind klar.
AD(3): Sei € > 0. Dann gibt es ein n. mit

70| =1 <& Vn>nl
Setze n. = max{ng, n.}. Dann folgt
|z, <71 <e Vn>ne.
U

Satz I1.1.18. Seien (z,)nen und (Yn)nen 2wei Folgen und o € K
eine Zahl. Dann gilt:
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(1) z,—a = az,—aa
(2) x,:ioa und Y, z?: Tp+Yp—a+0b
(3) anO und (y:)j;oN beschrinkt ;wxn Yy, —0
(4) xnnioa und Yy, —b =, - y,—a-b o
(5) mnga und a ;lé_)()oo:> es emstz‘ZﬁOZm no € N mit x,, # 0 fiir
alle n > ng und i — 1
Ty Z;&? a

(6) ,—a = |z,|—|al.
n—oo n—oo

Bewers. (1) O.E. ist a # 0. Sei € > 0. Dann gibt es ein n. € N
mit
£

|

|z, —a] < Vn > n..

Dann folgt
lax, —aal = |al|z, —al <e VYn >n..
(2) Sei € > 0. Dann gibt es n., € N und n., € N mit

|z, — al <§ Vn > n.,
|y, — b] < g Vn > ne,.
Setze n. = max{n.,,ne, }. Dann folgt
[(@n 4+ yn) — (@ +0)| < |zn —al + |yn — 0] <& Vn = mn..
(3) Es existiert ein ¢ > 0 mit
lyn] < ¢ VneN.
Sei € > 0. Dann gibt es ein n. € N mit
|z,| < E Vn > ne.
Dann folgt
[T - Yn| = |2n] - |yn] < clan| <e VR >n..
(4) Es ist
Ty Yp—a-b=(xr, —a)y, +aly, —b) VneN.

Die Behauptung folgt somit aus Satz I1.1.8 (y,, ist beschréankt), Lemma
I1.1.17 Teil (3) und Teil (2).
(5) Es gibt ein ng € N mit

lal

]a:n—a\<7 Vn > ng.

Daraus folgt

|xn|2|a|—|xn—a|>|%|>0 Vn > ng.
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Weiter folgt fiir alle n > ng
1 1, |z,—d 2

o= el

T, a |z, - al |al
Damit folgt die Behauptung aus Lemma I1.1.17.
(6) Die Behauptung folgt aus Definition I1.1.6 und

lzal = lal] < |zn — al.
O

Abschlieend noch ein wichtiges Vergleichskriterium fiir konvergen-
te Folgen.

SATZ 11.1.19. (1) Seien (,)nen und (Yn)nen zwei konvergente Fol-

gen in R und a = limx,, b = limy,. Fir unendlich viele n € N
gelte e o
Tn < Yp.
Dann ist
a <b.
(2) Seien (z,)nen und (Yn)nen 2wei konvergente Folgen in R mit lim z,,

n—oo

=a = limy, und (z,)nen eine dritte Folge in R. Es gebe ein ny € N
mit o

Tn < 2p < Yn VN >ng.
Dann folgt, dass (zn)nen konvergent ist und

a = lim z,.
n—oo

BEWEIS. (1) Sei e > 0. Dann gibt es ein n., € N und ein n., € N
mit
|z, —al <e Vn>ng
— a—c<x, Yn2>ng,
und
lyn — b <& Vn >ng,
= Y, <b+e Vn>ng.
Weiter gibt es ein n. > max{n.,,n.,} mit
Tn, < Yn,-
Damit folgt
a—€< Ty <y, <b+te = a—-b<2

Da ¢ beliebig ist, folgt hieraus die Behauptung.
(2) Sei € > 0. Dann gibt es n., € N und n., € N mit

|z, —a| <¢ Vn >n.,

lyn — a| < Vn > n,.
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Setze n. = max{n.,,n.,,ng}. Dann folgt
a—e<x, <z <y, <a+e VYn>ne..
Hieraus folgt die Behauptung. O

BEMERKUNG I1.1.20. Die Folgen (z)nen, (Yn)nen mit z, = —=

und y, = % zeigen, dass aus
Tn <Y, VneN

i. a. nicht folgt
lim x, < lim y,.

n—o0 n—oo

II.2. Vollstindigkeit

DEFINITION I1.2.1. Eine Folge (2, )nen in R heifit MONOTON WACH-
SEND bzw. MONOTON FALLEND, wenn fiir alle n € N gilt

Tni1 > Tn bzw. Tnt1 < Tp-

Sarz 11.2.2. Jede monoton wachsende bzw. monoton fallende, be-
schrinkte Folge (x,,)nen in R ist konvergent, und es gilt
lim z, = sup{z, : n € N}

n—oo

bzw.

lim z, =inf{z, : n € N}).

n—oo

BEWEIS. Wir beweisen die Behauptung nur fiir monoton wachsen-
de Folgen. Der Beweis fiir monoton fallende Folgen verlauft vollig ana-
log.

Sei also (x,)neny € R monoton wachsend und beschriankt. Wegen Satz
[.4.7 (S. 20) existiert

s = sup{z, : n € N}.
Sei € > 0. Aus der Definition des Supremums folgt, dass es ein n. € N
gibt mit
§—&e<xy <S8

Wegen der Monotonie gilt diese Ungleichung fiir alle n > n.. O

BEISPIEL 11.2.3. (1) Sei a € K. Dann gilt
a" — 0, falls|a| <1

a" — 1, fallsa=1

(a")nen divergiert, falls |a| > 1 und a # 1.
(2) Sei a € K mit |a|] < 1 und r € N*. Dann gilt

n"a" — 0.

n—oo
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(3) lim /n = 1.

n—oo

(4) Sei a € R%. Dann ist lim {/a = 1.

n—od
(5) Die Folge ((1 + %)n)neN ist konvergent. Der Grenzwert heifit EuU-
LERSCHE ZAHL und wird mit e bezeichnet. Es ist

2<e<3d.
N L
(6) lim > =e
k=0
BeEWEIS. (1) Angenommen (a"),en konvergiert. Sei o = lim a”.
Fiir die Teilfolge (a™)gen mit np = k + 1 gilt dann « = lim a**!. Aus

k—oo

den Rechenregeln fiir Grenzwerte folgt

a = lim o
k—oco

S F Lk
= e

=a- lim d*

k—o0

= aa.

Also ist a = 0 oder a = 1.
Sei |a| < 1. Dann ist (|a|™)neny monoton fallend und beschriankt, also
konvergent. Aus Obigem folgt

lim |a|® = 0.

Lemma I1.1.17(3) (S. 32) liefert a" — 0.
Sei |a| = 1 und a # 1. Angenommen (a"),eny konvergiert. Dann ist

lim a” = 0 und somit lim |a|" = 0 im Widerspruch zu |a|" =1 fiir alle
n— 00 n—00

n € N.
Sei |a| > 1. Dann folgt (%)n—>0 Also gibt es zu jedem £ > 0 ein

ne € N mit
L <e Vn>n,..
ja™|
Also ist (a™)nen unbeschrinkt. Damit folgt die Behauptung aus Satz
I1.1.8 (S. 30).
(2) O.E. ist a # 0. Setze o = |a| und

T, =n"a”.

Dann gilt
r, >0 VneN*

und
n 1 r n+1 1
x+1:(n+)a =(1+—-)a—a.
Ty n’ am n n—00
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Sei f € (a, 1). Dann gibt es ein ny € N* mit

X
L<B Vi >,

n

d.h.

0 <mpy1 < By, Vn > ng.
Damit folgt durch Induktion

Ty < Xy B0 Vn > ny.

Also gilt
In"a"| = zn, < 28" — 0.
n>ng

Hieraus folgt die Behauptung zusammen mit Lemma I1.1.17 (S. 32).
(3): Sei e > 0. Wegen 0 < 1= < 1 folgt aus Teil (2):

)" =0

lim n( T
n—oo I

Also gibt es ein ng € N* mit

0 < n( " <1 Vn>ng

I+e
— 1<n<(l+e&)" Vn>ng

= 1< IYn<l+e Vn>ny.

Hieraus folgt die Behauptung mit Satz 11.1.19 (S. 34).
(4): Wegen a > 0 gibt es ein ng € N mit

1
—<a<n Yn>ng.
n

Hieraus folgt
1
”_\/ﬁ < {L/E < {L/ﬁ Vn > ng.
Damit folgt die Behauptung aus Teil (3) und Satz I1.1.19 (S. 34).
(5): Definiere

1
en=(14+-)" neN".
n
Aus der Binomischen Formel folgt

37
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<1+ ZQ’(k’l) wegen k! > okl

k=1
S
= )
l—3
<142
= 3.
Dies zeigt insbesondere
~ 1
() en <1+ 5 <3

Aus der BERNOULLISCHEN UNGLEICHUNG
(I+2)">14nx Vor>-1

(n+1) (n;l) -
(n—i—l n—1)” nﬁl
(1_7%) -1

)

( nn—l
=1 Vn > 2.

folgt weiter

v

Also ist (e,)neny monoton wachsend und durch 2 bzw. 3 nach unten
bzw. oben beschrénkt. Hieraus folgt die Behauptung.

(6): Sei
— Z R
k=0

(n)nen ist monoton wachsend und wegen (x) nach oben durch 3 be-
schrénkt. Mithin existiert

= lim z,.

Weiter folgt aus ()
en < T Vn € N

und somit wegen Satz I1.1.19 (S. 34)
e<eé.

Sei nun m € N beliebig. Fiir n > m folgt

)
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S0
- k) nk
"\ 1
=3 (1)

n
k=0
1
DY
k=0
= ajm
Also gilt
e>x, VmeN
und somit
e>¢é
Damit ist die Behauptung bewiesen. U

Der folgende Satz ist das zentrale Ergebnis dieses Abschnitts. Es
geht auf B. BOLZANO (1781-1848) und K. WEIERSTRASS (1815-1897)
zuriick.

SATz 11.2.4 (SATZ VON BOLZANO-WEIERSTRASS). Jede beschrink-
te Folge in K besitzt mindestens einen Hdaufungspunkt.

BEWEIS. Sei zunéchst K = R und (z)ren eine beschrankte Folge
in R. Wir definieren rekursiv zwei Folgen (A, )nen und (B, )nen mit
folgenden Eigenschaften:

(1) A, < B, fiir alle n € N.
(2) Jedes Intervall [A,,, B, enthélt unendlich viele Glieder der Fol-
ge ($k)keN-

(3) (Ap)nen ist monoton wachsend.

(4) (Byn)nen ist monoton fallend.

(5) Bn — An S 2_n(B0 — Ao) fir alle n € N.
Aus der Beschranktheit von (z)ren folgt die Existenz von Ay und By.
A, und B,, seien konstruiert.
FALL 1: Es gibt unendlich viele £ € N mit

1
Dann ist ¢ = %(An + B,,) offensichtlich ein HP von (zy)geny und wir

sind fertig.
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FALL 2: Unendlich viele Folgenglieder von (xy)gen liegen in [A,,, %(An—i—
B,))]. Dann setzen wir

An+1 = An
1
Bn+1 — 5(14” + Bn)

FALL 3: Unendlich viele Folgenglieder von (wy)ren liegen in (1(A, +
B,), B,]. Dann setzen wir

1
An-‘,—l = §(An + Bn)
BTL-i—l — Bn.

Wegen der Eigenschaften (1), (3) und (4) und Satz I1.2.2 sind die Folgen
(Ap)nen und (B,,)nen konvergent. Wegen der Eigenschaft (5) stimmen
ihre Grenzwerte iiberein. Sei also

c= lim A,.

n—oo

Wir miissen noch zeigen, dass ¢ HP der Folge (zy)ren ist. Sei dazu
€ > 0 beliebig. Dann gibt es ein n., € N und ein n., € N mit

c—e< A, <c Vn>ng
c<B,<c+e Vn2>n..

Setze n. = max{n.,,n.,}. Konstruktionsgemis gibt es unendlich viele
k mit

c—e< A, <x,<B, <c+e.
Also ist ¢ HP von (zy)ken.

Sei nun K = C und (xy)gen eine beschriankte Folge in C. Definiere fiir
keN

ur = Re xy,
v, = Im xy,

wegen
|Rez| <|z|, |[Imz| < |z|] VzeC
sind (ug)keny und (vg)gen beschrinkte Folgen in R. Geméafi Obigem gibt
es ein a € R und eine Teilfolge (u,)ien von (uy)ken, die gegen a kon-
vergiert. Dann gibt es aber auch eine Teilfolge (vy, )men von (v, )ien
und ein b € R mit
b= lim v, .

Wegen
|z| < |Rez|+ |Im z|
folgt
lim Lk, = a + 1b.

m—00

Damit ist die Behauptung bewiesen. U
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Der folgende, fiir praktische Anwendungen &duflerst wichtige Begriff
geht auf A.L. CAUuCHY (1789-1857) zuriick.

DEFINITION I1.2.5. Eine Folge (xy)ken heifit CAUCHYFOLGE, kurz
CF, falls es zu jedem ¢ > 0 ein n. € N gibt mit

|z, — x| <& Vn,m >ne..
SATZ 11.2.6. Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge.
BEWEIS. Sei ¢ > 0. Dann gibt es ein n. € N mit
|z, — al <% Vn > ne,

wobei a = lim z,, ist. Fiir n,m > n. folgt

n—oo

|Ty — T < |xp —al + |2y —al <e.

O
Satrz 11.2.7. Jede Cauchyfolge ist beschrinkt.
BEWEIS. Nach Voraussetzung gibt es ein n; € N mit
|z, — x| <1 VYn,m > n.
Definiere
c=max{|z,|+1:n <ni}.
Fiir n < ny gilt trivialerweise
lz,| < e
Fiir n > n, folgt
|Zn| <@ | + |20 — Ty
< |wn, |+ 1
<ec
O

Sarz 11.2.8. Jede Cauchyfolge in K ist konvergent.

BEWEIS. Aus Satz [1.2.4 und Satz [1.2.7 folgt, dass die Cauchyfolge
(k)ken einen HP a hat. Sei e > 0. Dann gibt es ein n. € N mit

€
|Tn — 2| < 3 Vn,m > n..
AuBlerdem gibt es ein k. > n. mit
€
|z, —al < 3
Damit folgt

|zp, —a| < |z, —a|+ |z, — 2| <e Vn>n..
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BEMERKUNG I1.2.9. Die Aussage von Satz [1.2.8 ist in Q i. a. falsch.
Um dies einzusehen, erinnern wir an die beiden Folgen (a,)nen € Q
und (b,)neny € Q, die wir zu Beginn von Paragraph 1.4 konstruiert
haben. (a,)neny war monoton wachsend, (b,)n,en war monoton fallend,
es galt

la, — b, <27 VYn €N
und
lim a, = lim bn:ﬂgé@.

Wegen Satz 11.2.6 sind (a,)nen und (b,)neny zwei Cauchyfolgen in Q,
die in Q nicht konvergieren. Man sagt auch, Q ist nicht vollstindig.
Wir haben die reellen Zahlen als ordnungsvollstéindige Erweiterung
von Q konstruiert. Aus der Ordnungsvollstéindigkeit von R folgt dann
die Vollstandigkeit, d.h. die Konvergenz von Cauchyfolgen. Man kann
R dquivalent auch als Vervollstdndigung von Q, d.h. als Obermenge,
in der alle Cauchyfolgen konvergieren, konstruieren. Die Ordnungs-
vollstandigkeit folgt dann aus der Vollstdndigkeit. Schematisch kénnen
wir diesen Sachverhalt wie folgt darstellen:

< K ordnungsvollstiandige Erweiterung

=
Q R
NI

CF K, vollstindige Erweiterung

I1.3. Uneigentliche Konvergenz

Wir erinnern an Definition 1.4.9 (S. 20), in der wir zwei Symbole
+o00 und —oo eingefiithrt haben mit

—o0o <z <+oo VxeR.
DEFINITION I1.3.1. Wir definieren R = RU{—o00, +00} und setzen
Addition und Multiplikation auf R wie folgt fort:
T +00=+00 Vr>—00

r—00=—00 Vr<-+00

7+ (+00) = +oo fallsz >0
)00 fallsz <0

z - (—00) = —(z - (+00))
0-c0=0
L Y _0 VzeR
—+00 —00

T +oo fallsxz >0

0 |-oco fallsz<0.

Aus Definition 1.4.9 (S. 20) folgt:
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BEMERKUNG I1.3.2. Jede Teilmenge von R hat ein Infimum und
Supremum in R.

DEFINITION 11.3.3. Sei (z,)nen eine Folge in R. Wir sagen, dass
Tn GEGEN +00 bzw. GEGEN —00 KONVERGIERT, wenn es zu jedem
R € R, ein ng € N gibt mit

T, >R VYn>ng
bzw.
T, < —R VYn>ng.
BerspieL 11.3.4. (1) nh—>nolon = 400
(2) Jim (~n) = o0

(3) Die Folge ((—1)"n),en konvergiert nicht in R. Sie hat die beiden
HP 400 und —oo0.

Satz 11.3.5. Sei (z,)nen eine Folge in R. Dann gilt:

(1) &, — +00 oder x, — —o00 = — — 0.
n—oo n—oo ’Jjn n—oo
1
(2) T, — 0 und x, > 0 fir fast alle n = — — 400.
n—oo Qj’n n—oo

1
r, — 0 und z,, <0 fir fast alle n = — — —o0.

n—oo xn n—oo
BEWEIS. (1) Es gelte z,, — +00. Sei € > 0 beliebig. Dann gibt es
ein n. € N mit
1
T, > — Yn > n..
5

Dann folgt x,, > 0 fiir alle n > n. und

1
—<e VYn>n,..
T

1
Also ist lim — = 0. Der Fall x,, — —oco wird analog behandelt.

n—oo :L‘n n—oo

(2) Es gelte z,, — 0 und x,, > 0 fiir fast alle n € N. Dann gibt es ein
ng € N mit o

r, >0 Vn>ng.
Sei R € R* beliebig. Dann gibt es ein n. € N mit

1
|z, | < 7 Vn > n..
Setze nr = max{ng, n.}. Dann gilt
1
— >R Vn >ng.

T

Der Fall x,, < 0 fiir fast alle n wird analog behandelt. U
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SATZ I1.3.6. Jede monoton wachsende bzw. monoton fallende Folge
(Zn)nen n R konvergiert in R und es gilt

lim x, = sup{z, : n € N}
bzw.

lim z, = inf{z, : n € N}.

n—oo

BEWEIS. Wir betrachten nur monoton wachsende Folgen. Der Be-
weis fiir monoton fallende Folgen ist vollig analog.

FALL 1 2, = —oc0 Vn € N: Dann ist natiirlich
—oo = lim x, und — oo =sup{z,:n € N}
n—oo

FALL 2 3 ny € N mit z,, > —oo: Es reicht, die Folge (2,,)n>n, zu
betrachten.
Angenommen (z,,),>n, ist beschrénkt in R. Dann folgt die Behauptung
aus Satz 11.2.2 (S. 35).
Angenommen (x,,),>n, ist nicht beschrankt in R. Sei R € R*. Dann
gibt es ein ng > ng mit
Tny, > R
Da (z,)neny monoton wachsend ist, folgt
T, >R Vn>ng.
Damit ist die Behauptung bewiesen. U
Sei nun (z,)nen eine Folge in R. Definiere fiir n € N
Yp =sup{ry : k>n} €R
z, = inf{x), : k >n} €R.
Dann ist (y,)nen eine monoton fallende Folge in R und (z,)ney eine
monoton wachsende Folge in R. Geméf Satz I1.3.6 sind daher beide
Folgen in R konvergent. Mithin ist die folgende Definition sinnvoll.
DEFINITION I1.3.7. Sei (x,)nen eine Folge in R. Dann ist

limsup z, = lim sup{xy : £ > n} (LIMES SUPERIOR)

n—oo

liminf x, = lim inf{z; : £ > n} (LIMES INFERIOR).

BEMERKUNG II.3.8. Wegen
sup{xg : k >n} > inf{zy : k > n} Vn e N

gilt stets
limsup x,, > liminf x,,.
SaTz 11.3.9. Sei (z,)nen eine Folge in R. Dann ist limsup x,, bzw.

liminf z,, der grifite bzw. kleinste HP der Folge in R.
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BEWEIS. Wir beweisen die Behauptung nur fiir den Limes superior.
Der Beweis fiir den Limes inferior verlduft analog. Sei x = limsup z,,

und y,, = sup{zy : k > n} fiir alle n € N.
FALL 1 z = +00: Da (y,)neny monoton fallend ist, folgt

Yp = +00 VneN

und somit

VR>0 VneN dk,>n:x > R.

Also ist +o00 HP von (z,,),en. Fiir jeden anderen HP z gilt trivialerweise
z <.
FALL 2 2 € R: Sei € > 0. Da (y,)neny monoton fallend ist, folgt

dn.eN VYn>n.:y,<zr+¢
—Anz{k e N:x >z + ¢} < 0.

Also gilt fiir jeden HP z von (x,,)nen
z<T+eE.
Da ¢ beliebig ist, gilt fiir jeden HP z von (x,,)nen
z <.
Weiter gilt

Ve>0 dn.eN Vn>n.:zx<y,<zxr+c¢
=—=Ve>0 VneN Jk>n:z—c<ax,<x+e.

Also ist x auch HP von (z,)nen.
FALL 3 z = —o0: Sei R € R,. Dann folgt

dngeN Vn>ng:y, < —R
= Anz{k e N: 1z, > —R} < 0.

Da R beliebig ist, folgt wieder, dass fiir jeden HP z von (z,)nen gilt
z = —00.
Auflerdem folgt

VReR, dngeN Vn>ngp:y,<—-R
—VReR, VneN dJk>n:z,<-—-R

Also ist —oo auch ein HP der Folge (x,,)nen- O
BeispiEL 11.3.10. z, = (—1)" 2. Dann ist

limsupz, =1 , liminfz, = —1.

n—o0 n—oo
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SaTz I11.3.11. Sei (2,)nen eine Folge in R. Dann sind folgende Aus-
sagen dquivalent:

(1) T, —a€R
(2) limsup z,, <a < liminf z,,.

BEWEIS. (1) = (2): Folgt aus Satz 11.3.9, da a einziger HP von

(n)nen ist.
(2) = (1): Aus Bemerkung I1.3.8 folgt

limsup z,, = liminf z, = a € R.

n—00 n—00

Wegen Satz [1.3.9 ist a der einzige HP. Hieraus folgt
Ve>0:Anz{neN:z,<a—ec} <0
Ve>0:Anz{neN:z, >a+e} < oc.

Also ist a = lim z,. O

I1.4. Reihen

DEFINITION I1.4.1. Sei (z,)nen eine Folge in K. Wir definieren die
n-te Partialsumme s,, durch

n
Sp = E L.
k=0

Die Folge (s,)nen heift REIHE und wird zur Abkiirzung mit dem Sym-

bol
>

bezeichnet. Die Reihe heiit KONVERGENT bzw. DIVERGENT, wenn die
Folge (sp)nen konvergent bzw. divergent ist. Falls s, — s € R gilt,

n—00
oo
S = E Ty
n=0
1

1
BEISPIEL 11.4.2. (1) Z — ist konvergent, e = Z —

n! n!’
n=0

schreiben wir kurz

o0

1
(2) Z - ist konvergent.
n>1
: L. .
(3) Die HARMONISCHE REIHE Z — ist divergent.
n>1 n
(4) Die GEOMETRISCHE REIHE Z a" ist genau dann konvergent, wenn
gilt |a| < 1. In diesem Fall ist
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BEWEIS. AD (1): Beispiel 11.2.3(6) (S. 35).

—~ 1
AD (2): (8p)nen mit s, = Z 5 ist monoton wachsend. Weiter gilt fiir

k=1
n>2

Damit folgt die Behauptung aus Satz 11.2.2 (S. 35).
AD (3): Sei n € N*. Dann gilt

2n

1
Sop — Sp = E 7
k
k=n+1
2n

Also ist (sp)nen keine Cauchyfolge und die Behauptung folgt aus Satz
I1.2.6 (S. 41).
AD (4): Fiir a =1 ist

Z a" =n+1.
k=0
Fiir a # 1 ist geméf Satz 1.1.16 (S. 12)
1—a™t!
St
1—a
Damit folgt die Behauptung aus Beispiel 11.2.3(1) (S. 35). O

SATZ 11.4.3. Ist die Reihe ) x, konvergent, so ist (z,)nen eine
Nullfolge.
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BEWEIS. Ist ) x,, konvergent, so ist definitionsgemés (s,,)nen kon-
vergent und damit eine Cauchyfolge. Daher gilt

Ve>0 dn.eN Vn>n.: |z, =|sn — s <e.
Hieraus folgt die Behauptung. g

BEMERKUNG 11.4.4. Beispiel 11.4.2 (3) zeigt, dass die Umkehrung
von Satz [1.4.3 i. a. falsch ist.

Aus Definition I1.4.1 und Satz I1.1.18 (S. 32) folgen unmittelbar
folgende Rechenregeln fiir Reihen.

SaTz 11.4.5. Seien > x, und >y, zwei konvergente Reihen und
a € K. Dann gilt:

(1) Z(amn) ist konvergent und Z((mn) =a Z T

n=0 n=0
(2) Z(mn + yn) ist konvergent und

n=0 n=0 n=0

Als néchstes geben wir einige Konvergenzkriterien fiir Reihen an.

SAaTz 11.4.6 (CAUCHYKRITERIUM). >z, ist genau dann konver-
gent, wenn es zu jedem € > 0 ein n. € N gibt mit

n
| Z x| <e Vn>m>n..
k=m+1
BEWEIS. Die Behauptung folgt wegen

n

|50 = sl = | D @l

k=m+1

aus den Sétzen 11.2.6 (S. 41) und I1.2.8 (S. 41). O

Satz 11.4.7. Sei > x,, eine Reihe in R mit x, > 0 fir alle n € N.
Dann st die Reihe genau dann konvergent, wenn die Folge der Parti-
alsummen beschrinkt ist.

BeEwEIs. Wegen x,, > 0 fiir alle n € N ist (s, )neny monoton wach-
send. Damit folgt die Behauptung aus den Sétzen I1.1.8 (S. 30) und
I1.2.2 (S. 35). O

SATZ 11.4.8 (LEIBNIZKRITERIUM). Sei (x,)nen €ine monoton fal-
lende Folge in R mit x, > 0 fir alle n € N. Dann ist die Reihe

S (=1)"x, genau dann konvergent, wenn (Z,)nen eine Nullfolge ist.
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BeEwEIs. Die Notwendigkeit folgt aus Satz 11.4.3. Sei also (x,,)nen
eine monoton fallende Nullfolge mit nicht negativen Gliedern. Dann
folgt firn € N

Sont2 — Son = Topg2 — Topy1 <0

Son+43 — Sont1 = —Top43 + Topgz = 0.
Also sind (S2;)neny und (Sgpn41)nen monoton fallende bzw. monoton
wachsende Folgen. Weiter gilt

Sopt1 — Sop = —Top1 <0 Vn e N.
Also sind (Sgy)neny durch s; nach unten und (Sg;4+1)nen durch sg nach
oben beschrankt. Gemaf Satz I11.2.2 (S. 35) sind sie konvergent. Sei

s = lim s9,, t = lim S9,4;.
n—oo n—oo

Dann folgt aus Satz I1.1.18 (S. 32)

s—t= lim (SZn — 52n+1) = lim Tont1l = 0.
n—o00

Sei nun € > 0 beliebig. Dann gibt es ein n; € N und ein ny € N mit
|Son, — s8] <& Vn>n;.
und
|Soni1 — 8| <& Vn > ns.
Sei n. = max{2n4, 2ny + 1}. Dann folgt fiir n > n,

lsn — 5| < e.
O
BEISPIEL 11.4.9 (ALTERNIERENDE HARMONISCHE REIHE).

- 1 1 1 1
1 —)M e =14 - —— 4+ =log?2
(1) ;( ) n 5 + 371 + og

- 1 1 ™
2 -1 =l—c+_-—c+...=—.
2) nzo( )2n+1 3+5 7Jr 4

11.5. Absolute Konvergenz

DEFINITION I1.5.1. Eine Reihe > z,, heilt ABSOLUT KONVERGENT,
wenn die Reihe ) |z, | konvergent ist. Eine konvergente Reihe, die nicht
absolut konvergent ist, heifit BEDINGT KONVERGENT.

SATz 11.5.2. Fine absolut konvergente Reihe ist stets konvergent.

BEWEIS. Sei ) z,, absolut konvergent und ¢ > 0. Geméf Satz I1.4.6
(S. 48) gibt es ein n. € N mit
Z |z <e VYn>m>n,
k=m+1



50 II. FOLGEN UND REIHEN

n

n
= Z x| < Z lzk| < e VYn>m >n..

k=m-+1 k=m+1
Also ist > x,, geméf Satz 11.4.6 (S. 48) konvergent. O

BEMERKUNG I1.5.3. Die Umkehrung von Satz I1.5.2 ist i. a. falsch.
Die alternierende harmonische Reihe ist nur bedingt konvergent.

Als néchstes geben wir einige wichtige Kriterien fiir die absolute
Konvergenz von Reihen an.

SATz 11.5.4 (MAJORANTENKRITERIUM). Sei (ay,)nen eine Folge in
R, derart dass y_ o, konvergiert. Es gebe ein ng € N mit

|z, < V> ny.

Dann ist Y x,, absolut konvergent.

n no—1
BEWEIS. (Z |2k |)nen ist monoton wachsend und durch Z |z | +
k=0 k=0

Zak nach oben beschrinkt. Damit folgt die Behauptung aus Satz
k=0
I1.4.7 (S. 48). 0
BeispieL I1.5.5. Sei k > 2 fest. Wegen Beispiel 11.4.2(2) (S. 46)
1
und Satz [1.5.4 ist Z — absolut konvergent.
n

n>1

SATz 11.5.6 (WURZELKRITERIUM). Sei

a = limsup {/|z,|.
n—oo

Dann gilt:

(1) Falls o < 1 ist, ist > x,, absolut konvergent.
(2) Falls a > 1 ist, ist >z, divergent.
(3) Fiir a =1 ist keine Aussage maglich.

BEWEIS. AD (1): Sei @ < 1 und ¢ € (o, 1). Wegen Satz 11.3.9 (8.
44) gibt es ein n, € N mit

Vien <q¢ VYn>n,
=z, <¢" Vn>n,

Also ist die geometrische Reihe mit a = ¢ eine konvergente Majorante.
AD (2): Sei a > 1. Dann folgt

Anz{n e N: {/|z,| > 1} = ¢

— Anz{n e N: |z,| > 1} = 0.
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Also ist (2,,)nen keine Nullfolge. Damit folgt die Behauptung aus Satz
II 4.3 (S. 47).
D (3): > % ist absolut konvergent und

1 -2

lim §/— = (lm ¢n) " =1.
n—00 n n—00

>~ L ist divergent und

lim /L = <lim %)1:1.

n—0o00 n n—00

g

SaTz 11.5.7 (QUOTIENTENKRITERIUM). Es gebe ein ky € N mit
T # 0 fiir alle n > ky.

(1) Gilt
lim sup |:1:'n+1‘ <1,
ke "

50 ist Y x, absolut konvergent.
(2) Gibt es ein ky > ko mit

1T > 1 W > ky,
Tn

so ist Y x, divergent.

BEWEIS. AD (1): Wegen Satz 11.3.9 (S. 44) gibt es ein ¢ € (0,1)
und ein n, > k¢ mit

Ln+1
/=] <q Vn>n,.

n

Durch Induktion folgt

T
|| < |2, |g" " = qu Yn > n,.

qre

Also ist > cq™ mit ¢ = l;ﬁgl eine konvergente Majorante.

AD (2): Fiir n > ky folgt

|zn| > |2y, | > 0.
Also ist (z,,)nen keine Nullfolge. O
BerspieL 11.5.8. (1) ;—j ist absolut konvergent.

(2) So(3)"+ D" ist absolut konvergent.
(3) 3 %7 ist fiir jedes z € C absolut konvergent. Die Funktion exp :

C — C, die jedem z € C die Zahl Z Z—' zuordnet, heifit EXPONENTI-
n!

ALFUNKTION. Es gilt exp(R) C R.
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BEWEIS. AD (1):

|xn+1’_(n+l)22n_1(n+l
T Co9ndl p2 9

AD (2):

| Zntl | (k)= () ()

n

— o-1+2(-1)"

B {2, falls n gerade

1
3, fallsn ungerade

Daher ist das Quotientenkriterium nicht anwendbar. Wegen

YT =271 A "

{% (/g . fallsn gerade

%\"/5, falls n ungerade

folgt aber limsup,, ., {/|z,| < 1, so dass das Wurzelkriterium die be-
hauptete Konvergenz liefert.

AD (3): Sei 0.E. z # 0. Dann folgt

E T I

= = 0.
Zn | (A DIz it Lae

O
DEFINITION I1.5.9. Sei ¢ : N — N eine bijektive Abbildung. Dann
heifit > x4 (,) eine UMORDNUNG von ) &,.

BEISPIEL I1.5.10. Betrachte die alternierende harmonische Reihe

[e.e]

s = Z(—l)"“l

n
n=1

und die Umordnung o : N* — N* definiert durch

2m+1 fallsn=3m+1,m >0,
o(n)=q4m+2 falsn=3m+2,m >0,

dm falls n = 3m,m > 1.
Dann folgt
i": . 1 1+1 1 1+1 1 1+1
Tony=1l—=z—~-"+-—=—=-+-——— —+=...
i 2 43 6 8'5 10 127
1.1 1 1.1 ,1 1 1
— 1__ = = ) — — (= = —) — .
( 2) 4+(3 6) 8+(5 10) 2t
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1 1+1 1 1 1
2 4 6 8 10 12
1
= —S.
2

Also ist die Addition bei unendlich vielen Summanden i.a. nicht kom-
mutativ.

SaTz I1.5.11. Die Reihe ) x,, sei absolut konvergent. Dann ist jede
Umordnung auch absolut konvergent und es gilt

Z T, = Z Tom) Vo :N—N  bijektiv.
n=0 n=0

BEWEIS. Sei 0 : N — N eine beliebige bijektive Abbildung und im
Folgenden fest. Sei ¢ > 0. Dann gibt es ein n. € N mit

Z |zl <e Vn>m>n..
k=m-+1
Sei
re = max{k: o(k) <n.}.
Dann gilt
N,. C o(N,,).
Fiir r > r. und n > n. folgt daher mit N = max{r,(0),...,0(r)}

r n N
|Z%(k)—zxk|§ Z 2| < e.
k=0 k=0 k=n-+1

Also gilt fiir r > r,

T o
|Z£Eg(k) — Z:L‘k| < €.
k=0 k=0

Mithin konvergiert ) 4,y und

Z ZL’U(n) = Z Ty
k=0 n=0

Analog folgt fiir r > r. und n > n,

r n N
S Jrowl = S lmll < > fanl <<
k=0 k=0 k=nc+1

und somit
> o] = Yl < e
k=0 k=0
Also ist > Tq(n) auch absolut konvergent. O
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BEMERKUNG I1.5.12 (SATZ vON RIEMANN). Sei ) x, bedingt
konvergent in R und z € R beliebig. Man kann zeigen, dass es dann
eine Umordnung von Y x,, gibt mit

Z ng(n) = Z.
n=0

Als néchstes wenden wir uns dem Problem zu, das Produkt zweier
konvergenter Reihen zu berechnen. Fiir die Partialsummen erhalten wir

(Z ) - (Z y) = Z Z(xkyz)

k=0 1=0

(%) ZZ( Z TkY1)

m=0 0<k,l<n
k+l=m

2n

(Zxkym—k)+ Z ( Z TkY)-

m=n+1 0<k,l<n
k+Il=m

n
m=

Formal erhalten wir somit

Zn = Z TrYr = Zxkynfk = Zl’nfkyk-

0<k,l<n
k+l=n

Der Ausdruck z, heiit CAUCHYPRODUKT.
Der folgende Satz préazisiert unsere formale Argumentation.

mit

SaTz 11.5.13. Die Reihen Y x, und >y, seien absolut konvergent.
Dann ist die Reihe >, z, mit

Zn = Z TkYn—k
k=0
ebenfalls absolut konvergent und es gilt
Q@) Q) =220
n=0 n=0 n=0

BEWEIS. Durch Anwenden von () auf > |z, | und > |y,| erhalten

WIr
n n
Dbzl <D0 D0 iyl
m=0

m=0 0<k,l<n
k+l=m

<O laal) - () lwal)
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< O laal) - Q) lwal).

Hieraus und aus Satz 11.2.2 (S. 35) folgt die absolute Konvergenz von

> zn.
Sei

o0 [e.e]
a=Y lul o b=l
k=0 k=0

O.E. ist @ > 0 und b > 0. Sei € > 0. Dann gibt es ein n; € N und ein
ng € N mit

n

E ]zkl<i Yn >m > n,
2b -
k=m+1

und

n

£
E lyp] < — Vn >m > ns.
2a
k=m+1

Setze n. = max{ni,ny} + 1. Dann folgt fiir n > 2n,

> a= O m) - Ol

=| Z ( Z zeyr)|  wegen ()

m=n+1 0<k,I<n
k+l=m

2n
Yoo D lullw

m=n+10<k,l<n

IN

k+l=m
2n n
< DY lzkl |yl
m=n+1 k=0
n 2n—k
=> el D lul)
k=0 l=n+1-k
Ne 2n n 2n—k
SZ’@"H( Z ) + Z || ( Z lyil)
k=0 l=nes+1 k=ns+1 l=n+1-k
2n 2n
<a- Y lwl+be > fan
l=no+1 k=n1+1

<e.
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Also ist
(Z = () () yk))

eine Nullfolge. Damit folgt die Behauptung aus Lemma I1.1.17 (S. 32)
und Satz I1.1.18 (S. 32). O

neN

BEMERKUNG I1.5.14. (1) Wenn die Reihen ) x, und >y, nur
bedingt konvergent sind, ist Satz I1.5.13 i. a. falsch. Um dies einzusehen,
betrachte

Vn € N*.

—
3

Wegen Satz 11.4.8 (S. 48) ist ) (?/15 konvergent. Wegen

1 1

—>—- VneN

nn

und Beispiel 11.4.2(3) (S. 46) ist > (7\/1%” nur bedingt konvergent. Fiir
dieses Beispiel ist

n—1
(" ()
Znl =
R ]
_n—l 1
— VE(n —k)
n—1
2
> —_— wegen \/Ega+b
k+n—k
k=1
o n—1
o
>1 Vn > 2.

Also ist Y 2, nicht konvergent.
(2) Man kann zeigen, dass Satz 11.5.13 giiltig bleibt, wenn eine der
Reihen absolut und die andere bedingt konvergent ist.

BeispieL I1.5.15. Fiir die Exponentialfunktion aus Beispiel 11.5.8
(3) gilt

6z1+zz — exp(21 + 22)
= exp(z1) exp(22)
=ee®? Vz,20€C
Insbesondere gilt

1
e =— VzeC.
eZ
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BEWEIS. Aus Satz I1.5.13 und der Binomischen Formel folgt

I
I M8
o
=R
x>
I 3
o
VRN
>~ 3
N—
RN
N
N3
L
—

=e
Insbesondere gilt fiir jedes z € C
l=e"=e"""=¢"-¢

Also ist e* # 0 fiir alle z € C und

I1.6. Potenzreihen

DEFINITION I1.6.1. Sei (a,)nen eine Folge in K und zy € K. Dann
heifit die Reihe > a,(z — 20)" mit z € K eine POTENZREIHE mit KO-
EFFIZIENTEN a,, und ENTWICKLUNGSPUNKT 20-

BEISPIEL 11.6.2. (1) " Z3; a, = 4, 29 = 0. Die Potenzreihe kon-
vergiert fiir alle z € C absolut. '

(2) > 2" a, = 1 ,z9 = 0. Die Potenzreihe konvergiert fiir alle z € C
mit |z| < 1 absolut.

(3) Y nlz": a, = nl, zp = 0. Wegen
|(n + 1)ttt

|=(n+1)z| — o0 Vz#0
nlzn n—00
konvergiert die Potenzreihe nur fiir z = 0.

SATZ 11.6.3. Sei Y a,(z — 29)" eine Potenzreihe und

1
p=— € 0,00].
lim sup {/|a,| 0.oc]

Dann gilt:
(1) Die Potenzreihe konvergiert absolut fir alle z € K mit |z —
20| < p.
(2) Die Potenzreihe divergiert fiir alle z € K mit |z — z| > p.
Die Zahl p heifst KONVERGENZRADIUS der Potenzreihe; die Menge
{z€K: |z — 2| < p} heifit KONVERGENZKREIS der Potenzreihe.
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BEwEIS. Wegen

limsup {/|a,||z — 20|

n—oo

=|z — zo|lim sup {/|ay|

_ |z — 20|
p
folgt die Behauptung aus Satz I1.5.6 (S. 50). O

SATZ 11.6.4. Sei > a,(z — z9)" eine Potenzreihe und es existiere

|ay|

lim | | in R. Dann gilt fir den Konvergenzradius der Potenzreihe
n—oo an+1
p = lim 2
n—00 ’an+1|
BEWEIS. Sei a = lim 2] . Dann folgt
n—00 |an+1|
ni1(2 — 20)"" a4 |2 — 2
| | = |z — 2| — -
an(z — 2p)" || n—oo

Damit folgt die Behauptung aus Satz I1.5.7 (S. 51). O

BEIsPIEL 11.6.5.

n

L Y5

|| (n+1)!

— = =n+1—
Gl —

—p = 0.

(2) Z n™z" m € N fest

|0Jn‘ n™m n

et = = mo___ 1
]~ it 1)

—p=1

n2

3 Y=

1 )
—q, = { I =
" 0 sonst

1 )
= limsup {/|a,| = lirnsup(f‘)m2
. ’ 1 1
1<jl<j/= —-<—-<1

VAR

1.1/ 1 s
=1> limsup(f')l/ﬂ > limsup((—=)"?)"7 = lim sup

jooo ! jooo 7 jooo VT
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—p=1.

BEMERKUNG 11.6.6. Uber das Konvergenzverhalten einer Potenz-
reihe auf dem Rand ihres Konvergenzkreises kann keine allgemeine Aus-
sage getroffen werden:

(1) > 2" = p =1 und Divergenz fiir alle z mit |z| = 1.

(2) Y2 = p = 1 und Konvergenz fiir = = —1 und Divergenz
fir z = 1.

(3) > 2 = p =1 und absolute Konvergenz fiir alle z mit |z| =
1.

Die folgenden Rechenregeln sind eine unmittelbare Konsequenz der
Sétze 11.4.5 (S. 48) und I1.5.13 (S. 54).

SATZ 11.6.7. Seien o € K und > an(z—20)" und > by(z—20)" zwei
Potenzreihen mat gleichem Entwicklungspunkt zy und Konvergenzradien
p1 und ps. Dann gilt:

(1) Zaan(z —z)"

=« Zan(z —20)" Y|z — 2| <m

o0

(2) Y (an +ba)(z—20)"

n=0

= Z an(z — 29)" + Z bu(z — 20)" Y|z — 20| < min{py, p2}

o0 n

(3) Z(Z abn—i)(z — 20)"

:(Zan (z — 2o)" Zb 0)") Y|z — 20| < min{py, pa}.

n=0

Sei > an(z — 2z9)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius p > 0.
Dann wird durch

z— f(z Z an(z — 29)"
n=0
eine Funktion {z € K : |z — 2| < p} — K definiert. Die Potenzreihe
stellt die Funktion f auf dem Konvergenzkreis dar.
Die Funktion

ist auf C\{1} definiert. Auf {z € C : |z] < 1} wird sie durch die Po-
tenzreihe ) 2" dargestellt.
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Darstellungen von Funktionen als Potenzreihen werden in spéteren Ab-
schnitten eine wichtige Rolle spielen.



KAPITEL IIT

Stetige Funktionen

Im Zentrum dieses Kapitels steht der Begriff der Stetigkeit von
Funktionen zwischen normierten Vektorrdumen. Zunéchst fithren wir
den Begriff eines normierten Vektorraumes ein und leiten einige topolo-
gische Grundbegriffe her. Danach fithren wir den Begriff der Stetigkeit
ein und leiten Folgerungen daraus ab. Dann betrachten wir Funktio-
nen auf zusammenhéngenden und kompakten Mengen und daraus re-
sultierende Konsequenzen. Zum Abschluss stellen wir einige spezielle
Eigenschaften von stetigen Funktionen von K nach K bzw. R nach R
zusammen.

ITI.1. Normierte Vektorriaume

DEerFINITION TII.1.1. Eine Menge X heifit K-VEKTORRAUM, wenn
es zwei Abbildungen

+: X XxX—-X und-: KxX —- X

mit folgenden Eigenschaften gibt:

(VR1) (X, +) ist eine Abelsche Gruppe mit neutralem Element o.
(VR2) Fiir alle o, f € K und alle 2,y € X gelten die Distributivge-
setze

a-(r+y)=(a-z)+(a-y)
(a+0)-z=(a-2)+ (3 x)
a-(8-x)=(ab)-x
(VR3) 1z =z fir alle x € X.
BEMERKUNG III.1.2. Aus obigen Axiomen folgt insbesondere
0-z=0 VzelX
(-1)-z=2 VrelX,

wobei T das inverse Element zu z in (X, +) ist.

BErispieL II1.1.3. Beispiele fiir Vektorrdume:

(1) C ist ein R-Vektorraum.
(2) K" =K x ... x K, m € N*, ist ein K-Vektorraum.
—_————

m— mal

(3) Der Raum KY der Folgen in K ist ein K-Vektorraum.
61
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(4) Der Raum /., aller beschriankten Folgen in K ist ein K-Vektor-
raum.

(5) Der Raum ¢; aller (z,)nen € K derart, dass >z, absolut
konvergiert, ist ein K-Vektorraum.

(6) Der Raum /5 aller (z,)neny € KN derart, dass Y |z,|? konver-
giert, ist ein K-Vektorraum.

BEWEIS. AD (1)—(4): Sind klar.
AD (5): Folgt aus Satz I1.4.5 (S. 48), der Dreiecksungleichung in K und
Satz 11.5.4 (S. 50).
AD (6): Folgt aus Satz I1.4.5 (S. 48), der Abschétzung

la+b]* < 2(|a]* + |b]*) Va,be K
und Satz I1.5.4 (S. 50). O

DEFINITION III.1.4. Sei X ein K-Vektorraum. Eine Abbildung ||-|| :
X — R heiit NORM, wenn gilt:

(N1) lz]| >0 VzeX und |z =0 <= 2 =0,

(N2)  |laz|| = [al[[z]] Vze X, a€cK,

(N3) ||z +y| < |l=|| +|lyl] Vo,y € X. (DREIECKSUNGLEICHUNG)
(

X, ||+ ]|) heift NORMIERTER K VEKTORRAUM.

BEMERKUNG III.1.5. Aus der Dreiecksungleichung folgt die sog.
umgekehrte Dreiecksungleichung
[zl = [yl < ll= =yl

Denn:

2l = lly + (= =)l < llyll + Iz — vl
Iyl = llz + (y = 2) || < [lzll + [l =yl
= [lzll = [lyll < llz = yll wnd flyl| = [lz[ < [z —y|
== |ll]| = l[yll] = max{|[z]] = llyll lyll = ll=[I} < llz =yl
BEISPIEL II1.1.6. Beispiele fiir Normen:
(1) | -] ist eine Norm auf R bzw. C.

n n
(2) llzllec = max fai], Il = > Ll llllz = {; |2[*}2 sind

=1
Normen auf K". Fiir alle xke K™ gilt:
(@) [[z]loo < llz]ls < nl[#]|oc,
(b) [lzllec < [lll2 < v/nl[zloo,
() Zllzlh < [zl < vl

(3) ||7||cc = sup |z,| ist eine Norm auf /.

neN
(4) [lz]ly = ) |za| ist eine Norm auf 4.

n=0
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(5) [lzll2 = {D_ |aal*}"/* ist eine Norm auf £,.
n=0
BEWEIS. AD (1): Ist klar.
AD (2): Die Normeigenschaften von | - ||; und || - ||« sind klar, ebenso
(N1) und (N2) fiir || - ||o. Die Dreiecksungleichung folgt mittels der
CAUCHY-SCHWARZSCHEN UNGLEICHUNG

n

S aube < {3 RS )2
k=1 k=1

k=1

fir alle ay,...,an,b1,...,b, € Ry. Abschétzungen (a) und (b) sind
offensichtlich. Die erste Ungleichung (c) folgt aus der Cauchy-Schwarz-
schen Ungleichung, die zweite Ungleichung (c) folgt aus (a) und (b).
AD (3): Ist klar.
AD (4), (5): (N1) und (N2) sind klar. (N3) folgt wie bei (2) zunéchst
fiir die Partialsummen und dann durch Grenziibergang. U

Im Folgenden sei stets (X, || - ||) ein normierter K-Vektorraum. Die
folgende Vereinbarung erleichtert die Notationen.

DEFINITION IIL.1.7. Fiir 7o € X und r € R heifit
B(zo;r) ={r € X : ||lx — x| < r}

der (offene) BALL UM zy MIT RADIUS 7. B(0; 1) heifit auch EINHEITS-
BALL.

In Abbildung IT1.1.1 sind die Einheitsbélle in R? fiir die Normen
I [l1, Il - |2 und || - ||oo skizziert.

Y ' Y

LN ;
N L/

ABBILDUNG III.1.1. Einheitsbélle in R? fiir die Normen
|- {1, || - []2 und || - |loo (v.ln.r)

BEMERKUNG III.1.8. In einem normierten Vektorraum kann man
ganz analog zu K die Begriffe Folge, konvergente Folge, Haufungspunkt
einer Folge, Cauchyfolge, Reihe, absolute Konvergenz einer Reihe defi-
nieren. Man muss iiberall den Betrag |- | durch die Norm || - || ersetzen.
So erhélt man z.B.

(Zn)nen C X konvergiert gegen x € X
< Ve>0In. e NVn>n.: ||z, —z|| <e
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oder

(Tn)neny C X ist eine Cauchyfolge
<= Ve>0dn. e NVn,m > n.: ||z, — x| <e.

Beispiel I11.1.6 zeigt, dass man auf einen Vektorraum verschiedene
Normen definieren kann. Dann stellt sich natiirlich die Frage, ob z.B.
eine Folge, die beziiglich der einen Norm konvergiert, auch beziiglich
einer anderen Norm konvergiert. Dies ist sicherlich der Fall, wenn zwi-
schen den Normen eine Abschitzung analog zu denen in Beispiel I11.1.6
(2) gilt. Dies fiihrt auf folgende Definition:

DEFINITION II1.1.9. Seien X ein K-Vektorraum und || - ||, und || - s
zwei Normen auf X. Dann heilen || - ||, und || - ||, AQUIVALENT, wenn
es zwei Konstanten ¢ und ¢ mit ¢ > 0, ¢ > 0 und

cllzlla < flzlly < @llzfla Vo e X
gibt.

BEMERKUNG III.1.10. (1) Beispiel II1.1.6 (2) zeigt, dass die Nor-
men || - |1, ]| - |l2 und || - ||oo auf K™ dquivalent sind.

(2) Sind ||+||, und ||-||s zwei dquivalente Normen auf dem K-Vektorraum
X, so ist eine Folge in X genau dann bzgl. || - ||, konvergent, wenn sie

bzgl. || - ||» konvergent ist. Gleiches gilt natiirlich auch fiir Cauchyfolgen,
Héaufungspunkte usw.

Bemerkung I11.1.10 zeigt, wie wesentlich der folgende Satz ist.
SaTz I11.1.11. Sein € N*. Auf K" sind alle Normen dquivalent.

BEWEIS. Wie man sich leicht iiberlegt, reicht es zu zeigen, dass jede
Norm || - || auf K" zu || - ||; #quivalent ist. Sei also || - || eine beliebige
Norm auf K".

Fir 1 <i<n sei

e; = (0,...,0, 1 ,0,...,0)
~~

i-te Komponente

der i-te Einheitsvektor. Dann ist
n
T = Z%‘@i Vo e K",
i=1
Definiere
C =max{Cy,...,C,}.

Dann folgt aus der Dreiecksungleichung

n
lzll =11 wiell
i=1
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<> il
i=1
< Cllz |1
Also ist ¢ = C.

Sei nun

M ={||z|| : z € K", ||z]; = 1} C R.
M ist nicht leer (C; € M,1 < i < n) und durch 0 nach unten be-
schrankt. Also existiert

p=inf M

und es ist p > 0.
Angenommen, es wire p = 0. Dann existiert eine Folge (x)reny C K"
mit

1 *

lzell < 5 llzeli =1 vk € N
Da fiir die ¢-te Komponente zj,; von xy, gilt
Tkl < [zl =1,

folgt aus Satz 11.2.4 (S. 39), dass es ein z* € K" und eine Teilfolge
(g, )ien von (x)ken gibt mit

T —x; V1<i<n.
[—o0

Also gilt
121l < s | + |27 = ]
1 *
< o+ Clle” =l
!
— 0.
l—o00
Mithin ist [|z*|| = 0 und somit 2* = 0. Andererseits gilt

2™l = Nlw [l = fl2* = g, L
=1—|lz" — 2yl

— 1.
l—o0

Dies ist ein Widerspruch. Also ist p > 0.
Sei nun z € K",z # 0, beliebig. Dann folgt ||2-x| € M und somit

[EIE
1 1
Tzl =[5zl > p>0
(41 (Eal
und somit
() pllzly < |zl Vo e K",z #0.

Da (x) offensichtlich fiir 0 gilt, ist die Behauptung damit bewiesen. [
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BEMERKUNG III.1.12. Satz I11.1.11 gilt in unendlich dimensionalen

Réumen i. a. nicht. So ist z.B. || - ||« auch eine Norm auf ¢;. Fiir die
Folgen (x%m))neN mit
(m) 1 n<m
x) =
0 n>m

gilt
|20 |0 =1 und |||, = m + 1.

Daher kénnen || - ||; und || - || auf £; nicht dquivalent sein.

Wir haben in Satz 11.2.8 (S. 41) gezeigt, dass in K jede Cauchy-
folge konvergent ist. Diese Eigenschaft ist so zentral, dass normierte
Vektorrdaume mit dieser Eigenschaft besonders bezeichnet werden.

DEFINITION II1.1.13. Ein normierter K-Vektorraum (X, || - ||) heifit
VOLLSTANDIG oder kurz (K)-BANACHRAUM, wenn jede Cauchyfolge
in X konvergent ist.

SAtTz I11.1.14. Die folgenden normierten K-Vektorrdume sind voll-
standig:
(1) K7
(2) K", n € N*,
(3) (G, - 1),
(4) (€21 - 1l2),
(5) (Eoov || ’ Hoo)
BEWEIS. AD (1): Satz I1.2.8 (S. 41).
AD (2): Wegen Satz II1.1.11 brauchen wir die Behauptung nur fiir die
Norm || - || zu zeigen. Sei also (z)gen eine Cauchyfolge in (K™, || - [|o0)-
Dann ist fiir jedes i € N} die Folge (z,)ren der i-ten Komponenten
eine Cauchyfolge in K und konvergiert geméfl Satz 11.2.8 (S. 41) gegen
ein z7 € K. Sei 2* = (27,...,2}) € K" und £ > 0 beliebig. Dann gibt

rrn

es Zahlen k., € N, 1 <7 <n, mit
2] —api| <e Vk >k, 1<i<n.
Sei

k. = max k.,.
1<i<n

Dann gilt fiir alle £ > k.
|z* — xp||o = max |z] — zp,| < €.
1<i<n
Damit ist die Behauptung bewiesen.

AD (3): Sei (zx)ren C 41 eine Cauchyfolge bzgl. || - ||;. Wir bezeichnen
mit zy , die n-te Komponente von x;,n € N. Dann gilt:

Ve> 03k e NVE I > ket lop — i = kn — 210] <€

n=0
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—=Ve > 03k e NVE, I > k. Vn e N: |xp, — 2, <e.
Wegen Satz 11.2.8 (S. 41) gibt es also zu jedem n € N ein z} € K mit

k—oo

Sei * = (2})nen € K. Wir wollen zunéchst zeigen, dass z* € /; ist.
Aus Bemerkung II1.1.5 folgt, dass (||zx||1)ken eine Cauchyfolge in R
und somit beschriankt ist. Also gilt

C = sup ||zgl|1 < o0.
keN

Sei nun N € N beliebig. Dann gibt es Zahlen k., ..., k., € N mit

’JJ: — 'Tk,i| <

k>k,,0<:<N.
Ny1 h2ken0si

Sei k., = max k.,. Dann folgt

1<i<
N N N
ol < Nt — kel + D el
1=0 1=0 1=0
< el
A ES
<1+

Da C' nicht von N abhéngt und N beliebig war, folgt, dass » _ x} absolut
konvergiert, d.h., x* € /;.
Wir miissen noch zeigen: ||z* — x|y P~ 0. Angenommen, dies gelte

nicht. Dann gibt es ein ¢y > 0, so dass gilt

(i) VEeNIm>k:||z* —znli > co.

Da (zy)ren C ¢ eine Cauchyfolge ist, gibt es ein ky € N mit
(ii) Hm—mmp<% Vk, 1> ko.

Zu ko gibt es wegen (i) ein mg > ko mit

(iii) 2" = T |l1 > 0.

Da ) |z} — xp,.i| absolut konvergiert, gibt es geméfl Satz 11.4.6 (S. 48)
ein ng € N mit

[o¢]
. €0
(iv) }:ug—%m4<zn

1=ng
Wegen xj,; — x} fiir ¢ € N gibt es ein [y > ko mit

(v) um—m<fivmggm_y

o
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Aus (i)—(v) folgt

no—1

3
g0 < [|z" = @y [l1 < Z |5 — Tl + ZO
1=0
no—1 no—1 c
< Z ‘x;k - xlo7i| + Z |$lo,i - xmo,i‘ + ZO
1=0 =0

no—1
€0

€0
< ZZ_; ing + |21y — T |11 + 1

<35
_40-

Dies ist wegen gy > 0 ein Widerspruch. Also gilt [|z* — x| P~ 0.
— 00

Damit ist die Vollstédndigkeit von (¢1, ]| - [|1) gezeigt.
AD (4),(5): Ubungsaufgabe, Beweis analog zu (3). O

I11.2. Topologische Grundbegriffe

Im Folgenden bezeichnet (X, || -||) stets einen normierten K-Vektor-
raum.

DEFINITION II1.2.1. (1) Sei M C X, M # (0. Ein Punkt x € M

heifft INNERER PUNKT VON M, wenn es ein € > 0 gibt mit B(z;e) C
M.
(2) M C X heifit OFFEN, falls jedes x € M innerer Punkt von M ist.
(3) Sei x € X und U C X offen mit x € U. Dann heifit U eine
UMGEBUNG von z. Die Menge aller Umgebungen von z wird mit U(z)
bezeichnet.

BEeispIEL I11.2.2. Der Ball B(xzg;r) mit 2o € X,r > 0, ist offen.

BEWEIS. Sei x € B(xg;r). Dann ist
1
€= i(r — ||z — xo||) > 0.

Fir y € B(z;¢) folgt
[z = yl| < [lzo — 2| + [|z — vl
1

< lJwo =] + 5(r = llzo — ])

= ort gllm — ]

=g+ gllwe—a

<T.
]

BEMERKUNG I11.2.3. (1) Der Begriff ,offen“ hingt vom umgeben-

den Vektorraum ab. So ist z.B. das Intervall (0, 1) offen in R aber nicht
in R? (in R? wird (0, 1) dabei mit (0,1) x {0} identifiziert).
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(2) Sind || - ||, und || - || zwei dquivalente Normen auf X, so ist jede
bzgl. || - ||« offene Menge auch bzgl. || - ||, offen und umgekehrt.

Satz 111.2.4. Sei O C P(X) die Menge aller offenen Mengen in
X. Dann gilt:
(1) eO, Xe0.
(2) O, € O, a € A (A beliebige Indexmenge) —> U 0, €0.

aEA
(Beliebige Vereinigungen offener Mengen sind offen.)

(3) 01,0, € O — 0,N0O, € O.
(Endliche Durchschnitte offener Mengen sind offen.)

BEWEIS. Ist offensichtlich. O

BEMERKUNG II1.2.5. Sei X # () eine beliebige Menge und 7 C
P(X) eine Menge mit den Eigenschaften (1)—(3) von Satz I11.2.4. Dann
heifit 7 eine ToproLOGIE auf X und (X,7) ein TOPOLOGISCHER
RAuM. Viele der Eigenschaften, die wir fiir normierte Vektorrdume
beweisen, gelten allgemein fiir topologische Réume.

BEMERKUNG II1.2.6. Der abzédhlbare Durchschnitt offener Mengen
ist i. a. nicht offen. So ist z.B.

1
B(0;—) =
() BO: ) = {0}
neN*
nicht offen.
DEeFINITION II1.2.7. M C X heifit ABGESCHLOSSEN genau dann,
wenn M¢ = X\M offen ist.
Sarz I111.2.8. Es gilt:
(1) 0, X sind abgeschlossen.

(2) Beliebige Durchschnitte abgeschlossener Mengen sind wieder
abgeschlossen.

(3) Endliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen sind wieder
abgeschlossen.

BEWEIS. AD (1) Ist klar.

AD (2) (Naea Ma)® = Uqea(Ma)®
AD (3) (M1UM2>C:MlcﬂM20. O

BEMERKUNG III.2.9. Beliebige Vereinigungen abgeschlossener Men-
gen sind i. a. nicht abgeschlossen. So ist z.B.

U By = X\(r)

neN*

nicht abgeschlossen.
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DEFINITION II1.2.10. Sei M C X. Ein Punkt z € X heifit BERUB-
RUNGSPUNKT bzw. HAUFUNGSPUNKT von M, wenn fiir jedes U € U(x)
gilt

UNM#0 bzw. MNU\{z} # 0.
Wir definieren

M = {r € X : z ist Beriihrungspunkt von M}.

BeispiEL 11.2.11. (1) M = {1 : n € N} C R. Dann ist M =
M U {0} und 0 ist einziger Haufungspunkt von M.
(2) M = B(0;1). Dann ist M = {z € X : |lz| < 1} und jeder
Beriithrungspunkt ist auch Haufungspunkt.

BeEwEIs. AD (1) Ist klar.
AD (2)

|z <1l:=2eM=2€M

|z|]| = 1: e > 0 beliebig = x. = (1 — g)a: eM

und ||z — x| = g <e.

1
||| > 1:Seiy € B(x;r) mit r = §(||.CE|| —1)>0.
= |yl = =l = [l = vl

1
> Jlell = 5 (lell - 1)
Sl + 5
= — || —_
2 2
> 1

— B(x;r)N M = 0.

Sarz 111.2.12. (1) Es ist M C M.
(2) Es ist M = M genau dann, wenn M abgeschlossen ist.

BEWEIS. AD (1): Ist klar.
AD (2): ,=—*
reM =M= IWeclU(r) UNM=10]
— U C M*
= M° offen
= M = (M°)° abgeschlossen
p ="
M abgeschlossen = M€ offen
= Vee M°3U cU(z) UCcCM°
—=VeeMIUeUlxr) UNM=10)
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= M°C (M)"
— MCM
= M = M wegen (1).
O
SATz 111.2.13. FEs gilt:

(1) z ist Hiufungspunkt von M genau dann, wenn es eine Folge
(Tp)neny C M gibt mit z,, # x fiir allen € N und x, — .

n—oo

(2) x ist Beriihrungspunkt von M genau dann, wenn es eine Folge
(Tp)nen C M gibt mit x,, — x.

n—oo

BEWEIS. AD (1):,=—“: Da « Haufungspunkt von M ist, gibt es fiir
jedes n € N* ein @, in B(w; 2)NM\{z}. (@, )nen leistet das Gewliinschte.
,<=":Sei U € U(x). Dann gibt es ein k € N mit 2}, € U und z, # z.
Also ist * Haufungspunkt.

AD (2): Folgt aus (1). O

Satz 111.2.14. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(1) M C X ist abgeschlossen.

(2) M enthdlt alle seine Héiufungspunkte.
(3) Fir jede konvergente Folge (xy)neny C M gilt lim z,, € M.
BEWEIS. (1) = (2): Aus Definition II1.2.10 folgt
M=MUM mit
M' = {z € X : z ist Hiufungspunkt von M }.

Damit folgt die Behauptung aus Satz I11.2.12.
(2) = (3): Folgt aus Satz I11.2.13 (1).
(3) = (1): Folgt aus Satz I11.2.13 (1) und Satz I11.2.12. O

SATZ 111.2.15. M st die kleinste abgeschlossene Obermenge von M,
d.h.

M = ﬂ{A : A D M, A ist abgeschlossen}.
BEWEIS. Sei
B = ﬂ{A : A D M, Aist abgeschlossen}.

GeméB Satz I11.2.8 (2) ist B abgeschlossen. Auflerdem ist M C B. Sei
x € B¢. Dann gibt es ein U € U(z) mit U C B°. Also ist

UNB=0=UnNM=0.
Mithin ist « ¢ M. Dies zeigt

B°C (M)*= M C B.
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Sei nun umgekehrt x € (M)°. Dann gibt es ein U € U(x) mit UNM = ().
U*¢ ist abgeschlossen, x € U¢ und M C U°. Also ist © & B. Dies zeigt
(M) C B°= BC M.

U
Sarz 111.2.16. Es gilt:
(1) AcB= ACB,
2) (A)=4_ _
(3) AUB = AUB.

BEWEIS. AD (1): B D B ist abgeschlossene Obermenge von A. Da-
mit folgt die Behauptung aus Satz I11.2.15.
AD (2): A ist gemiB Satz I11.2.15 abgeschlossen. Damit folgt die Be-
hauptung aus Satz I11.2.12.
AD (3): AUBD A, AUBD B = (mit (1)) AUB D> AUB.
AU B abgeschlossen, AUBC AUB = AUB C AUB. O

DEerINITION I11.2.17. Wir definieren fiir M C X
M= {z € X : z ist innerer Punkt von M}.
Aus der Definition von ,offen“ folgt unmittelbar.
Satz 11.2.18. (1) M C M.
(2) M=M <= M ist offen.
In Analogie zu den Séatzen I11.2.15 und II1.2.16 erhalten wir.

Satz 111.2.19. ]\O/[ ist die grifste offene Teilmenge von M, d.h.
M= U{O : 0 C M,O0 ist offen}.

BEWEIS. Gemi$ Satz [11.2.4 (2) ist
B = U{O : O C M, O ist offen}

eine offene Teilmenge von M. Sei x € B. Dann ist x innerer Punkt von
B und wegen B C M auch innerer Punkt von M. Also ist

BC M.

Sei # € M. Damn gibt es ein U € U(x) mit U C M. Konstruktions-
gemaf ist U C B. Also ist auch

o

M C B.

Satz I111.2.20. Es gilt:
(1) AcB= AcB.
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@ (A=A
(3) (AnB)=ANB.
BEWEIS. AD (1): Folgt aus Satz I11.2.19.

AD (2): Folgt aus Satz I11.2.18 und II1.2.19.
AD (3): ANB C A= (mit (1)) (ANB)° C A
ANBC B = (mit (1)) (ANB)° C B
Satz 111.2.4 = ;l N é offene Teilmenge von AN B
:>;ml%’c(AmB)°. O

DEFINITION I11.2.21. Der RAND OM einer Menge M ist definiert
durch

OM = M\M.
Sarz 111.2.22. Es gilt:

(1) OM ist abgeschlossen.
(2) Es ist x € OM genau dann, wenn es fir jedes U € U(x) gilt

UNM#0 undU N M £ 0.

o

BEWEIS. AD (1): OM = M N (M)°.

AD (2):2 ¢ M <= VYU €U(z): UNM*#0

reEM <= YU elU(x):UNM#0. O
BeispieL 111.2.23. (1) M = B(0;1). Dann ist

M =M
M={zeX | <1},
OM ={z e X : || =1}
(2) M = B(0;1)\{0}. Dann ist

M= M
M={reX: | <1}
OM = {z € X : |z] = 1} U {o}.

Das folgende HAUSDORFFSCHE TRENNUNGSAXIOM ist fiir normier-
te Vektorrdume trivial. Fiir allgemeine topologische Rdume muss es
separat als Axiom gefordert werden. Ohne seine Giiltigkeit sind viele
wesentliche Sétze falsch.

SaTz 111.2.24 (HAUSDORFFSCHES TRENNUNGSAXIOM). Sei x,y €
X mit x # y. Dann gibt es zwei Umgebungen U, € U(x) und U, € U(y)
mat

U, NU, = 0.
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BEWEIS. Sei r = ||z — y|| > 0. Setze
U, = B(:5) . Uy = By 5)-
2 2
Dann gilt fiir z € U,

[ =2l = [l =yl = lly — =]

r
> o -yl - 5

Also ist U, N U, = 0. O
Eine einfache Konsequenz aus Satz [11.2.24 ist:
SATz 111.2.25. Sei x € X. Dann ist {x} abgeschlossen.

Zum Abschluss fithren wir noch einen, fiir das Folgende sehr hilf-
reichen Begriff ein.

DEFINITION I11.2.26. Sei M C X, M # 0, und A C M. Dann heift
A RELATIV OFFEN bzw. RELATIV ABGESCHLOSSEN in M, wenn es eine
offene bzw. abgeschlossene Menge B in X gibt mit A = BN M.

BEISPIEL II1.2.27. Sei X = Rund M = [0,1). Dann ist [0, 3) relativ
offen in M und [3,1) relativ abgeschlossen in M.

I11.3. Stetigkeit

Im Folgenden seien (X, | - ||x), (Y, |- ||y) und (Z, ]| - ||z) normierte
Vektorrdaume.

DEerFINITION II1.3.1. Sei D C X nicht leer und f : D — Y eine
Funktion. f heifit STETIG IN zq € D, wenn es zu jedem V € U(f(zo))
ein U € U(xp) gibt mit f(U N D) C V. f heiit STETIG IN D' C D,
D’ # (), wenn [ stetig ist in jedem Punkt x € D’. Ist insbesondere f
stetig in D, so sagen wir auch kurz ,, f 1ST STETIG".

Bevor wir Beispiele stetiger und nicht stetiger Abbildungen geben,
wollen wir einige andere dquivalente Definitionen der Stetigkeit ange-
ben.

Sarz 111.3.2. Sei f : D — Y, D C X, eine Funktion und xq € D.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) f ist stetig in xg.
(2)Ve>030>0:z€D,|lz—x] <d = || f(x)— f(zo)|y <e.
(3) V(zn)nen € D mit lim x,, = xq gilt

n—oo

lim f(2n) = f(o)-

n—oo
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BEWEIS. (1) = (2): Sei e > 0 und V = B(f(z0);¢) € U(f(x0)).
Dann gibt es ein U € U(zo) mit f(UND) C V. Da U offen ist, gibt es
ein 0 > 0 mit B(xg;0) C U. Wegen f(B(z¢;0) N D) C f(UND)CV
folgt die Behauptung.

(2) = (3): Sei (xp)neny C D mit lim x, = xo und £ > 0. Sei 6 wie in

n—oo

Teil (2). Dann gibt es ein ng € N mit ||z, — x¢||x < 0 fiir alle n > ns.
Dann gilt aber auch

1f(zn) = f(xo)lly <& Vn>ns.
Also ist f(zg) = lim f(x,).
(3) = (1): Anggnogmmen, f ist nicht stetig in zy. Dann folgt
IV e U(f(xy) YU €U(ao): f(UND)ZV

IV € U(f(x)) Vne N : f(Blao: 1) AD) ¢V

1
=3V el(f(xg)) VneN':3Jz, e B(xg; ) ND: f(z,) €V
—3 (Tp)neny C D, lim z,, = 29 und f(z,) 74> f(zo)
Widerspruch. O
SATz II1.3.3. Sei f : D — Y, D C X, D # 0, eine Funktion und
D' C D nicht leer. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) f ist stetig in D'.
(2) Fiir jede offene Teilmenge V von'Y ist f~1(V') relativ offen in
D'
(3) Fiir jede abgeschlossene Teilmenge A von'Y ist f~(A) relativ
abgeschlossen in D'.
BEWEIS. (1) = (2): O.E. ist D' N f~4(V) # 0. Sei z € D' N
f7YV). Dann ist V € U(f(x)). Also gibt es ein U € U(z) mit
f(D'NU)C f(DNU)CV

d.h. D'NU c f~YV). Also ist x relativ innerer Punkt von D'N f~1(V).
(2) = (3): Sei A C Y abgeschlossen. Dann ist V' = Y\ A offen. Wegen

FHV) = fHY\A) = D\f(4)
ist D\ f~1(A) relativ offen in D’ und damit f~1(A) relativ abgeschlossen
in D'.
(3) = (1): Seix € D'und V C U(f(x)). Dann ist Y'\V abgeschlossen
und damit nach Voraussetzung
S(Y\V)=D\[H(V)

relativ abgeschlossen in D’. Also ist f~!(V) relativ offen in D', d.h., es
gibt ein U € U(z) mit

f'VynD' =UnD.



76 III. STETIGE FUNKTIONEN

Also ist
f(un D cV.

Damit ist die Behauptung bewiesen. O

BEISPIEL I11.3.4. (1) f: X — R, mit f(x) = ||z ist stetig.
(2) f: Ry — R, mit f(z) = /x ist stetig.
(3) f:R—Rmit f(z) = [z] =max{k € Z : k < z} ist stetig fiir alle
xr € R\Z.
4) f:R — R mit

f(x)Z{(l) s

ist in keinem Punkt stetig.

(5) f: K™ - Kmit f((z1,...,2,)) = x;,1 < j < m, ist stetig. Dies
gilt fiir allgemeine Produktraume X; x X5 x ... x X,,.

(6) Die Funktionen z — Re(z) und z — Im(z) von C nach R sind
stetig.

(7) SeiY = X und || - ||y zu || - || x &quivalent. Dann ist die identische
Abbildung z — x von X — Y stetig.

(8) Sei f: X — R stetig und r € R. Dann sind die Mengen

{reX:fx)<r}, {zeX: f(x)>r}
offen und die Mengen

{reX: flx)<r}, {zeX: fx)>r}
abgeschlossen.

BEWEIS. AD (1): Folgt aus Bemerkung II1.1.5 (S. 62).
AD (2): (a) ,z9 = 0“: Sei e < 0 gegeben, setze § = §(g) = €2. Dann gilt
0<z<d=|/To—Vr|=vVr<Vi=c¢,
(b) ,xo > 0%: Sei € > 0 gegeben, setze § = 6(¢, z9) = £/@o. Dann gilt
|zg — | |zg — x|

AD (3):
rg€Z=306>0:(r—0d,z+0) CR\Z
= f|(z—s5,2+s) ist konstant,
rel=fy)<z—-1 Vy<z
fly) 2= Yy > .

AD (4): Folgt aus Satz 1.4.11 (S. 21).
AD (5): Folgt aus Teil (7) und

&y —yil <4 Ja — w22 = |z — ).
=1
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AD (6): Folgt aus Satz 1.5.5 (S. 26).
AD (7): Folgt aus der Definition II1.1.9 (S. 64)
lz —ylx <ellz—ylly Vr,yeX

AD (8): Folgt aus Satz I11.3.3. O

SATz I11.3.5. Seien Dy C X, Dy C X, 2o € DyN Dy, f: Dy =Y
und g : Dy — 'Y in xy stetig, sowie o € K. Dann gilt:

(1) af : x— af(x) ist stetig in xg.

(2) f4+g:z— f(x)+ g(x) ist stetig in xy.
B)Y=K;f-g:x— f(x)-g(x) ist stetig in xo.
(4) Y =K und g(xo) # 0;§ DX % ist stetig in xg.

BeEwEIs. Die Behauptung folgt aus Satz I11.3.2 und Satz I1.1.18 (8.
32), sowie Bemerkung IT1.1.8 (S. 63). O

Wegen Satz I11.3.5 ist die folgende Bezeichnung sinnvoll.

DEFINITION II1.3.6. Sei M C X, M # (). Dann bezeichnet C(M,Y)
den Vektorraum aller stetigen Funktionen von M in Y. Ist insbesondere
Y =K, so schreiben wir kurz C(M) statt C'(M, K).

Aus Satz I11.3.5 folgt unmittelbar:

Sarz I11.3.7. Alle POLYNOME, d.h. Funktionen der Form
f(z) = Zaka:k, ar € K, n €N,
k=0
und alle RATIONALEN FUNKTIONEN, d.h. Funktionen der Form

flx) ==—=, p,q Polynome,
(@) q(x)

sind auf threm Definitionsbereich stetig.

SAatz 111.3.8. Seien f : Dy =Y, Dy C X, und g: Dy — Z, D, C
Y, zwei Funktionen mit f(Dy) C D,. Dann ist die KOMPOSITION oder
VERKNUPFUNG go f: Dy — Z definiert durch

gof:ar g(f(x)).
Ist f in g € Dy stetig und g in yo = f(xo) € D, stetig, so ist go f in
Ty stelig.
BEWEIS. Sei W € U(g(yo)). Dann folgt
gstetiginyo = IV el(y) : g(D,NV)C W
[stetiginzg = JU €eU(zo) : f(D;NU) CV.

Wegen
go f(DyNU) Cg(Dy,NV)CW
ist die Behauptung damit bewiesen. U
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BEISPIEL II1.3.9. (1) Sei f : D — Y, D C X, stetig. Dann ist
[flly : D — Ry mit @ — || f(z)[|y stetig.

(2)Sei f: D — K, D C X, stetig. Dann ist f2: D — Kmit z — f(x)?
stetig.

(3) Sei f: D — R,, D C X, stetig. Dann ist \/f : D — R, mit
x — +/ f(x) stetig.

Sarz I111.3.10. (1) f = (fi...,fn) : D = K", D C X, ist genau
dann stetig in xqg € D, wenn alle Komponentenfunktionen f;, 1 <i <
n, in xg stetig sind.

(2) f: D —C, DC X, ist genau dann in o € D stetig, wenn Re f
und Im f in xy stetig sind.

BEWEIS. AD (1): ,=—* folgt aus Satz II1.3.8 und Beispiel 111.3.4

(5).
,<="“ Sei ¢ > 0. Dann gibt es nach Voraussetzung Zahlen 0,(¢) >
0,1 <7 <n, mit

£i(@) = o)l < = Vllz —ollx <.

Setze 0(¢) = min §;(¢). Dann folgt fiir x € B(zo;0)

I1f(z) = f(zo) g = {Z | (2;) — flao)}V? < e.

AD (2): Folgt wegen C = R? mit f; = Re f, fo = Im f aus Teil (1). O

DEerFINITION II1.3.11. Sei f : D — Y, D C X, eine Funktion.
Zu zg € X gebe es eine Folge (2,)peny € D mit lim z,, = xy. Dann

definieren wir
= lim f(x),
T—T0
wenn fiir jede Folge (2,)neny C D mit z, — xq gilt f(z,) — v.
n—oo n—oo

SATz 111.3.12. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(1) y = lim f(2).
(2) YW el(y) U elU(x): f(DNU) CV.
BEWEIS. (1) = (2): Angenommen, es existiert ein V' € U(y) mit
f(DNU) ¢V fur alle U € U(xp). Dann gilt

Vn €N f(DN Bl ) ¢V

1
=VneN'dz, EDHB(.’/EO;E) cf(x,) €V

—3(zp)nexy C D mit z,, — o und f(z,) 4 yo.

Widerspruch.
(2) = (1): Sei (Tp)ney € D mit lim z,, = 2o und € > 0. Dann

n—oo
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gibt es ein U € U(xp) mit f(DNU) C B(yo;e). Zu U gibt es aber ein
ny € N mit x,, € U fir alle n > ny. Also gilt

f(zn) € B(yo;e) Vn >ny.
Mithin konvergiert f(x,) gegen yo. O
BEMERKUNG I11.3.13. (1) Sei f : D — Y, D C X, und 2y € D.
Dann gilt lim f(z) = f(xo) genau dann, wenn f in xz, stetig ist.
Tr—XT0
(2)Sei f: D =Y, DC X, z9g¢ D und es existiere y = lim f(z).

T—x0

Dann kénnen wir eine Erweiterung f : D U {0} — Y von f durch

o) = {f(:r) falls © # x

Y falls x = xg

definieren. f ist dann in zo stetig und heiBt daher STETIGE ERGAN-
ZUNG von f in xg.

BeispieL [11.3.14. (1) X =Y =R, D = X\{1} und

" —1

flz) = 1 n € N*.
Aus Satz 1.1.16 (S. 12) folgt
n—1
flx) =Y & voe X\{1}
k=0
und damit
lin% f(x) =n.
f R — R mit
~ 1l fallsx # 1
— z—1
/(@) {n falls x =1

ist die stetige Ergénzung von f.
(2) X =Y =C, D=C\{0} und
e —1

f(z) = :

z

Da fiir alle z € C mit |2| < 1 gilt

x© _n—-1

FE) ==Y =1

n=1

[e.e]

1 m
Z (m—l—l)!z |
1 m

Tk

m=1
oo

2 1)

m=

IN
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ist

Die stetige Ergénzung von f ist also

P 2 1
f(z)_{l z = 0.

Wir kommen nun zu einer Besonderheit stetiger Funktionen auf R,
die mit der Anordnung von R zusammenhéngt.

DEerFINITION II1.3.15. Die Funktion f : D — Y, D C R, heifit
LINKSSEITIG STETIG bzw. RECHTSSEITIG STETIG in zo € D genau
dann, wenn es zu jedem V € U(f(zp)) ein 6 > 0 gibt mit

f(DN(xg—0,20]) CV bzw. f(DN[xg,z0+3)) C V.

BEeispiEL I11.3.16. Die Funktion [z] aus Beispiel 111.3.4 (3) ist
rechtsseitig stetig in jedem z € R.

SATz 111.3.17. Sei f : D — Y, D C R, eine Funktion und xq € D.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent,
(1) f ist linksseitig bzw. rechtsseitig stetig in xg.
(2)Ve>030>0Vrg—d <z <uzo:|f(z)— flzo)|ly <e
bzw.
Ve>036>0Veg <z <zo+06:|f(x)— flzo)ly <e.
(3) V(zp)nen C D mit x, < xo fir alle n € N bzw. z, > xq fir
allen € N und lim z, = x( gilt

n—oo

lim f(z,) = f(zo)-

BEwEIs. Ubungsaufgabe (analog zum Beweis von Satz 111.3.2). O

SAtz I11.3.18. Die Funktion f : D — Y, D C R, ist genau dann in
xo € D stetig, wenn sie in xg linksseitig und rechtsseitig stetig ist.

BEWEIS. ,=—*: Folgt aus Satz I11.3.2 und II1.3.17.
,<="1Sei V € U(f(x0)). Dann gibt es nach Voraussetzung ein §; > 0
mit

f(D N ([EO — (51,%0]) cV

und ein d9 > 0 mit

f(D N [513'0, Zo + (52)) c V.
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Fiir 6 = min{dy, d»} folgt
f(D N B(xg;0)) = f(D N (xg — 0,2 +6)) C V.
Damit ist die Behauptung bewiesen. U

Bei der Definition der Stetigkeit hédngt das 6 neben e auch von
dem Punkt x, der gerade betrachtet wird, ab. Fiir viele praktische und
theoretische Ergebnisse ist der Fall von Bedeutung, dass 0 unabhéngig
von x gewéhlt werden kann. Dies fiihrt zu folgender Definition.

DEFINITION II1.3.19. Sei f : D — Y, D C X, eine Funktion und
D’ C D nicht leer. Dann heifit f auf D’ GLEICHMASSIG STETIG, wenn
es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt mit

1f(z) = f)lly <e Va,ye D mit|z—y|x <o.

BEMERKUNG II1.3.20. Eine gleichméfig stetige Funktion ist auch
stetig.

BeispieL I11.3.21. (1) f: X — Ry mit f(z) = ||z ist gleichm&Big
stetig.
(2) f:R* — R* mit f(z) = 1 ist nicht gleichméBig stetig.
(3) f:][-1,1] = R mit f(z) = 2? ist gleichmifig stetig.
(4) f:R — R mit f(z) = 2? ist nicht gleichméBig stetig.

BEWEIS. AD (1): Folgt aus Bemerkung I11.1.5 (S. 62).
AD (2): Wegen Satz II1.3.5 ist f stetig. Sei 6 > 0 und n € N* mit
n > %. Dann folgt

|——%|:%<5
und
1 1
|f(ﬁ)—f(%)|=n21

Also kann f nicht gleichméfBig stetig sein.
AD (3): Fiir z,y € [—1,1] gilt

|2* =y = |z —yllz +yl < 20z —y].
Also ist f gleichméaBig stetig auf [—1,1].
AD (4): Sei § > 0 und n € N* mit n > 5. Dann folgt fiir > n und
_ J .
[z —y[ <
und
2

)
/(@) = fy)l = 6z + > on > 1.
Also ist f nicht gleichméfig stetig auf R. 0
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I11.4. Kompaktheit

Im Folgenden seien (X, || - ||x) und (Y,| - ||y) stets normierte Vek-
torraume.

DEeFINITION II1.4.1. Sei M C X.

(1) Eine Menge {O, : @ € A} C P(x) heit OFFENE UBERDE-
CKUNG von M, wenn gilt M C |J. ., O, und alle O, sind
offen.

(2) M heifit KOMPAKT, wenn jede offene Uberdeckung {O, : a €
A} von M eine endliche Teiliiberdeckung enthélt, d.h., es gibt
einn € Nund ap,...,0, € Amit M C Jye;c,, Oa,-

acA

BEISPIEL I11.4.2. (1) 0 ist kompakt.
(2) {0} U {2 :n e N*} C R ist kompakt.
(3) {2 : n € N*} C R ist nicht kompakt.

BEWEIS. AD (1): Ist offensichtlich.
AD (2): Setze M = {0} U {2 : n € N*}. Sei {O, : a € A} eine offene
Uberdeckung von M. Dann gibt es ein ag € A mit 0 € O,,. Wegen
% — 0 gibt es ein ng € N mit % € O,, fiir alle n > ny. SchlieBlich

gibt es Zahlen a,...,a,, € A mit % € O,,,1 < k < ny. Dann ist
{Oa, : 0 < k < ny} eine endliche Teiliiberdeckung von M.

(3) {B(%; 5%5) : n € N*} ist eine offene Uberdeckung von {1 : n € N*}
durch paarweise disjunkte Kugeln und enthélt daher keine endliche
Teiliiberdeckung. U

Sarz 111.4.3. M C X sei kompakt. Dann gilt:
(1) M ist beschrinkt, d.h., es gibt ein R > 0 mit M C B(0; R).
(2) M ist abgeschlossen.

BEWEIS. AD (1): {B(0;7) : r € R%} ist eine offene Uberdeckung
von M. Damit folgt die Behauptung unmittelbar aus der Definition der
Kompaktheit.

AD (2): Sei € M*. Dann ist {B(y; 3]ly — z|/x) : y € M} eine offene
Uberdeckung von M. Sei {B(y;; 3llyi — 2] x) : 0 < i < n} eine endliche
Teiliiberdeckung. Definiere

o1
r= oni, gl ol

Dann ist 7 > 0 und
B(z;r) N B(y;r) =0 Y0<i<n.
Also ist B(x;r) C M° und somit x innerer Punkt von M¢. U

SATz 111.4.4. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(1) M C X st kompakt.
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(2) Jede Folge (x,)nen C M in M besitzt einen Hdaufungspunkt in
M.

BEWEIS. (1) = (2): Angenommen (2) wire falsch. Dann gibt
es eine Folge (z,)neny € M, die keinen HP in M hat. D.h., zu jedem
x € M gibt es ein e(z) > 0, so dass B(x;e(x)) nur endlich viele Fol-
genglieder enthilt. {B(z;e(x)) : # € MY} ist eine offene Uberdeckung
von M. Sei {B(y;;e(y;)) : 0 < i < n} eine endliche Teiliiberdeckung.
Da jedes B(y;;e(y;)) nur endlich viele Folgenglieder enthélt, enthélt
Uo<i<n B(yi;€(y;)) auch nur endlich viele Folgenglieder. Widerspruch.
(2) = (1): Wir zeigen zunichst, dass fiir jedes r € R die offene
Uberdeckung

B, ={B(x;r) :x € M}
von M eine endliche Teiliiberdeckung enthélt.
Angenommen dies sei nicht der Fall. Dann gibt es ein R > 0, so dass
jede endliche Teilmenge von Bp die Menge M nicht iiberdeckt. Sei
xo € M beliebig. Dann gibt es ein x; € M\B(xo; R). Weiter gibt es
ein xg € M\[B(x; R) U B(xy; R)]. Durch Induktion zeigen wir, dass es
eine Folge (x,)neny C M gibt mit

0<i<n
GeméB (2) besitzt (2,)nen einen HP z* € M. Dann enthélt B(z*; &)
unendlich viele Folgenglieder (z,,);cn. Fiir je zwei solche Folgenglieder
Ty, und z,, gilt

[0, = @, [ x < 20y = 27| + [l#n, = 27[[x < R

im Widerspruch zur Konstruktion.
Sei nun {O, : a € A} eine beliebige offene Uberdeckung von M. Wir
nehmen an, dass sie keine endliche Teiliiberdeckung enthilt. Wie wir
oben gezeigt haben, enthélt B fiir jedes n € N* eine endliche Teiliiber-
deckung. Da {O,,a € A} keine endliche Teiliiberdeckung enthilt, gibt
es somit fiir jedes n € N* ein z, € M, so dass B(xz,; %) N M nicht
durch endlich viele O, ’s iiberdeckt werden kann. Die Folge (x,,)nen be-
sitzt geméfl (2) einen HP z* in M. Dann gibt es ein o* € A und ein
e* € R} mit

¥ € Oy und B(x™;¢") C Oy
Da z* HP von (2, )nen ist, gibt es zu N > (£)7! ein m > N mit

0|

*

€
|z —2%||x < 5

Fiir € B(z; =) folgt
[z = a"lx <l = 2mllx + [lzm — 27
1 e

<_ R
m+2
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P
- N 2
<e".
Also ist
Bl %) C B(a*:¢") C Oy
Widerspruch. O

BEMERKUNG II1.4.5. Eine Menge M mit der Eigenschaft (2) aus
Satz II1.4.4 nennt man auch FOLGENKOMPAKT. Satz [11.4.4 sagt also,
dass in einem normierten Vektorraum eine Menge genau dann kom-
pakt ist, wenn sie folgenkompakt ist. Diese Aussage ist in allgemeinen
topologischen Réumen i. a. falsch; dort kann man Beispiele folgenkom-
pakter, nicht kompakter Mengen konstruieren.

Wir kommen nun zu einer wesentlichen topologischen Charakteri-
sierung des K™. Sie geht auf E. HEINE (1821-1881) und E. BOREL
(1871-1956) zuriick.

SATZ 111.4.6 (SATZ VON HEINE-BOREL). Fine Teilmenge M des
K™ ist genau dann kompakt, wenn sie beschrdankt und abgeschlossen ist.

BEWEIS. ,,=—“: Satz I11.4.3.
,<=% Sei M C K™ beschriankt und abgeschlossen und (x,),en eine
Folge in M. Geméaf Satz I1.1.15 (S. 31) und Satz I1.2.4 (S. 39) gibt es
ein z* € K™ und eine Teilfolge (2, )ren von (,)nen mit

Tppi — o, V1 <i<m,
k—oo

d.h., z,, P " in K™. Da M abgeschlossen ist, gilt z* € M. Damit
folgt die Behauptung aus Satz I11.4.4. U

BEMERKUNG II1.4.7. Der Satz von Heine-Borel gilt fiir unendlich
dimensionale Vektorrdume nicht. So sind z.B. die abgeschlossenen Ein-
heitskugeln B(0; 1) in ¢1, ¢5 und ¢, nicht kompakt. Denn fiir die Folge
(en)nen+ der ,Einheitsvektoren mit

5 1 fiir k = n,
eTL = n =
bk 0 fiir k #n,
gilt

”en”l = HenH? = HenHoo =1

und
lew = enll =2
lew = emllz = V2
len = emllo =1

fiir alle n #£ m, so dass sie keinen HP besitzen kann.
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Als néchstes befassen wir uns mit dem Zusammenhang zwischen
Kompaktheit und Stetigkeit.

Satz 111.4.8. Sei M C X, M # 0, kompakt und f € C(M,Y).
Dann ist f gleichmdf$ig stetig.

BEWEIS. Sei ¢ > 0 beliebig. Da f stetig ist, gibt es zu jedem x € M
ein 6(x) > 0 mit

€
FM N B(x;0(2))) C B(f(x); 5)-
{B(z;36(z)) : © € M} ist eine offene Uberdeckung von M. Sei
{B(x;; 6(x;)) : 0 < i < n} eine endliche Teiliiberdeckung. Dann ist

o1
§= in 56(%) > 0.

Seien nun x,y € M mit ||z — y||x < 0 beliebig. Dann gibt es ein z;,
0 <i<mn,mit z € B(z;, 36(z;)). Es folgt

ly —2illx <y —2l|x + |lz: — 2|/ x

1
<8+ 50(x)

< 0(z;)
und daher
1f (@) = fFWlly < 1f (@) = f(@a)lly + [ f(z:) = fW)lly
<5+

Da ¢ > 0 beliebig war, ist hiermit die gleichméflige Stetigkeit von f
gezeigt. Ul

SaTz 111.4.9. Sei M C X, M # 0, kompakt und f € C(M,Y).
Dann ist f(M) kompakt.

BEWEIS. Sei {V, : a € A} eine offene Uberdeckung von f(M). Da
V,, offen und f stetig ist, gibt es zu jedem V, eine offene Menge U, mit

1 (Vy) =U, N M.

Da {V, : a € A} die Bildmenge f(M) iiberdeckt, ist {U, : a € A} eine
offene Uberdeckung der Urbildmenge M. Also gibt es eine endliche
Teiliiberdeckung {U,, : 0 < i < n} von M. Dann ist aber {V,, : 0 <
i < n} eine endliche Teiliiberdeckung von f(M). O

Eine einfache Konsequenz der Sétze 111.4.3 und I11.4.9 ist der fol-
gende Satz:
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SaTz I11.4.10. Sei M C X, M # 0, kompakt und f € C(M,R).
Dann nimmt f auf M sein Minimum und Maximum an, d.h., es gibt
einx € M und einT € M mat

f(z) < f(z) < f(T) Va e M.

BEWEIS. f(M) C R ist kompakt und damit beschrénkt und abge-
schlossen. Also gilt

—oo < p=inf f(M) <sup f(M) =R < +o0.

Aus der Definition des Supremums folgt, dass es eine Folge (z,,)nen C
M gibt mit
R = lim f(xz,).

n—oo

Da M kompakt ist, besitzt (z,),en einen HP Z in M. Da f stetig ist,
gilt

/(@) =R.
Analog folgt die Existenz eines x € M mit
fz) = p.

g

BEMERKUNG II1.4.11. Sei M C X, M # (), kompakt und f €
C(M,Y). Wegen Beispiel I11.3.9(1) (S. 78) und Satz I11.4.10 ist

1£lloo = I flleary) = max || f(z)]ly
wohldefiniert. Wie man leicht nachrechnet, ist || - ||c(a,y) eine Norm

auf C(M,Y).
Eine weitere wichtige Konsequenz aus Satz 111.4.10 ist:

SATZ 111.4.12 (FUNDAMENTALSATZ DER ALGEBRA). Jedes nicht
konstante Polynom besitzt eine Nullstelle in C.

BEWEIS. Sei
n
p(z) = Zakzk, ay € C,
k=0
ein nicht konstantes Polynom. O.E. koénnen wir a, = 1 und n > 2
annehmen. Sei
n
R=1+>lay|.
k=0

Fiir |z| > R folgt

n—1
p(2)] = (2" =Y lax]|["
k=0

n—1
> 2" = lallz™!
k=0
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= |2[" {2 = (R - 1)}
> |2
> |R"
> R.
Weiter ist
[p(0)] = fao| < R.
Also gilt wegen Satz 111.4.10

inf [p(z)| = inf [p(2)]
zeC 2€B(0;R)

= min_|p(2)| = [p(20)|
z€B(0;R)

mit |zg| < R. Wir nehmen an, dass p(zo) # 0 ist. Dann ist

4(2) = —p(z0 + 2)

p(20)
ein Polynom vom Grade n mit
(+) g2 =1 VzeC
und

q(0) = 1.

Also konnen wir ¢ in der Form
q(2) = 14+ b2" 4+ 2 p(2)

mit k£ > 1, b € C* und einem Polynom p schreiben. Wie wir in Para-
graph III.7 genauer sehen werden, kénnen wir —% in der Form

1 .
_E = rcosw -+ 1rsinw

mit r € R und w € [0, 27) darstellen, und fiir

W oW
7= \’“/Fcosg—l-z\’“/?sm%

gilt dann

Die Funktion

t () p(t2")]
nimmt geméaf Satz 111.4.10 auf dem Intervall [0, 1] ihr Maximum an.
Sei m dieses Maximum. O.E. ist m > 1. Fiir ¢ € (0, z-) folgt dann

la(t2)] < [1+b(t2")"| + [(t27) " p(t2"))]
< |1 =% + 5 ttm
=1—t*(1—tm)
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1

<1--tf
2
< 1.
Dies ist ein Widerspruch zu (x). 4

II1.5. Zusammenhang
Im Folgenden seien (X, ||-||x) und (Y ||-||y) normierte Vektorrdume.

DEFINITION II1.5.1. Eine Teilmenge M von X heifit ZUSAMMEN-
HANGEND, wenn es keine zwei in M relativ offenen Mengen Oy, O, gibt
mit

01#@,OQ%@,OlﬂOQIQ,OlLJOg:M.

Satz 111.5.2. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) M C X ist zusammenhdngend.
(2) Fiir jede Teilmenge O von M, die gleichzeitig relativ offen und
relativ abgeschlossen in M ist, gilt O = () oder O = M.

BEWEIS. (1) = (2): Sei O C M relativ offen und relativ abge-
schlossen in M. Setze O" = M\O. Dann sind O und O’ relativ offen in
M und erfiillen

oNnoO' =0,0U0 = M.
Da M zusammenhingend ist, gilt O = () oder O’ =, d.h., O = M.
(2) = (1): Angenommen M ist nicht zusammenhéngend. Dann gibt
es zwei nicht leere, in M relativ offene Mengen O, Oy mit

01ﬂ02:® und01U02:M.

Also ist O; = M\Os und somit auch relativ abgeschlossen in M. Aus
(2) folgt O = () oder O; = M, d.h., Oy = ); Widerspruch. O

Der Begriff des Zusammenhangs fithrt u.a. zu einem wichtigen Be-
weisprinzip:
Sei P(z) eine Eigenschaft, die man fiir alle x aus einer
Menge M beweisen will. Dann zeigt man sukzessive:
(1) M ist zusammenhéngend,
(2) {x € M : P(x) gilt} # 0,
(3) {z € M : P(x) gilt} ist offen in M,
(4) {z € M : P(x) gilt} ist abgeschlossen in M.
Wegen Satz I11.5.2 gilt dann P(x) fiir alle z € M.

Als néchstes geben wir eine wesentliche topologische Charakterisie-
rung der Intervalle in R.
Sartz I11.5.3. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) M C R ist zusammenhdngend.
(2) M st ein Intervall.
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BEWEIS. (1) = (2): Sei
a=infM eR, b=supM €R.
Dann ist
M C [a,b].
Wir miissen noch
(a,b) C M
nachweisen. Angenommen, dies sei nicht der Fall. Dann gibt es ein ¢
mit
a<c<bundc¢g M.
Definiere
Oy =[a,c)N M, Oy = (¢,b] N M.
Dann sind O; und Oy relativ offen in M. Wegen der Definition von
a,b,c und wegen ¢ ¢ M gilt
01U02 :M,OlﬂOg 29,01 #@,OQ #@,
im Widerspruch zum Zusammenhang von M.

(2) = (1): Angenommen M ist nicht zusammenhéngend. Dann exis-
tieren in M relativ offene Mengen O; und O mit

O1#0,0,#0,0,N03=0,0,UOy = M.
Seien z € O und y € Oy. O.E. ist x < y. Sei
z =sup(Oy N [z,y]) € R.

Ann. z€ Oy := 36 >0:[z2,24+ 6] C Oy N [z,y] = Widerspruch.
Ann. z € Oy := 36 >0:[2—0,2] C Oy N [z,y] = Widerspruch.
Also ist z € O1 U Oy = M. Andererseits gilt

M>x<z<yeM
im Widerspruch zur Voraussetzung, dass M ein Intervall ist. O

Als néchstes beschéftigen wir uns mit den Auswirkungen des Zu-
sammenhangs auf stetige Funktionen.

SAaTz 111.5.4. Sei M C X, M # 0, zusammenhdingend und [ €
C(M,Y). Dann ist f(M) zusammenhdingend.

BEWEIS. Sei V' C f(M) nicht leer und in f(M) relativ offen und
relativ abgeschlossen. Da f stetig ist, ist U = f~1(V) in M relativ
offen und relativ abgeschlossen. Wegen () £ V' C f(M) ist U # (). Da
M zusammenhéngend ist, folgt U = M. Also ist

V= [f(U) = f(M).
Damit folgt die Behauptung aus Satz I11.5.2. U
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SATz II1.5.5 (ZWISCHENWERTSATZ). Sei M C X, M # 0, zu-
sammenhdngend, f € C(M,R) und x,y € M mit f(z) < f(y). Dann
nimmt [ jeden Wert zwischen f(x) und f(y) an, d.h., zu jedem a €
[f(2), f(y)] gibt es ein z € M mit f(z) = a.

BeEwEIs. Wegen Satz I11.5.3 und Satz I11.5.4 ist f(M) ein Intervall.
Daher gilt [f(z), f(y)] C f(M). O

Eine Konsequenz des Zwischenwertsatzes ist:

Sarz I11.5.6. Sei p(z) = Zakxk ein Polynom mit reellen Koeffi-

k=0
zienten und ungeradem Grad n, d.h., a, € R, a, # 0 und n = 20 + 1,
¢ € N. Dann besitzt p eine reelle Nullstelle.

BeEwels. O.E. ist n > 3 und a,, = 1. Sei

n—1
R=1+)lay|.
k=0

Dann folgt
n—1

p(R) > R" = |ay| R

k=0

n—1
> R" — Z |ak|R"_1
k=0

= R" (R~ (R~ 1))
>R

und

p(-R) < (“R"+ Y |ay R

n—1

<—R"+) |y R
k=0
= —R"(R~ (R~ 1)
_ _Rnfl
< 0.
Damit folgt die Behauptung aus Satz I11.5.5. U

BEMERKUNG IIL.5.7. Satz II1.5.6 ist fiir Polynome mit geradem
Grad i. a. falsch, wie das Beispiel p(z) = 2? + 1 zeigt.

Wir kommen nun zu einigen Abwandlungen des Zusammenhangbe-
griffes.
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DEFINITION II1.5.8. (1) Eine Funktion w € C([0, 1], X) heift (steti-

ger) WEG in X. Die Punkte w(0) € X und w(1) € X heiflen ANFANGS-
und ENDPUNKT des Weges. Die Menge w([0,1]) C X heifit SPUR des
Weges.
(2) Eine nicht leere Teilmenge M von X heifit WEGZUSAMMENHAN-
GEND, wenn es zu jedem x € M und jedem y € M einen Weg mit
Anfangspunkt x und Endpunkt y gibt, der ganz in M verlauft, d.h.,
w([0,1]) C M.

Aus Satz I11.5.4 folgt:
BEMERKUNG II1.5.9. Die Spur eines Weges ist zusammenhéngend.

Satz I11.5.10. Jede wegzusammenhdngende Menge M ist zusam-
menhdngend.

BEWEIS. Wir nehmen an M C X, M # (), sei wegzusammenhén-
gend, aber nicht zusammenhéngend. Dann gibt es zwei nicht leere,
disjunkte, in M offene Mengen O, O; mit Oy U Oy = M. Seien x €
M NO; und y € M N Oy. Dann gibt es einen Weg w, der ganz in M
verlauft mit Anfangspunkt z und Endpunkt y. Sei .S die Spur von w.
Dann folgt

(O1NS)YU(OaNS)=MnNnS =S
(O1NS)N(O,NS8) =10
O1NS#0,0,NS #0
O; N S ist relativ offen in S, 7 =1, 2.

Dies ist ein Widerspruch zu Bemerkung II1.5.9. U

DEFINITION III.5.11. Eine nicht leere Teilmenge M von X heifit
KONVEX, wenn fiir alle x,y € M gilt (vgl. Abbildung II1.5.1)

{tr+(1—-t)y:0<t <1} C M.

Ny

ABBILDUNG III.5.1. Beispiel einer konvexen (links) und
einer nicht konvexen (rechts) Menge

BEMERKUNG III.5.12. (1) Eine konvexe Menge ist wegzusammen-
héngend und damit zusammenhéngend.
(2) B(a;r) und B(a;r) sind fiir jedes ¢ € X und r € R, konvex.
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BEWEIS. AD (1): w € C([0,1], M) mit w(t) = tx + (1 — t)y ist ein
Weg mit Anfangspunkt y und Endpunkt x.
AD (2): Fiir z,y € B(a;r) und t € [0, 1] gilt
la — (tz + (1 = )y)llx = [[ta —tx + (1 —t)a — (1 - 1)ylx
<tlla =zl + (1 =t)fla -yl
<tr+(1—t)r

=T

Analog fiir z,y € B(a;r). O

LEMMA II1.5.13. Durch

L~y firz,y € M genau dann, wenn es einen Weg in M
mit Anfangspunkt x und Endpunkt y gibt*

wird eine Aquivalenzrelation ~ auf M definiert.

BEWEIS. (1) z ~ x : w(t) =« fir alle t € [0, 1] ist stetig.
2Qrx~y=y~z:wel(0,1],M)w0) =zw(l) =y = wt) =
w(1 —t) leistet das Gewiinschte.

N~y y~z=—x~2z:
r~y = Jw €C(0,1], M x
y~z= FJwy € C([0,1], M) mit we(0) = y,ws(1) = =.
<
<

2t 0<t<i
=w(t) = wi(21) L 2
w2(2t — 1) 5 <t 1

leistet das Gewtinschte. O

Satz II1.5.14. M C X, M # 0, sei offen. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(1) M ist zusammenhdngend.
(2) M ist wegzusammenhdingend.

BEWEIS. (1) = (2): Sei a € M beliebig und
U={zreM:z~a}

Dann ist a € U.

Sei x € U. Da M offen ist, gibt es ein ¢ > 0 mit B(x;e) C M. Sei
y € B(z;¢). Gemdfl Bemerkung I11.5.12 (2) gilt y ~ = und wegen
x ~ a auch y ~ a. Also ist B(x;¢) C U. Mithin ist U offen in M.
Seixz € M\U. Da M offen ist, gibt es wieder ein € > 0 mit B(x;¢) C M.
Dann ist auch B(x;e) NU = (). Denn sonst gébe es ein y € B(x;¢) mit
y ~ a; wegen y ~ x folgte x ~ a ein Widerspruch zu x ¢ U. Mithin ist
U auch abgeschlossen in M.

Da M zusammenhéngend ist, folgt U = M. Also ist M wegzusam-
menhéngend.

(2) = (1): Satz I11.5.10. O
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BEMERKUNG II1.5.15. Auf die Voraussetzung ,, M offen“ kann in
Satz II1.5.14 nicht verzichtet werden. Denn sei X = R?
X ={(z,y) eR*:0<2r<1,0<y < 1}

1 1
Y, ={(r,y) ERZ:2=-0<y<1—~
{(z,y) r=-,0<y n}

und
M=Xx"\|J X..
neN*
Die Menge M (vgl. Abbildung I11.5.2) ist zusammenhéngend aber nicht
wegzusammenhéngend.

ABBILDUNG II1.5.2. Skizze der Menge M aus Bemer-
kung II1.5.15. Dicke Linien gehoren zu M, diinne Linien
nicht.

BEWEIS. (1): (0,0) +¢ (1,0). Angenommen w = (wy, ws) € C([0, 1],
M) erfiillt w(0) = (0,0),w(1) = (1,0). Aus Satz I11.4.10 (S. 86) folgt
a

Ogtgxl WQ(t) < 1.

Sei n € N so, dass 1 — % > m ist. Aus Satz II1.5.5 folgt, dass es ein
€ (0,1) gibt mit
() =~
w =—.

! n

Dann ist
w(t") ey, < w(t") & M.

Dies ist ein Widerspruch.
(2) (anl) ~ (anQ) fiir alle Y1, Y2 € [07 1)
(3): (z1,y1) ~ (xa,y2) fiir alle (z1,y1), (x2,y2) € M mit x; > 0,29 > 0.
Sei nun N C M nicht leer und in M relativ offen und in M relativ
abgeschlossen.
(4): Bemerkung I11.5.7 impliziert:

(1,91) ~ (w2,12) in M und (z1,51) € N = (w2,52) € N.

(5): N relativ offen in M = 3 (z,y) € N mit z > 0.
(6): (3), (4), (5) =V >0 Vye[0,1):(x,y) € N.
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(7): (6) = (2,}) e N vn>2.
N relativ abgeschlossen in M und
V2 1 1 1
1 -)eM -)eN

Jim (==,5)=0,5) e M= (0,3) €
(8): (2), 4), (1) = (0,y) e N vy e[0,1)
Also ist N = M und M somit zusammenhéngend. O

DEeFINITION II1.5.16. Eine nicht leere, offene und zusammenhén-
gende Teilmenge von X heifit GEBIET.

I11.6. Funktionen in R

Im Folgenden sei I C R stets ein nicht leeres Intervall.

DEFINITION II1.6.1. Eine Funktion f : I — R heifit

(a) MONOTON WACHSEND,

(b) STRENG MONOTON WACHSEND,
(c) MONOTON FALLEND,

(d) STRENG MONOTON FALLEND,

wenn fiir alle x,y € [ mit z < y gilt

(a) fz) < f(y),
(b) f(z) < [(y),
(¢) f(x) = f(y)
(d) f(x) > f(y)-

Eine monoton wachsende oder monoton fallende Funktion heifit MO-
NOTON.

Y

BEISPIEL II1.6.2. (1) f(z) = z? ist streng monoton fallend auf

(—00, 0] und streng monoton wachsend auf [0, +00). Falls 0 € I ist, ist
f auf I nicht monoton.

(2) Die Funktion f(x) = [z| aus Beispiel 111.3.4(3) (S. 76) ist monoton
wachsend.

(3) Die Funktion

0 2¢£Q
aus Beispiel 111.3.4(4) (S. 76) ist nicht monoton.

ﬂ@Z{ler

Sarz I11.6.3. Ser f : I — R monoton und o = inf I € R, f =
sup I € R. Dann existieren in R die Grenzwerte

fla+0) = lim f(z) = lim f(2)

Tr—x

f(6-0)= lim f(z)=lim f(z)

x<f
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und es gilt

inf{f(z) :z € (o, 8]} falls f wachsend,
sup{f(z) : z € (o, 8]} falls f fallend,
sup{f(z) : z € [o, )} falls f wachsend,
inf{f(z) :z €lo,B)} falls f fallend.
BEWEIS. Sei f monoton wachsend und
b=sup f(I) € R.
Sei (zp)nen C I eine Folge mit lim z, = f und z,, < 3 fiir alle n € N.

Dann gibt es zu jedem n < bein ( € I, { < 3, mit f(¢) =n. Zu ¢ gibt
es ein n¢ € N mit

fia0) - {

f(ﬂ—O)Z{

(<z,<fp Vn>ne

Da f monoton wachsend ist, folgt

n=f(Q) < flza) <b Yn=>n.
Also gilt lim f(x,) = b. Also existiert f(5 —0) und ist gleich b.

Ganz analog zeigt man die Existenz von f(a+0) und geht fiir monoton
fallendes f vor. O

DEFINITION II1.6.4. Seien D C R, D # (), Y ein normierter Vek-
torraum und f : D — Y ein Funktion. Ein Punkt 2y € R mit zg €
DN (—o00,z9) N DN (z9,+00) heift SPRUNGSTELLE von f, wenn die
Grenzwerte i —lg?io f(z) = f(xo £ 0) existieren und verschieden sind.

BeispiEL I11.6.5. Fir die Funktion f aus Beispiel I11.6.2 (2) ist
jedes k € Z eine Sprungstelle. Es ist

f(k+0)—f(k—=0)=1 VkeZ.
Satz I11.6.3 zeigt, dass fiir eine monotone Funktion f : I — R fiir

jedes zo € I die Grenzwerte f(zo =+ 0) existieren. Der folgende Satz
zeigt, dass eine solche Funktion bis auf abzdhlbar viele Sprungstellen
stetig ist. Beispiel I11.6.5 zeigt, dass umgekehrt auch abzéhlbar viele
Sprungstellen auftreten kénnen.

SATz I11.6.6. Sei f: I — R monoton. Dann ist f bis auf abzihlbar

viele Sprungstellen stetig.

BeEwEIls. O.E. ist f monoton wachsend. Sonst gehen wir zu — f
iiber. Definiere

M={zel:flxt0)+fz—0)}

Wir miissen zeigen, dass M abzéhlbar ist. Dazu geniigt es, eine injektive
Abbildung von M in eine abzdhlbare Menge zu konstruieren. Sei dazu
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x € M. Da f monoton wachsend ist, ist f(x+0) > f(x —0). Also gibt
es ein

¢ € QN (f(z =0), f(z +0)).

T +— ¢, ist eine Abbildung von M in Q. Seien nun x,y € M mit z < y.
Da f monoton wachsend ist, folgt

f(z+0) < f(y—0).
Also gilt
e < flz+0) < fy—0) <gy
Mithin ist die Abbildung injektiv. Damit folgt die Behauptung aus Satz
[.3.2 (S. 17). O

Der folgende Satz zeigt, dass stetige, monotone Funktionen sehr
gutartig sind. Er wird uns im néchsten Paragraphen gute Dienste leis-
ten.

Sarz I11.6.7. Sei f : I — R stetig und streng monoton wachsend
bzw. fallend. Dann gilt

(1) J = f(I) ist ein Intervall.

(2) f: 1 — J ist bijektiv.

(3) Die Umkehrabbildung f~1 : J — I ist stetig und streng mono-
ton wachsend bzw. fallend.

BEWEISs. AD (1): Folgt aus Satz I11.5.3 (S. 88) und II1.5.4 (S. 89).
AD (2): Die Surjektivitéat folgt aus der Definition von J, die Injektivitét
aus der strengen Monotonie.

AD (3): Sei g = f7!: J — R. O.E. setzen wir voraus, dass f streng
monoton wachsend ist. Andernfalls gehen wir zu —f {iber.

Sei y1,y2 € J mit y; < yo. Angenommen es ist g(y;) > g(y2). Da f
streng monoton wachsend ist, folgt

y2 = fg(y2)) < f9(y1)) = 1.
Also ist g streng monoton wachsend.
Sei nun yy € I. Geméaf Satz I11.6.3 existieren die Grenzwerte

g(yo +0) und g(yo — 0).

Wir miissen zeigen, dass sie mit g(yo) tibereinstimmen. Sei (yx)ren C J
eine monoton wachsende Folge mit

lim y, =yo und yp < yg VEk € N.

Dann ist (xy)geny mit xx = g(yx) eine monoton wachsende Folge mit
xp < xo=g(yo) Vk €N,
Sei

T = lim x;.

k—oo
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Dann ist

T<x9 und® € I.
Angenommen es wire, T < xy. Dann folgt aus der Stetigkeit und der
strengen Monotonie von f

= Jim i = Jim f ()
= f(@)
< f(xo0) = Yo
Also ist T = xg und somit

9(yo —0) = g(yo)-

Ganz analog folgt g(yo + 0) = g(yo). Also ist g stetig. O
BEISPIEL II1.6.8. Sein > 2 und f: R, — R, definiert durch
flz) ="

Fir 0 <z <y gilt
fy) = f(z) =y" —a"
— " (1—(5))

Y

n—1

:%;(1—(5))1;2

> 0.

Also ist f streng monoton wachsend.
Wegen 0 < f(z) =2" <z firalle 0 <z <1 gilt

lim f(z) = 0.

z—0+
Wegen f(z) = 2" > z fiir alle x > 1 gilt
lirf f(z) = +o0.

Also ist gemafl Satz 111.6.7 f : R, — R, bijektiv und es gibt eine
stetige, streng monoton wachsende Umkehrfunktion g : R, — R,. Es

18t
g(z) = V.
I11.7. Exponentialfunktion und Verwandte

DEFINITION II1.7.1. Durch
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sin(z) = nzzo(—wm

werden drei Funktionen von C in C, genannt EXPONENTIALFUNKTION,
CosINUS und SINUS, definiert.

Satz II1.7.2. Es gilt:

(1) Die Potenzreihen in Definition II1.7.1 haben alle den Konver-
genzradius oo.
(2) exp,sin, cos sind reellwertig auf R.
(3) en1t%2 = e* . e fiir alle 2,29 € C.
(4) e* #£ 0 fir alle z € Cje % = eiz fiir alle z € C
(5) € = cos z +isin z fir alle z € C.
(6) cos ist gerade, d.h., cos(—z) = cos(z) fir alle z € C.
sin ist ungemde d.h., sin(—z) = —sin(z) fir alle z € C.
(7) cos(z) = (e” +e ”) fir alle z € C.
sin(z) = (¢ — e7%) fiir alle z € C.
(8) cos(z) = Re( @y fir alle v € R.
sin(z) = Im(e™®) fiir alle v € R.
(9) exp, cos, sin sind stetig.

BEWEIS. AD (1): Folgt aus Satz I11.6.4 (S. 58).
AD (2): Ist klar.

(3): Beispiel 11.5.15 (S. 56).
AD (4): Beispiel 11.5.15 (S. 56).
(5):

n=0
_ 2k 2 S 2k+1i .
= Z(z) (2 —|— Z 2k 1)1 wg. abs. Konv. mogl.
k=0 k=0
o0 S 2k+1
=2 (-1 2k: 21<; + 1)

AD (7)
1 iz —iz\ __ 1 i Qi ) S1
5(6 +e ) = E(cos(z) +isin(z) + cos(—z) +isin(—=z))
= cos(2)
Z(e —e ) = 2@((:08( z) +isin(z) — cos(—z) —isin(—=z))

= sin(z).
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D (8): Folgt aus (2) und (5).
D (9): Gemé$ Beispiel 111.3.14(2) (S. 79) gibt es ein p > 0 mit
e — 1]
2|
Sei nun zg € C und ¢ > 0. Wahle

A
A

<2 V|z| < p.

_ £
d = min{p, M} >0
Dann folgt fiir z € C mit |z — 29| < 6
e* — e®| = |e®] - w|z — 2|
|z — 20|
< 2le®||z — 2o
<eE.

Also ist exp stetig. Wegen Satz I11.3.8 (S. 77) ist dann auch
z — exp(—2z)
stetig. Damit folgt die Stetigkeit von Sinus und Cosinus aus (7) und
Satz I11.3.5 (S. 77). O
SaTz 111.7.3 (ADDITIONSTHEOREME). Fiir alle z,w € C gilt:
(1) cos(z + w) = cos(z) cos(w) F sin(z) sin(w).
sin(z + w) = sin(z) cos(w) £ cos(z) sin(w).
(2) sin(z) — sin(w) = 2 cos(#5*) sin(25%).
cos(z) — cos(w) = —2 s1n(z+w) sin(%55%).
(3) cos?(z) +sin®(z) = 1.

2 2
BEWEIS. AD (1):

1 .
cos(z +w) = E(e’(”w) + e~ (=Hw)
— _[eizeiw + e—ize—iw]
1 iz —1iz W —tw
= Z[(e +e ) (e +e ™)

=+ (eiz _ efiz)(eiw _ efiw)]
= cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w)
Die Identitét fiir cos(z — w) folgt aus cos(z — w) = cos(z + (—w)) und
Satz I11.7.2 (6). Der Beweis der Identitét fiir sin(z4w) ist vollig analog.
AD (2): Setze u = 5%, v = #5%. Dann ist
Z=Uu+v, wW=v—1uU.
Damit folgt aus (1) und Satz II1.7.2 (6)

sin(z) — sin(w) = sin(u + v) + sin(u — v)
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= 2sin(u) cos(v)
Z—w zZ+w

) cos( 5 )

= 2sin(
Die zweite Identitét folgt analog.
AD (3): Aus (1) folgt
cos?(2) + sin?(2) = cos(z — z) = cos(0) = 1.
U

Wegen e*t% = e . ¢% ist das Verhalten der Exponentialfunktion
auf C festgelegt durch ihr Verhalten auf R € C und /R ¢ C. Wir
betrachten zunéchst die reelle Exponentialfunktion.

Sarz 111.7.4. Es gilt:
(1) 0 < e <1 fir alle x < 0;
e’ > 1 fir alle x > 0.
(2) exp : R — R ist streng monoton wachsend.

(3) lirll x~"e’ = 400 fir allen € N,
lim e* =0.

r——00

BEWwEIS. AD (1): Fiir x > 0 folgt

Fiir x < 0 folgt

AD (2): Fiir x < y folgt aus (1)
eV = e’ > e’

AD (3): Fiir n € N und x > 0 folgt
n+1

x x
—-n T > —-n — .
T I T g ) e OO
Schliefflich gilt
1
lim ¢ = lim e *= lim — =0.
T——00 T——+00 z—+o00 €%

0

Wegen Satz I[11.7.4 und Satz [11.6.7 (S. 96) ist die folgende Definition
sinnvoll.

DEeFrINITION II1.7.5. Die Umkehrfunktion der reellen Exponential-
funktion heifft (NATURLICHER) LOGARITHMUS und wird mit In be-
zeichnet;

In=(explg)”' : R} — R,
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SaTz 111.7.6. (1) Der Logarithmus ist eine stetige, streng monoton
wachsende Funktion mit

x1—1>1:I|-100 In(z) = 400, Ili)r(r)lJr In(z) = —o0.

(2) Fir alle x,y € RY gilt

In(z - y) = In(z) + In(y)
1n<§> = In(z) — In(y).

BEWEIS. AD (1): Folgt aus Satz II11.6.7 (S. 96) und Satz I11.7.4.
AD (2): Sei @ = In(z), b = In(y). Dann folgt aus Satz I11.7.2 und der
Definition des Logarithmus

zoy=e" e =ert?

= In(z)+In(y) =a+b=1In(z-y)
Analog fiir In(2). d

z
Y

Sei a > 0. Dann folgt

und damit
a® = (eln(a))n — enln(a) Vn € N
1 1

"= —=——=¢"@ vypecN
an enln(a)

Sei n € N* und z = en (@) ¢ R . Dann folgt

1
" = e"n In(a) __

Also gilt
a=en™@ Vne N
Hieraus folgt fiir r = § €EQmitpeZ, qe N*

Dies fiihrt zu folgender Definition.

DeFINITION III.7.7. Fiir @ > 0 und = € R sei
a® = ewln(a).
SATz II1.7.8. Seien a,b € R und x,y € R dann gilt:

(1) a*a? = a* 1Y, Z—f,z =qa*v.
) b = @), = (5"
(3) (a")V = a™.

(4) In(a*) = xIn(a).

Beweis. Ubungsaufgabe. O
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Der folgende Satz sagt etwas aus iiber das asymptotische Verhalten
des Logarithmus fiir x — 0+ und z — +o0.

SATz II1.7.9. Fiir o € R gilt

lim z7*In(z) =0, lim z%In(x)=0.

T——+00 z—0+

BEWEIS. Da aus x — +oo folgt y = In(z) — 400 erhalten wir mit
Satz I11.7.4 (3)

lim 2 %In(z) = lim Y
x—+400 y—-+oo Y
1 . ay
= — lim —
o y—+oo ey
Lim 2 (z—ay)
=— lim — (z=a«
o z—+00 % y
=0.
Ebenso folgt
lim 2°In(z) = lm yI(>) (=)
im n(z) = lim n(— = -
w—>0+x o y—>+<><>y Y ! Y

=— lim y “In(y)

y—-+oo

=0.
U

Als néchstes untersuchen wir das Verhalten der Exponentialfunkti-
on auf iR C C. Um Schreibarbeit zu sparen, definieren wir fiir x € R

ixp(z) = e VzeR.
Satz I1.7.10. ixp(R) = S' = {2z € C: |z| = 1}.
BEWEIS. Wegen Satz I11.7.3 (3) ist ixp(R) C S*. Um die Gleichheit
zu zeigen, beweisen wir zunéchst:
BEH.: cos(R) = [-1,1].

BEw. DER BEH.: Wegen Satz I11.5.3 (S. 88) und Satz I11.5.4 (S. 89)
ist I = cos(R) ein Intervall. Wegen cos(0) = 1 ist 1 € I. Wegen

0 (_1)2k—1 (_1)2k
COSl=1+;{(4k_2)! + )] }

[e.9]

1 1
:1_;{(%—2)! ~

<1

ist I # {1} und
a=1infl < 1.
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Wegen Satz I11.7.3 (3) ist a > —1. Angenommen a > —1. Dann ist
o= e T und es gibt ein  mit cos(z) = a. Mit Satz II1.7.3 folgt

cos(2z) = cos?(z) — sin?(x)

= 2cos’(x) — 1

a+1)2_1
2

1 —a?
2

:2(

= q —
< a.

Alsoist a = —1. Insbesondere ist 0 €  und es gibt ein x mit cos(z) = 0.
Mit Satz II1.7.3 folgt wieder

cos(2x) = 2cos?(x) — 1 = —1.

Damit ist BEH. bewiesen.
Sei nun z € S'. Dann gibt es gemifl Behauptung ein € R mit

cos(z) =Rez € [-1,1].
Dann gilt aber ¢ = z oder (e) = e~ = 2, d.h.,
ixp(z) = z oder ixp(—z) = 2.

Damit ist die Behauptung bewiesen. U

Sarz II1.7.11. Die Menge M = {x € RY : ixp(x) = 1} besitzt ein
positives Minimum. Wir definieren

T = %min{x e R’ :ixp(x) = 1}.
BEWEIS. Wegen Satz I11.7.10 gibt es ein x mit
ixp(z) = —1.
Wegen ixp(0) = 1 ist = # 0. Wegen
ixp(—) = [ixp(a)] " = -1
ist 0.E. z > 0. Wegen
ixp(2z) = [ixp(z)]* = 1
ist M # 0. Fiir € (0,1) gilt weiter

(_1)2kx4k+1 (_1)2k+1x4k+3

Sm@%:ZJ e T
_ Z g+ 1 X

Mk+DT_Mk+$J

e
Il

0
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- 1 1
= ];x‘“f“[(% +1)! (4k+ 3)!]
> 0.
Also ist
M= ({1})
mit ¢ = ixp |[1,00). Hieraus folgt die Behauptung. O

Sarz I11.7.12. Es gilt:

(1) =1 <= z€2mZ < Tk eZ:z=2km.
(2) ¢ =—-1 <= zemi+2mZl < JkeZ:z=(2k+ 1)m.

BEWEIS. AD (1): ,<=": 2™ = (2™)k = 1F =1
7~ z=x+iy,r,y e R e*=1

=1 =|e*| = |e"]]e¥| = = x=0
y=2kr+r mit0<r <27
—1=c" =" =¢™ — r=0 nach Def. von 7.
AD (2): =" eB@Fm — e — ¢
@’ =e*™ =1= a=+1= a = —1 nach Def. von 7.
2 “:

f =—1= % =1=22 ¢ 2niZ
—z € mi
=2 = (204 1)mi mit ¢ € Z wegen (1).

Aus Satz 111.7.12 folgt
e =t e C kel
Falls es fiir eine Funktion f : K — K ein p € K* gibt mit
fle+p)=flz) Veek,
sagt man, f sei p-PERIODISCH. exp ist also 27 periodisch.
Sarz I11.7.13. Fiir jedes a € R gilt
ixp : [a,a +27) — S!
und
ixp : (a,a + 27] — S*
sind bijektiv.
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BEWEIS. INJEKTIV:
ixp(r) = ixp(y) < ixp(z —y) =1
< & —y = 2kn fir ein k € Z (Satz I11.7.12)
< zx=ydal|r—y| <27 Vz,y € [a,a+ 2m)
bzw. Vx,y € (a,a + 27].
SURJEKTIV: Zu z € S* gibt es nach Satz [11.7.10 ein = € R mit ixp(z) =
z. x lasst sich in der Form x = a + 2k7 +r mit k € Z und r € [0, 27)
darstellen. Damit folgt
z = ixp(z) = ixp(a + r) - ixp(2kn)
= ixp(a + 7).
Wegen a + r € [a,a + 27) folgt die Surjektivitét. O

Sarz 111.7.14. Es gilt:
(1) cos(z + 2km) = cos(z), sin(z + 2km) = sin(z) fir alle z € C,

ke Z.
(2) cos(z) =0 <= z¢€ § +7LZ,
in(z) =0 < z enZ.
(3) sin(x) > 0 fir alle x € (0,7),
sin(z) ist streng monoton wachsend auf (0, 7).
(4) cos(z ) —cos(z), sin(z + m) = —sin(z) fir alle z € C.
(5) cos(z) = sin(§ — z), sin(z) = cos(§ — z) fiir alle z € C.
(6) cos(R) = sm(R) [—1,1].

BEWEIS. AD (1): Folgt aus Satz II11.7.2 (7) und Satz II1.7.12.
AD (2):

n n O

cos(z) =0
62iz = _1

2zi € mi + 2miZ, wegen Satz 111.7.12
z € T + 72

sin(z) =0
62iz =1

21z € 2miZ wegen Satz I11.7.12
z € T

[ I A A

AD (3): Im Beweis von Satz II1.7.11 wurde gezeigt
sin(z) >0 Vz € (0,1).

Damit folgt aus Teil (2) und Satz II1.5.5 (S. 90)
sin(z) >0 Vx € (0,m).
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Mit dem gleichen Argument folgt aus cos(0) = 1
cos(z) >0 Vz e (0, g)

Sei nun 0 < z <y < 7. Dann folgt aus Satz I11.7.3

sin(y) — sin(z) = 2 Cos(glj ;_ y) Sin(aj ; y) > 0.
AD (4): Folgt aus Satz I11.7.12 und Satz II1.7.3.
AD (5): Folgt aus (2), (3) und Satz II11.7.3.
AD (6): Aus Satz II1.7.10 folgt cos(R) = [—1,1]. Aus (5) folgt dann
sin(R) = [—1,1]. O

BEMERKUNG II1.7.15. (1) Die reellen Funktionen cos und sin sind
durch die Werte von sin(z) fiir z € [0, 5] eindeutig festgelegt.
(2) Die Zahl 7 ist irrational, ja sie ist sogar transzendent (Beweis von
LINDEMANN 1882), d.h., es gibt kein Polynom p mit rationalen Koef-
fizienten und p(7) = 0.
(3) Die Zahl 7 ist die kleinste positive Nullstelle des Cosinus. Um sie
numerisch zu berechnen, benutzen wir die Identitét

n 2k

x
cos(z) = Z(—l)km + ropt2()
k=0
mit
% L a2
= ~1
T2n+2(x) Z ( ) (2]{7)'
k=n+1
und die (zu beweisende!) Abschitzung
‘x’2n+2
n < ——— V|z|<2n+3.
raniafa)| < o Vel < 20+
Fiir 0 < < 5 folgt hieraus
2
cos(x) =1— % + 7y
-t
- 2 24
x? x?
—1-Z(1-=
2 ( 12)
<1 VOi<z<vI2

Also ist 27 > /12 und damit 7 > /3 > 1.5. Fir z = 1.5 und x = 1.6

erhalten wir
cos(1.5) = 0.070'737'20163 =20 - 10~ > 0
cos(1.6) = —0.029'199'522'39 +20 - 10~ < 0.
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Also ist 1.5 < % < 1.6. Sei

cos(1.5)
cos(1.5) — cos(1.6)

a ist der Schnittpunkt der Geraden durch (1.5,cos(1.5)) und (1.6,
cos(1.6)) mit der z-Achse. Wir erhalten

cos(1.5707) = 0.000'096'326'73 £20- 107" > 0
cos(1.5708) = —0.000'003'673'26 & 20 - 10~* < 0.

a=15+0.1 = 1.57078. ..

Wegen
. Ty sin(2 S Yy

<0 Vi<z<y<m

CoSYy — CoST = —2 sin(y

ist der Cosinus auf (0, 7) streng monoton fallend. Daher folgt aus obiger
Abschétzung

1.5707 < g < 1.5708.

Sei

cos(1.5707)
cos(1.5707) — cos(1.5708)
= 1.570'796'326" . . .

Wir erhalten
cos(1.570'796'326) = 0.000'000'000'73 20 - 10~'* > 0
cos(1.570'796/327) = —0.000'000'000'27 £ 20 - 10~ < 0.

b= 1.5707 + 0.0001

Also gilt
1.570"796'326 < g < 1.507'796'327

d.h.
7 = 3.141'592'653 + 1077,

SATz II1.7.16. Fiir jedes a € R gilt
exp : R X [a,a + 27)i — C*
exp : R x (a,a + 27)i — C*
ist bigektiv.
BEWEIS. INJEKTIV: Fiir 2 = x + iy, w = u + v mit z,y,u,v € R
folgt
e* = eV = %W = U™
— |e%el¥| = |ete|

— e =c"=ax=u



108 III. STETIGE FUNKTIONEN
= W = ¢®
= ) =1
— y—v €217
= y = .

SURJEKTIV: Sei z € C*. Dann ist |z| > 0 und o € St. Also gibt es
nach Satz I11.7.6 und Satz II1.7.10 ein = € R und ein y € [a,a + 27)
bzw. y € (a,a + 27| mit

2

K

Hieraus folgt die Behauptung. O

e’ = |z|, ¥ =

Hieraus folgt unmittelbar die POLARKOORDINATENDARSTELLUNG
der komplexen Zahlen.

SATz I11.7.17 (POLARKOORDINATENDARSTELLUNG DER KOMPLE-
XEN ZAHLEN). Zu jedem z € C* gibt es genau ein « € [0,27) mit

z = |z|e™.
a heifft das ARGUMENT wvon z, kurz a = arg(z).
BEMERKUNG III.7.18. Seien z,u € C* und
z=re%, u=se"?
mit r,s € R, ,9 € [0,27). Dann folgt
z-u=(r-s)el?t),
Also
arg(z - u) = arg(z) + arg(u) mod 2.

Zwei komplexe Zahlen werden also miteinander multipliziert, indem
ihre Betridge multipliziert und ihre Argumente modulo 27 addiert wer-
den.

SaTz I11.7.19 (KOMPLEXE WURZELN). Fir jedes a € C* und jedes
n € N* besitzt die Gleichung z" = a genau die n komplexen Lésungen

2 = |a|/mel@E@R2TR/n g < <~ 1,

BEWEIS. Sei z eine Losung der Gleichung 2™ = a. Dann ist z € C*
und somit
z=re" mitr € R% und ¢ € [0, 27).
Es folgt
2 =™ =g = |a|eiarg(“)
—r" =|d

— r=|a|'/"
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und
ny — arg(a) € 277
= p= %(arg(a)—f—?kw) 0<k<n-—1.
U

Zum Abschluss beweisen wir noch eine andere Darstellung der Ex-
ponentialfunktion.

SaTz I11.7.20. Fir alle z € C ist
z
= lim (1 4+ =)".
¢ = lim (1+2)

BEwEIs. Fiir n € N* und z € C gilt
z 2 z
e = (14 2y = (R - (14 2)

n—1
_[eE z 2k Z\n—1-k
= e (1+n)]26 (1+-)
k=0
=A-B
Weiter ist
2 2
A: n — 1 —
e ( —i—n)
2 en —1
= — -1
-
= Zra(2)

GeméB Beispiel 111.3.14(2) (S. 79) gilt

lim r,(z) = 0.

n—oo

Weiter gilt

Damit folgt

n—1
Bl <Y em i ot
n
k=0

n—1
< Z e%(mmkk)
k=0

-1
S ne'z‘nT
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< nel.
Insgesamt erhalten wir

Z Z\n |Z| z
ler =1+ )" < g!?‘n(Z)!n@' |
= |zleHlr,(2)]

— 0.
n—oo



KAPITEL IV

Differentialrechnung einer Verédnderlichen

Zunéchst fithren wir den Begriff der Differenzierbarkeit einer Funk-
tion von M C K in einen normierten Vektorraum ein und betrachten
darauf aufbauende Begriffe. Danach leiten wir Mittelwertsatze her und
befassen uns mit Konsequenzen wie z.B. der Regel von de I’'Hopital.
Anschlielend beweisen wir Taylorformeln und ziehen daraus Konse-
quenzen.

Als Anwendung betrachten wir die numerische Losung von Gleichun-
gen. Wir beweisen den Banachschen Fixpunktsatz, leiten das Newton-
verfahren her und beweisen seine Konvergenz.

IV.1. Differenzierbarkeit

Im Folgenden sei, sofern nicht anders vermerkt, (Y, || - ||y) ein nor-
mierter Raum, M C K eine nicht leere Menge, o € M ein Haufungs-
punkt von M und f: M — Y eine Funktion.

DEerINITION IV.1.1. Die Funktion f : M — Y heifit im Punkt
ro € M DIFFERENZIERBAR, wenn der Grenzwert

x)— f(z
L f@) ~ )
T—T0 T — xo
in Y existiert. Falls f in z( differenzierbar ist, nennen wir

d
w0) = D (x0) = ()
— Lim f(z) = f(@o)
z—z0 T — Xg
~lim f(xo +h) — f(xo)
h—0 h
die ABLEITUNG von f im Punkte xg.

ey

Bevor wir Eigenschaften differenzierbarer Funktionen untersuchen
einige Beispiele.

BeispieL IV.1.2. (1) f: C — C, f(z) = 2", n € N* ist differen-
zierbar fiir jedes z € C und f/(z) = nz""'.
(2) f: C — C, f(2) = e ist differenzierbar fiir jedes z € C und
f'(z) = €.
(3) f:R* = R, f(z) = L ist differenzierbar fiir jedes 2 € R* und
)

111
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'R — R?, f(z) = (z,2%)" ist differenzierbar fiir jedes x € R und

R—=Ry, f (x) |z| ist in xy = 0 nicht differenzierbar.
= Re z ist in keinem Punkt z € C differenzierbar.

AD (2)
e? — e® e % — 1
— €Z0 _ ezo
Z— 20 Z— 2y *%0
AD (3)
x01+h - wlo — —h - _ 1 _)_i
h hxo(zo + h) zo(wg + h) h—0 3
AD (4)
f(xo+h) — f(x0)
| h — (1, 220)"|| = [I(L, 220 + h)" — (1, 220)'|
= /(1 = 1)+ (20 + h — 20)?
= ||
— 0
h—0
AD (5)
1Y £(0 1
lim f<”)1 1) = lim §+ =1
1y _ (0 1
lim M = lim 5 = —1.

Fiir x € R* folgt analog, dass f differenzierbar ist mit

oy )1 falls x > 0
f($>_{—1 falls 2 < 0.

AD (6): Sei z = x + iy mit z,y € R. Dann ist

1y 1
f(2+nl> f<z):%:1 VneN
f(2+ﬁ2_f(z):0 VneN.
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SATz IV.1.3. Folgende Aussagen sind dquivalent.
(1) f ist differenzierbar in xq.
(2) Es gibt ein c € Y mit
lim f(x) = f@o) — c(z — mo)
T—x0 T — X
(3) Es gibt ein ¢ € Y und eine Abbildung r : M — Y, die in xg
stetig ist und r(xo) = 0 erfillt, mit
f(z) = f(xo) + c(x — x) + r(x)(x —29) Ve M.
In den Fdllen (2) und (3) ist ¢ eindeutig bestimmt und ¢ = f'(zo).

=0.

BEWEIS. (1) = (2): Ist offensichtlich.
(2) = (3): Definiere r : M — Y durch

{f(fc)—f(wo)—c(x—wo) x # 7o

r—x0
0 T = xg.

r(z) =
Aus (2) folgt dann, dass r in x( stetig ist.
(3) = (1): Ist offensichtlich. O
Aus Satz 1V.1.3 folgt unmittelbar:
Satz IV.1.4. Ist f in xy differenzierbar, so ist f in xq stetig.
BEWEIS. Geméf Satz IV.1.3 (3) ist
f(z) = f(20) + c(x — 20) + r(x)(x — 20)
mit einer in x stetigen Funktion r. Also ist
xhji}o f(z) = f(xo).
O

BEMERKUNG IV.1.5. (1) Beispiele IV.1.2 (5) und (6) zeigen, dass
die Umkehrung von Satz IV.1.4 i. a. falsch ist.
(2) Eine Funktion der Form x — f(xq)+ f'(z0)(z — o) ist affin. Mithin
besagt Satz IV.1.3, dass eine in z differenzierbare Funktion f in der
Néhe von xy durch eine affine Funktion bis auf einen Fehler R(x) mit

(%) lim )

T—T0 T — X

=0,

d.h. einen Fehler hoherer Ordnung, approximiert werden kann. Sei nun
umgekehrt h : M — Y eine affine Funktion, R : M — Y eine Funktion,
die (%) erfiillt, und

f(z) =h(z)+ R(x) Yz e M.
Da h affin ist, gilt fiir alle z € M
h(x) = h(0) + cx
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mit ¢ € Y. Daher gilt

f(x) = f(wo) = h(x) + R(x) — h(xo) — &(@

h(0) 4+ cz + R(x) — h(0) — cx
c(z — x9) + R(z)

o J@ )

z—zo X — Xg
Also ist f in z( differenzierbar.
Mithin ist also eine Funktion genau dann in xz differenzierbar, wenn sie
dort linear approximierbar, d.h. durch eine affine Funktion bis auf Ter-
me hoherer Ordnung darstellbar ist. Geometrisch bedeutet dies, dass
der Graph von f durch eine Gerade approximiert werden kann.
(3)Ist f: M C C — Cin zy € M NR differenzierbar, ist weiter zg
ein Haufungspunkt von M N R und ist f(M NR) C R, so ist f|ynr
als Funktion von R in R in zy differenzierbar. Beispiel IV.1.2 (6) zeigt,
dass die Umkehrung i. a. falsch ist.
(4) Ist f : M C R — R? in xq differenzierbar, so ist f aufgefasst als Ab-
bildung von R in C auch in z differenzierbar und die Ableitungen stim-
men unter Beriicksichtigung der Konvention R? 3 (z,y) ~ z + 1y € C
iiberein.

SATZ IV.1.6. f = (f1,.., fm)' : M — K™ ist genau dann in xg
differenzierbar, wenn jede Komponentenfunktion f;, 1 < j < m, in xq
differenzierbar ist. In diesem Fall gilt

f/<l'0> = (f{(l’o), SR 7f7ln<x0))t'
BEwEIS. Wegen

f(z) — f(x0) _ <f1($) — fi(xo) Jm(z) — fm(xo))t

T — T x—xz9 T — T

folgt die Behauptung aus Satz I11.3.10 (S. 78) und Bemerkung I11.3.13
(S. 79). O

SAaTz IV.1.7. Seien f: M — Y, g: M — Y in xy differenzierbar
und o, 8 € K. Dann gilt:

(1) af + By ist in xq¢ differenzierbar und
(af +B9)'(z0) = af'(x0) + B9 (x0),

d.h., die in xo differenzierbaren Funktionen bilden einen K-
Vektorraum.
(2) Ist Y =K, so ist auch f - g in xo differenzierbar und

(f - 9)(w0) = f'(w0) - g(x0) + f(20) - ¢'(w0).
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(3) Ist Y = K und g(x¢) # 0 so ist auch § in xo differenzierbar
und

f'(20)9(0) — f(@0)g'(x0)

vy
(5) (o) = (1)
BEWEIS. AD (1): Ist offensichtlich.
AD (2):
f(x) - g(x) = [ (o) - g(o)
LIy 4 g B

:)H—I:)f,(iﬂo)g(ﬂfo) + f(x0)g'(x0) wg. Satz IV.1.4

AD (3): Wegen Satz IV.1.4 gibt es eine Umgebung U € U(zp) mit
g(x) # 0 fiir alle x € U. Fiir x € U folgt

fx) _ f(zo)
9@  gl@o)
T — Tg

:f(x)g(xo) — f(z0)g(x)
g9(x)g(z0)(x — 20)

9(x)g(zo) ) T — g
. f'(x0)g(w0) — f(20)g' (0)
a0 g(0)? '

g

SATZ IV.1.8 (KETTENREGEL). f : M — K sei in xo differenzier-
bar, yo = f(xo) sei ein Hiufungspunkt von N C K und g: N — Y sei
differenzierbar in yo. Dann ist g o f in xy differenzierbar und es gilt

(90 f) (o) = g'(f(x0)) - f'(w0).
BEWEIS. Es ist geméf Satz IV.1.3
f(x) = f(zo) + f(xo)(x — z0) + r(x)(x —x9) VX EM
9() = 9(yo) + ¢'(w0) (v — o) + s(y)(y —v) Yy €N

mit in x¢ bzw. yp stetigen Funktionen r und s und r(xo) = 0, s(yo) = 0.
Damit folgt

go f(x) =go f(xo) +g'(f(20))(f(z) — f(x0))
+ s o f(x)(f(z) — f(o)
= go f(zo) +g'(f(x0)) - f'(x0)(x — w0)
+[g'(f (@0))r(2)
+ 50 f(x) - fi(w0) + 50 f(2)r(z)(z — z0).
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Da die Funktion ¢ : M — Y mit

p(z) =g (f(x0))r(z) + 50 f(z) f'(30) + 50 f() ()
gemaB Satz I11.3.5 (S. 77) und Satz I11.3.8 (S. 77) in x( stetig ist und
o(xg) = 0 erfiillt, folgt die Behauptung. O

SATz IV.1.9 (DIFFERENZIERBARKEIT DER UMKEHRFUNKTION).
Sei f: M — K in zy differenzierbar und injektiv. Weiter sei f~1 :
N — K mit N = f(M) in yo = f(xo) stetig. Dann ist f~' in y,
differenzierbar genau dann, wenn gilt f'(x¢) # 0. In diesem Fall ist

1
—1y\/ o
(f ) (yO) fl(:EO)
BEWEIS. Geméafl Satz IV.1.4 ist f stetig in xg. Sei (zp)peny € M
eine Folge mit =, # z( fir alle n € N und z, — x. Dann gilt

n—oo

f(x,) # f(xo) fir alle n € N und f(z,) — f(zo). Also ist yo ein

Héufungspunkt von N, so dass es sinnvoll ist, von Differenzierbarkeit
in yo zu sprechen.
,=— Fiir alle x € M gilt

fo fl) =
Damit folgt aus Satz IV.1.8
1= (/" o Y (o) = (/™) (o) S (o).
Hieraus folgt f'(zo) # 0 und (f~1) (o) :

(o) "
="
f1 ) — () _ T — %
Y — Yo y=f() f(x) — f(z0)
B 1
fx)—f(=0)
T—x0
1
—
et (z0)

Dabei wurde ausgenutzt, dass wegen der Injektivitit von f gilt

y# Yo < T # o,
und dass wegen der Stetigkeit von f~! in y, gilt
y—y <= [y = [ () = o
O
BEMERKUNG 1V.1.10. Sei M # 0, M # {xo}, M C R ein Intervall,

f + M — R streng monoton, stetig, in z( differenzierbar und f’(z¢) # 0.
Dann ist f~1 in yo = f(x¢) differenzierbar und (f~1)(yo) = m

BEWwEIS. Die Behauptung folgt aus Satz I11.6.7 (S. 96) und Satz
IV.1.9. Il
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BEISPIEL IV.1.11. In : R} — Rist fiir jedes yo € R differenzierbar
und

d 1 )
%ln(yo) = % Yyo € R+.

BeEwEIs. Wegen Satz I11.7.4 (S. 100) und Beispiel 1V.1.2 (2) sind
die Voraussetzungen von Satz IV.1.9 erfiillt. Damit folgt

Lini) = oo (explo) =)
_ 1
B Yo

i

DEFINITION IV.1.12. Eine Teilmenge M eines normierten Vektor-

raumes heifit PERFEKT, wenn jeder Punkt von M H&ufungspunkt von
M ist.

BEISPIEL IV.1.13. (1) M offen = M perfekt.
(2) M C R Intervall. M # 0, M # {x} = M perfekt.
(3) {z} C R ist nicht perfekt.

DEFINITION IV.1.14. Sei M C K perfekt.
(1) f: M — Y heifit DIFFERENZIERBAR (in M), wenn f in jedem
Punkt x € M differenzierbar ist.
(2) f: M — Y heifit STETIG DIFFERENZIERBAR (in M), wenn f
differenzierbar und [’ stetig ist.
3) fO=f fW=Df=Ff,
f+l) = prtlf — (fM) ¥n € N, sofern definiert.
(4) f heiit n-MAL STETIG DIFFERENZIERBAR, n € N*, wenn f(™
existiert und stetig ist.
(5) C"(M,Y) ={f € C(M,Y) : f ist n-mal stetig differenzier-
bar}, n € N*,
C®(M,Y) = () C"(M.Y).
neN
BEMERKUNG IV.1.15. (1) C™(M,Y) ist ein K-Vektorraum.
(2) C(M,Y) 2 CYM,Y) 2 C*(M,)Y)---.

(3) Falls M perfekt und kompakt ist, ist

| fllemany) = nax 1 ey

wohldefiniert und eine Norm auf C™(M,Y).

BEWEISs. AD (1): Folgt durch Induktion tiber n aus Satz IV.1.7.
AD (2): C"(M,Y) C C" (M, Y) fiir alle n € N* folgt durch Induktion
aus Satz IV.1.3. |z|z" ! ist in C"" (R, R) aber nicht in C"(R,R), n €
N*.

AD (3): Ubungsaufgabe. O
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SATZ IV.1.16 (LEIBNIZREGEL). Sei n € N* und f,g € C"(M,K)
mit M C K perfekt. Dann ist f - g € C"(M,K) und

(f-g)(")zi( )f(’“ (),

k=0

BEWEIS. Induktion iiber n.
n=1:Satz IV.1.7 (2).
n—-n+1:

(f-g)") = ((f ~ g)(”)),

k=0
n n B
k=0
n+1 n
(l >f(l) (n+1-1) +Z( )f(k (n+1—k)

_ ftD) gO0) 4 £(0) o (nt1)

=1
n+1

_ (” + 1) ) gnr1-k)
=\ k

g

BeispieL 1V.1.17. (1) M C R, f : M — C. Dann ist f = g + ih
mit g,h : M — R. Es gilt: f differenzierbar in xy <= ¢ und h
differenzierbar in x.

f(w0) = g (o) + ik ().

(2)p= Z arz” mit a; € K. Dann ist p € C*(K, K) mit
k=0

n n—1
p=> kag" =" a4+ 1)’
k=0 =0

und
p™ =0 Vm>n.

(3) p = Zakwk, q = Zbkxk mit ag, b, € K und ¢(z) # 0 fur alle
k=0 k=0
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x € M, M perfekt. Dann ist § € C*°(M,K).
(4) exp € C*(K,K), exp’ = exp.
(5) sin, cos € C*(K, K)

cos’ = —sin , sin’ = cos.

(6) In € C(RY. R).

UL [

In®(z) = p
T

(7) a > 0. Dann ist z — a* € C*°(R,R)
(a®) = a” - In(a).

(8)

~ Ja?sin() Lz eR
f(x)_{o =0

ist auf R differenzierbar, aber f’ ist nicht stetig.

BEWEIS. AD (1): Folgt aus Satz IV.1.6 und Bemerkung IV.1.5 (4).
AD (2): Folgt aus Satz IV.1.7 und Beispiel IV.1.2 (1).

AD (3): Folgt aus (2) und Satz IV.1.7.
AD (4): Beispiel IV.1.2 (2).
AD (5): Folgt aus (4) und Satz I11.7.2(7) (S. 98).
AD (6): Folgt aus Beispiel IV.1.11 und Satz IV.1.7.
AD (7): Folgt aus Satz IV.1.8 und a® = exp(zIn(a)).
AD (8): Aus

f(z) o1

=1 = lzl[sin(-)] < |z

folgt die Differenzierbarkeit in 0 und f’(0) = 0. Fiir x # 0 folgt aus
Satz [V.1.7, Satz IV.1.8 und Teil (5)

f(x) =2z sin(é) - cos(é).

Damit folgt

1 1
/ = —¢gj — = —
f (2n7r> = sin(2nm) — cos(2n) 1.
Also ist f” in 0 nicht stetig. O

DEerFINITION IV.1.18. Sei M C R und z( ein Haufungspunkt von
M. Dann heifit f in xg LINKSSEITIG bzw. RECHTSSEITIG DIFFEREN-
ZIERBAR, falls der Grenzwert

D_f(zo) = lim L&) =S

z—x0—0 xr — X
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bzw.

Dy f(zo) = lim f(@) = f(zo)

z—x0+0 T — T
existiert.
BEeISpIEL IV.1.19. Sei f(x) = |z|. Dann ist
D_f(0) = —1, Do f(0) = 1.
SATz 1IV.1.20. Sei M C R. Dann ist f : M — Y genau dann in

xo € M differenzierbar, wenn es links- und rechtsseitig differenzierbar
st und

Dy f(zo) = D_ f(z0)

18t.

BEWEIS. ,,=—:“ Ist offensichtlich.
,<=:" Definiere ¢ : M — Y durch

f(@)—F(=0) & # o,
p@) =9, _
D, f(xg) ,z=x.

Wegen D, f(x9) = D_f(x0) ist ¢ in xq stetig. Damit folgt die Behaup-
tung aus der Definition der Differenzierbarkeit. O

BEISPIEL IV.1.21. Die Funktion
0 fiir x <0,
- |

e~s firz >0
ist in C*°(R,R) und es gilt
f™M(0)=0 VneN.
Bewers. Offensichtlich ist f € C*°((—o0,0],R) und
f™(z)=0 VYneNz<0.

BEeH.: Vn € N 3 py, Polynom vom Grad < 2n mit:

1 1
f(”)(x) = pgn(;>€75 Yz > 0.

BEw. DER BEH.: Induktion iiber n.
n=0:p(y) =1

n—n+1:
1. 1, 1, 1. 1 1 1. 1
[p2n(g>€ 7] :_FPZn(E)e e +;p2n(5)6 .
1, 1
—p2n+2(5)6
mit

Pont2(y) = ¥’pan(y) — ¥ o, (y)-
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Aus BeH. folgt f € C*(R*,R).
Wegen Satz [V.1.20 miissen wir noch zeigen, dass fiir n € N gilt

; (n) —

Wegen BEH. und Satz I11.7.4 (S. 100) gilt aber

1
lim f(”)(x) = lim pzn(—)e_%
x

x—0+ x—0+
= lim po,(y)e™
y—) o0
Y=<
2n k
. 1i Yy . . k
= Aop  lim =— (mit py, = Ao ")
k=0 y—oo €

IV.2. Mittelwertsitze

DEFINITION IV.2.1. Sei f : M — R eine Funktion der nicht leeren
Teilmenge M des normierten Vektorraumes (X, || - ||x) in die reellen
Zahlen. Dann hat f in zp € M ein LOKALES MINIMUM bzw. LOKALES
MAXIMUM, wenn es eine Umgebung U € U(zg) gibt mit

f(x) > f(xy) YeeUNM
bzw.

f(x) < f(xg) VYaxeUnM.

Ein lokales Minimum oder Maximum nennen wir auch LOKALES EX-
TREMUM.

SAaTz IV.2.2. Sei M C R und xy € M. Die Funktion f: M — R
habe in xy ein lokales Extremum und sei in xq differenzierbar. Dann
qgilt

f,<l’0) =0.

BeEweEIls. O.E. habe f in xg ein lokales Minimum. Sonst gehen wir

zu — f iiber. Dann gibt es ein € > 0 mit

f(z) > f(xg) Vz € (xg—e,z0+¢).

Daher ist
und
D flw) = tim L& =S@)

x—wo—0 T — X
Damit folgt die Beh. aus Satz IV.1.20 (S. 120). O
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Im Weiteren setzen wir, soweit nicht anders gesagt, voraus, dass
(V) f€C(a,b,R) in (a,b) differenzierbar
ist mit —oo < a < b < +o00.
BEMERKUNG IV.2.3. (1) Falls (V) gilt, ist
max f(z) = max{f(a), f(b), f(x) : f'(x) = 0,2 € (a,b)}

a<z<b

min f(z) = min{f(a), f(b), f(z) : f'(x) = 0,7 € (a,b)}.

a<x<b

(2) Falls zp ¢ M, ist, ist Satz IV.2.2 i. a. falsch, wie das Beispiel
flz) =z, M =[0,1], zg = 1 zeigt.

Der folgende, fundamentale Satz geht auf M. ROLLE (1652-1719)
zuriick.

SATZ IV.2.4 (SATZ VON ROLLE). Es gelte (V') und f(a) = f(b).
Dann gibt es ein ¢ € (a,b) mit
f'(¢)=o.

BeEwEIs. O.E. ist f nicht konstant. Geméafl Satz 111.4.10 (S. 86)
nimmt f sein Minimum m und sein Maximum M in einem Punkt
Tm € [a,b], bzw. zp € [a,b] an. Da f nicht konstant ist und f(a) = f(b)
gilt, ist mindestens einer der beiden Punkte ein innerer Punkt von [a, b].
Damit folgt die Behauptung aus Satz IV.2.2. U

Der folgende Satz ist fiir das Weitere zentral.

SATZ IV.2.5 (MITTELWERTSATZ). Es gelte (V). Dann gibt es ein
¢ € (a,b) mit

f@) = f(a) + f(O)(b —a).
BeEWwEIs. Definiere g € C([a, b}, R) durch

o) = 1) - 1O )

Dann ist g in (a, b) differenzierbar und erfiillt

g(a) = f(a) = g(b).
Damit folgt die Behauptung aus Satz 1V.2.4. O

SATz 1V.2.6. Sei I C R ein perfektes Intervall, f € C(I,R) in I
differenzierbar und f'(x) = 0 fir alle x € I. Dann ist f auf I konstant.

BEWEIS. Seien a,b € I mit a < b. Dann ist (a,b) C I. Damit folgt
die Behauptung aus Satz [V.2.5. U
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SATz IV.2.7. Sei I C R ein perfektes Intervall und f € C(I,R) in
I differenzierbar. Dann gilt
(1) f ist monoton fallend (wachsend)
<— () <0 (bzw. f'(x) >0) Vxe ;,
(2) f'(z) <0 (bzw. f'(x) >0) Ve I
= ist streng monoton fallend (wachsend).

BEWEIS. AD (1): ,=:“ O.E. ist f monoton fallend, sonst gehe zu
—f iber. Sei g € [ und = € I. Dann gilt

$>$O:MSO
r — X9
= D f(z0) <0
I i e LY
r — Tg

= D_f(z0) <0.
Hieraus folgt die Behauptung.

,<=:“ Seien z,y € I mit r < y. Dann ist (z,y) C I und wegen Satz
IV.2.5 gibt es ein ¢ € (z,y) mit

fly) = f(@) + f( Oy — ) < fx).
Hieraus folgt die Behauptung.
(2): Folgt wie ,,<="in (1). O

BEMERKUNG IV.2.8. f : [-1,1] — R mit f(z) = 2% ist streng
monoton wachsend und in (—1, 1) differenzierbar. Aber esist f'(0) = 0.
Dies zeigt, dass in Satz IV.2.7 (2) die Umkehrung i. a. nicht gilt.

SATz IV.2.9. Sei I C R ein perfektes Intervall, f € C(I,R) m}
differenzierbar und f'(x) # 0 fiir alle x € I. Dann ist f injektiv.

BEWEIS. Angenommen, f ist nicht injektiv. Dann gibt es a,b € [

mit f(a) = f(b). O.E. ist a < b. Dann ist (a,b) C I und aus Satz IV.2.4
folgt
f'(¢)=0

fiir ein ¢ € (a, b); Widerspruch. d

BEMERKUNG 1V.2.10. Satz IV.2.9 ist fiir Funktionen f: I — C i.
a. falsch. Z. B. ist ixp : [0, 27] — C mit

ixp(z) = e
nicht injektiv und erfiillt
ixp'(z) =™ #0 Va € (0,2m).
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SATz IV.2.11. Sei I C R ein perfektes [ntervall und f € C(I,R) in

I differenzierbar mit f'(x) # 0 fir alle x € I Dann gilt:

(1) f ist streng monoton,
(2) J = f(I) ist ein perfektes Intervall,

(3) [t J—1Tist diﬁerenzz’erbar in J und
(f) () = f’( y fiiry = f(z).

BEWEIS. Geméf Satz 1V.2.9 ist f injektiv. Wegen Satz I11.5.5 (S.
90) ist J ein Intervall. Angenommen f wére nicht streng monoton.
Dann gibt es z,y,2z € I mit x <y < z und

f(z) < f(y) und f(y) > f(2)

oder

f(@) > f(y) und f(y) < f(2).
Daher hat f in (z,2) ein Extremum. Wegen Satz IV.2.2 ist dies ein
Widerspruch zur Annahme f'(u) # 0 fiir alle uw € I. Also ist f streng

monoton. Da f streng monoton ist, besteht J nicht aus einem Punkt,
ist also perfekt. Der Rest folgt aus Bemerkung I1V.1.10 (S. 116). OJ

BEISPIEL IV.2.12. Es ist
cos'(z) = —sin(z) # 0 auf (0, )

sin’(z) = cos(z) # 0 auf (—g g)

Also existieren
arccos = (cos |(o.n) ¢ (—=1,1) — (0, 7)

_ . B Tom
arcsin = (sin|_z =)' : (=1,1) — (—§a 5)
Es gilt
, 1
arccos' (x) =
z=cosy cos'(y)
-1
sin(y)
B —1
1 — cos?(y)
—1
= Ve e (—1,1
— (=1,1)
1
./ _
arcsin’(x) ooy S W)
1

cos(y)



IV.2. MITTELWERTSATZE 125

Durch Induktion folgt hieraus

arccos € C*((—1,1),(0,m)),

arcsin € C*((—1,1), (—g, g)).

DEFINITION IV.2.13. Sei (X, |- ||x) ein normierter Vektorraum, M
C X konvex und f : M — R eine Funktion. Dann heif}t

(1) f KONVEX,
(2) f STRIKT KONVEX,
(3) f KONKAV,
(4) f STRIKT KONKAV,

wenn gilt
(1) f((L =tz +ty) < (1—1)f(2) +1f(y),
(2) F(L=t)z+ty) < (1 =0)f(z)+1f(y),
(3) f(L=t)z+ty) > (1 —t)f(x) +tf(y),
(4) f(A=t)z+ty) > (L —1)f(x) +1f(y)

fir alle x,y € M,x # y, und alle t € (0, 1).

BEMERKUNG IV.2.14. (1) f ist genau dann (strikt) konvex, wenn
—f (strikt) konkav ist.
(2) Ist f konvex, so ist die Menge

{(z,u):x € Myu e Rju> f(x)}

konvex.
(3) Ist M C R, so ist f genau dann (strikt) konvex, wenn fiir alle
a,b € M mit a < bund alle z € (a,b) gilt

(4) Ist M C R, so ist f genau dann (strikt) konvex, wenn fiir alle
a,b € M mit a < bund alle z € (a,b) gilt

[@) = fl@) _ f®) = fla) _ fB) = ()

xr—a (<) b—a (<) b—=x

BEWEIS. AD (1), (2): Sind klar.
AD (3): Sei a,b € M,a <b,und x € (a,b). Dann ist + = (1 —t)a + tb
mit £ = =2 € (0,1). Damit folgt

f(x) = f((1 = t)a +tb) é)(l —t)f(a) +1f(b)
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= f(a) + W(m —a).

AD (4): Die erste Ungleichung ist offensichtlich dquivalent zu (3). Sei
a,b € M, a < b, und x € (a,b). Dann ist x = (1 — )b + ta mit
t =22 € (0,1). Damit folgt

f(@) = f((1=t)b+ta)

%f(b) + M(l) — ).

( b—a

Das ist offensichtlich dquivalent zur zweiten Ungleichung. U

SAaTz IV.2.15. (1) Sei I C R ein perfektes Intervall und f in I
differenzierbar. Dann ist f genau dann (strikt) konvex, wenn f' (streng)
monoton wachsend ist.

(2) Sei I C R ein perfektes Intervall und f in I zweimal differenzierbar.
Dann ist f genau dann konvex, wenn f"(x) > 0 ist fir alle z € 1. Gilt

f(x) >0 fiir alle z € I, so ist f strikt konver.

BEWEIS. AD (1): ,=:“ Sei a,b € I mit a < b. Dann folgt aus
Bemerkung 1V.2.14 (4)

fz) = fla) _ f(b) = f(a) _ f(b) = f(2)
r—a - b—a - b—x
— fa) = Dyla) < OO

< D_f(b) = f'(b).

Also ist f” monoton wachsend. Sei nun f strikt konvex.
Ann.: f’ ist nicht streng monoton wachsend. Da f’ monoton wachsend

ist, gibt es dann z,y € I mit x < y und

f'@)=f'(z) = f'(y) Vzelzyl

Sei z € (x,y). Dann folgt aus der strikten Konvexitit von f und Satz

IV.2.5

/(=)

1) <f@) + =08y

=f(@)+ f'(m)(z — x)

mit 7y € (z,y). Andererseits gibt es wegen Satz IV.2.5 ein 1, € (z,y)
mit

f(2) = f(@) + f'(m)(z — x).
Wegen f'(n1) = f'(n2) ist dies ein Widerspruch.
,<—:“ Seien a,b € I mit a < b und = € (a,b). Dann ist € I und
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geméfl Satz IV.2.5 gibt es ein ¢ € (a,z) und ein n € (z,b) mit

und

Wegen der (strengen) Monotonie von f’ folgt
fz) = fla) _ fb) = f(=)
r—a (< b—x

b-a ), S0

:f(x)(x—a)(b—x)@)x—a b—ux
= fo) < fla)) =2+ FB) T
(<) a a

Also gilt fiir t € (0,1)
f((1—t)a+tb) (g (1 —1t)f(a) +tf(b).
<)
Mithin ist f (strikt) konvex.
AD (2): Folgt aus Teil (1) und Satz IV.2.7. O

BEISPIEL 1V.2.16. (1) exp : R — R ist streng monoton wachsend
und strikt konvex.
(2) In: R% — R ist streng monoton wachsend und strikt konkav.
(3) z — 2% : RY — R ist streng monoton wachsend und konvex fiir
a > 1, streng monoton wachsend und konkav fiir 0 < a < 1, streng
monoton fallend und konvex fiir a < 0.
(4) Seil <p <oound p' = p%l. Dann gilt fiir alle z,y € R%.

1 [
-y < -2+ —y”. (YOUNGSCHE UNGLEICHUNG)
p p
(5) Seil <p<ooundp = b Fir o = (2, ... , ) € K" definiere
lzllp = £ lal?} 7.
k=1
Dann gilt fiir x,y € K”
Z |2k |ye] < ||lz]lpllylly. (HOLDERSCHE UNGLEICHUNG)
k=1

Insbesondere ist || - ||, eine Norm auf K".
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BEWEIS. AD (1): exp = exp’ = exp” > 0 auf R.

AD (2):
! 1 *
In"=->0 auf R,
x
1
In" = —3 < 0 auf RY.
AD (3)

o1 >0 auf RY , fiir a >0,
ax
<0 auf RY | fira<0

>0 aufRY | fira>1und a<0
<0 aufRy, | firO<a<l

(%) = a(a — 1)2* 2 {

In(oa” + ) = (e + (1= 7))
> In(a?) + (1= ) n(y”)
— In(z) + In(y)
=In(z - y).

AD (5): O.E. ist ||z||, # 0, Hpr/ # 0. Dann folgt aus (4)

P P’
Z o ‘Z H Z H

21l Hpr

1 1
p D
=1

und somit

n
> lzallyel < llzlpllylly-
k=1

Offensichtlich muss man von den Norm-Eigenschaften nur noch die
Dreiecksungleichung beweisen. Fiir z,y € K" folgt

letylz = > fan+ul

< D fan Ayl ]+ [yl
k=1

= Z |+ yalP ] + Z |5 + yrlP ™ vl
k=1 k=1



IV.2. MITTELWERTSATZE 129
n
_ ’ /
< allp O a4yl @07
Holder —1

1yl LD o+ PP
k=1

= (el + lylp]lle + vl
Hieraus folgt die Behauptung. O
Bemerkung 1V.2.10 zeigt, dass der Mittelwertsatz IV.2.5 fiir Funk-

tionen mit Werten in C oder K", n > 2, nicht gelten kann. Man kann
allerdings eine Abschwéachung beweisen.

o

SATz IV.2.17. Sei M C K konvex und f : M — K", n € N*, in M
differenzierbar. Dann gibt es fir alle a,b € M ein 6 € (0,1) mit

1£(0) = f(@)ll2 < [If'(1 = B)a + 0b)[|2[b — al,
wobei || - ||o die euklidische Norm auf K" ist.

BEWEIS. Seien a,b € M. Wir definieren einen Vektor v € K" mit
|lv]]o = 1 wie folgt

- , falls f(b) = f(a),
Uk = %—m
it o falls £(b) # f(a),

1 < k < n. Auflerdem definieren wir eine Funktion ¢ : [0,1] — R durch

(p(t) = Re (Z fk((l - t)CL + tb)Uk) .

Dann gilt

p(1) —¢(0) = Re (Z[fk(b) - fk(@]%)

k=1
= [17(6) = f(a)ll2-
Offensichtlich ist ¢ in (0, 1) differenzierbar mit

¢'(t) = Re (Z(b —a)fi.(1—t)a+ tb)vk> )

k=1
Gemaf Satz IV.2.5 gibt es ein 6 € (0, 1) mit
1£(b) = fla)ll2 = ¢(1) — »(0)
=#'(0)

— Re (Z(b —a)fi((1—0)a+ Hb)vk>

k=1
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< |b—al Z |/5((1 = 0)a + 6b)] vy

< Ib—a|||f(( 0)a + 0b)|2.
O
BEMERKUNG IV.2.18. Man kann die Aussage von Satz [V.2.17 auch

fiir beliebige andere Normen auf K" und fiir Funktionen mit Werten in
beliebigen normierten Vektorrdumen beweisen.

Zum Abschluss beweisen wir noch eine Variante des Mittelwertsat-
zes, die mit der Regel von DE L'HOPITAL (1661-1704) eine besonders
wichtige praktische Konsequenz hat.

SATZ IV2 19. Seien I C R ein perfektes [ntervall und f,g €

C(I,R) in I differenzierbar mit ¢'(x) # 0 fir alle x € I. Dann gibt
es fir alle a,b € I mit a < b ein ¢ € (a,b) mit

) = f@) _ FQ)

g9(0) —g(a)  g(¢)
BEWEIS. Wegen Satz 1V.2.4 ist g(b) # g(a). Daher ist

e O f@
h(z) = f(z) o) — gla )(9( ) — g(a))
in [a, b] stetig und in (a,b) differenzierbar. Wegen
h(a) = f(a) = h(b)

folgt die Behauptung aus Satz [V.2.4. U

SATz 1V.2.20 (REGEL VON DE L’HOPITAL). Seien a,b € R mit
a<bund f,g € C(la,b],R) in (a,b) differenzierbar mit f(a) = g(a) =
0 und ¢'(z) # 0 fir alle a < x < b. Existiert

!/
it
a—a+0 g'(x)

so existiert auch lim f(z)
z—at0 g(x)

/!
lim _f(x) = lim —f (:[)
r—a+0 g(x) x—a—+0 g/({)j)
BeEWwEIS. Wegen Satz IV.2.4 ist g(x) # 0 fiir alle x € (a,b). Wegen
Satz IV.2.19 existiert zu jedem x € (a,b) ein ((z) € (a,x) mit
@) )
g(x) g (¢(x))
Wegen ((z) — a fiir z — a folgt hieraus die Behauptung,. O

und es gilt
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BEMERKUNG IV.2.21. (1) Die Voraussetzungen von Satz IV.2.20
sind insbesondere erfiillt, wenn f, g € C*([a,b],R) sind mit ¢'(a) # 0.
(2) Eine analoge Aussage gilt auch fiir die linksseitigen Grenzwerte
xr—b—0.

BEISPIEL IV.2.22.

) xn _ &n ] nl.n—l
(1) aljliri xrm — qm - il{)l’cll mxmfl
— ﬁan—m.
m
(2) lim ({L/x” +az" + .ot a1+ a, — )

Tr—00

V14 a4 A apr D fgrn — 1
= lim T

. M +ay+...+ayr—1
= lim
y=2y—0 Y

.1 1l n—
:hr%ﬁ(l+a1y+...+any”) 1+}z(a1+2a2y+...+nany H
y—)

=
IV.3. Taylorformeln

Sei I C R ein perfektes Intervall, f € C"(I,R) und xy € I. Wir
mochten f ,,moglichst gut durch ein Polynom p der Form

n

ple) =) ele —zo)*

k=0
approximieren. Dabei stellen wir uns vor, dass die Anndherung gut ist,

wenn f und p in zp mit allen Ableitungen bis und mit Ordnung n
iibereinstimmen. Dies liefert

f(x0) = p(z0) == co = f(x0)
f'(xo) = p'(w0) == 1= f'(20)
F® () = pP (o) <= Klep = fP(w0),1 <k < m,

d.h., p ist notwendigerweise von der Form
1
pla) =7 P o) = w0)",
k=0

Offensichtlich kénnen wir diese Argumentation auch durchfithren, wenn
I eine konvexe, perfekte Teilmenge von K ist und wenn f Werte in
einem normierten Vektorraum (Y, || - ||y) hat. Dies fiihrt auf folgende
Definition.
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DEFINITION IV.3.1. Sei M C K konvex und perfekt und (Y, | - ||y)
ein normierter Vektorraum.
(1) Sei f € C"(M,Y),n € N*. Dann heif}t

T mo)(@) = 3 22O o) (& — )"

das n-te TAYLORPOLYNOM von f mit Entwicklungspunkt z.
(2) Sei f € C°(M,Y). Dann heifit

T(f o) @) = 3 7 f O o) — )

die TAYLORREIHE von f mit Entwicklungspunkt xg.
Man spricht in beiden Fallen auch kurz von der TAYLORENTWICKLUNG
von f um z.

Wir wenden uns zunéchst der Frage zu, wie gut f durch seine Tay-
lorpolynome approximiert wird.

SATZ IV.3.2 (TAYLORSCHE FORMEL, B. TAYLOR (1685-1731)).
(1) Sei I C R ein perfektes Intervall, f € C™(I,R) und f™ in I
differenzierbar. Dann gibt es zu jedem x,xo € I ein ¢ € I mat

A (9)

(n+1)! .

f(x) = To(f, mo)(2) +

(x — xg

(2) Sei M C K konvex und perfekt, f € C™"(M,K™) und f™ in M
differenzierbar. Dann gibt es zu jedem x,xo € M ein 0 € (0,1) mit

|f(x) = Tu(f, w0) (7)]]2

< LFD(L = 8)ao + 02) [lo |2 — 2o

1
(n+1)!
BEWEIS. AD (1): Seien z, 2z € I. O.E. ist x # x¢. Sei

o= [f(&) — Tl f 0) ()] !

(ZL‘ _ J;O)n—kl

und
olt) = () = 32 O o+ tx — 20)) (1~ 1 (z — w0)"
z— x9)" !
—p(l=nt ((n + 1)3
Dann gilt
o(0) = £(2) = Tu(f.20) () — pE= 0™
niSr 0 (n+1)!

p(1) = f(x) = f(z) =0
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und
o) = - ]:0 LD o+t — w0)) (1= 0 (& — a0
— B (g + t(x — o) k(1 — 1)F (@ — w0)"]
L

= F D a4 1z — ) (1~ 0)" (@ — 7)™

1 n n
+ pm(l — t) (.CL' — l’o) +1.
Gemaéf Satz IV.2.4 (S. 122) gibt es ein 6 € (0,1) mit
¢'(0) =0
—p = fO (2o + O(z — xp)).

Hieraus folgt die Behauptung mit ¢ = z + 0(x — o).
AD (2): Seien x,z9 € M und o.E. x # 5. Wir definieren p wie in Teil
(1). Man beachte, dass jetzt p € K™ ist. Wir definieren den Vektor

v € K™ durch
L =
I v falls p =0,
B falls p # 0,

3

lloll2

1 <k <m. Sei

¥(t) = Re <Z vz{fl(:c)— > %f}’“(:co (= 20)) - (1= ) (z — mo)*
_plm(l — )z — xo)nﬂ}) ‘

Dann ist ¢ : [0, 1] — R. Wie in Teil (1) folgt

$(0) =0
¥(1) =0

Y'(t) = Re <Z vl{pl — fl("ﬂ)(xo +t(x — xo))}%(x - :co)”“> .

=1

GeméB Satz IV.2.4 (S. 122) gibt es wieder ein 6 € (0, 1) mit ¢'(#) = 0
Wegen der Definition von v folgt

ol = Re (Z pm)
=1



134 IV. DIFFERENTIALRECHNUNG EINER VERANDERLICHEN

= Re (Z F ) (g + 0z — :1:0))1)1>

=1
< | £ (o + Oz — 20)) 2

und somit
1/ (z) = To(f, o)zl = ;Iw — 20" lpll2
(n+1)!
- o n+1 (n+1) o
< (n+1>!|$ zo|" [ S (o + 0(z — x0))]|2-
Damit ist die Behauptung bewiesen. U

BEMERKUNG IV.3.3. Ebenso wie Satz IV.2.17 (S. 129) kann man
Satz IV.3.2 (2) auch fiir jede andere Norm des K™ und fiir Funktio-
nen mit Werten in einem beliebigen normierten Vektorraum (Y || - ||y)
beweisen.

BEMERKUNG IV.3.4. (1) Sei I C R ein perfektes Intervall und
f € C*(I,R) konvex. Dann gilt fiir alle zo,x € I

f(@) = flzo) + f'(2o)(z — 20)-
(2) Sei I C R ein perfektes Intervall, f € C™(I,R) und z, € } mit
fD (o) = ... = f"V(wo) = 0, [ (x0) #0, n>2.
Dann gilt:

(a) Ist n ungerade, so ist xo kein lokales Extremum von f.

(b) Ist n gerade, so ist zy ein lokales Extremum von f und zwar
ein lokales Minimum, falls f™(x5) > 0 ist, und ein lokales
Maximum, falls f™(z) < 0 ist.

BEWEIS. AD (1): Wegen Satz IV.2.15(2) (S. 126) und Satz IV.3.2
gilt fiir x, zy € I mit einem ¢ € [

£(&) = Fa) + £ (@o)(w = w0) + 5 £(C) (& o)’
> f(xo) + f'(z0)(z — x0).

AD (2): O.E. ist f™(zy) > 0; sonst gehen wir zu —f iiber. Da f™
stetig ist, gibt es ein 0 > 0 mit (xg — J, 29 + ) C [ und

fW(x) >0 Va € (xg— 0,0+ 9).
Wegen Satz 1V.3.2 gibt es zu jedem z € (xg — §, 29 + 0) ein ¢ € (xg —
J, o + J) mit
F(a) = o) + - f D — )"
Falls n ungerade ist, folgt
f(x) > f(xg) VY € (xg,x0+9)
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f(z) < f(xg) V€ (xg—0,x0).
Falls n gerade ist, folgt
f(x) > f(xo) Va € (xo— 0,30 +9).
OJ

BEMERKUNG IV.3.5. (1) Die Taylorreihe von f ist eine Potenzreihe
und konvergiert in ihrem Konvergenzkreis. Fiir ein z # xy aus dem
Konvergenzkreis gilt f(z) = T(f, xo)(x) genau dann, wenn gilt

lim |f(z) = Tu(f.20) ()] = .
(2) Fiir die Funktion f: R — R mit
0 firz <0
Jx) = { e fire >0
aus Beispiel 1V.1.21 (S. 120) gilt
T(f,0)(z) =0 VxeR.

Die Taylorreihe stellt also die Funktion in keinem Punkt x € R7 dar,
obwohl sie den Konvergenzradius oo hat.

BEeIspIEL 1V.3.6. Es gilt:

(1) In(1+2) = Z(—m—l% fiir alle z € -1, 1].

n=0
(2) (1 —2)=—-Y ‘% fiir alle € [—1, 1].
L Oon_12k+1 -
(3) In(1£2) = 2’; o firalle z € 1.1,

(4) Mochte man In(2) mit Hilfe der Darstellungen (1) oder (2) auf
10-Stellen genau berechnen, so bendtigt man ca. 10 Sum-
manden. Benutzt man dagegen die Darstellung (3) mit = = %,
so kommt man mit ca. 11 Summanden aus.

BEWEIS. AD (1): Geméf Beispiel IV.1.17(6) (S. 118) gilt fiir
e(x)=In(l+2z) ,ze€(—-1,+00)
p(0) =0
p®™(0) = (-1)* (k- 1)! Vke N

Also ist "
x
T(n(l+2),0) =Y (=1)""1—.
Aus Satz 1V.3.2 folgt weiter
m n 1
(14 2) = Y D= LB

n m+1"1+C

n=1
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mit < ¢ < 0 falls z < 0und 0 < ¢ < x sonst. Fiir z € [—1,1] gilt
daher

|z |z]
<1 fallsz<0
1+¢ = 1—Jz| —
T
<zr<l1 falls z > 0.
1+g_x_ alls © >

AD (2): Folgt aus Teil (1) durch Ersetzen von z durch —zx.
AD (3): Folgt durch Subtraktion von (2) von (1).
AD (4): Folgt aus

" 1 1
[In(2) — ;(—1)"‘15! < o
bzw.
|In(2) — PP G <z o
=2k +1'3 =3 1-1
3
= Z -9_m

IV.4. Numerische Losung von Gleichungen

Im Folgenden sei stets (X, || - ||x) ein Banachraum, M C X nicht
leer und f : M — X eine Funktion.

DEFINITION IV.4.1. (1) Ein Punkt a € M heit FIXPUNKT von f,
wenn gilt f(a) = a.
(2) Die Funktion f heiit eine KONTRAKTION in M, wenn gilt f(M) C
M und wenn es ein k € (0, 1) gibt mit

If(z) = fWlx < wlle—ylx Vo,ye M.
Die Zahl x heifit KONTRAKTIONSRATE von f.

BEMERKUNG IV.4.2. (1) Eine Kontraktion ist stets stetig. Die Um-

kehrung ist natiirlich i. a. falsch.
(2) Falls M Cc Kund f € C'(M, M) ist mit

If'(z)] <k <1 Yoel,
so ist f eine Kontraktion in M.

Der folgende Satz hat vielfiltige Anwendungen, die weit iiber die
Beispiele dieses Paragraphen hinausgehen. So werden wir z. B. spéter
mit seiner Hilfe die Losbarkeit von Differentialgleichungen beweisen.
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SATZ IV.4.3 (BANACHSCHER FIXPUNKTSATZ). M sei abgeschlos-
sen und f sei eine Kontraktion in M mit Kontraktionsrate k. Dann
besitzt f genau einen Fizpunkt x* in M. Fir beliebiges v € M kon-
vergiert die Folge (xy,)nen mit

(%) Tp = f(xn—1) Vn € N* (FIXPUNKTITERATION)

gegen x* und es gelten die Fehlerabschdtzungen

n

|xn — 2%||x < | |1 — zo||x (A PRIORI ABSCHATZUNG)

— K
und

K
[ —2"x <

- ﬁHxn — Tp_1||x. (A POSTERIORI ABSCHATZUNG )

BEWEIS. EINDEUTIGKEIT: Seien z*,y* € M zwei Fixpunkte von
f. Dann folgt

2" =y llx = If (") = fF(y)llx < sllz" =y x
=" =y

EXISTENZ: Sei g € M beliebig und (x,,)neny € M geméf (x) definiert.
Dann folgt

|Zntr = Tnsrsallx = |1 f (@nir—1) — f(@nn)llx
< K| Tngk—1 — Tnarllx-
und somit
(i) [ Znsk — Tngrrllx < £z — gl x.

Aus (i) folgt weiter fiir m € N*

m—1
”%er - anX < Z ||1‘n+k+1 - $n+k||X

k=0
m—1
< Pl|En = zagalx
k=0
1
=1_ H:Hl‘n - :L‘n—i—lHX
.. R
(11) S 1 — K”xn - xn—lHX
n
(i) < |l — o]l

Da k € (0,1) ist, folgt aus (iii), dass (z,)nen eine Cauchyfolge ist. Da
M C X abgeschlossen ist, konvergiert (z,),en gegen ein z* € M. Aus
der Stetigkeit von f folgt

" = lim x, = lim f(z,_1) = f(z").

n—oo n—oo
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Die Fehlerabschitzungen folgen schlieflich, indem man in (ii) bzw. (iii)
n festhalt und m gegen oo streben lésst. U

Als néchstes zeigen wir eine fiir Anwendungen besonders praktische
Variante des Banachschen Fixpunktsatzes.

SATZ IV.4.4. Zu der Abbildung f : X — X gebe es ein xo € X und
zwei Zahlen k € (0,1) und r € R mit

1f (o) = wolle < (1= r)r

und

1f (@) = FW)lx < kllz —yllx  Va,y € Blxo,r).
Dann besitzt f einen eindeutigen Fizpunkt x* in B(xo,r), die Folge
(xn)nEN mat

Ty, = f(xp_1) VneN*

konvergiert gegen x* und es gelten die Fehlerabschdtzungen von Satz
1V.4.3.

BEWEIS. Offensichtlich reicht es zu zeigen, dass f die Menge M =
B(xg, ) in sich abbildet. Fiir x € M folgt

1f(z) = xollx <[ f(x) = f(wo)llx + [ f(x0) — mollx
< kllx —zollx + (1 — K)r
<kr+(1—-rk)r
=7

g

BEispiEL IV.4.5. Die Strahlungsintensitét eines schwarzen Korpers
bei der absoluten Temperatur 7" und der Wellenldnge A\ betragt
c2h
A3 (ech/ART — 1)
wobei ¢ die Lichtgeschwindigkeit, i die Plancksche und £ die Boltz-

mannsche Konstante ist. Gesucht ist die maximale Strahlungsintensitét
und die zugehorige Wellenldnge. Wegen

kKSTS | kT
TO) = T f(50)

miissen wir das Maximum von

J(\) =

1
f(x):m



IV.4. NUMERISCHE LOSUNG VON GLEICHUNGEN 139

auf R bestimmen.
Wegen Satz I11.7.4(3) (S. 100) ist

. _ 1
A fl@) = ST
= 0.
Wegen Satz [V.2.20 (S. 130) ist
5
ml—{r—l{loo f(x) y:i ylir(r)l—i- ey —1
. byt
= lim —
y—0+ e¥
=0.

Wegen f(1) > 0 besitzt f mindestens ein Maximum z* in R*. Dort gilt
wegen Satz IV.2.2 (S. 121)

f'@*) =0
Wegen
5at(er — 1) — 2dex
f’(l‘) _ _ ( T )
x0(ez —1)?
gilt
fl(") =0 < bz (e’ — 1) =e'/™
1 * * 1
= 5—(" —1)=¢", t'=—
t* ¥
1
—=5(l—e")=t" t"'=—.
x

Also haben wir unser Problem darauf reduziert, einen Fixpunkt von

g(t) =5(1—¢™)
zu finden. Wegen
g(t)=5e"

gilt

gt)>1 fir 0<t<In(5)

g{t) <1 fir ¢>In(5).
Also ist g(t) —t auf (0,In(5)) streng monoton wachsend und auf (In(5),
+00) streng monoton fallend. Wegen ¢(0) = 0 hat g daher hochstens
einen Fixpunkt ¢* in R . Wegen

g(4)=490...>4 und g¢(5)=4.96...<5

gilt 4 < t* < 5.
Wir wollen Satz IV.4.4 mit ty) = 5 und r = 1 anwenden. Wegen

lg'(t)] = 5e™" < Be ™ =0.09157... Vit [4,6]
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und Bemerkung IV.4.2 (S. 136) ist x < 0.092. Wegen
lg(5) = 5| =004...<1—k

sind die Voraussetzungen von Satz [V.4.4 erfiillt. Die a posteriori Feh-
lerabschétzung liefert

K
|t* _tn| S mﬁn _tn—1| S |tn _tn—1|-

Bei Rechnung mit 6 Dezimalstellen erhalten wir folgende Tabelle:

nilt,

5.0
4.96631
4.965155
4.965115
4.965114
4.965114

U W N = O

Also ist
t* = 4.965114 + 1076

Fiir die gesuchte Wellenlédnge ergibt sich

1 ch ch
f=—— =(0.2014052 £ 107")—.
t* kT ( ) kT
Die entsprechende Strahlungsintensitét ist
55
J(\*) = 21.201442 e

Sei nun f : K — K. Gesucht ist eine Nullstelle * von f. Fiir jedes
a € K* gilt
fl@")=0 <= af(z")=0
2" —af(z") =a".
Das Problem ist also dquivalent dazu, einen Fixpunkt von ¢g(z) = x —
af(x) zu bestimmen. Falls f und damit g differenzierbar ist, wissen wir

auf Grund von Bemerkung 1V.4.2, dass wir a so wéhlen sollten, dass
zumindest in der Ndhe von z*

g'(x)] = 11 = af'(z)|
moglichst klein ist. Dies ist offensichtlich fiir a = ﬁ der Fall. Da wir
aber z* nicht kennen, ist dieses Verfahren nicht praktikabel. Allerdings

konnten wir versuchen, bei der Berechnung der n + 1-ten Iterierten
a= m zu setzen.

Dieser Ansatz wird auch durch folgende Uberlegung gestiitzt: In der
Néhe der n-ten Iterierten z,, gilt

f@) = fan) + f(wn) (@ — ).
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Setzen wir diese Approximation in die Bedingung f(z,+1) = 0 ein,
erhalten wir

[ () .

f(xn) + f/<xn)(xn+1 - xn) =0 = Tpt+1 = Tn —

Diese Uberlegungen fithren uns zu folgendem Verfahren:

DEFINITION IV.4.6 (NEWTONVERFAHREN). Sei M C K perfekt
und f € CY(M,K). Fiir zyp € M ist das NEWTONVERFAHREN mit
Startwert xo gegeben durch

e T T )
n

solange f'(z,) # 0 ist.

n €N,

BEMERKUNG [V.4.7. Sei K = R. Dann ist x,; der Schnittpunkt
mit der x-Achse der Geraden durch (x,, f(z,)) mit Steigung f'(z,).

SATZ 1V.4.8. Sei M C K perfekt und f € C*(M,K). Es gebe ein
x* € M mit f(z*) =0 und f'(z*) # 0. Dann gibt es ein 6 > 0, so dass

B(xz*,0) C M ist und dass das Newtonverfahren fiir jeden Startwert

xg € B(x*,0) durchfiihrbar ist und gegen x* konvergiert. Die Konver-
genz ist QUADRATISCH, d.h., es gibt eine Konstante ¢ > 0 mit

|Tns1 — ¥ < ¢z, — 2> VneN.

BEWEIS. Wegen f'(2*) # 0 gibt es ein §; > 0 mit B(z*;01) C M
und

F@) > 317 @) Vo Bl

Setze .
m = g|f (")l
Auf B(z*;07) definieren wir eine Funktion g durch
f(z)
g(x) =x — :
=)
Es ist offensichtlich
g(x*) ="

Auflerdem ist g differenzierbar mit

oy g @) f@) ) f@) (=)
e e A [
GeméB Satz 111.4.10 (S. 86) existieren
M; = max |f'(z)]
z€B(x*;01)
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und

My = max |f"(x)|.
x€B(x*;01)

Wegen f(z*) = 0 folgt mit Satz [V.2.17 (S. 129) fiir alle x € B(x*; 1)

M- My M.
9@ < 221f@) = fa)] < L2l -]

Wahle

m2

2My, M, b
Dann gilt gemafl Bemerkung 1V.4.2 fiir alle z,y € B(z*;0)

d = min{0dy,

9() — 90)] < 5l —y

lg(x) — 27| = |g(z) — g(z")]
< l\x — "
-2
Also erfiillen g und B(z*;§) die Voraussetzungen von Satz 1V.4.3.
Hieraus folgt, dass das Newtonverfahren fiir jeden Startwert xo €
B(x*;0) durchfiihrbar ist und gegen x* konvergiert. Aus Satz IV.2.17
(S. 129) folgt schliefllich fiir ein 6 € (0, 1):

[ni1 — 27| = |g(2n) — (")
<g'((1=0)a" + O [y — 27

My M.
< 1229|xn—m*|2
m
S MIJYQ‘ n - *’2-
m

g

BEMERKUNG 1V.4.9. Die Konvergenz des Newtonverfahrens ist i.
a. nur lokal gegeben. Betrachte z. B. die Funktion f = arctan : R —

(—g, %) mit der eindeutigen Nullstelle x* = 0. Es ist

1
, —
Wegen
lim |arctan(z)| =
im |arctan(z)| = —
|z|—+o0 2
und

3|z
lim
|| —+oo 1 + x?




IV.4. NUMERISCHE LOSUNG VON GLEICHUNGEN 143

gibt es ein R € R mit
3|

| arctan(z)| > 2 V|z| > R.
Sei |zo| > R. Dann ist
_ [ (o)
1 = X f’(l‘o)

und somit

|z1] > —|x0| + | arctan(zo)|(1 + z7)
> —|zo| + 3|xo|

Also divergiert das Newtonverfahren mit Startwert x.
Fiir den Startwert xy = 2 erhalten wir z. B. folgende Ergebnisse:

n Tn
0 2.000000
1 -3.535747
2 13.950959
3 -279.344067
4 1122016.998918

Unter bestimmten Voraussetzungen lasst sich jedoch die globale
Konvergenz des Newtonverfahrens beweisen. Hierzu ein Beispiel.

SATZ IV.4.10. Sei I C R ein perfektes Intervall und f € C*(I,R)

strikt konvex bzw. strikt konkav. Es gebe eine Nullstelle x* € I von f.
Dann konvergiert das Newtonverfahren fiir jeden Startwert xq € I mit
f(xg) > 0 bzw. mit f(xg) <0 monoton gegen x*.

BEWEIS. O.E. sei f konvex, sonst gehen wir zu —f iiber. Wegen
Satz IV.2.4 (S. 122) hat f hochstens zwei Nullstellen 2y, 29 in 1.
FALL 1: 2* 1ST EINZIGE NULLSTELLE. Sei xy € I mit f(zo) > 0.
FALL 1A: zy > x*: Sei T eine Nullstelle von f’. Aus Bemerkung IV.3.4
(S. 134) folgt

0=f(z") = f(@) + ['(@)(2" —T) = [(T).
Wegen f(zg) > 0 folgt aus Satz IV.2.15 (S. 126)
T <"
Also gilt
f(x) >0 Va>a
f(z) >0 Vz>az"

Damit folgt
f (o)
f'(z0)

T1 = Ty — < X
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und

. J(Qf(©) ) -
T —x :W(xo—x ) (mit 2" < ¢ < xo)
> 0.
Also konvergiert das Newtonverfahren monoton fallend gegen x*.
FALL 1B: z¢y < x*: Dann folgt wie oben
fl(r) <0 Vo<a*
flz)>0 Ve<z

und somit
1 = Ty — ff/((z(;)) > X
und
x— 2" = —f(ﬁl)(];)gC) (g — %) (mit 29 < ¢ < x¥)

< 0.

Also konvergiert das Newtonverfahren monoton wachsend gegen z*.
FALL 2: ES GIBT ZWEI NULLSTELLEN 2z; < 29: Dann gibt es geméf
Satz IV.2.4 (S. 122) ein 2z € (21, 22) mit f'(29) = 0. Es folgt

f'(x) >0 Vx> 2

fl(x) <0 Vz <z

f(x) <0 Vz e (2,2)

f(x) >0 Vo> 2z oderz < z.

Falls zy > 2z ist, folgt die Behauptung wie in FALL 1A, andernfalls wie
in FALL 1B. U

BeispieL IV.4.11. (1) Wir wenden das Newtonverfahren auf Bei-
spiel IV.4.5 an. Es ist

fit)y=t—-5(1—¢e").

Wegen f”(t) = be™ " sind die Voraussetzungen von Satz IV.4.10 erfiillt.
Mit dem Startwert ¢ty = 5 erhalten wir folgende Tabelle:

tn

5.0
4.9651356
4.9651142
4.9651142

WK~ O3

(2) (DIVISIONSFREIE BERECHNUNG VON 1). Sei a € R und f(z) =
— a. Wegen f"(z) = x% sind die Voraussetzungen von Satz IV.4.10

1
T
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auf R7 erfiillt. Die Iterationsvorschrift des Newtonverfahrens lautet

Sie erlaubt somit die divisionsfreie Berechnung von %

(3) (VERFAHREN VON HERON). Sei a € R,k > 2 und f(z) = 2% —
a. Wegen f"(z) = k(k — 1)z*~2 sind die Voraussetzungen von Satz
IV.4.10 auf R* erfiillt. Die Nullstelle von f ist offensichtlich /a. Die

[terationsvorschrift des Newtonverfahrens lautet
k

T, —a
Tnt+1 = Tn — k’fL‘kil
n
k—1 n a
= x .
k7" kakt

Sie erlaubt somit die Berechnung von {/a mittels der 4 Grundrechen-
arten.

Fir k =2, a = 2, xqg = 2 erhalten wir z. B. folgende Tabelle:

n| T,

2.0

1.5

1.416
1.4142156
1.4142135
1.4142135

Tl W N~ O







KAPITEL V

Funktionenfolgen

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit Funktionenfolgen und
deren Konvergenzverhalten. Im Mittelpunkt stehen Sétze {iber das Ver-
tauschen von Grenzprozessen, d.h. Sétze der Form ,, f,, konvergiert ge-
gen f, f, ist stetig = f ist stetig“. Als Anwendung kommen wir auf
Potenzreihen zuriick und betrachten analytische Funktionen.

Zur Vorbereitung des néchsten Kapitels betrachten wir schlieSlich Trep-
penfunktionen, d.h. stiickweise konstante Funktionen, und ihre Grenz-
werte.

V.1. Gleichmissige Konvergenz

DEFINITION V.1.1. Sei M € X, M # 0, und f, f,,,n € N, Abbil-
dungen von M in Y. Wir sagen f,, KONVERGIERT PUNKTWEISE GEGEN

f, kurz f, RN f, wenn fiir jedes x € M gilt

lim f,(x) = f(x).

n—oo

. . 1
Wir sagen f, KONVERGIERT GLEICHMASSIG GEGEN f, kurz f, £ f,
n—oo

wenn gilt
Ve>03dN.eN Vn>N, VeeM:|f.(z)— f(2)|y <e.

BEMERKUNG V.1.2. Es gilt:

(1) fu o f = (fu(2))nen ist fiir jedes © € M eine Cauchyfolge.

2) fo 25 f <= Ve>0 Ve e M 3N, €N Vn> N.,:
an(f) — [ (@)lly <e.

(3) fo E5 f = fu 25 f.

Beispiel V.1.3 zeigt, dass die Umkehrung i.a. falsch ist.
BEWEIS. Ist offensichtlich. O
BeispieL V.1.3. (1) M =[0,1], fu(z) = 2™,

f(x):{o 0<z<l

1 =1

147
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. pkt glm
Es gilt f, — f, aber f, /— f.
(2) M =10,1] und

2nx 0<z < %
fa@)=92-2nz 5 <az<i
0 % <zr<l
und
f(z)=0
Dann gilt
pkt glm
fn— aber f, /— f.
(3) M =R und
Fa. % n<r<n+l
" )10 sonst.
Dann gilt f, L)
(4) M =R% und f,(z) = -=. Dann gilt
pkt

(2) fa A0 auf [c, 00) fiir alle ¢ > 0,

glm

(3) fu #— 0 auf R*.

n—oo

BEWEIS. AD (1): Folgt aus Beispiel 11.2.3(1) (S. 35) und der Iden-
titat
sup |fu(x) — f(z)|= sup |2"| =1 VneN.
0<z<1 0<a<1
AD (2): Esist f,(0) =0 fir alle n € N und fiir > 0 gilt

1
n, eN — <z < fulx)=0 Vn>n,.

xT

Hieraus folgt f, PR,

Fir alle n € N ist aber

sup [fn(z) — f(2)] = 1.

z€[0,1]
glm
Also gilt f, /— f.
AD (3): Wihle zu € > 0 ein N; so, dass N% < ¢ ist. Dann gilt

fae) — f@I S - <e VreRn2 N,
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AD (4):
(1) Ist klar.
(2) Fiir ¢ > 0 und ¢ > 0 wihle N, so, dass NLE < ce ist. Dann folgt

1
|fu(2)] < —<¢ Vn > N,z € [¢,00).

glm

(3) ful) =1= fo /—0.
U

DEFINITION V.1.4. B(M,Y) bezeichnet die Menge aller beschrénk-
ten Abbildungen von M in Y. Fiir f € B(M,Y') setze

[fllec = sup [[f(z)[]y-
zeM

BEMERKUNG V.1.5. (1) B(M,Y) ist eine Verallgemeinerung von

ls.
Im

(2> fnf_}—o’o — ”fn_fHooT:OO

(

3) Es kann gelten f, LN fund f,, f & B(M,Y). Betrachte dazu z.B.
M=Y=Rud 1
folz) =2+ e flz) ==
Die Funktionen f, f,, sind nicht beschrankt, aber f,, konvergiert gleich-
méfig gegen f.
SAaTz V.1.6. Y sei ein Banachraum, dann ist (B(M,Y),| - |lc)

ebenfalls ein Banachraum.

Bewers. Offensichtlich ist B(M,Y") ein Vektorraum und || - || ei-
ne Norm auf B(M,Y). Sei (fu)nen € B(M,Y) eine Cauchyfolge in
B(M,Y). Dann ist (f,(z))neny C Y fiir jedes x € M eine Cauchyfolge
in Y. Da Y vollstandig ist, existiert somit

f(z) = Jirgofn(x) Vo e M.

Wegen Bemerkung I11.1.5 (S. 62) ist (|| f1||co )nen € R auch eine Cauchy-
folge und somit beschréankt. Sei

C = sup | fulloo-
neN

Zu x € M gibt es ein n, € N mit

1f(2) = fu.(@)lly < 1.
Damit folgt
1 (@) by < [1fne (2)lly +1

< [ fralloo +1
<C+1.
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Also ist f € B(M,Y). Sei nun € > 0. Dann gibt es ein n. € N mit
| fn — fimlle < € fiir alle n,m > n.. Damit folgt fir alle x € M und
n > ne

@) = Fu@)lly = | I fu(e) = Fula)lly
= lim || fon(2) = fu(2)lly
< limsup ||fm - anOO

m—00

<e.

Also gilt auch lim ||f — fulle = 0. O

Aus Satz V.1.6 folgt das folgende wichtige Konvergenzkriterium.
Man beachte, dass dabei die Abbildungen f,, und f nicht in B(M,Y)

liegen miissen.
SATZ V.1.7 (CAUCHYKRITERIUM FUR GLEICHMASSIGE KONVER-
GENZ). Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) Die Funktionenfolge ( f,)nen konvergiert gleichmdfig.
(2) Ve>0 3IN.eN Vn,m>N.:|fo— filloo <e.

BEWEIS. (1) = (2): Es gelte f, LAY f. Dann ist (f,, — f)nen eine
Nullfolge und damit eine Cauchyfolge in B(M,Y’). Wegen
(fn_f)_<fm_f):fn_fm
folgt hieraus die Behauptung.
(2) = (1): Es gibt ein N; € N mit
[fn = fmlle €1 VR = N

Setze zur Abkiirzung f = fn,- Dann ist (f, — f)neN eine Cauchyfolge
in B(M,Y). Wegen Satz V.1.6 konvergiert f, — f gleichméfig gegen
ein f € B(M,Y). Damit folgt

o 25 F4 T

n—oo

DEFINITION V.1.8. Die Funktionenreihe > f,, heifit

(1) PUNKTWEISE KONVERGENT,
(2) ABSOLUT KONVERGENT,

(3) GLEICHMASSIG KONVERGENT,
(4) NORMAL KONVERGENT,

wenn gilt

(1) > fu(z) konvergiert fiir jedes x € M,
(2) > | fu(x)|ly konvergiert fir jedes € M,
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(3) die Folge s, = Z fr der Partialsummen konvergiert gleich-

_ k=0
méifig,

(4) Y Ml fnlloo < o0
n=0

BEMERKUNG V.1.9. Es gilt:

(1) >° fn absolut konvergent = >_ f,, punktweise konvergent.

(2) > fn gleichméaBig konvergent #= > f,, absolut konvergent,
> fn absolut konvergent #= > f,, gleichméBig konvergent.

(3) >_ fn absolut und gleichméBig konvergent #=- > f,, normal
konvergent.

BEWEIs. AD (1): Folgt aus Satz 11.5.2 (S. 49).
AD (2): Sei fu(x) = % fir alle n € N und alle x € M, dann gilt
>~ fn konvergiert gleichméBig aber nicht absolut.
Sei M = (—=1,1), Y = R und f,(z) = 2™ Dann ist ) f,, absolut
konvergent, aber

m m
1D fillo= sup | Y o
—1l<z<1 —

k=n+1
1 _wm—n
= sup ‘ xn+1’
—1l<z<1 11—z
) 1 xmfn
= lim |2"™! |
z—1-0 1—2z

Also ist > f,, nicht gleichméBig konvergent.
AD (3): Sei M =Y =R und

% n<zr<n+l1
0 sonst.

>~ fu ist gleichméBig und absolut konvergent, aber Y || fulloo = Y. + ist
divergent. O

SATz V.1.10. Jede normal konvergente Funktionenreihe konvergiert
absolut und gleichmdfsig.

BEWEIS. Sei ) f, normal konvergent. Dann ist fiir jedes v € M
Y fnlloo eine konvergente Majorante zu > || fn(x)|ly. Wegen Satz
I1.5.4 (S. 50) ist > f, absolut konvergent. Sei nun € > 0. Da >_ || f,.||0o
konvergiert, gibt es ein N, € N mit

m
> llfille <& ¥n,m > N
k=n+1



152 V. FUNKTIONENFOLGEN

Wegen

BDIFANED TN

k=n-+1 k=n+1
folgt damit die gleichméBige Konvergenz von ) f,, aus Satz V.1.7. O

BEIsSPIEL V.1.11. % konvergiert gleichméBig und absolut auf
R, da >’ # eine konvergente Majorante ist.

SATZ V.1.12. Sei >~ aj(x —x0)* eine Potenzreihe in K mit Konver-
genzradius p > 0. Dann konvergiert > a(x — 0)* fiir jedes v € (0, p)

normal und damit gleichmdf$ig und absolut in B(zo;7).

BEWEIS. Seir € (0,p), M = B(zo;7), Y = Kund f; = ap(z—x0)".
Dann ist

1 fillso = laxlr*.
Wegen Satz 11.6.3 (S. 57) ist

limsup v/ || fxllo = rlimsup /|ax| = T
k—o00 k—o0 1%
Damit folgt die Behauptung aus Satz I1.5.6 (S. 50). O

V.2. Vertauschen von Grenzprozessen

SaTz V.2.1. Seien f, f,, Funktionen von M C X, M # 0, in'Y und
x9 € M. Es gelte

(1) fu 25 f,
(2) fn ist fiir jedes n € N in xq stetig.
Dann st f in xq stetig.

BEWEIS. Sei ¢ > 0 beliebig. Geméf Bemerkung V.1.5(2) (S. 149)
gibt es ein N; € N mit

3
I = oo < 5.

Zu fn. gibt es eine Umgebung U € U(x() mit
5
| fn.(7) — f.(zo)lly < 3 Ve e UN M.

Damit folgt

1 () = fxo)lly < 1f(x) = fv.(@)lly + [1fn. (@) = fa.(zo)lly
+ 1. (o) = f(o)lly

ce,8.¢
3 3 3
= VeeUNM.
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BEMERKUNG V.2.2. Beispiel V.1.3(1) (S. 147) zeigt, dass die Aus-
sage des Satzes falsch ist, wenn f,, nur punktweise gegen f konvergiert.

DEFINITION V.2.3. Wir sagen f,, KONVERGIERT LOKAL GLEICH-
MASSIG GEGEN f, wenn es zu jedem x € M eine Umgebung U € U(x)
gibt, so dass f,junn gleichméBig auf U N M gegen f konvergiert.

BEMERKUNG V.2.4. Es gilt:
()f glm :flol%)lmf
(2) fnlokal 57 f und M kompakt = f, £ .

BEWEIS. AD (1): Ist klar.
AD (2): Sei e > 0 beliebig. Zu jedem x € M gibt es dann ein U, € U(x)
und ein N., € N mit

Da {U, : X € M} eine offene Uberdeckung von M und M kompakt
ist, gibt es eine endliche Teiliiberdeckung {U,, : 1 < i < k}. Sei

N = max N.g,.

1<i<k

Dann gilt
1fay) = W)y <& Vn>Ney€M.
O

SATZ V.2.5. Die Folge (fn)nen C C(M,Y) konvergiere lokal gleich-
maflig gegen f. Dann ist f € C(M,Y).

BEWEIS. Folgt aus Satz V.2.1, da die Stetigkeit eine lokale Eigen-
schaft ist. 0

BEMERKUNG V.2.6. (1) Seien f und f,, wie in Beispiel V.1.3(2) (S.
147). Dann gilt f,, f € C(M,Y’) und fnp—kt>f, aber f, konvergiert in
keiner Umgebung von 0 gleichméfig gegen f.

(2) Seien f, € C(M,Y), > f. konvergiere lokal gleichméBig. Dann ist
Y faeC(MY).

n=0
(3) Seien f, € C(M,Y), > f, konvergiere lokal gleichméfig und es sei
xo € M. Dann gilt

Jim ( Z falz)) = 2% lim f,(z))

= falwo).

(4) Jede Potenzreihe stellt im Innern ihres Konvergenzkreises eine ste-
tige Funktion dar.
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BEWEIS. AD (1): Ist klar.
AD (2): Folgt aus Satz V.2.5.

AD (3): f = an ist stetig.
n=0
AD (4): Wegen Satz V.1.12 (S. 152) konvergiert jede Potenzreihe im

Innern ihres Konvergenzkreises lokal gleichméfBig. U
DEFINITION V.2.7. Definiere BC'(M,Y) = B(M,Y)NC(M,Y") und
I llBearyy = I+ oo

Aus Satz V.2.5 folgt:

SaTz V.2.8. (1) BC(M,Y) ist ein abgeschlossener Untervektor-
raum von B(M,Y').
(2) Falls M kompakt ist, gilt BC(M,Y) = C(M,Y).

BEWEIS. AD (1): Dass BC(M,Y) ein Untervektorraum von B(M,
Y) ist, ist offensichtlich. Dass BC(M,Y") in B(M,Y") abgeschlossen ist,
folgt aus Satz V.2.5 und Satz I11.2.14 (S. 71).
AD (2): Aus Satz I1L4.10 (S. 86) folgt C(M,Y) C B(M,Y). O

Als néchstes mochten wir zeigen, dass unter geeigneten Vorausset-
zungen der Grenzwert einer Folge differenzierbarer Funktionen eben-
falls differenzierbar ist. Dazu benotigen wir folgenden Hilfssatz.

LEMMA V.2.9. Sei —00 < a < b < +oo und ¢ : [a,b] — Y diffe-
renzierbar. Dann gilt

o) = ola) = ¢ @)b = a)lly < swp [l¢'(x) = ¢ (@)lylb—al.

BEWEIS. Definiere ¢ : [a,b] — Y durch
Y(z) = ¢(x) = ¢'(a)(z — a).

Dann ist ¢ differenzierbar und
V(z) =¢'(x) — ¢'(a)
P(b) = P(a) = o(b) — p(a) — ¢'(a)(b— a).
Damit folgt die Behauptung aus Satz IV.2.17 (S. 129) und Bemerkung
IV.2.18 (S. 130). U

SATZ V.2.10. Es sei M C K offen und (f)nen C CH(M,Y). Es
gelte:
pkt

lokal glm
(2) £, —2"g.
n—oo
Dann gilt:

(1) feC'(M,Y),
(2) f'=g,
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(3> fn lokig}lmf .

n—oo

BEWEIS. Sei zp € M und r > 0, so dass B(xg;r) C M ist und f]
auf B(zo;7) gleichméBig gegen g konvergiert. Sei x € B(xo;r) beliebig.
Definiere

gpn(O) = fu(o)
en(1) = fa(x)
P (t) = fulzo + t(z — 20))(z — 20)

Aus Lemma V.2.9 folgt
/(@) = fa(zo) — fr(@o)(z — @0)lly
=llen(1) = ©n(0) = €L (0)[ly
< sup [1¢4(0) = ¢, 0l

= sup || fy(zo + t(x — 20)) — fr(z0)|ly |z — x0].
0<t<1

Wegen fnp—kt>f und fT’Lgl—m>g auf B(xg;r) folgt

1/ (z) = f(wo) — g(wo)(z — o) Iy
< sup |[|g(zo + t(z — x0)) — g(xo) Iy |z — 2ol.

0<t<1
Wegen f! € C(M,Y) und félowmg folgt aus Satz V.2.5 g € C(M,Y).
Daher gilt
() — o) — gla)a — o)y
z—20 |z — 2]
< lim sup [|g(zo + t(x — x0)) — g(xo)lly
Tr—xQ 0§t§1
=0.

Also ist f in zg differenzierbar und f'(zq) = g(zo). Da xq € M beliebig
war, sind damit (1) und (2) bewiesen.
Weiter gilt fiir xg € M, r € R mit B(zo;r) C M und x € B(xo;7)

[ fn() = f(@)lly
<[ fnx) = f(2) = falzo) + f(zo)lly + [ fnlz0) = f(zo)lly

< sup ||y (xo +H(z = x0)) = f'(wo + t(x — wo)) Iy |2 — o]
0<t<1

+ [[fn(@o) — f(2o)lly
<rllfn = f'lloo.B@om) + [fnlwo) = f(zo)lly,

Wegen ' = g und f,’LIOkLglmg und fnp—kt> f folgt hieraus (3). O
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Ganz analog gilt:

SATz V.2.11. Sei M C K offen und (fn)neny C CH(M,Y). Es gelte:

(1) > fu konvergiert punktweise,
(2) > fI konvergiert lokal gleichmdfig.

Dann gilt:
(1) > fn konvergiert lokal gleichmdfig,

(2> f= an € CI(M’Y)?

3) [ => fi
n=0

BEWEIS. Folgt aus Satz V.2.10 angewandt auf die Folge der Parti-
alsummen. |

BEMERKUNG V.2.12. (1) f,, f € C*(M,Y) und fngl—m>f, impliziert
nicht die Konvergenz von f/ gegen f’. Dies zeigt das Beispiel M =Y =
R

1
fu(z) = —sin(nz), f(z) =0.
n
(2) fr, € CY(M,Y) und Y f,, gleichméBig konvergent impliziert nicht
die gleichméBige Konvergenz von Y f/. Dies zeigt das Beispiel M =
Y =R .
fo(z) = 3 sin(nx).
3) Satz V.2.10 gilt auch unter folgenden Voraussetzungen:
(3) g 8 8
(1) M ist ein Gebiet,
(2) fn: M — Y differenzierbar,
(3) [
(4) Satz V.2.10 gilt auch, wenn M konvex und perfekt ist, z.B. fiir

M = [a,b) mit a < b.
V.3. Analytische Funktionen

Wir beginnen mit einer Aussage iiber die gliedweise Differentiation
von Potenzreihen.

SaTz V.3.1. Sei > a,(x — x¢)™ eine Potenzreihe in K mit Konver-
genzradius p > 0. Dann hat die Potenzreihe > na,(x—x)" ' ebenfalls
den Konvergenzradius p und es gilt

oo / oo
(Z Cln(l' - $0)n> = Z nan(aj - xﬂ)n_la Vr € B($07 p)7
n=0 n=0

d.h., Potenzreihen diirfen im Innern des Konvergenzkreises gliedweise
differenziert werden.
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BEWEIS. Sei p' der Konvergenzradius von ) na,(z — zo)". Dann
folgt aus Satz 11.6.3 (S. 57) und Beispiel 11.2.3(3) (S. 35)

, 1 1

1
lim sup v/n|a,| nhj{.lo Vn limsup /]ay]

n—00 n—00

Damit folgt die Behauptung aus Bemerkung V.2.6(4) (S. 153) und Satz
V.2.11 (8. 156). O

Aus Satz V.3.1 folgt unmittelbar:

SATZ V.3.2. Sei Y a,(x — xo)" eine Potenzreihe mit Konvergenz-
radius p > 0 und

f(z) = Zan(x —x0)" Vx € B(zo;p).

Dann ist f € C®(B(xo; p),K) und > an(x — x)" = T(f, x0), d.h., die
Potenzrethe mit Entwicklungspunkt xo stimmt mat der Taylorreihe mit
Entwicklungspunkt xo der durch sie dargestellten Funktion tiberein.

DEFINITION V.3.3. Sei M C K, M # (), offen. Dann heifit eine
Funktion f : M — K K-ANALYTISCH, wenn es zu jedem xg € M eine
Potenzreihe mit Entwicklungspunkt xy und Konvergenzradius p > 0
gibt, die f in einer Umgebung von zy darstellt. Die Gesamtheit aller
K-analytischen Funktionen von M in K wird mit C* (M, K) bezeichnet.

BEMERKUNG V.3.4. (1) Sei f € C¥(M,K) und 2y € M. Dann
ist die f darstellende Potenzreihe mit Entwicklungspunkt z, eindeutig
bestimmt und stimmt mit der Taylorreihe T'(f, z¢) iiberein.

(2) C¥(M, K)gCOO(M, K). Die Funktion f aus Beispiel IV.1.21 (8.

120) erfiillt
feC®R,R\CR,R).

(3) Die Analytizitét ist eine lokale Eigenschaft, d.h., es ist f € C¥(M,
K) genau dann, wenn es zu jedem xy € M eine Umgebung U € U(x()
gibt mit f|y € C¥(U,K).

(4) C¥(M,K) ist ein K-Vektorraum. Fir f,g € C¥(M,K) ist auch
f-g€C¥M,K) und f € C¥(M,K), sofern zusétzlich g(x) # 0 ist fur
alle v € M.

BEISPIEL V.3.5. (1) Polynome sind analytisch.
(2) f(z) = 3 € C“(K*,K).

T

n

BEWEIS. AD (1): Sei p(z) = Zakxk und x( beliebig. Dann folgt
k=0

p(z) = Z ap(x — zo + 10)*
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11 11
r  T—x9+To l‘ol—i-x;gco
1 <« k,—k k
= = (—DFag"(z — x)
i —
= > (=1)fag (@ — xo)
k=0

g

SATZ V.3.6. Konvergente Potenzreihen stellen im Innern des Kon-
vergenzkreises analytische Funktionen dar.

BEWEIS. Sei ) a,(x—x0)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius
p >0 und

o0

f(z) = Zan(x —x0)" Vx € B(xo;p).
n=0
Sei yo € B(xo; p) beliebig und r = 1 (p — |z¢ — yo|) > 0. Dann gilt
1 1
— ¢ — Ak —1). (ke — Y L
—F ) = — ;akk (k=1)- ...« (k—n+1)(yo — o)
=~ (k&
=S} ) on -
k=n
Also ist
0o k ~
T(f,0)(x) =) {Z ak (n) (yo — z0)" n} (z —yo)"
k=n

Wir zeigen zunéchst, dass T'(f,y0) in B(yo;r) normal konvergiert. Es

1st
> > k: k—n n
DI ar(, ) o —20)* " He = 00)" oo B0y
=0 k=n

<305 ol (1) =

n=0 k=n

@ =Xl {Z (2~ r}
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o0
= Z x| (r + lyo — 2o])*

3
—Z Jax| (5 + o xo|))

~~

<p

<.

Dabei haben wir an der Stelle (%) ausgenutzt, dass eine absolut kon-
vergente Doppelreihe beliebig umgeordnet werden kann (Beweis siehe
Heuser Satz 45.1 bzw. 45.2).

Da T'(f,yo)(x) insbesondere fiir jedes x € B(yo; ) absolut konvergiert,
erhalten wir mit dem gleichen Argument

(o)) = 3 {i () - >} (o = go)"

Also konvergiert T'(f,vo) in B(yo;r) und stellt dort f dar. Da y, €
B(zo; p) beliebig war folgt hieraus die Behauptung. O

BEMERKUNG V.3.7. Aus Satz V.3.6 folgt:
(1) exp,sin, cos € C¥(K, K).
(2) feC¥MK)= f e C¥M,K).

DEFINITION V.3.8. Sei M C K offen und f : M — Y eine Abbil-
dung. Dann heiit eine Abbildung F' : M — Y STAMMFUNKTION von
f genau dann, wenn gilt F’ = f.

BEMERKUNG V.3.9. (1) Ist M C K ein Gebiet, so unterscheiden
sich zwei Stammfunktionen von f hochstens um eine additive Konstan-
te.

(2) Ist
Z an(z — o))"
n=0
in B(zo; p), so ist
= 1
F — " _ n+1
0= 3 et =

eine Stammfunktion von f in B(z; p).
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BEWEIS. AD (1): Seien Fj und F, zwei Stammfunktionen von f.
Dann gilt
(Fl - FQ)/ =0in M.
Sei xg € M beliebig,
C = Fl(l’()) — FQ(QL’())
und
N = {.I' eM: Fl(.fll') — F2($) = C}.
Dann ist N # (). Sei € N und r € R% so, dass B(z;r) C M ist. Dann
folgt fir y € B(x;r) und
o) =Fi(z+tly—x)) — F(z+tly—=z)) Vtelo,1]
die Identitét
¢'(t)=0 Vte|o,1].
Aus Satz IV.2.17 (S. 129) und Bemerkung IV.2.18 (S. 130) folgt

e(1) = Fi(y) — Fa(y)
= ¢(0)
= Fi(z) — Fy(x)
=c.
Also ist N offen in M. Da F} — F5 stetig ist, ist /N aber auch abgeschlos-
sen in M. Da M zusammenhéngend ist, folgt N = M, d.h., F} — F} ist

konstant auf M.
AD (2): Folgt direkt aus Satz V.3.1. O

Satz V.3.10. Ist f € C¥(M,K) und F eine Stammfunktion von f,
so ist F' e C*(M,K).

BEWEIS. Sei zq € M und
flz) = Zan(x —x)" in B(xzg;r)
n=0

mit » > 0. Dann folgt aus Bemerkung V.3.9

= 1
F(x)=c+ Z - lan(x — )" !
n=0

mit einem geeigneten ¢ € K. Hieraus folgt die Behauptung. U

BeispieL V.3.11. (1) In € C¥(R%,R) und

In(x) = In(x)+ Z ﬁ(m — )"

Vo € RY, |2 — 20| < 0.
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(2) Fiir « € Rsei (§) =1 und fiir n € N*
(a) ala—=1)... (e —n+1)

n

Es ist

(BINOMIALREIHE) (14+2)* = Z (Oé) " Vx| < 1.

(3) Sei arcsin : (—1,1) — (=7, 3) die Umkehrfunktion von sin |z =).

202
Dann ist arcsin € C¥((—1,1) : R) und
1-3-...-(2n—1) 22!
Viz| < 1.
arcsin(z Z 5 4 @) 2l ||

n=0

BEWEIS. AD (1): Folgt aus Beispiel V.3.5 (2) und Satz V.3.10 zu-

sammen mit In’ = %
AD (2): Es ist
o 1
lim (g) = lim T~ =
nmee (n+1) e |Oé B TL|

Also hat die Reihe Y (¢)z™ geméB Satz I11.6.4 (S. 58) den Konvergenz-
radius 1. Fiir |z| < 1 sei




162 V. FUNKTIONENFOLGEN

Damit folgt

(1+2)g(z) = a i (O‘ - 1) (14 2)

und somit

1+ 2)7 (1 + 2)g'(x) — ag(z)]
1+2) % (z) — a(l+2)"* g()

!/

= (1 +2) ().
Also ist (1 +x) “g(x) auf (—1,1) konstant. Wegen
1% =1=g(0)
folgt
g(x) = (14 )%.
Fiir 2o € R und |z — 20| < 20 folgt nun

% = (x — xg + x9)*

= ( o

> (6% xr — X
8 ( )( 0y
s n o
o0

T — Xg

+1)%5

Il
Il
[en}
R
S 9
~__
8
o
|
3
8
|
8
N
3

n
AD (3): Da sin auf (-7, %) streng monoton wachsend ist, existiert
arcsin. Wegen

_ , T
sin’ = cos = V1 —sin? auf (—=,=)

272

folgt
1

V1—a?

arcsin’ =
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Aus Teil (2) folgt mit v = —3 fiir |2| < 1

C(=D)mM3- (20 —1)
N 2nn!

L3 (2n—1)
= (V' - (2n)

Substitution x — —x? liefert

1 1-3-...-(2n—1
L -y (2n—1) 2
Vi—a? = 2-4-...-(2n)
Zusammen mit Satz V.3.10 folgt hieraus die Behauptung. O

SATZ V.3.12 (IDENTITATSSATZ FUR ANALYTISCHE FUNKTIONEN).
Sei M C K ein Gebiet und f,g € C*(M,K). Es gebe eine nicht leere,
offene Teilmenge U von M mit f|y = g|ly. Dann ist f = g auf M.

BEWEIS. Sei h = f — g. Dann ist h € C*(M,K) und h|y = 0. Wir
miissen zeigen h = 0. Sei

N={xeM: 33U ecl(zx): hly =0}

Nach Voraussetzung ist N # ().

Konstruktionsgeméf ist NV offen.

Um zu zeigen, dass N abgeschlossen ist, sei xg € M ein Haufungspunkt
von N und (z,)nen € M\{xo} eine Folge in N mit lim x, = z7. Wegen

h € C¥(M,K) gibt es ein p > 0 mit

h(z) = Zak(x —20)" Va € B(wg; p).

n=0

O.E. ist (@)neny C B(xg; p). Wir nehmen an, es sei {k € N: a; # 0} #
(. Sei K = min{k : a # 0}. Dann gilt fiir € B(zo; p)\{xo}

h(z) _ - anlz — zo)E—k
(x — x0)K Z d 0)
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Da " apyi(z —0)" in B(wo; p) eine analytische Funktion darstellt, also
insbesondere stetig ist, folgt

- h(zy)
KR (@ — 20)K
Also ist h|p(zy;p) = 0 und damit xo € N.
Da M zusammenhéngend ist, folgt N = M. O

BEMERKUNG V.3.13. (1) Aus dem Beweis von Satz V.3.12 ergibt
sich folgende Variante:
Ist M C K ein Gebiet, f,g € C¥(M,K) und gibt es 2o € M und
(n)neny C M\{xo} mit

Tp — Zo und f(xn):g<wn) \V/TLEN,

dann ist f = g.
(2) Beispiel IV.1.21 (S. 120) zeigt, dass Satz V.3.12 fiir C*°-Funktionen
nicht gilt.

Zum Abschluss dieses Paragraphen beweisen wir noch einige Ei-
genschaften komplex-analytischer Funktionen, die fiir reell-analytische
Funktionen nicht gelten. Weitere, wie z.B. die Beziehung

C*(M,C) =C*(M,C) VM c C, M Gebiet,
werden wir in den Kapiteln VII und VIII kennen lernen.

SATZ V.3.14 (MAXIMUMPRINZIP). Sei M C C ein Gebiet und f €
C¥(M,C). Es gebe ein zy € M mit |f(z0)| > |f(2)| fir alle z € M.

Dann ist f konstant.

BEWEIS. Es gibt ein p > 0 mit B(zo;p) C M und
f(2) =) an(z—20) Vz € B(z;p).
n=0
Wir nehmen an, dass {n € N* : a,, # 0} # () ist. Sei kK = min{n € N* :
a, # 0}. Dann ist
f(z) = ao + ar(z — 20)" + (2 = 20)""1g(2) V2 € B(z0:p)
mit

9(2) =Y arp1n(z — 20)' ¥z € B(z0; p)-

=0

Sei c = max |g(z)|. Dann gilt fiir z € B(z0; %)
zEB(zo;g)

[ (2)] = lao + ar(z — 20)"[ — ez — 20|,

Sei

ag = roe'®, ap = rkezﬁ
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mit 7o, 7%, o, 3 € R und rj, = |ax| > 0. Sei s € (0, §) und

a—p

z=zp+se F .
Dann ist 2z € B(zo; §) und
1£(2)] > |roe™ 4 rpePstel@=F| — skt
= |ro + rps®| — cs™
> 1o + st — esh!
=19 + 8"(r — cs).

Fir by
: k
0<s< = =
s < m1n{2, 5
folgt
1
(@) =m0+ 85 > 10 = [ f(20)]:

Dies ist ein Widerspruch.
Also ist f auf B(zp; p) konstant und damit gemaf Satz V.3.12 auf ganz
M konstant. U

SaTz V.3.15. Sei M C C ein Gebiet, f € C¥(M,C) und K C M
nicht leer und kompakt. Dann nimmt f|x das Maximum seines Betrages
auf dem Rand OK an.

BEWEIS. Geméf Satz [11.4.10 (S. 86) gibt es ein z; € K mit
)| > ()] ¥z e K.
Falls zy € 0K ist, sind wir fertig.
Sei also zg € K. Dann ist gemiB Satz I11.4.10 (S. 86)
(xx) s =min{|z — 2| : z € 0K} > 0.
Es gilt
B(zo;8) C K und B(z0;5) C K.
Wegen Satz V.3.14 ist f auf B(zy;s) konstant gleich f(z). Wegen der

Stetigkeit gilt dies auch auf B(zp; s). Da das Minimum in (%) an einem
Punkt z; € 0K angenommen wird, folgt f(zy) = f(21). O

SATZ V.3.16 (MINIMUMPRINZIP). Sei M C C ein Gebiet und f €
C¥(M,C).
(1) Es gebe ein zg € M mit
If(2) > |f(0)| >0 Vze M.

Dann ist f konstant.

(2) Ist K C M nicht leer und kompakt und f(z) # 0 fir alle
z € M, so nimmt f|x das Minimum seines Betrages auf 0K
an.
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BEWEIs. Folgt aus den Sétzen V.3.14 und V.3.15 angewandt auf
0

=

SATZ V.3.17 (SATZ VON DER GEBIETSTREUE). Sei M C C ein
Gebiet und f € C¥(M,C) nicht konstant. Dann ist f(M) ein Gebiet.

BEWwEIs. Wegen Satz I11.5.4 (S. 89) miissen wir noch zeigen, dass
f(M) offen ist. Sei also zyp € M und wy = f(29). Wegen Bemerkung

V.3.13 (1) gibt es ein r € R mit B(z;7) C M und

f(2) # f(z0) Vz€ B(z;7)\{20}-

Daher ist
p=inf{|f(z) —wo| : z € B(20;7)} > 0.
Sei nun w ¢ f(M). Wegen Satz V.3.16 ist

|w —wo| = [f(z0) — w]

> inf{|f(z) —w|: 2z € B(zp;7))}

= [f(21) — w|
mit einem geeigneten z; € 0B(zp; ). Weiter gilt

p < |f(21) — wol

< [f(z1) = w| + [w — wol

< 2w — wy,
also |w — wo| > $p. Mithin ist B(wo; 3p) C f(M). O

V.4. Sprungstetige Funktionen

_ Im Folgenden sei stets I C R ein perfektes Intervall mit o = inf I €
R, 5 =supl € R und (Y, || - ||y) ein Banachraum.

DEFINITION V.4.1. (1) Eine Menge Z = (o, ..., ay), n € N*, mit
a=qay<a <...<a, =0 heiit ZERLEGUNG von I.
(2) Eine Funktion f : I — Y heiffit TREPPENFUNKTION, wenn es
eine Zerlegung Z = (v, . .., ay,) von I gibt, so dass f|(,_,,a,) filr jedes
1 < ¢ < n konstant ist.
(3) T(1,Y) ist die Menge aller Treppenfunktionen.
(4) Eine Funktion f : I — Y heifit SPRUNGSTETIG, wenn fiir jedes
x € I die links- und rechtsseitigen Grenzwerte f(z — 0) und f(z + 0)
existieren.
(5) S(1,Y) ist die Menge aller sprungstetigen Funktionen.

BEISPIEL V.4.2. (1) Die Funktion

-1 —-1<x<0
flx)=<0 =0
1 O<ax<l1
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ist in 7'((—1,1),R).
(2) Die Funktion
1—22 —-1<2<0
f(z) = % x =0
x? 0<z<1

ist in S([—1, 1], R).
(3) Jede monotone Funktion f: I — R ist sprungstetig.

(4) Die Funktion
1 2€Q
fz) =
0 zeR\Q
ist nicht sprungstetig.

BEMERKUNG V.4.3. (1) T(/,Y) ist ein Untervektorraum von B(/,
). Esist T(1,Y) C S(I,Y).
(2) S(1,Y) ist ein Vektorraum. Es ist C'(I,Y) C S(1,Y).
(3) Falls I kompakt ist, ist S(I,Y) C B(I,Y).

BEWEIS. AD (1): T'(1,Y) C S(1,Y) ist offensichtlich. Ebenso, dass
aus f € T(I,Y), A € Kfolgt A\f € T(I,Y). Seien also f,g € T(1,Y)
und Zy = (ag ..., ) und Z, = (fo, ..., Bm) Zerlegungen von [ mit

f‘(ai—hai)’g‘(ﬁj—laﬂi) 1<i<n,1< J=m
sind konstant. Sei Z = Z; U Z; = (7,...,7x) mit der natiirlichen
Anordnung. Dann folgt
(f + 9)|(y_1) ist konstant.

AD (2): C(1,Y) C S(1,Y) ist klar. Die Vektorraumeigenschaft folgt
aus der Linearitédt der einseitigen Grenzwerte.
AD (3): Sei I kompakt und f € S(I,Y). Aufgrund der Definition der

einseitigen Grenzwerte gibt es zu jedem = € [ ein a(x) < z und ein
B(x) > x mit
Nf(s) = f@®)lly <1 Vs, t € (a(z),z)oder s,t € (z,5(x)).
Da I kompakt ist, gibt es ein n € N* und zq,...,x, € [ mit
1c | (afw), B(w:).
1<i<n

Damit folgt
< .
[ flloe < 112%1113}({“]0(%)“%

2y,

By
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< 00.
U

Wir kommen nun zum Hauptsatz dieses Paragraphen.

SATZ V.4.4. Sei I kompakt. Dann sind folgende Aussagen dquiva-
lent:

(1) f € SI,Y).
(2) 3(fadnen CT(LY) 2 | fo = flloo — 0.

BEWEIS. (1) = (2): Wie im Beweis von Bemerkung V.4.3 (3)
folgt, dass es zu jedem n € N endlich viele Punkte zy,... 2z, € I und
Zahlen o(x;) < z; < B(x;),1 <i < m, gibt mit

IcC U (a(ms), B(x:))

und

S|

If(s) = ft)|ly < Vs, t € (a(x;), x;) oder
s, t € (xy, B(x4)),1 < i <m.
Also gibt es eine Zerlegung Z = (o, ...,7) von I mit
1 .
1£(s) = f@lly = — Vs,t € (vimp,mi)s 1 ST <k
Definiere f,, € T'(1,Y’) durch

f(l,):{f(”%ﬂ") Ve <T <y, 1<i<k

f(x) x=",1<i<k.
Dann folgt
1

(2) = (1): Sei (fu)nen C T(L,Y) mit |[fo = flloc — 0. Sei & > 0.

Dann gibt es ein n. € N mit

g

Sei x € I. Dann gibt es Zahlen o, 8 € I, a < 3 mit
fno(8) = fu(t) Vs,t € (a,x)oder s, t € (x,[3).
Damit folgt
1f(s) = fFOlly < f(8) = fac(S)lly + [ fac (&) = F(O)ly
<e Vs, t € (a, ) oder s,t € (z,3).
Sei nun (z,)peny C I mit x,, < z fiir alle n € N und Tn — 2 T. Dann gibt

es ein m € N mit z;, € (o, ) fiir alle £ > m und somit

| f(zr) = flz)|ly <e Vk,1>m.
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Also ist (f(xn))neny C Y eine Cauchyfolge und damit konvergent. Setze
z = lim f(x,). Sei nun (y,)nen C I eine andere Folge mit y, < x fiir

alle n € Nund x = lim y,. Dann folgt wieder, dass (f(yn))nen C Y

n—oo

konvergiert. Sei 2/ = lim f(y;). Dann folgt

|z —2|ly <e.

Also ist z = 2/ und f(x — 0) existiert. Analog zeigt man die Existenz
von f(z+0). Also ist f € S(I,Y). O

BEMERKUNG V.4.5. Aus dem Beweis von Satz V.4.4 ergibt sich,
dass man fiir f € S(I,R) mit f > 0 eine Folge (f,)nen € T(1,R) mit
Il fn — flloo = 0 und f,, > 0 fiir alle n € N finden kann.

DEFINITION V.4.6. Seien A, B Teilmengen eines normierten Vek-
torraumes (X, || - || x) mit A C B. Dann heifit A DICHT in B, wenn gilt
B C A

BEMERKUNG V.4.7. (1) Ist A dicht in B, so ist jeder Punkt von
B Haufungspunkt von A, kann also beliebig gut durch Punkte aus A
approximiert werden.
(2) Falls B abgeschlossen ist, gilt

A dicht in B <= A= B.
(3) Q und R\Q sind dicht in R.

Wir kénnen Satz V.4.4 somit auch folgendermafien formulieren:

SATz V.4.8. Sei I kompakt. Dann ist S(1,Y") ein in der Norm von
B(1,Y) abgeschlossener Unterraum von B(1,Y") und T(1,Y) ist dicht
in S(I,Y).

BEMERKUNG V.4.9. (1) S(,Y) ist ein Banachraum bzgl. || - || .
Insbesondere sind gleichméflige Grenzwerte sprungstetiger Funktionen
wieder sprungstetig.

(2) T(1,Y) ist ein Beispiel eines nicht vollstdndigen normierten Vek-
torraumes.

(3) Jede stetige Funktion auf einem kompakten Intervall ist gleichméfi-
ger Grenzwert von Treppenfunktionen.






KAPITEL VI

Integralrechnung einer Variablen

In diesem Kapitel fithren wir das (Riemann-) Integral fiir Funk-
tionen einer (reellen) Variablen ein. Dies geschieht zunéchst fiir Trep-
penfunktionen und danach mit Hilfe eines allgemeinen Satzes iiber die
Fortsetzung linearer Operatoren fiir sprungstetige Funktionen. Danach
leiten wir einige Figenschaften des Integrals und wichtige Integrations-
regeln her und erweiterten diese Ergebnisse auf sog. uneigentliche Inte-
grale, d.h., Integrale mit unbeschrénktem Integrationsbereich und/oder
singuléren Integranden. Als wichtiges Beispiel fiir uneigentliche Integra-
le untersuchen wir abschliefend eingehend die Eulersche Gammafunk-
tion.

VI.1. Das (Riemann-) Integral

Im Folgenden sei stets (X, || - ||) ein K-Banachraum und I = [«, f]
ein kompaktes perfektes Intervall, d.h., a < .
Als erstes definieren wir das Integral einer Treppenfunktion.

DEFINITION VI.1.1. Seien f € T'(I, X) eine Treppenfunktion und
Z = (g, ...,qy,) eine zugehdrige Zerlegung. Dann ist das INTEGRAL
VON f BZGL. Z definiert durch

\/(' f Z — Oy 1 f|(ai,1,o¢i)'

LEMMA VI.1.2. Sei f € T(I,X). Dann ist f(Z)f unabhdngig von
der speziellen Zerlequng Z .

BEWEIS. Seien f € T(I,X) und Z = (ao, ..., ) eine zugehdrige
Zerlegung.
1. SCHRITT: Sei Z’ eine Verfeinerung von Z. O.E. ist

!/
Z' = (0, e ooy Oy Yy Qi1 -+ ey Q).

Dann folgt

k
f = i T aifl)f|(ai—1,04i)
[ =2t

+ (ak+1 Y+ — Olk)f|(ozk,ak+1)

+Z _Oézlf|a11al)

171



172 VI. INTEGRALRECHNUNG EINER VARIABLEN
k
= Z(al - aifl)f’(aiﬂ,oéi)

7

1
+ ('7 - ak)f|(ak,'y) + (ak+1 - 7)f|(%01k+1)

n

+ Z (@i = ic1) fl(air,00)

i=k+2
= f
(2"
2. SCHRITT: Sei nun Z’ eine beliebige, fiir f zulédssige Zerlegung. Dann

ist Z" = Z U Z' mit der natiirlichen Anordnung eine Verfeinerung von
Z und von Z’'. Mit Schritt 1 folgt

/ (2) / z") (2"

Wegen Lemma VI.1.2 ist die folgende Definition sinnvoll.

DEFINITION VI.1.3. Sei f € T'(, X). Dann ist das (RIEMANN-)IN-
TEGRAL von f definiert durch

/Ifz/jfz/(z)f,

wobei Z eine beliebige, fiir f zuléssige Zerlegung von [ ist.

Eine erste, fiir das Folgende wichtige Eigenschaft des Integrals lie-
fert:

B
LEMMA VI.1.4. Die Abbildung/

[0}

B
:T(I,X)—>Xmitfo—>/ f
st linear. Weiter gilt :

B
I[ A< @-alfle v eTw.X).

BEWEIS. Die Linearitéit des Integrals folgt unmittelbar aus seiner
Definition.
Sei f € T(I,X) und Z = («o, ..., q,) eine zugehdrige Zerlegung von
1. Dann folgt

_HZ _Oéllf‘az laz)”
<Z o — 1) flias 100




VIL1. DAS (RIEMANN-) INTEGRAL 173

< (B = ) flloo-
O

Als néchstes wollen wir das Integral fiir sprungstetige Funktionen
definieren. Dazu benétigen wir einige Vorbereitungen.

DEFINITION VI.1.5. Seien (Y, || - ||y) und (Z,] - ||z) normierte K-
Vektorrdume.
(1) Eine lineare Abbildung A : Y — Z heifit BESCHRANKT, wenn
es ein € Ry gibt mit
|Az||z < of|z]ly Vx eY.

(2) L(Y,Z) ={A:Y — Z : Aist beschriankt} ist ein K-Vektor-
raum.

(3) Durch

IAI =Nl Allzev.z2)
= inf{a € R, : ||Az||z < al|z|ly Yz € Y}

wird eine Norm auf £(Y, Z) definiert.

BEMERKUNG VI.1.6. Es gilt:
(1) Sei A € L(Y,Z). Dann ist

Ax VA
(TP p——
zeY\{0} ||=T||Y
= sup [Az||z
xeY
lzlly <1
= sup [|Az|z.
x€eY
lz)ly =1

(2) Sei A € L(Y,Z). Dann gilt

[Az]lz < | Allcpllelly Vo eY.
3) Sei A:Y — Z linear. Dann gilt
( g

A ist gleichméfig stetig
<= A ist stetig
<= Aist in 0 € Y stetig
= Aec LY, Z)

(4) /B € L(T(I,X),X) und

B
H/ | cr,x),x) < 68— o
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BEWEIS. AD(1):
| Al z(v,z) = inf{a € Ry : ||Az| 7z < af|z|ly Yo € Y}

Ax
= inf{a € R, : |Ax]z <aVreY\{0}}

]|y
_w Az 7
= p
2eY\{0} H$HY
= sup [|[A(——)llz
seviioy @ ||
= sup |[|Aylz
yey
lylly=1
< sup | Ayl z.
||y||Y<1

Sei andererseits z € Y mit 0 < ||z]|y < 1. Dann folgt
1
[Az[z < 7——||Az] 2
1y

x
= HA(W)”Z
< sup 1Ayl 2
||y||Y 1

also

sup [|Azllz < Sup | Ayllz-
Jally <1 Iol=1

Hieraus folgt die Behauptung.
AD(2): Folgt direkt aus Teil (1).
AD(3):
A gleichméflig stetig
— A stetig
— A stetig in 0
—30>0 VereY |zly <o:|Az]z<1

1

—30>0 VreY |y =1:|Ae]z < 5
1
:>A € E(K Z) UIld HAHE(Y,Z) S g

= [|Az — Ayllz = [[A(z = y)llz < [Allecx.z) = — ylly
— A gleichméBig stetig.

AD(4): Folgt aus der Definition VI.1.5 und Hilfssatz VI.1.4.
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LeEMMA VLL.7. Sei (Y[ - [ly) ein normierter K-Vektorraum und
U CY ein Untervektorraum. Dann ist U auch ein Untervektorraum.

BEWEIS. Seien u,v € U und o € K. Dann gibt es Folgen (u,)nen
und (v, )pen in U mit

v = lim u,, v= lim v,.

Dann folgt
uw+v = lim u, + lim v,
= lim (u, +v,) €U
n—oo
au = « lim u,
= lim (au,) € U.
Also ist U ein Untervektorraum von Y. O

Sarz V1.1.8 (UBER DIE FORTSETZUNG STETIGER LINEARER OPE-
RATOREN). Seien (Y, || - |ly) ein normierter K-Vektorraum, U C Y
ein Untervektorraum, (Z, | - ||z) ein K-Banachraum und A € L(U, Z).
Dann gibt es genau ein A € L(U, Z) mit

(1) ﬁ_y = Ay fiir alley € U,
@) [Allc@,2) = 1Allcw.2),

(3) Ay = lim Ay, fir alle (yn)nen C U mit lim y,, = y.
A heifit FORSETZUNG wvon A.

BEWEIS. EINDEUTIGKEIT: Seien B, C' € L(U, Z) zwei lineare Ope-
ratoren, die (1) erfiillen. Dann folgt aus ihrer Stetigkeit fiir jedes y € U
mit y = lim y,, und (y,)nen C U:

By = B(lim y,)
= lim By,

= lim Ay,

n—oo

= lim Cy,

= C(lim y,)
=Cy.
Also ist B = C. o
EXISTENZ: Sei y € U und (yn)pney € U mit y = lim y,. Dann ist

(Yn)nen eine Cauchyfolge und

HAyn - AymHZ < HAHE(U,Z)”yn - ymHY
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Also ist (Ayy )nen eine Cauchyfolge in Z. Mithin existiert ein z € Z mit
z = lim Ay,.

Definiere -
Ay = z.
Sei nun (Y, )neny C U eine weitere Folge mit y = lim y,. Sei
z = lim Ay,.

Dann folgt
Iz = Zllz < Iz = Aynllz + | Ayn — Abnllz + |7 — Anll2
< [z = Aynllz + | All cw.2) 1yn — Ynllz
+ |17 = Awnll2

— 0.
n—oo

Mithin ist A wohldefiniert.
Seien nun u,v € U, € K und (tp)nen C U, (0 )neny C U mit

u= limu, , v= lim v,.

n—oo n—oo

Dann folgt

A(u+v) = A(lim (u, + v,))

n—oo

= lim A(u, + v,)

n—oo

= lim [Au, + Av,]

n—oo

= lim Au, + lim Av,

:Zu—l—zv

aAu = o lim Au,

= lim A(au,)

= A(au).

Also ist A linear.
Sei v € U. Dann ist v = lim u,, mit u, = u fiir alle n € N. Daraus

folgt o
Au=Au VYu e U.

Sei schlieBlich y € U mit y = lim ¥, und (y,)nen C U. Dann folgt
Aylz = | tim Ayl
~ tim Ay
< lim [|Alleqz oz

= [Allewallylly
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Also ist
IAll w2y < I1All2w,2)-
Wegen (1) gilt aber andererseits
1Al c@.2) = Sup [Aullz = | Allw,2)-
l[ully =1

Damit ist die Behauptung gezeigt. U

Geméfl Satz V.4.8 (S. 169) ist S(I, X) ein abgeschlossener Unter-
raum von B(I,X) und S(I, X) T(I,X) bzgl. || - ||lse. Wir kénnen
daher Satz VI1.8 auf Y = B(I,X),U = T(I,X),U = S(I,X), Z = X

B
und A = / anwenden. Dies liefert:

DEFINITION VI.1.9. Das (RIEMANN-) INTEGRAL ist die eindeutig
B
definierte Fortsetzung von / von L(T(I,X),X) auf £(S(I,X),X)

B
und wird wieder mit / bezeichnet. Fir f € S(I, X) verwenden wir

«

simultan die folgenden ()]éezeichnungen

/aﬁf:/Ifzfjf(x)de/jfdx-

Aus Bemerkung VI.1.6 und Satz VI.1.8 folgt unmittelbar:

B
BEMERKUNG VI.1.10. (1) H/ fll < (B —a)|lflle fiir alle f €
S(I, X). :
B B
2) / f = lim / fn, wobei (fn)nen C T'(I,X) eine beliebige Folge
von T(;eppenfunktignen mit lim [|f — fullco = 0 ist.
Der folgende Satz ist fiir die folgenden Untersuchungen des Rie-

mann-Integrals und fiir die praktische Berechnung des Integrals we-
sentlich.

Satz VI.1.11. Sei f € S(I,X). Dann gibt es zu jedem € > 0 ein
d = 0(e, f) > 0, so dass fir jede Zerlegqung Z = (xq,...,2,) von I
der Feinheit Ay = max (x; — x-1) < 6 und je n Zwischenpunkte (; €

(21, 25],1 < j <mn, gilt

1 r- chj —a)l <=
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~

BEWEIS. 1. SCHRITT: Sei f € T(I,X), Z = (Zy,...,Ts) eine be-
liebige, aber im Folgenden feste, zu f gehorige Zerlegung von I, € > 0
beliebig und

€
d=4d(e, f) = ———.
4nl| f |l
Seien Z = (zo,...,x,) eine beliebige Zerlegung von I und ¢; € [z;_1,
zj], 1 < j < mn, beliebige Zwischenpunkte mit

Ay = 112%)%(1’3- —xj_1) <.

Sei

~

Z'=ZUZ= Yo, Ym)
Definiere
62' - f|(yjf1,yj) l<j<m
6;{ = f((k) falls [yj—layj] C [xk—lyxk] 1< ] < m, 1< k <n.

Offensichtlich ist e} # e/ fiir ein j € N}, héchstens dann, wenn fiir das
entsprechende (, gilt ¢, = 7; fiir ein [ € N;. Weiter gilt

ﬁ n
/ F= (G (e — )

n

= Z(Z/j — Vi~ )l w) — D F(Ge) (@ — p-1)

j=1 k=1
= Z e;(y] —Yj-1) — Z 63'(% Yj-1)
j=1 j=1
(*) = 2(62‘ - e;')(y] Yj-1)
j=1

Wegen obiger Beobachtung sind in (%) hochstens 2n Summanden von
0 verschieden. Auflerdem gilt fiir jeden Summanden

s = yi—)(€; = €D <l — yima Il + eI}
< 02| |l
g

Hieraus folgt

ﬂ n
1] £ =Y 1@ = m)] <=
“ k=1
2. SCHRITT: Sei nun f € S(I,X) und € > 0. Dann gibt es ein g €
T(I,X) mit

€
1f = glloo < m-
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Geméf Schritt 1 gibt es ein § = §(5, g), so dass fiir g und $ die Behaup-
tung gilt. Seien nun Z = (zy, ..., z,) eine Zerlegung von I mit Feinheit
Ay <dund ; € [xj_1,74],1 < j < n, beliebige Zwischenpunkte. Dann
folgt

1 r- chg — )]

<||/ /g||+||zg<] ) - /fgu

+ |l Z[Q(Cj) — fE)Ixy — 20|

<(B—a)|f - g|roo+5+2|rf (¢) — 9(&) @y — ;1)

3
€ 5 €
<pP-a)0—+ = b —a
R E R R R TR N
=€.
Damit ist die Behauptung bewiesen. U

BEMERKUNG VI.1.12. Sei f : I — X eine Funktion. Sie heif3t
RIEMANN-INTEGRIERBAR, wenn es ein z* € X gibt, so dass zu je-
dem ¢ > 0 ein § = d(e, f) > 0 existiert, so dass fiur jede Zerle-
gung Z = (zo,...,x,) der Feinheit Ay < ¢ und je n Zwischenpunkte
Ci S [[Ei_l,l‘i], 1< < n, gllt

|* — Z FG) (i — )] < e

Die Grofle x* ist, sofern sie existiert, eindeutig bestimmt und heif3t
RIEMANN-INTEGRAL von f. Die ,,approximierenden Summen*

Zf(@')(fci — Ti1)

heiflen auch RIEMANN-SUMMEN, und man schreibt héufig symbolisch

ﬂ n
/ f= AlimOZf(Cz‘)(l’i — Zi-1).
« =

Satz VI.1.11 zeigt, dass jede sprungstetige Funktion Riemann-integrier-
bar ist und dass der in diesem Paragraphen eingefiihrte Integralbegriff
mit dem oben definierten fiir sprungstetige Funktionen iibereinstimmt.
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Es gibt jedoch Riemann-integrierbare Funktionen, die nicht sprungste-
tig sind. Ein Beispiel ist f : [—1,1] — R mit

1 fallsx:%,nEN*
flx)=< -1 falls:c:—%,neN*
0 sonst.

VI1.2. Eigenschaften des Integrals

Im Folgenden bezeichnet wieder (X, || -||) einen K-Vektorraum und
I = [, f] mit @ < 3 ein kompaktes perfektes Intervall.

Wir beginnen mit einem Satz {iber die gliedweise Integration gleich-
méafig konvergenter Folgen und Reihen.

Satz VI.2.1. (1) Sei (fu)nen C S(I,X) gleichmdiflig konvergent
gegen f. Dann ist f € S(I,X) und

B B
/ f = lim fn-

(2) Sei (fu)nen C S(L,X) und > f, gleichmdfig konvergent. Dann ist
an € S(I,X) und

n=0

/f(i%fn) =§;</ffn>.

BEWEIS. AD(1): Wegen Bemerkung V.1.5 (S. 149) gilt || f,— f||cc —
0 und wegen Satz V.1.6 (S. 149) ist f € B(/, X). Da nach Satz V.4.8
(S. 169) S(I,X) ein abgeschlossener Unterraum von B(I, X) ist, folgt
feS(I,X). Aus Bemerkung VI.1.10 (S. 177) folgt

B B
1] £= [ sl <@-alf - fulle =0

Dies beweist die Behauptung.
AD(2): Folgt aus Teil (1) angewandt auf

sn:ka und S:ka.
k=0 k=0

4

BEMERKUNG VI1.2.2. Satz VI.2.1 gilt nicht bei punktweiser Kon-
vergenz. Betrachte z. B. I = [0,1], X =R und f,, € T'({, X) mit

0 firz=0
fol@)=<n fﬁr0<x§% ,n € N
0 firt<z<l
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Dann konvergiert f,, punktweise gegen 0, aber es ist

1
/ fo=1 WneN
Satz V1.2.3. Sei f € S(I,X). Dann ist ||f]| € S(I,R) und

1 1< [ 1< 0=

BEWEIS. Sei (fn)neny C T'(1, X) eine Folge von Treppenfunktionen,
die gleichméfig gegen f konvergiert. Dann ist || f,.|| € T(I,R) fiir alle
n € N. Fiir jedes x € [ gilt

£l = 171@)] = |1a@) ] = 1 @)
< Male) = £

Also konvergiert || f,,|| gleichmiBig gegen || f||. Mithin ist || f|| € S(I,R).
Sei Z,, = (Tom, - - -, Tmn) eine zuldssige Zerlegung von I fiir f,. Dann

folgt fiir jedes n € N

6 m
|| / Fall = 13" Fulton e @ — 710
a k=1

m
< Z ||fN|(xk—1,mxk,n)H("Ek,n — Tg—1,n)

/ 15

(*) < (B = )l fulloo-

Im .
Wegen fn BNl S I und | fallee — |If llso folgt die Behaup-
tung mit Satz VI.2.1 aus (*) durch Grenziibergang n — oc. O

Als néchstes definieren wir das orientierte Integral und zeigen seine
Additivitat bzgl. der disjunkten Vereinigung von Intervallen.

DEFINITION VI.2.4. Sei f € S(I,X). Dann definieren wir

/af:—/ﬁf wd — ["f=0,

SAatz VI.2.5. Seien f € S(I,X) und a,b,c € I. Dann ist

[refrfr

BEWEIS. O.E. sei a < b < ¢. Sei (fu)neny C T(1,X) mit f, =— f.
Dann gilt fiir jedes kompakte Teilintervall J von [

T(J,X) 3 fuls &5 fl; € S(J, X).
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Wie man leicht nachrechnet, gilt fiir jedes n € N

/acfnz/abme/bcfn-

Mit Satz VI.2.1 folgt hieraus
/a f= / re /b N
= [r=[o-[r=[s+[1

Als néchstes untersuchen wir Monotonie-Eigenschaften des Inte-
grals.

Satz VI.2.6. (1) Sei f € S(I,R) mit f > 0. Dann ist

/f>0

(2) Seien f,g € S(I,R) mit f > g. Dann ist

/aﬁfZ/jg

(3) Sei f € S(I,R) mit f > 0. Weiter gebe es ein a € I mit: f(a) >0
und f ist stetig in a. Dann qilt

/jf>0.

BEWEIS. AD(1): GeméB Bemerkung V.4.5 (S. 169) gibt es eine Fol-

ge (fu)nen C T(I,R) mit f, &5 f und f, > 0 fiir alle n € N. Offen-
sichtlich ist

g

B

Hieraus folgt die Behauptung durch Grenziibergang n — oo.

AD(2): Folgt aus Teil (1) angewandt auf f — g.

AD(3): Wegen der Stetigkeit von f in a und wegen f(a) > 0 gibt es
ein 6 > 0 mit

1
f(z) > §f(a) >0 Vreln(a—d,a+9).
Damit folgt aus Satz VI.2.5 und den Teilen (1) und (2)

Lol oo
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=0f(a)

>0
mit den offensichtlichen Modifikationen fir a € {«, 5}. O

Als néchstes betrachten wir die Integration komplex- und vektor-
wertiger Funktionen.

Satz VI1.2.7. (1) Sei f : I — K". Dann ist f € S(I,K") genau
dann, wenn fir jede Komponente f;, 1 < i < n, gilt f; € S(I,K).

Weiter ist 5 5 5
Afzgéﬁwiéh)

(2) Sei f =g+ih:1 — C mitg,h:I — R. Dann ist f € S(I,C)
genau dann, wenn gilt g,h € S(I,R). Weiter ist

[o=[oifn

BEWEIS. AD(1): Es gilt
fe s K
glm

— E](fm) C T(I,K”) : fm - f

< I(f) C T(I,K") : f@m LLLY
<~ fi € S(I,K) v1gzgn.

Die Aussage iiber die Integrale ist fiir Treppenfunktionen offensichtlich.
Fiir sprungstetige Funktionen folgt sie durch Grenziibergang.
AD(2): Folgt aus Teil (1) mit C = R2. O

f171<l<n

Als Vorbereitung auf den Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung betrachten wir nun die stetige und differenzierbare Abhéngig-
keit des Integrals von den Integrationsgrenzen.

SATZ VI.2.8 (STETIGE ABHANGIGKEIT VON DEN INTEGRATIONS-
GRENZEN). Sei f € S(I,X) und ¢ € I. Dann ist die Funktion

/ f Ve el,
aus C(I,X), und es gilt
1F(z) = Fy)ll < lo = ylllflle Yo,y el
BEWEIS. Aus Satz VI.2.5 folgt fiir x,y € 1

=[3—l7
:/:f
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und damit aus Bemerkung VI.1.10 (S. 177)
IF (@) = FQ)Il < o = yll e
Hieraus folgt die Stetigkeit von F'. g

SATz VI.2.9 (DIFFERENZIERBARE ABHANGIGKEIT VON DEN IN-
TEGRATIONSGRENZEN). Sei f € S(I,X) in a € I stetig. Dann ist die
Funktion

F(m):/ f NVr e,
n a differenzierbar, und es gilt
F'(a) = f(a).

BEWEIS. Gemaf Satz VI.2.8 ist F' stetig. Sei € > 0 beliebig. Dann
gibt es ein § > 0 mit

1£(Q) = fa)|| <& VYCEI|C—al<é.
Sei h € R* mit a +h € I und |h| < §. Dann folgt

F h) — F 1 [oth
= ol =1 [ 0 - sl
1 a+h
~I5 [ 10 - s
1
= £.
Hieraus folgt die Behauptung. O

DEFINITION VI.2.10. Seien f, F': I — X zwei Funktionen. F' heifit
STAMMFUNKTION von f, wenn F' in jedem Punkt von [ differenzierbar
ist und wenn gilt

F'(z)=f(zx) Vzel.

Die Menge aller Stammfunktionen von f wird mit [ f oder [ fdx be-
zeichnet und heiit UNBESTIMMTES INTEGRAL von f.

Aus Satz 1V.2.6 folgt:

BEMERKUNG VI.2.11. Seien F,G zwei Stammfunktionen von f.
Dann ist F' — G auf I konstant.

SATZ V1.2.12 (HAUPTSATZ DER DIFFERENTIAL- UND INTEGRAL-
RECHNUNG). Jedes f € C(I,X) besitzt eine Stammfunktion und fir
jede Stammfunktion F von f gilt

F(x):F(a)%—/xf Vo e l.
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Insbesondere gilt fiir jede Stammfunktion F von f

B
/ f=F(p) - F(a) = F|/.

G(x):/:f.

Gemaf Satz VI.2.9 ist G eine Stammfunktion von f. Aus Bemerkung
VI.2.11 folgt fiir jede Stammfunktion F' von f:

BEWEIS. Sei

Flz)=G(z)+c¢ ,mitceX, Veel
=F(a)=G(a)+c=c

:>F(:1:):F(a)+G(x):F(a)+/xf Vo e l.

TABELLE 1. Stammfunktionen einiger wichtiger Funktionen

f [f
Y a# —1 La:““%—c
’ a+1
1
— Inz+c
T
1
a*;a>0,a#1 1—a””+c
na
1
e a e C* —e" + ¢
COS T sinx + ¢
sinx —cosz +c¢
1
5 tanz + ¢
cos? x
1
— —cotx +c
sin“ x
1
_— arcsinx + ¢
\/11—372
_— arctanx + c
1+ 22 +
[o¢] [o¢]
1
Zak(:c—xo)k Zk+1ak($—xo)k+l+c
k=0 k=0
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BEeispieL VI.2.13. (1) Tabelle 1 gibt die Stammfunktionen fiir ei-
nige wichtige Funktionen an.

(2) fECl(I,R),f(x);éOfiirallexEI:>/§:1n|f|+c.

BeEWwEIS. AD(1): Folgt durch Differentiation der rechten Seite.
AD(2): Wegen des Zwischenwertsatzes I11.5.5 (S. 90) gilt fiir alle z € I
entweder

(a) f(x) >0 oder (b) f(x)<O.
In Fall (a) folgt

/

GMﬂY=wﬁY=§

und in Fall (b)
_ I
-f f

(In[f])" = (In(=£))’
O

Zum Abschluss beweisen wir ein Analogon des Mittelwertsatzes

IV.2.5 (S. 122).

SATZ VI.2.14 (MITTELWERTSATZ DER INTEGRALRECHNUNG).
Seien f,p € C(I,R) und ¢ > 0 auf I. Dann gibt es ein ¢ € I mit

mlif-w%=f@[lﬂ@

Insbesondere gibt es ein n € I mit

B
/“f:ﬂmW—a»

B
/ @ =0.

Aus Satz VI.2.6 folgt ¢ = 0. Also ist die Behauptung richtig.

BEWEIS. Sei

Sei nun
B
/ © > 0.
Definiere
m=inf f(z) , M =sup f(x).
zel zel
Dann folgt

me(r) < f(z)p(z) < Me(x) Vel
und wegen Satz VI.2.6

m/jsoS/j(f-sO)SM/fw
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J2fe
Je
Wegen des Zwischenwertsatzes I11.5.5 (S. 90) gibt es daher ein ¢ € I

mit
e
R
Jo ¥
Damit ist die erste Behauptung bewiesen.

Die zweite Behauptung folgt aus der ersten mit der speziellen Wahl

=m <

< M.

f(¢) =

V1.3. Integrationstechniken

In diesem Paragraphen betrachten wir einige, fiir praktische An-
wendungen wichtige Integrationstechniken. Dabei bezeichnet wieder
(X, ]| -]|) einen K-Banachraum und I = [, 3] ein kompaktes, perfektes
Intervall.

Wir beginnen mit der Substitutionsregel.

SATz VI.3.1 (SUBSTITUTIONSREGEL). Seien f € C(I,X), a,b € R
mit a < b, und ¢ € C*([a,b],R) mit p([a,b]) C I. Dann gilt

/abf(sf)( dx—/ Iy

BEWEIS. Gemif Satz VI.2.12 (S. 184) besitzt f eine Stammfunk-
tion FF € C'(I,X). Dann ist F o € C'([a,b], X) mit
(Fop) =Fop-¢
=fop-¢.
Damit folgt

/ F((@)¢ (@)dx = F(p(b)) — F(p(a))

@(b)

= f(y)dy

v(a)

g

BEMERKUNG VI.3.2. Sei M C R perfekt und ¢ : M — R differen-
zierbar. Dann heif3t
dp = ¢'dx
das DIFFERENTIAL von ¢ (vgl. Abbildung VI.3.1). Speziell ist dx das

Differential der Funktion z — z. Anschaulich ist das Differential der
inkrementelle Zuwachs von ¢.
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In der Sprache der Differentiale kénnen wir die Substitutionsregel auch

so schreiben:
b w(b)
/ﬁfowMﬁ=/ f(y)dy.
a @(a)

Tl + Ax)
AT

/()

/ r Ax x4+ Ax

ABBILDUNG VI.3.1. Differential df = f'(z)dx ~ Af =
flz + Az) — f(x)

BeispieL VI.3.3. (1) Sei a # 0.

B 1 (B
/ sin(ax + b)dx = —/ sin(ax + b)adr y = ax +b,dy = adx

a

1 (lﬂ+b
o[ty

a Jaa+b

1
o afB+b
- E <_ COS<y)) |aa+b

= é[cos(aa + B3) — cos(aB + b)]
(2) Sein > 2.
1

1 1
/ " sin(z")dr = / naz" tsin(z")dr y = 2", dy = na" 'dx
0 nJo

1 1
=—/smw@
0

n

1 1
= —(=cos(y))ls
1 —cos(1)
==
(3) Sei a,b € R mit d =b— % > 0.

p 1 p 1 x4+ & 1
S /- S | = 2 dy = ——d
A Zrartb Z;@+%P+dx SRV I

p 1
vl L

1
d(=2)+dVd

M}
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B+G

1
= \/E/ Yy
at+2 2
:;32 d(y + 1)
1 s
= — arctan(y)| %
Vd 7
1 B+ 5 a+ 5
—— |arctan — arctan .
\/8[ ( 7 ) ( 7 )]

Insbesondere folgt

/ 1 L oretan(® 4
———————— = ——arctan
2 +axr+b  \/d Vd

Als néchstes betrachten wir die partielle Integration.

+c.

SATZ VI.3.4 (PARTIELLE INTEGRATION). Seien u,v € C'(I,K)
Dann st

B B
/ w'dr = (u-v)|? —/ w'vdx

(03
oder in Differentialschreibweise

B B
/ udv = (uv)|? —/ vdu.

[0

BEWEIS. Aus der Produktregel folgt

wli = [ () da

B
/ (u'v 4+ w')de.

U
BeispieL VI.3.5. (1)

B8 B8
/ rsinxdr = —xcosx|§ +/ cos xdx
(e}

U=, V= —COSI
(0%
= (—xcosx +sinx)|?

=sinf — fcosf —sina + acos a.
Insbesondere ist

/msinx =sinx — rcosz + c.

(2) Sei Fg der Fliacheninhalt eines Kreises um 0 mit Radius R > 0 und
Hp der Flacheninhalt des entsprechenden Halbkreises. Dann ist

Fr=2Hp

189
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und

HR:/i\/mClx a=-RB=R
xr = Rcost,t € [-7,0]
dr = —Rsintdt

R2(1 — cos?t)(—Rsint)dt

(—Rsint)(—Rsint)dt

—T

0
:RQ/ sin? tdt u =sint,v = —cost
—7

0
= R*(—costsint)® + RQ/ cos® tdt

—T

0
= Rz/ 1 — sin® tdt

—T

= 7TR2 - HR.
Hieraus folgt
1
HR = §7TR2
und
Fr =R’

]n:/sin”m,nGN

— ly=z+c

I, = —cosx +c.

Sei n > 2. Dann gilt
I, = /sin”_l rsinx w=sn""'z, v=—cosx
. co.n—1 . n—2 2
= —sin" "zcoszx+ (n—1) [ sin" “xcos®x

= —sin" tzcosz + (n—1) /sin”_2 2(1 — sin® z)

= —sin" tzcosz+ (n— 1)1, o — (n—1)I,
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1 —1
— [, = ——sin" lxcosz+ n—In_g.
n n
(4) Fiir n € N sei
3
A, :/ sin” xdx.
0
Aus (3) folgt
AO == z
A =1
—1
An = An_g n Z 2.
2n —1
—= Ay, = t Aogp_o
2n
B 2n—12n—3
T 9p op ot
B 2n—12n -3 1x
 2n 2n—2 22
2n
Agpiq = _
bl = oo 1 on—1
B 2n 2n—2
Tt 1m—10?
B 2n 2n—2 2 1
C 2m4+12n—-1 3
Wegen
sin®t? x < sin*"t gz <sin®x V€0, g]
folgt
Aopyo < Ao < Ay,
Wegen
A2n+2 2n+1
= —
A, 2n + 2 n—oo
folgt
. A2n+1
| =1.
nLH;O A2n

Andererseits gilt

Agpy1 21 2n 2n —22n — 2
Aoy 2m+12n—12n—12n—3

(2K 2
Hep—r=

191
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Hieraus folgt:

o] 3
Il
—e
—
Mr‘\
o
N
e
—_

Diese Darstellung von 7 heifit das WALLISSCHE PRODUKT.

Als néchstes betrachten wir die Methode der Partialbruchzerlegung,
die geeignet ist, Integrale rationaler Funktionen zu berechnen. Wir er-
kldaren das Prinzip an Hand eines Beispiels.

BEeISPIEL VI.3.6 (PARTIALBRUCHZERLEGUNG). Gesucht

/ /x — 2t 4+ a3 — 222 + 50 — 8
xd — a2 — 20+ 2

—x — 2zt a2 — 222 + 50— 8

g=a'— a2 -2z +2.

1. SCHRITT: Bestimme mit dem Euklidischen Algorithmus Polynome
rund s mit p = r + sq und 9r < Jq.

(25 —2z +a3 —222 +5x —8) :(z'—2? —22+2)

x° —3 =222 422 =x—2
—22x% 223 +3r -8
—22* +22% 44z —4
203 222 —ax 4

2. SCHRITT: Zerlege das Nennerpolynom ¢ in der Form

n

ﬁ (x —a;)” H(:I:2 +bjx +¢;)
i=1

J=1
2
mit a;,bj,¢c; ER, ¢; — 2L >0,

4
Oéi7ﬁj € N*u

i=1 j=1
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Dabei ist
Q(az) = 05
q(z;) = q(%)
=0

mit bj = -2 Rer, Cj = |Zj|2 7A 0.

Es ist ¢(1) = 0. Daher ist ¢ durch x — 1 teilbar. Der Euklidische Algo-
rithmus liefert

(x4 —r? =2z 42) :(zv—1)=2%+2*-2
xt —a?
> —a?
x> —a?
—2r 42
—2r 42
0

Das Polynom 2 + 22 — 2 hat eine Nullstelle bei = 1 und ist daher
durch x — 1 teilbar. Der Euklidische Algorithmus liefert

(x® +az? -2) (x—1)=a*+2x+2.
3 —x?
222
222 —2x
2 =2
20 =2
0

Also ist
q=(z —1)*2*+ 22 +2).
3. SCHRITT: Zerlege 2 in der Form

i i 5]'7,/.% + €j7,j
;; (x — a;) ;;(x2+bjx—l—cj)V
Dies liefert die Bedingung
20 =22 —x —4 , a b cr+d

xt — 12 —2x+2 _x—1+(x—1)2+x2+2m+2'

Multiplikation beider Seiten mit ¢ ergibt die Bedingung
2% — 22—z — 4= a(r —1)(2* + 27 + 2)
+ b(2® 4 22 + 2)
+ (cx +d)(z — 1)*
= a(z® + 2% - 2)
+b(2® + 22 + 2)
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+ (cz + d)(2® — 2z + 1)
=2%(a+c)

+2%(a+b—2c+d)

+ x(2b+ ¢ — 2d)

+ (—2a+2b+d)

Koeffizientenvergleich liefert das Gleichungssystem

a—+c :2 a-+c :2
a+b—2c+d =-2 N b—3c+d =—-4
2b+c—2d = -1 2b+c—2d = -1
—2a+2b+d =—-4 26+2c+d =0
at+c =2 a+c =2
b—3c+d =—4 b—3c+d = -4
Te—4d =7 ~—  Te—4d =7
&c—d =38 2—75d =0
Also ist
d=0,c=1,b=-1,a=1
und
P 1 1 T
L _r—9 — )
q v +:1:—1 (x—1)2+a:2+2x+2

4. SCHRITT: Integration der einzelnen Terme liefert schliefSlich

/x5—2x4+x3—2x2+5x—8

4— 2?2 —2x42

1 r+1 1
/{x—2+ T - )

(x —1) x2—|—2x+2 2+ 2x 42

1
Qx —2x+1n\x—1|+—1+ 1n|x + 2z + 2|

— arctan(z + 1) + c.

Zum Abschluss gehen wir noch kurz auf die numerische Integration
ein. In vielen Féllen ist ndmlich die Stammfunktion nicht geschlossen
darstellbar oder von einer praktisch kaum auswertbaren Form, so dass
numerische Methoden beniitzt werden. Wir beschrinken uns hier auf
eines der einfachsten, aber auch vielfaltigsten Verfahren, die sog. TRA-
PEZREGEL.

DEFINITION VI.3.7. Seien f € C(I,X) und n € N*, sowie h =
577‘1. Dann ist die zusammengesetzte TRAPEZREGEL angewandt auf f
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gegeben durch

<)=—U? +2§:fa+ﬂz+fWH

Wir wollen eine Fehlerabschétzung fiir T,,(f)— / f herleiten. Dazu

bendtigen wir:
LEMMA VI.3.8. Sei p € C?([0,1],R). Dann gibt es ein ¢ € [0,1]
mit

| = 5060+ ) = 50

BEWEIS. Durch zweimalige partielle Integration erhalten wir mit
Satz VI.2.14 (S. 186):

~o = ol - [ (o= e laa
u=¢'(x),v=(x— %)2 - é
L) + p0)] ~ (e — 2 — 2 @)}

5100+ o)+ 5 [ ala = 1))
—560)+ 0]+ 3¢(0) [ ol = 1)
_%[gp(o) + (1) - 1—1290”(0

Satz VI1.3.9. Sei f € C*(I,R). Dann gilt
7 5 - "
[ 1=l < 250

BEWEIS. Aus Definition VI.3.7 und Lemma VI.3.8 folgt:

’/01 f(z)dx — ‘ = ‘ {/:Jr:hl)h (x)dx

—9ﬂa+@—UM+fW+“mH
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= ‘Z{/ hf(o+ z—l)h+th)d
= @(t)

_ %[hf(oz—l— (i —1)h) +hf(a+ih)]}‘

n

— ‘Z{—%h?’f”(a + (i —1)h+ g}-h)}‘

h3 - " -
< 15 D17 = D+ Gh)|
=1
< 12n||f"||oo
h2 "

Dies beweist die Behauptung.
Als Anwendung beweisen wir die Stirlingsche Formel.
SATZ VI.3.10 (STIRLINGSCHE FORMEL). Es ist
n! = 2mn n"e et
mit 0 < Ry < 3505
BeEwEIls. Mit Lemma VI.3.8 folgt
nln(n) —n+1 = (zlnx — z)|}

= /1n In(z)dz

n—1 g1
= Z/ In(x)dx
k=1"Fk

— Z{%[m(k + 1) + In(k)] + i}

1 1
mit ry, = —EIHH(Ck) =35 k<G <k+1

n—1 n—1
1
= Z In(k) + §ln(n) + Z'r’k
k=1 k=1
n 1 n—1
= Z In(k) — §ln(n) + Zrk
k=1 k=1
n—1
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Hieraus folgt

n—1

1
In(n!) = (n + §)ln(n) -n+1- ;rk
(n+ S)n(n) — n + +§:
=(n+=)lnn) —n+c r
2 k=n ’
1
:(n+§)ln(n)—n—|—c—|—Rn
mit
CcC = —Zrk
k=1
und
Rn:Zrk.
k=n
Weiter gilt
00 1 »
k=n
1 1
12 k?
k=n
I — 1
12 — k(k—1)
B 1
C12(n—1)°

Mit v = e folgt
n! = yy/n n"e et

Also miissen wir noch zeigen, dass v = /27 ist.

GeméB Beispiel VI.3.5 (4) ist

7 (2K)°
2r =41 —_—
Q nEEOH (2k)2 -1
k=1
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Aus Obigem folgt aber

iy
(2n)!(2n + 1)!

4 24n,.y4n2n4n€ 4ne4Rn—Rzn—R2n+1

2n(2n)2me=2n/2n + 1(2n + 1)2n+le—2n-1

4Rn _RZn _R2n+1

9 ee

(14 5)(1+ L)y /14 &
2

=7
—_
n—oo

Hieraus folgt die Behauptung. O

VI1.4. Uneigentliche Integrale

Bisher konnen wir nur sprungstetige Funktionen auf kompakten
Intervallen integrieren. In diesem Paragraphen untersuchen wir die
Grenzfille, bei denen der Integrand an den Integrationsgrenzen eventu-
ell nicht sprungstetig und/oder der Integrationsbereich unbeschrinkt
ist. Im Folgenden ist stets (X, |- ||) ein K-Banachraum und —oo < a <
b < +oo.

DEFINITION VI.4.1. Die Funktion f : (a,b) — X heifit ZzULASSIG,
wenn fiir alle ¢ < o < 3 < b gilt

Flia € S, 8, X).

BEMERKUNG VI.4.2. Es gilt:

(1) feC((a,b), X) = f zuléssig.
(2) —o0o <a<b<+oound f € S([a,b],X) = f zulissig.

DEFINITION VI.4.3. Sei f : (a,b) — X zuléssig. Falls die Grenz-

werte
agg}ro/af und hm / f
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fir ein ¢ € (a,b) existieren, heifit f UNEIGENTLICH AUF (a,b) INTE-

GRIERBAR und
b
[r=m [ 1o ] s

das UNEIGENTLICHE INTEGRAL von f.

b
Satz V1.4.4. (1) Die Definition von [ f ist unabhingig von c.

(2) Ist —00 < a < b < 400 und f GQS([a,b],X), so stimmt das
uneigentliche Integral von f mit dem gewdhnlichen Integral tiberein.

BEWEIS. AD (1): Seien ¢,¢ € (a,b) und a < a < min{c, ¢} <
max{c, '} < f < b. Dann gilt

/jfzfacﬂ/ff
/jf=/:f+/jf-

Hieraus folgt die Behauptung.
AD (2): GemaB Satz VI.2.8 (S. 183) sind die Funktionen

ou—>/fundﬁr—>/f

stetig. Hieraus folgt die Behauptung. O
BEispiEL VI.4.5. Es gilt:

0 1-s
(1) / v=8dr = — Va > 0,5 > 1.
a s—1
b pl—s
(2) / r%dr = Vb > 0,s < 1.
0 ]_ — S
+o0 ol
(3) / xdx existiert nicht, aber / xdr =0 Vv >0.
oo .
< 1 T
4 de = —.
A
——dx
/1 V1-—a?

BEWEIS. AD (1): Sei s # 1. Dann ist

/ﬁ “Sdr = 1 (61—3_ l—s)
] € .I‘—l_s a .

Der Grenzwert existiert fiir § — +o0o genau dann, wenn s > 1 ist.
Sei s = 1. Dann ist

B
/ ldw = In(B) — In(a).

T
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Der Grenzwert existiert nicht.
AD (2): Folgt wie Teil (1).
AD (3): Ist offensichtlich.

AD (4): Es gilt

!
/0 T2 dx = arctan(f) — arctan(0)

= arctan(3)

T
% —.
B—+oo 2

AD (5): Es gilt

0
1
/ ———dux = arcsin(0) — arcsin(«)

V1—a?
= — arcsin(«)
T
H —.
a——1+ 2

g

Aus der Definition des uneigentlichen Integrals folgt ein Konver-
genzkriterium fiir Reihen.

SATZ VI.4.6 (INTEGRATIONSKRITERIUM FUR REIHEN). Sei f €

S([1,+00),Ry) monoton fallend. Dann existiert Z f(n) genau dann,

n=1

e, o]
wenn/ f emistiert.
1

BeEweEis. Fiir alle n > 2 gilt
fn) < f(zx) < f(n—1) Vx € [n—1,n]

— f(n) < / Fa)dz < f(n—1)

N N N-1
— Zf(n)g/ fdr < 3" fn) YN >2

,=—": Aus obiger Abschéitzung folgt
N o

/ fdxﬁZf(n)<oo.
1 n=1

t
Also ist die Funktion ¢t — / f(xz)dx monoton wachsend und be-
1

schrankt. Wegen Satz I11.6.3 (S. 94) existiert daher / fdx.
1
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,<=": Aus obiger Abschitzung folgt jetzt
N 00
Zf(n)g/ fdx < oo VN >2.
n=2 1

Also existiert Z f(n). O

n=1

Als Anwendung ergibt sich:
BEispIEL VI.4.7. Es gilt:

(1) Z n”~° existiert fiir alle s > 1.
n=1

(2) f: o existiert <= s>1
= nlln(n))* '

BEWEIS. AD (1): Folgt aus Satz VI.4.6 und Beispiel VI.4.5 (1).
AD (2): Fur s < 0ist die harmonische Reihe eine divergente Minorante.

Sei also s > 0. Dann ist m monoton fallend und
/B 1 g In(In(z))[5 , fir s =1,
xTr =
5 z(lnz)s _81+1 In(x)=55 | fiir s # 1.
Damit folgt die Behauptung aus Satz VI.4.6. O

Man beachte, dass wegen Satz II11.7.9 (S. 102) fiir jedes s > 0 und
jedes € > 0 die Reihe )] m eine Majorante zu ) —i= und eine

Minorante zu y_ & ist.
Die folgende Definition ist das Analogon zur absoluten Konvergenz
von Reihen, vgl. Definition I1.5.1 (S. 49).

b
DEFINITION VI.4.8. f : (a,b) — X sei zuldssig. Dann heifit / f

ABSOLUT KONVERGENT, genau dann wenn / Il f]| existiert.
a

Der folgende Satz ist das Analogon zum Majorantenkriterium fiir
Reihen, vgl. Satz I1.5.4 (S. 50).

SATZ VI.4.9 (MAJORANTENKRITERIUM). Es gelte

(1) f:

(2) g: (a,b) — Ry ist zuldssig,

(3) ||f z)|| < g(x) fir alle x € (a,b),
(4)

4 / g existiert.

(a,b) — X ist zuldssig,

b
Dann ist / f absolut konvergent.
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b
BEWEIS. BEH.: / f existiert.

BEW. VON BEH.: Sei £ > 0. Dann gibt es ein ¢ > 0 mit
B2
| 9|<€ Vb —0 < B < By <b

Sei ¢ € (a,b— §). Dann folgt

H/ /fH—H/ 7l
s/ﬁl 11
S/lﬁ2g

<e¢€ Vb—0 < (1 < [y <.

Sei nun (5,)neny C (a,b) eine Folge mit 3, T b. Dann folgt aus Obi-
gem, dass ( fcﬁ " f)nen eine Cauchyfolge ist und somit gegen ein e € X

konvergiert. Man iiberlegt sich sofort, dass e von der Folge (3, )nen un-
B
abhéngig ist. Also existiert lillr)n0 f. Analog argumentiert man fiir

b
lim / f. Also existiert / f.

a—a+0

BEWEIS DES SATZES: Da f zuldssig ist, ist auch ||f|| zulédssig. Aus

BEH. folgt, dass / || £ existiert. O

[

BEMERKUNG VI.4.10. Aus dem Beweis von Satz VI1.4.9 folgt:
b b
/ f absolut konvergent —- / f existiert.
BeispiEL VI.4.11. (1) X =R, f > 0. Dann gilt

/ f konvergiert absolut <= / [ existiert.

1—|—x2

(2) / sin dx konvergiert absolut.
0
(3) f:(a,b) — X sei zuléssig.

(i) Sei a > 0, b = +o0. Dann gilt

M
Yr > c

xl—i—a -

Je>03IM >03c>a:|f(x) <

_— / f konvergiert absolut.
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(ii) Sei a =0, 0 < b < +oo. Dann gilt

M
vz € (0,c¢)

xl—s

Je>03IM >03ce (0,0):|f(x)] <

b
— / f konvergiert absolut.
0

(4) Das EULERSCHE BETA-INTEGRAL

1
B(x,y):/ (1 — )t
0

existiert genau dann, wenn gilt x > 0 und y > 0. Es gilt fiir alle
x>0,y > 0:

(i) B(z,y) = B(y, v)
(ii) Blz+1,y) = gijyB(x,y).

BEWEIS. AD (1): Klar wegen f = || f]|.
AD (2): Folgt wegen [#25] < L fiir alle 2 € R aus Beispiel VI.4.5
(4) und Satz VI.4.9.
AD (3): Folgt aus Satz VI.4.9 und Beispiel VI.4.5 (1,2).
AD (4): Sei y € R fest. Dann gibt es Zahlen 0 < m < M mit
1

m< (11—t <M Vte [0,51.

Daher existiert )

/2 (1 — )yt
0

1

2
/ "Lt
0

existiert. GeméB Beispiel VI.4.5 (2) ist dies genau dann der Fall, wenn
x > 0 1st.
Sei nun x € R fest. Dann gibt es Zahlen 0 < k£ < K mit

genau dann, wenn

1
E<t"'<K Vte [5,1].

Also existiert

1
/ (1 — )yt
1

2

[(1 —t)vldt

2

genau dann, wenn

existiert. Wegen

a 1-a

/ (1—t)¥ 1 dt = —/ s lds s=1—1t
1 1
3 2
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1

2 1
= / s¥7lds V= <a<1
j e 2

und Beispiel VI.4.5 (2) ist dies genau dann der Fall, wenn y > 0 ist.
Sei nun z,y € R} und 0 < a < # < 1. Dann folgt

B 1-8
(/ﬂ*u—w*ﬁz—/ (1ot lds s—1 1

1—a
l1—a
= / (1—5)""ts¥"tds
1-p
1
— [ (1 —t)" v dt.
a—=0+ [4
B—1-

Hieraus folgt (i).
Weiter folgt fir z,y € R und 0 < < g < 1:

/ﬁ tx(l o t)yfldt _ /’Q(L)z<1 . t)x+y71dt U= (L)x

o 1—1t 1—t
1
, v=— (1 —t)*tY
rT+y
1 t
= — (] — p)Tty|s
T T
g t 1
z—1 T+
(1 —t)""Vdt
+/a x+y<1—t) (1—1)2 ( )
1
= ——— (-]
T+y
T g
/ "1 =) tdt
T+Y Jao
- 1
— / "1 — ).
a—0+ T+ Y Jg
be—1—
Hieraus folgt (ii). O

BEMERKUNG VI.4.12. Satz VI.2.1 (S. 180) gilt fiir uneigentliche
Integrale NICHT. Betrachte z. B.
1 =
fule) = Lok € CRYLR).

n

Dann gilt f, 20 und

> 1 .
/ falz)dr = lim —e ndx
0

5—""00 0 n
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B
= lim (1—en
ﬁ—lgloo( e)

=1 Vn € N.

VI1.5. Die Eulersche Gammafunktion
Zuerst definieren wir die Eulersche Gammafunktion.

Sarz VI.5.1 (EULERSCHE GAMMAFUNKTION). Fir alle v € RY
existiert das uneigentliche Integral

F(x):/ t" e tdt.
0

Die Funktion I heifft EULERSCHE GAMMAFUNKTION. Fs gilt

(i) I =1,
(ii) I(z+1)=2al'(z) VoeR],
(iii) Fin+1)=n! Vn € N.

BEWEIS. Sei 0 < ¢ < 1. Dann ist

0<t" et <t
1
Damit folgt aus Beispiel VI1.4.5(2) (S. 199), dass / t"te~tdt existiert.

0
Sei nun ¢t > 1 und m € N so, dass gilt + < m. Dann folgt
1 m - 1 n t

|
e e lgt gty T
t1+mfx

Wegen Beispiel VI.4.5(1) (S. 199) existiert daher auch / t" e~ dt.

1
Es ist
(1) = / e~tdt
0

g
= lim e tdt
B—-+o0 0
= lim (1—e¢™"”
ﬁ—lf—i{loo( € )
=1.

Fir r € R} und 0 < a < 8 < +oo gilt weiter

8 5
/ tPetdt = —txe—ty§+x/ t*letdt,

Wegen

lim a®e™ =0 und lim % ? =0
a—0+ B——+o0
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folgt hieraus (ii).
Die Beziehung (iii) folgt direkt aus (ii) und (i). O

Fiir die weitere Analyse der Eulerschen Gammafunktion benotigen
wir den folgenden Begriff.

DEFINITION VL.5.2. Sei J C R ein Intervall und f : J — R%
eine Funktion. f heift LOGARITHMISCH KONVEX, falls die Funktion
In(f) : J — R konvex ist.

BEMERKUNG VI1.5.3. Es gelten folgende Eigenschaften logarith-
misch konvexer Funktionen:
(1) f logarithmisch konvex <= f(tx + (1 —t)y) < f(z)'f(y)'™*
fir alle z,y € J,t € [0,1].

(2) f, g logarithmisch konvex = f - ¢ logarithmisch konvex.

(3) fa ol f, fn logarithmisch konvex fiir alle n = f logarith-

misch konvex.

(4) f:J — R sei zweimal differenzierbar. Dann gilt: f logarith-
misch konvex <= f- " — (f')*>0.

(5) f,g:J — R seien zweimal differenzierbar und logarithmisch
konvex. Dann ist f 4 ¢ logarithmisch konvex.

(6) Sei —oo < a < b < +oound f: (a,b) x J — R Fiir jedes
t € (a,b) sei f(t,.) : J — R zweimal differenzierbar und
logarithmisch konvex. Fiir alle x € J existiere

Flz) = / F(t,2)dt.

Dann ist F' logarithmisch konvex.

(7) Sei —o0 < a < b < 400 und ¢ € C((a,b),R%). Dann ist
b

die Funktion z — / @(t)t*"'dt auf ihrem Definitionsbereich
logarithmisch konvex.

(8) f:J — R seilogarithmisch konvex. Dann ist fiir jedes a € R
die Funktion x — f(x 4+ a) logarithmisch konvex auf ihrem
Definitionsbereich.

BEWEIS. AD (1): f logarithmisch konvex
<= In(f) konvex
< Inf(tz+(1—t)y) <tln f(z)+ (1 —t)In f(y)
= fltz+ (1 —t)y) < f(2)'f(y)™" Yo,yeJte01]
AD (2): Folgt direkt aus (1).
AD (3): Folgt direkt aus (1).
AD (4): In(f) ist zweimal differenzierbar und

"no__ L//:f”f_(f/>2
(In(f)) —(f) T
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Damit folgt die Behauptung aus Satz IV.2.15 (S. 126).
AD (5): Folgt aus
"+ +9) = (f +9)
=f"f+ "9+ 19" +3d"9— () =29 —(d)
=f"f = ()2 +9g"9-(¢)+ f”g +f9" =2fd

- P+ g = @+ (7 - o)
HO - )+ §<g"g (@)

>0.
AD (6): Wegen

und Teil (3) reicht es zu zeigen, dass

T /ﬂ f(t,x)dt

fiir alle a < o < B < b logarithmisch konvex ist. Wegen Satz VI.1.11
(S. 177) ist aber

3 n—1 . .
[ s =t 3+ 120020
o k=0

n

Damit folgt die Behauptung aus Teil (3) und (5).
AD (7): Folgt aus (6) angewandt auf
f(t7 l‘) = 90<t>t$_17
da nach Teil (1) z +— t* logarithmisch konvex ist.
AD (8): Sei g(x) = f(z + a). Die Behauptung folgt aus Teil (1) und
gtz + (1 —t)y) = ft(z +a) + (1 = )(y + a)).
0
Wir kommen nun zur Charakterisierung der Gammafunktion.
SATzZ VI.5.4. Die Eulersche Gammafunktion ist die einzige Funkti-
on f: R — RY mit den folgenden drev Eigenschaften:

(1) f(1) =1,
(2) fle+1)=af(zx) fir alle x € RY,

(3) f ist logarithmisch konvez.

BEWEIS. Aus Satz VI.5.1 und Bemerkung VI.5.3 (7) folgt, dass I'
die Eigenschaften (1)—(3) erfiillt. Sei nun f : R} — R* eine beliebige
Funktion mit den Eigenschaften (1)—(3). Dann folgt durch Induktion

f(n+1)=n! VneN
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fle+n)=flx)x - (z+1)---(x+n—-1) VneN,zeR’.

Also ist f eindeutig bestimmt durch seine Werte auf (0, 1).
Sei nun 0 < z < 1. Aus

n+zx=(1—-x)n+z(n+1)
und (3) folgt

Aus

folgt

fn+a) f(n+1+a)"
fn+x)*fin+x) " (n+ax)™"
fn+x)(n+z) 2

nl=fn+1) <

Also gilt
nl(n+2z)" ' < f(n+ )
< (n—1)In"

nl(n+ x)" 1

z-(r+1)---(z+n-1)
< f(z)
(n—1)In"
Sx(qul)---(x—I—n—l)
T, nln®
:>(1+E) zx+1)---(x+n—1)(z+n)
< f()
nln® x
S et D @rn—Derm e
= (@) (=) (@)

n—oo N + X

nln®
S i@t D) (@ tn)
< (U+ ) (@)
— f(a).

n—o0
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Also gilt fiir alle x € (0,1)

xT

nin
)= lim .
/(@) n—oo x(x+ 1)+ (x +n)
Damit ist die Eindeutigkeit von f gezeigt. U

BEMERKUNG VIL.5.5. Aus dem Beweis von Satz VI.5.4 folgt die
(GAUSSSCHE DARSTELLUNG DER GAMMAFUNKTION
I(x) . nln®
Tr) = 111m .
N—>OOIL‘(I+1)(5L’—|—TL)

Der folgende Satz stellt einen Zusammenhang her zwischen dem
Eulerschen Beta-Integral und der Eulerschen Gammafunktion.

SATz VI.5.6. Fiir alle x,y € RY. gilt
['(2)T'(y)
I'(z+y)
BEWEIS. Sei y € R beliebig und

= B(z,y).

) = Bla) Y,

Dann folgt aus Beispiel VI.4.11(4) (S. 202)

und

Wegen Bemerkung VI.5.3 (8) ist x +— I'(z + y) logarithmisch konvex.
Wegen Bemerkung VI.5.3 (7) ist © +— B(z,y) logarithmisch konvex.
Wegen Bemerkung VI.5.3 (2) ist daher f logarithmisch konvex. Damit
folgt die Behauptung aus Satz VI.5.4. U

Das folgende Ergebnis fiir die Stochastik wesentlich.
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SATz VI.5.7. Es gilt:
(1) I'(3) = V7. N
(2) GAUSSSCHES FEHLERINTEGRAL: / e dx = /7.
BEWEIS. AD (1): Aufgrund unserer vorherigen Ergebnisse gilt
2 ['(1)
11

=Pl55)

L

= —dt

0o Vt(l—1)

C |

ozt Ja V(1 —1)
t =sin¢
dt = 2sin ¢ cos pdp
arcsin /B 2sin  cos ¢ d

= lim >
Go1T Jarsinya /sin” p cos? ¢

B
= lim t’%e’tdt t=2s> dt = 2sds

b Jo
VB
=2 lim e *ds
o va
VB vB
= 11%1 e’ ds+/ e *ds}
Foo IV e :
s=—r
VB, -vB
= lim e ¥ds —/ e "dr}
FoN A G



KAPITEL VII

Differentialrechnung mehrerer Variablen

Als Vorbereitung stellen wir zunédchst einige Eigenschaften stetiger
linearer Abbildungen zusammen. Anschlieend definieren wir die Ab-
leitung von Funktionen zwischen beliebigen Vektorrdumen als geeigne-
te Approximation durch lineare Abbildungen. Als Spezialfall erhalten
wir Richtungs- und partielle Ableitungen, sowie Differenzierbarkeits-
kriterien. Danach stellen wir einige Rechenregeln wie die Produkt- und
Kettenregel zusammen.

Als Vorbereitung auf héhere Ableitungen betrachten wir multilinea-
re Abbildungen. Nach der Einfithrung hoherer Ableitungen betrachten
wir Taylorformeln und als Anwendung lokale Extrema von Funktionen
mehrerer Variablen.

Zum Abschluss betrachten wir umkehrbare Abbildungen und beweisen
den Satz iiber implizite Funktionen.

VII.1. Stetige lineare Abbildungen

Im Folgenden seien stets (X, ||-||x) und (Y, ||-||y) zwei normierte K-
Vektorrdume. Wir untersuchen in diesem Abschnitt den Raum £(X,Y)
der stetigen linearen Abbildungen von X in Y (vgl. Definition VI.1.5
(S. 173)).

Sarz VIL1.1. Ist Y ein Banachraum, so ist (L(X,Y),| - |lzcxv))
ebenfalls ein Banachraum.

BEWEIS. Sei (A,)nen € L(X,Y) eine Cauchyfolge Dann ist fiir
jedes x € X die Bildfolge (A,x)nen C Y eine Cauchyfolge und damit
konvergent. Durch
() Az = lim A,z

n—oo

wird die Abbildung A : X — Y definiert. Aus den Rechenregeln fiir
Grenzwerte folgt, dass A linear ist. Mit (A, ),en ist auch die Folge der
Normen (|| An||z(x,v))nen eine Cauchyfolge und damit beschriankt. Aus
(%) folgt

Al zxy) < Sup [Anllzexy) < oo
ne

Also ist A € L(X,Y). Sei schlielich € > 0 beliebig. Dann gibt es ein
n. € N mit
|An — Anllexyy <€ VYn,m > ne.
211
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Daher gilt fiir jedes x € X mit ||z]|x =1

||AnZL' - AmIHY < HAn - Am||£(X7Y) <e€ Vn,m > N
— [|[Ayx — Azlly <e Vn>n.,ze X |z[|x=1
m—0o0

= |A, — Allzxy) <€ Vn>n..
Also konvergiert (A, )neny in L(X,Y) gegen A. 0

DerINITION VII.1.2. (1) Eine bijektive, stetige, lineare Abbildung
A : X — Y mit stetiger Inverser A~! heiit TOPOLOGISCHER ISOMOR-
PHISMUS oder kurz ISOMORPHISMUS.
(2) Die Menge der topologischen Isomorphismen zwischen X und Y
wird mit Isom(X,Y") bezeichnet.
(3) A € Isom(X,Y) heifit ISOMETRIE, wenn gilt

JAzlly = llz]lx Vo € X.

(4) Die Raume X und Y heilen TOPOLOGISCH ISOMORPH, kurz X =
Y, wenn Isom(X,Y") # () ist.

BEMERKUNG VIL1.3. (1) 2 ist eine Aquivalenzrelation.
(2) A: X — Y sei bijektiv und linear. Dann ist A € Isom(X,Y’) genau
dann, wenn es zwei Konstanten 0 < ¢ < ¢ < co gibt mit

cllzllx < fAzlly <@llelly Voe X.

Der folgende Satz zeigt, dass alle Raume mit gleicher endlicher Di-
mension isomorph sind.

SaTz VII.1.4. Sei m = dim X < oco. Dann ist X = K™,

Beweis. Wir versehen K™ mit der euklidischen Norm || - ||2. Sei
(b1,...,by) eine Basis von X. Zu jedem z € X gibt es genau ein

C= (.-, Gn) € K™ mit

T = i Gb;.
i=1
Die Abbildung A : x +— ( ist linear mit der Inversen
Al (- i{lbl
i=1
Fiir ¢ € K™ gilt wegen der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

1A ¢Cllx = 1) Gbillx
i=1

< 1Gllbillx
=1
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m 1/2
< {Z ||bz-||§(} q
i=1
Also ist A™! € L(K™, X). Fiir ¢ € K™ sei
ISl = A7 ¢l x-

Wie man leicht nachpriift, ist || - ||« eine Norm auf K™. Wegen Satz
IIL.1.11 (S. 64) gibt es ein 3 € R% mit

1Kl < BIICll VC e K™
Damit folgt fiir x € X
[Azl2 < Bl Azl = B]lz| x.
Also ist auch A € £(X,K™). Damit ist die Behauptung bewiesen. [
Aus Satz VII.1.4 folgt:

Satz VIL.1.5. Ser dim X < oo. Dann sind alle Normen auf X
dquivalent und X st vollstindig.

BeEwels. Seien || - ||y und || - ||2 zwei Normen auf X und A €
Isom(K™, X'). Dann sind

¢l = [|AClly und |¢2 = [JAC][2
zweil Normen auf K™. Wegen Satz II1.1.11 (S. 64) gibt es zwei Kon-
stanten 0 < a < # < 400 mit
alCh < [Cl2 < B¢l V¢ e K™
= alz|: = a|lA 2|y
< [A7a]y = [l
< B|A7 x|, = Bjz|], Vr € X.

Also sind ||.[|; und ||.||2 &quivalent.

Sei nun (x,)ney € X eine Cauchyfolge Dann ist ((,)nen € K™ mit

(n = A7z, eine Cauchyfolge in K™ und wegen Satz I11.1.14 (S. 66)
konvergent. Sei ( = lim (, und =z = A(. Wegen der Stetigkeit von A

folgt
xr = lim A{, = lim x,.

n—oo n—oo

Also ist X vollstandig. O

BEMERKUNG VIL.1.6. Bemerkung II1.1.12 (S. 66) und Bemerkung
V.4.9 (S. 169) zeigen, dass Satz VII.1.5 fiir unendlich dimensionale
Vektorrdume nicht gilt.

Lineare Abbildungen auf endlich dimensionalen Radumen sind im-
mer stetig.

SATz VIL.1.7. Sei dim X < oo und Y beliebig. Dann ist jede lineare
Abbildung X — 'Y stetig.
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BEWEIS. Sei A : X — Y eine lineare Abbildung, m = dim X und
bi,...,b, eine Basis von X. Dann gilt fiir jedes

i=1

die Abschitzung
1Azlly = | > GAbilly
i=1

< (Gl Ab ]y
=1

< a[¢]2

mit
m 1/2
o= {Z I\Abill?/}
i=1
und

C=(C1y.-,Gn) € K™

Da geméfl dem Beweis von Satz VII.1.4 die Abbildung =z — ( aus
L(X,K™) ist, gibt es ein § > 0 mit

]l < Bllz|lx Vo e X.

Damit folgt
|Az|ly < af|lz||x Vxe X.

U

BEMERKUNG VII.1.8. (1) Sei (X, | - |lx) = (¢1,] - |loo) und (Y,
Il lly) = (¢1,] - |]1) und A : X — Y die Identitdt. Wegen Beispiel
[I1.1.12 (S. 66) ist A nicht stetig. Dies zeigt, dass Satz VIL.1.7 fiir
unendlich dimensionale Rdume nicht gilt.
(2) Sei (X, [|-llx) = (C*([0, 1], R), || [loo) und (Y, [|[ly) = (C([0, 1], R),
I |lc) und A : X — Y definiert durch f — f’. Dann ist A nicht stetig.
Denn sei

1
fu(z) = - sin(n’r) Vr €[0,1],n € N*.

Dann konvergiert (f,)neny gleichméfig gegen 0, aber Af, = f! =
n cos(n?z) konvergiert nicht.

Als néchstes stellen wir einen Zusammenhang her zwischen linearen
Abbildungen auf endlich dimensionalen Rdumen und Matrizen.
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DEFINITION VII.1.9. Wir bezeichnen mit

an(K) =K™" = {(aij)1<i<m 1<j<n : Qjj € K}

Il i R

die Menge aller m x n Matrizen. M,,,(K) ist ein Vektorraum mit der
tiblichen komponentenweise Addition und Multiplikation mit Skalaren.
Durch

[(@ij)1<icma<j<nll2 =

wird eine Norm, die sog. FROBENIUS-NORM, auf M,, ,(K) definiert,
und es ist

My, o(K) = K™,
SATz VIL.1.10. Seien (X, |- ||x), (Y, - |ly) und (Z,| - ||z) endlich

dimensionale Vektorrdume und | = dim X, m = dimY, n = dim Z.
Dann ist

E(X, Y) = Mm,l<K>
und die Verkniipfung von Abbildungen entspricht der Multiplikation von

Matrizen.

BEWEIS. Seien (e, ..., ¢) eine Basis von X, (f1,..., fi,) eine Basis
von Y und (g¢,...,9,) eine Basis von Z, sowie A € L(X,Y), B €
L(Y,Z). Dann ist

und

I
[
—_

S
I

L
—
Sh

=J L0 >

tiv und linear. Insbesondere folgt
dim(£(X,Y)) = dim(M,,;(K)) =m - .

Wegen Satz VII.1.7 ist diese Zuordnung ein topologischer Isomorphis-
mus. Dies beweist

L(X,Y) > M, (K).



216 VII. DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VARIABLEN

Weiter gilt
Bf; =Y byge V1<j<m.
k=1

Damit folgt fiir z € X

Bo Az = (i{zaﬂg }f]>

1 =1

{Z[Z b]c}

i=1 j=1

I

k=1

Dies zeigt, dass die Hintereinanderschaltung von Abbildungen der Ma-
trizenmultiplikation entspricht. Il

BEMERKUNG VII.1.11. (1) Wir verwenden im K™ immer die Stan-
dardbasis ey, ..., e, mit

e;i=(0,...,0,1,0,...,0).
T

(2) Man beachte, dass eine lineare Abbildung X — Y ein universelles
Gebilde ist, wihrend ihre Matrixdarstellung von den speziell gewéhlten
Basen von X und Y abhéngt. Daher sind universelle Eigenschaften
einer linearen Abbildung wie z.B. Bijektivitat oder Stetigkeit von der
Wahl der Basis unabhéngig.

VII.2. Differenzierbarkeit

Im Folgenden bezeichnen (X, || - ||x) und (Y, || - ||y) K-Banachraume
und U C X, U # (), eine offene Menge.

Zuerst definieren wir den Begriff der Differenzierbarkeit und zeigen,
dass die neue Definition fiir Funktionen einer Variablen mit der alten
aus Paragraph IV.1 iibereinstimmt.

DEeFINITION VIL.2.1. Eine Funktion f: U — Y heifit in xy DIFFE-
RENZIERBAR, wenn es ein A,, € £(X,Y) gibt mit

lim —————{f () = f(x0) — Ay (z — 20)} = 0.

e o — 2ol ”X

Sarz VIL.2.2. (1) Die Funktion f : U — Y ‘st genau dann in
xg € U differenzierbar, wenn es ein Ay, € L(X,Y) und eine in xg
stetige Funktion vy, : U —Y mit ry,(x9) = 0 und

f(l’) = f('rO) +Azo(37 - l‘o) + Txo(l')Hl' — :COHX VeeU
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qibt.

(2) Ist f: U =Y inxo € U differenzierbar, so ist f in xq stetig.

(3) Ist f : U — Y in xqg € U differenzierbar, so ist Ay, eindeutig
definiert.

BEWEIS. AD (1): Definiere r,, : U — Y durch

Ty (T) = 0 fiir = xg,
o m[ﬂff) — f(wo) — Ago(x — 20)]  fiir  # 0.

Dann ist 7,, genau dann in x, stetig, wenn f in xy differenzierbar ist.
AD (2): Folgt aus Teil (1).
AD (3): Es gelte fiir alle z € U
f(@) = flzo) + Az — m0) + s(2)[lz — ol x
= f(zo) + Bz — x) + r(x)||z — x0|| x

mit A, B € L(X,Y), s(xg) = r(z9) = 0 und s und r in z stetig. Sei
y € X\{0} und € € R%. Dann folgt

1
(A= By = (A~ B)(ey)

1

= 2o+ <) — s(zo + en)lenllx

= [r(wo +ey) = s(zo + ey)lllyllx

— 0.

e—0

Also ist (A — B)y = 0 fiir alle y € X\{0} und somit A = B. O

Wegen Satz VII1.2.2 ist folgende Definition sinnvoll.

DEFINITION VII.2.3. (1) Sei f : U — Y in xy € U differenzierbar.
Dann ist

Df(xo) = f'(w0) = Ay, € L(X,Y)

die ABLEITUNG von f in xy.

(2) f:U — Y heilit DIFFERENZIERBAR, wenn f in z, differenzierbar
ist fiir jedes x¢ € U.

(3) f:U — Y heifit STETIG DIFFERENZIERBAR, wenn f differenzier-
barund Df € C(U, L(X,Y)) ist. Die Menge der stetig differenzierbaren
Abbildungen U — Y wird mit C*(U,Y’) bezeichnet.

BEMERKUNG VII.2.4. (1) Die Differenzierbarkeit und die Ablei-
tungen sind unabhéngig von den speziellen, dquivalenten Normen auf
X und Y.

(2) Sei X =Y =K. Dann ist

L(X,Y) 2 M ;(K)

12

K



218 VII. DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VARIABLEN

und f: U — Y ist genau dann in xy € U differenzierbar, wenn es ein
f'(xo) € K gibt mit

. 1
lim
T

[f(z) — flzo) — f'(z0)(x — 20)] = 0

NITLE 5 6 EY O CEE

T — To T—To

Also stimmt fiir X = Y = K obige Definition der Differenzierbarkeit
mit der alten Definition IV.1.1 (S. 111) iiberein.
(3) Sei X = K und Y beliebig. Sei A € L(K,Y"). Dann ist

Alz) =A(x- 1) =z2A(1) = 2v
mit
v=A(1)
und
[A@)ly = l=lllvlly
= [ Allzy) = llvlly = 1AMy

Also ist die Zuordnung A +— A(1) eine Isometrie von £(K,Y") auf Y,
vermittels derer wir £(K, YY) und Y identifizieren kénnen. Hieraus folgt,
dass obige Definition der Differenzierbarkeit fiir X = K, Y beliebig mit
der alten Definition IV.1.1 (S. 111) iibereinstimmt.

BEIspIEL VII.2.5. Sei A € L(X,Y). Wegen
Ax = A(zo + = — x0)
= Azg+ A(z — x0)
ist Ae CYX,Y) und
A(rg) =A VrgeY.

Der folgende Begriff der Richtungsableitung stimmt fiir Funktionen
einer reellen Variablen mit dem Begriff der Differenzierbarkeit {iberein.
Wie wir sehen werden, gibt es fiir Funktionen mehrerer Variablen zwi-
schen den beiden Begriffen wesentliche Unterschiede.

DEFINITION VIL.2.6. Sei f : U — Y, xp € U und v € X\{0}. Dann
heifit die Groflie

D, f(zo) = %E% %[f(xo +tv) — f(x0)],

sofern sie existiert, die RICHTUNGSABLEITUNG von f in xg in Richtung
v.
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Satz VIL.2.7. Sei f : U — Y in xy € U differenzierbar. Dann
ezistiert D, f(xo) fir alle v e X\{0} und

D, f(xo) = Df(xo)v Vo € X\{0}.
BEWEIS. Sei v € X\{0}. Dann folgt

I50f o+ t0) — f )] — Df o)olly

:Hvllxl\m[f(wo + 1) = f(wo) = Df (o) (t0)]lly

—0.
t—0

Hieraus folgt die Behauptung. U

BEMERKUNG VII.2.8. (1) Die Umkehrung von Satz VIL.2.7 ist
falsch. Betrachte z. B. die Funktion f : R? — R mit

o fiir (x,y) = (0,0),
flzy) = {mg:?TyyZ fiir (z,y) # (0,0).

Sei v = (, 3) € R*\{0}. Dann ist
1 3?3

= ¥—t2(a2 e = f(v) VteR.

S (1) — £(0)]

Also ist

D, f(0) = f(v),
und ist somit insbesondere keine lineare Funktion von v. Daher kann
f nicht in 0 differenzierbar sein.
(2)Sei f:U =Y, 29 €U und v e X\{0}. Dann gibt es ein € > 0 mit
B(zg,e) C U. Definiere die Funktion ¢ : (—¢,e) — Y durch

p(t) = [(wo + tv).

Dann ist ¢ genau dann in 0 differenzierbar, wenn D, f(zo) existiert,
und in diesem Fall ist

¢'(0) = Dy f (o).

Als néchstes betrachten wir speziell die Richtungsableitungen in
Richtung der Einheitsvektoren e; in R™.

DEeFINITION VII.2.9. Sei X =R™, f: U — Y und x5 € U. Dann

heifit die Grofle

of .

Djf(xo) = 5 (x0) = De, f(w0), 1<j<m,

(9xj
sofern sie existiert, die j-TE PARTIELLE ABLEITUNG von f im Punkt
xo. f heiflt in xy PARTIELL DIFFERENZIERBAR, wenn alle partiellen
Ableitungen D; f(x,) existieren.



220 VII. DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VARIABLEN

BEMERKUNG VII.2.10. (1) Es ist

Djf([L’o) = lim —[f(l'o’l, <oy Loj—1, L0, + t, Zo,j+1y - - - ,$07m)
t—0 t
- f(ifo,b s 7x0,m)]
= lim [f(zo1, - %05-1,C, Tojt1s- - - Tom)

(—wo; ¢ — Zo,j
- f(ffo,b e 7x0,m)}~

(2) Ist f in xq differenzierbar, so ist f auch in xy partiell differenzierbar.
(3) Die Funktion f: R? — R mit

0 fir (z,y) = (0,0),
F@D = _m St (a,) £ (0,0)
(x2+y2)2 Y y Y :
ist in (0,0) partiell differenzierbar, aber nicht stetig.

BEWEIS. AD (1): Folgt aus der Definition der Richtungsableitung.
AD (2): Folgt aus Satz VII.2.7.

AD (3): Wegen f(z,z) = 1 ist f in (0, 0) nicht stetig. Wegen f(¢,0) =
f(0,t) = 0 fiir alle t € R ist f in (0,0) partiell differenzierbar mit

D;£(0,0) = Dy f(0,0) = 0. O

Satz VIL.2.11. (1) Sei X = R™, Y beliebig, f : U — Y,xg € U
und f in xy differenzierbar. Dann gilt fir jedes h = (hy, ..., hy) € R™

Df(l'o)h = Z Djf(ﬂjo)h]

(2) Set Y =R", X beliebig, f = (f1,...,[n) : U —= R" 2qg € U. Dann
ist f genau dann in xqy differenzierbar, wenn alle Komponentenfunk-
tionen fi,..., fn in xo differenzierbar sind. In diesem Fall gilt fir alle

heX
Df(zo)h = (D fi(zo)hs, ..., Dfulzo)h).

BEWEIS. AD (1): Sei h = (hy,...,hy,) € R™. Dann folgt aus der
Linearitdt der Ableitung
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AD (2): Es ist A € L(X,R") genau dann, wenn A = (Ay,..., A,) ist
mit A; € L(X,R),1 <i <n. GemiB Satz I11.3.10 (S. 78) gilt

lim —— [ f(zo + h) — f(xo) — Df(wo)h] = 0

h=0 ||| x

= lim —[fi(mo + h) — fixs) — Dfi(zo)h] =0 ¥1<i<n.
h=0 ||hl|x

Aus Satz VII.2.2 (3) folgt daher
Df(l‘())h = (Dfl(l'())h, ey Dfn(l‘o)h)

BEMERKUNG VII.2.12. Sei X =R™ Y =R"und f = (f1,..., fa) :
U — Y in x( differenzierbar. Wegen Satz VII.2.11 und Bemerkung

VII.2.10 sind dann die Komponentenfunktionen fi,..., f, in xy partiell
differenzierbar. Fiir h = (hy, ..., hy) € R™ gilt

Df(zo)h =Y D fi(xo)he;

i=1

= Zei {Z Djfi(xo)hj} ;

d.h., Df(zo) € L(R™ R") wird durch die Matrix

Dy fi(xo) Dafi(wo) ... Dpfi(wo)
D1f2:(5€0) Dy fa(wo) .. Dpfa(wo) € M, (R)
len<x0) D2fn($0) S Dmfn(xo)

dargestellt. Diese heifit JACOBIMATRIX oder FUNKTIONALMATRIX von
fin zg.

Aus Bemerkung VII.2.10 und Satz VII.2.2 folgt, dass eine differen-
zierbare Funktion stets partiell differenzierbar ist, und dass die Um-

kehrung i. a. nicht gilt. Der folgende Satz zeigt, dass die Umkehrung
gilt, wenn die partiellen Ableitungen zusétzlich stetig sind.

SATZ VII.2.13 (DIFFERENZIERBARKEITSKRITERIUM). Sei X = R™
undY beliebig. Dann ist f € CY(U,Y) genau dann, wenn fiir alle x € U
die Funktion f in x partiell differenzierbar ist und wenn gult

D;feCUY) V1<j<m.
BEWEIS. ,,=—* Folgt aus Bemerkung VII.2.10 und Satz VII.2.11.
,<="“ Fiir € U definieren wir A, € £(X,Y) durch

Ah =" Dif(x)h; Vh=(hi, ... hy) ER™
j=1
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Da die Zuordnung x — A, wegen D;f € C(U,Y) stetig ist, miissen wir
noch zeigen

lim r+h)— f(z)—Ahl =0 Vrel,
g [+ ) = () — A
wobei || - ||; die £}-Norm auf K™ ist.

Sei x € U und ¢ > 0. Dann gibt es ein 6 > 0 mit z + h € U fiir alle
h € R™ mit ||hl|; < 6 und

|Djf(x +h)—D,f(z)|ly <e VI<j<m, heR™ || <o.
Sei h € R™ mit ||h||; < ¢. Dann folgt mit eg =0, hog =0
f(z+h) = f(z) — Ash

:Z[f(x + hier + ...+ hjej)
Jj=1
— fx 4+ hoeo + ...+ hj_1€j_1)]
- ZDjf(l“)h

— Z/ —f o —|— hoeo —|— —|— hj_lej_l + thjej)dt
j=1 0
- Z D;f(x)h;
j=1
m 1
= Z/O [Djf(ﬂf + hoeg + ...+ hjflejfl + thjej)hj
j=1

— Dj f(x)h;]dt
und somit

1

_||h|| Z/ 1D; f (x + hoeo + .. +h] 16, 1+ thie;) hy

=x+h, ||h||1<5

— D; f(x)hyl|ydt

- /1
< e|h;|dt
2|1 ; o
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1
1Al

=€.

el

Da x € U und € > 0 beliebig waren, folgt hieraus die Behauptung. [J

BEMERKUNG VII.2.14. Sei X = R™ und Y = R". Dann ist wegen
Satz VI1.2.13 und Satz VIL.2.11 f € CY(U,Y) genau dann, wenn fiir
jedes 1 < j < m und jedes 1 < i < n die partielle Ableitung D, f; €
C(U,R) ist.

BEISPIEL VII.2.15. Sei f : R® — R? definiert durch

flx,y,z) = (" cosy,sin(zz)).

Dann ist
D fi(x,y,z) = e®cosy
Dy fi(z,y,2z) = —€"siny
Dsfi(z,y,2) =
Dy fo(z,y,2) = zcos(mz)
Dsfo(w,y,2) =
Dsfo(x,y,z) = xcos(xz)

Also ist f € CH(R?, R?).
BEMERKUNG VII.2.16. Sei X = R™ Y =R und f: U — R in
x¢ € U differenzierbar. Dann ist fiir jedes h = (hq, ..., h,) € R™

D f(xo)h = Z Djf(wo)h;
= (Vf(xo), h),

wobei
T, y) = Ziijj
j=1

das EUKLIDISCHE SKALARPRODUKT auf R™ und

V(o) = (Dif(xo), - -, Dimf(20))

den GRADIENTEN von f bezeichnet.

Sei Vf(xg) # 0. Dann ist v = me(xo) € R™ mit [|v]|s = 1.
Fiir jedes h € R™ mit ||h||; < 1 gilt wegen der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung

|Df(wo)h| < IV f(zo)l2llhll2 < IV F(zo)ll2
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und speziell fir h = v
Df(zo)v =

Also gilt

1
m(Vf(xo), V f (o)) = IV f(zo)][2-

Df(xo)v= sup |Df(zo)hl,

[[Rll2=1
d.h., die Richtungsableitung ist in Richtung des Gradienten maximal,
oder anders ausgedriickt:
Der Gradient gibt die Richtung des steilsten Anstieges
von f an.

Zum Abschluss dieses Paragraphen untersuchen wir den Zusam-
menhang zwischen der Differenzierbarkeit von Funktionen f : C — C
im Sinne von Definition IV.1.1 (S. 111) und der ihnen kanonisch ent-
sprechenden Funktionen F' : R? — R? im Sinne von Definition VIL.2.1.

SATz VI1.2.17. Sei U C C und W = {(x1,22) € R? : z +ixy € U}.
Sei f : U — C eine Funktion und F : W — R? definiert durch
F(xq,23) = (Re f(x1 +ix2), Im f(z1 + ixs)).
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) f st in zg = x1 + ixe € U komplex differenzierbar im Sinne
von Definition IV.1.1 (S. 111).

(2) F ist in o = (x1,22) € W differenzierbar im Sinne von De-
finition VII.2.1 und die partiellen Ableitungen im Punkt x
erfillen die CAUCHY-RIEMANNSCHEN DIFFERENTIALGLEI-
CHUNGEN

DlFl(mo) = DQFQ(Z’(])
DlFQ([Eo) = —DQFl(l’()).
BEWEIS. (1) = (2): Sei f/(20) = a+i3. Definiere A € L(R?* R?)
durch
Ah = (ahy — Bhy, Bhy + ahy) Yh = (hi, hy) € R%
Sei h = (hy, he) € R? und w = hy + thy, so dass 2o + w € U ist. Dann
folgt
F(xo+ h) — F(xg) — Ah
_(Ref(20+w) — Ref(zxn) — Re(f'(20)- w)
I f(zo+w) — Imf(z) — Im(f(z)- w)
und
1722
:|f(Zo +w) = f(20) = f'(20)w)|

|w]
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— 0.
w—0
<= h—0

Hieraus folgt die Behauptung.
(2) = (1): Setze zur Abkiirzung

a = Di1Fi(x9) B = DsFi(x0)
v = Di1Fy(xg) 0 = DyFy(xp).
Definiere die Abbildung B : C — C durch
w = hy + ihy — ahy + Bhe + i(vhy + dhs).
Wie im Beweis von ,,(1) = (2)“ folgt

|/ (20 +w) — f(20) — B(w)|

|wl
_ |F(xo + h) — F(xq) — DF(x0)h||2
1212
— 0.
h—0
<— w—0

Also miissen wir noch zeigen, dass B C-linear ist. Da B R-linear ist,
d.h.,

B(aw) = aB(w) VaeR,weC,
ist dies genau dann der Fall, wenn gilt
B(iw) =iB(w) Yw € C.

Wegen

B(iw) = —ahg + Bhy + i(—~yhs + 0hy)

iB(w) = —yhy — 0hg + i(ahy + Bhy) Yw = hy + ihy
ist dies dquivalent zu

a=9, [=-7,

d.h., zu den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen. O

VII.3. Eigenschaften differenzierbarer Funktionen

Im Folgenden seien (X, ||-[|x), (Y| lly), (Z,]]|z) K-Banachraume
und U C X, U # 0, offen.

SAtz VIL.3.1. Seien f,g : U — Y in xy € U differenzierbar und
a, € K. Dann ist af + g : U — 'Y in xqy differenzierbar und

D(af + Bg)(wo) = aDf(xo) + BDg(xo).
BEWEIS. Es ist

f(x) = f(x0) + Df(w0)(x — 20) + r(2)||2 — 20| x
9(z) = g(xo) + Dg(wo)(x — 20) + 8(2)||x — 20| x
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mit r, s stetig in zo und r(z) = s(xp) = 0. Dann ist

af(z) + Bg(z) = af(xo) + Bg(wo)
+ aD f(xo) + BDg(wo))(x — o)
+ ar(z) + Bs(2)]||z — xol| x-
Da aDf(xg) + BDg(x) € L(X,Y) und ar + (s in zg stetig ist mit
ar(zg) + Bs(xg) = 0 folgt hieraus die Behauptung. O

BEMERKUNG VIL.3.2. C'(U,Y) ist ein Untervektorraum von C(U,
Y) und die Abbildung D : CY(U,Y) — C(U, L(X,Y)) mit f +— Df ist
linear. Ist speziell X = K, so ist £(X,Y) =2 Y und D : CY(U,Y) —
C(U,Y) ist linear (vgl. Satz IV.1.7 (S. 114)).

SATZ VIL.3.3 (KETTENREGEL). Sei f : U =Y und g :V — Z mit
V CY,V #£0, offen. Es gelte:

(1) f(U)cv,
(2) [ ist differenzierbar in xq,
(3) g st differenzierbar in yo = f(xo).
Dann ist go f : U — Z in xg differenzierbar und
(%) D(go f)(zo) = Dg(f(x0)) - D f(wo).
Dabei bezeichnet - die Verkniipfung von linearen Abbildungen in L(Y, Z)
und L(X,Y).

BEWEIS. Es ist

f(@) = f(xo) + Df(wo) (2 — x0) + r(2) ||z — ol x

mit r : U — Y stetig in zo und r(zg) = 0 und

9(y) = 9(yo) + Dg(yo)(y — vo) + sW)lly — wolly
mit s: V — Z stetig in yo und s(yp) = 0. Damit folgt

go f(z)=g(f(x))

(f( )) + Dg(f (o)) (f(x) — f(x0))
+s(f(@)If (@) = flzo)lly
= 9(f(20)) + Dg(f(x0)) (D f (o) (2 — 0))
+ Dg(f (w0)) (r(2) ]|z = wol x)
(f(

s(£(@))[Df o) @ = 20) + r(@) 2 = @ollx |

(()
+2(2)]

Zo

+ Dg(f (0)) (D f (o) (2 — o))

- $o||x

)
x
mit z(zp) = 0 und

z(z) = Dy(f(xo))r(x)



VIL.3. EIGENSCHAFTEN DIFFERENZIERBARER FUNKTIONEN 227

1
+5(f(2)) || =D (@) (x — 20) + r(x)
[l — ol x y
fir x # x9. Aus den Voraussetzungen folgt, dass z in xy stetig ist.
Hieraus folgt die Behauptung. O

BEMERKUNG VIL3.4. Sei X = R, Y = R™, Z = R". Ansons-
ten seien die Bezeichnungen und Voraussetzungen wie in Satz VII.3.3.
Sei h = g o f. Da die Hintereinanderschaltung linearer Abbildungen
aus L(R',R™) und L(R™,R") der Multiplikation der entsprechenden
Matrizen aus M,,;(R) bzw. M, ,(R) entspricht, erhalten wir folgende
KOORDINATENDARSTELLUNG DER KETTENREGEL

Dihy (o) = ZD]gk (0))Difi(xg) 1<i<Il, 1<k<n.

BEISPIEL VIIL.3.5. Betrachte
fiR? =R f(z,y) = (2, 2y, 29%)
g:R* = R?* g(u,v,w) = (sinu, cos(uvw))
h=gof:R*—=R* h(z,y) = (sin(z?), cos(z'y?)).

—42%y sin(xty?)  —3yPatsin(zly?)

2 cos(xQ) 0 )

Y- 2xy

cos U 0 0
—vwsin(vwvw) —uw sin(uvw) —uv sin(uvw)

_ cos( ) 0 0 .
T\ —2¥sin(aty?) —ady?sin(aty®) —adysin(ziy?)

2¢O
y X
2

Y- 2xy

B 2z cos(x?) 0
T\ a3y sin(xty?)  —3xty?sin(aty?) )
SAaTz VIL.3.6 (PRODUKTREGEL). Seien f,g : U — R in xy € U
differenzierbar. Dann ist f - g : U — R in xq differenzierbar und

D(f - g)(z0) = g(w0) D f(w0) + f(20) Dg(xo).

Ist insbesondere X = R™, so ist

V(f - g)(wo) = g(x0)V f(x0) + f(20)Vg(z0).
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BEWEIS. Definiere F : U — R? durch
F(x) = (f(x), g())
und ¢ : R? — R durch
o(x1,29) = x1 - To.

Dann sind F in o und ¢ in ganz R? differenzierbar und fiir v € X\{0}
und h = (hy, hy) € R2\{0} gilt

DF(zo)v = (D f(zo)v, Dg(wo)v)
Dy(xq,x2)h = x2hy + 1hs.
Also ist gemafl Satz VII.3.3 f - g = ¢ o F in z( differenzierbar und
D(f - g)(zo)v = D(p o F)(xo)v
= Do(F (o)) (DF(x0)v)
= Dp(F(x0))h mit h = (D f(xo)v, Dg(zo)v)
= 9(@0) D f (zo)v + f(x0) Dg(zo)v
= [9(@o) D f (o) + f(x0) Dg(wo)]v.
Hieraus folgt die Behauptung wegen
f(zo)Dg(zo) + g(xo)D f(x0) € L(X,R).
O

SAatz VIL.3.7 (MITTELWERTSATZ). Seien x,y € U, © # y, mit
{r+tly—x):0<t<1} CU. Dann gilt:
(1) Ist f: U =Y in U differenzierbar, so ist

1£(2) = @y < sup [1DF(@+ = a)llecxr - o = vllx.

(2) Ist f € CHU,Y), so ist

1
o) = @) = [ Dfta+ ety =)ty = o).
BEWEIS. AD (1): Definiere ¢ : [0,1] — Y durch
p(t) = [z +iy —2)).
Dann ist ¢ auf [0, 1] differenzierbar und
P'(t)=Df(x+ily —x))(y—x) vtel01].
Aus Satz IV.2.17 (S. 129) und Bemerkung IV.2.18 (S. 130) folgt
1 (y) = F@)lly = lle() = )]y
< sup [|¢'(8)lly
0<t<1
= sup [[Df(x+t(y —x))(y —2)lly

0<t<1 (
(

< sup [|[Df(z +t(y — 2))cxn e = yllx.
0<t<1
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AD (2): Sei ¢ wie im Beweis von (1). Da ¢’ € C([0,1],Y) ist, folgt aus
Satz VI.2.12 (S. 184)

SaTz VIL.3.8. (1) Sei U konvex und f : U — 'Y differenzierbar mit
I Df(x)||lexy) <o Voel.

Dann gilt
1) = f@)lly < ally = =zllx  Va,y e U.
(2) Sei U ein Gebiet und f € C*(U,Y) mit Df(x) =0 fir allex € U.

Dann ist f konstant.

BEWEIS. AD (1): Folgt direkt aus Satz VIL.3.7.
AD (2): Seiy € f(U) beliebig und V = f~*({y}). Dann ist V # () und
abgeschlossen. Sei x € V. Dann gibt es ein 6 > 0 mit B(x,d) C U. Da
B(x,0) konvex ist, folgt aus Teil (1)

f(z) = f(z) Vze B(x,90),

d.h.

B(x,§) C V.
Also ist V' auch offen. Da U zusammenhéngend ist, folgt V' = U. Damit
ist die Behauptung bewiesen. U

SATZ VII.3.9 (GLIEDWEISE DIFFERENTIATION VON FUNKTIO-
NENFOLGEN). Sei (fn)nen C CHU,Y) und f: U — Y. Es gelte

(1) fo 25 f,
n—o0
lok. glm

Dann ist f € CYU,Y) und g = Df, d.h.,
lim Df, = Df.
BewEIs. Wortlich der selbe wie der von Satz V.2.10 (S. 154). O

SAaTz VIL.3.10 (NOTWENDIGE BEDINGUNG FUR LOKALE EXTRE-
MA). Essei f: U — R und xg € U. f habe in xy ein lokales Extremum
und alle Richtungsableitungen von f mdgen in xq existieren. Dann gilt

Dyof(z0) =0 Vo e X\{0}.
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BEWEIS. Es gibt ein ¢ > 0 mit B(z,e) C U. Sei v € X\{0}
beliebig. Dann ist ¢ : (—¢/||v||x,e/]|v]|x) — R definiert durch

o(t) = f(xo + tv)

in 0 differenzierbar mit

¢'(0) = Dy f(z0)
und hat in 0 ein lokales Extremum. Damit folgt die Behauptung aus
Satz IV.2.2 (S. 121). 0

Satz VII.3.10 legt folgende Definition nahe.

DEerFINITION VIL.3.11. Sei f : U — R in xg € U differenzierbar.
Dann heifit zo ein KRITISCHER PUNKT von f, wenn gilt D f(xy) = 0.

BEMERKUNG VIL.3.12. (1) Ist f : U — R in 2y € U differenzierbar
und x ein lokales Extremum, so ist zy ein kritischer Punkt von f.
(2) Ist X =R™ und f in xy € U differenzierbar, so ist o genau dann
ein kritischer Punkt von f, wenn V f(zq) = 0 ist.

(3) Die Umkehrung von (1) ist falsch. Betrachte z.B. f : R* — R mit
f(x,y) = 2% — y2. Dann ist Vf(0,0) = 0, d.h., (0,0) ist ein kritischer
Punkt von f, aber (0,0) ist offensichtlich kein lokales Extremum von

f.
VII.4. Hohere Ableitungen

Im Folgenden seien (X, | - ||x) und (Y, || - ||y) K-Banachrdume und
UcCX,U=#0, offen.

DEerINITION VII.4.1. (1) Die Funktion f : U — X sei in ei-
ner Umgebung V' C U von zy € U differenzierbar und die Funktion
Df .V — L(X,Y) sei in zy differenzierbar. Dann ist die ZWEITE
ABLEITUNG D?f(xg) € L(X,L(X,Y)) von f in g definiert durch

D?f(x0) = D(Df)(w).
In diesem Fall heifit f in xy ZWEIMAL DIFFERENZIERBAR.
(2) Die Funktion f : U — X heifit ZWEIMAL DIFFERENZIERBAR in U,
wenn sie in jedem Punkt x € U zweimal differenzierbar ist.
(3) Sei m € N*. Die Funktion f : U — X sei in einer Umgebung V- C U
von xg € U m-mal differenzierbar und die m-te Ableitung
D"f.V - L(X, L(X,....,L(X,Y))...)

~
m—mal L

sei in z differenzierbar. Dann ist die (m + 1)-TE ABLEITUNG
D" f(x0) € L(X,L(X,...,L(X,Y))...)

-~

(m+1)—mal £

von f in x( definiert durch
D™ f (o) = D(D™ f)(x).
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In diesem Fall heifit f in zy (m + 1)-MAL DIFFERENZIERBAR.

(4) Sei m € N*. Die Funktion f : U — X heiit m-MAL DIFFEREN-
ZIERBAR in U, wenn sie in jedem Punkt x € U m-mal differenzierbar
1st.

BEISPIEL VII.4.2. Sei A € M, ,,(R) eine symmetrische Matrix und
f:R" — R definiert durch

n

fz) = %xtAx = %Z i z;Aij ;.

i=1 j=1
Eine einfache Rechnung liefert
Df(x) =2'A e R" = L(R™",R).
Also ist
D*f(x) = A € M, ,(R) 2L(R",R")
~L(R", L(R™, R)).
Die Réaume £(X,L(X,...,L(X,Y)...) sind fiir praktische Rech-

nungen ziemlich unhandlich. Daher betrachten wir nun multilineare

Abbildungen.

DEFINITION VIL4.3. Seien (X, |- |lx;), 1 < ¢ < m, normierte K-
Vektorrdume. Eine Abbildung ¢ : X; x...x X, — Y heiflt MULTILINE-
AR oder m-LINEAR, wenn fiir jeden Punkt (z1,..., 21, Tpa1, .-, Tim) €

Xy X oo X X1 X Xgp1 X ... X X, und jedes k € N, die Abbildung
(;O(xlv sy L1, " Thtly - - - 7xm) : Xk —Y
linear ist.

SATz VIIL4.4. Sei ¢ : X1 x ... x X,, — Y m-linear. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:
(1) ¢ ist stetig.
(2) Ja e R*V(xy,...,xm) € X1 X ... X Xp:

(@1, .. zm)lly < allzlx, - 2wl x,,-

BEWEIS. (1) = (2): Durch

[(z1s s am)|| = max ]

: Xi
1<i<m

wird eine Norm auf X; x ... x X,, definiert (Ubungsaufgabe Analysis
I). Da ¢ insbesondere in (0,...,0) € X; x ... x X, stetig ist, gibt es
ein o > 0 mit

lo(zr, .. )y <1 Y21, zm)|| <6
Seien x; € X;\{0}, 1 < i < m. Wegen der Multilinearitit von ¢ folgt

(@, - m) lly
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[z1llx, o @1
= ||¢( 5
H 6 lallx 6 [lzmlx..
Ty

pOT——

lzallx ™

[EESA

Y
Tm

6

=0 "l llxy N emllx

[ |0 "y

(VIL4.1) <6 ™|z1llx, - - - [|2m]lx, -

Da Gleichung (VII.4.1) offensichtlich richtig ist, wenn fiir ein i € N},
gilt ; = 0, folgt damit (2).
(2) = (1): Fur (z1,...,Zm), (Y1, - -, Ym) € X1 X...x X, folgt wegen
der Multilinearitédt von ¢

le(s, s mm) = @y, ym)lly

:ng(xl — Y1, T2, ... axm)
+ o(y1, T — Y2, T3, - o Tyy) + ...+
+ Sp(ylv Y2, s Ym—1,Tm — ym>H

<af{llzr —willx lz2llxs - - 2wl x.,
+lyllx 72 = v2llxell@sllxs - - lomllx.,
+ o llvllx - ym-t - l2m = Ymllx, b
<amax{[|(z1, ..., z) "7 sy 1M
[(z1 = Y15 T = Ym) |-
Hieraus folgt (1). O

DEFINITION VIL4.5. (1) £L(Xy,..., X, Y) ={p: Xix...xX,, —
Y : ¢ ist m-linear und stetig}.
(2) L™(X,Y)=L(X,...,X,Y).
—_——’

m—mal

(3) Fir p € L(Xy,..., X\, Y) sei

HSOHE(XI ----- mey)

=inf{a € R*: |p(z1, .., Zn)|ly < aflzillx, - oo l2m]lx.,
V(I‘l,...,l‘m) € Xy x... XXm}
(4) |- lemxyy = I+ lleex,...xv)-
SATZ VII.4.6. (1) Sei o € L(X1,..., X\, Y). Dann ist
el e, Xm v)
= sup{[[p(z1, ..., o) [ly : |l75]lx;, STVI < j<m}
und

le(@r, s zm)lly < llelleea.xamllallx - ol x.,
\V/(Zfl,...,l'm) € X1 X ... xX,,.
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(2) (L(X1, o X, YL - e
raum.

(3) Falls Y wollstandig ist, ist auch L(X1,..., X, Y) vollstindig.

X)) st ein normierter K-Vektor-

-----

BeEwEIS. Vollig analog zum Beweis von Bemerkung VI.1.6 (S. 173)
und Satz VIL.1.1 (S. 211). O

SATZ VILAT. L(X1,..., X, Y) = L(X1, L(Xs, ..., L(Xpm,Y)).

BEWEIS. Der Ubersichtlichkeit halber fithren wir den Beweis nur
fiir m = 2 aus. Der allgemeine Fall folgt ganz analog.

Sei T € L( X1, L(X2,Y)). Definiere pr : X7 x Xo — Y durch
or(xy,x9) = (Tx1)2s.
Offensichtlich ist o7 bilinear. Weiter gilt

lor(z1, 22)[ly < ||T951||£(X2,Y)||372||X2
ST 2exr ey 171l |22l x, -
Also ist pr € L(X1, Xo,Y) und

lerllzea xoy) S T Mo ooy
Sei nun ¢ € L(X;, X»,Y). Definiere T}, durch

(Tya1)(z2) = ¥(z1, 22).
Dann folgt

[(Tyz1)(z2)lly < 1]l eea, 2l |22l
Hieraus folgt Ty, € £(X1, £(X5,Y)) und

1Tl cxicoey) < I1Ulleon xap)-
Damit ist die Behauptung bewiesen. U

Mit diesen Vorbereitungen erhalten wir eine fiir die Praxis handli-
chere Interpretation der hoheren Ableitungen.

DEeFINITION VII.4.8. (1) Die Funktion f : U — Y sei in xy € U
m-mal differenzierbar. Dann identifizieren wir vermoge Satz VI1.4.7 die
m-te Ableitung D™ f(xo) von f in xy mit einem Element von £(X,Y).
(2) Die Funktion f : U — Y heifit in U m-MAL STETIG DIFFERENZIER-
BAR, wenn sie in U m-mal differenzierbar ist und wenn die Funktion
Dm™f:U — L™(X,Y) stetig ist.

(3) C™(U,Y) bezeichnet den Vektorraum der m-mal stetig differen-
zierbaren Funktionen von U in Y.
(4) C=(U,Y) = (C™(U.Y).

meN

BEMERKUNG VII.4.9. Es gilt
cxU,Y)c...cCc™ (U, y)ycCc™U,Y)C...cC(U,Y).
£ # # £ #
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BeEweIs. Folgt aus Satz VII.2.2 (S. 216) und Bemerkung IV.1.15
(S. 117), die ein Spezialfall von Bemerkung VII.4.9 ist. O

DEFINITION VII.4.10. Sei ¢ : X X...xX — Y m-linear. Dann heif3t
© SYMMETRISCH, wenn fiir alle z1, ..., z,, € X und alle Permutationen
o: Ny, — Ny gilt

90<I17 S me) = @(xa(l)u S 7ma(m)>'

SATZ VII.4.11. Seim > 2 und f € C™(U,Y’). Dann ist D™ f(x) €

L™(X,Y) fir jedes x € U symmetrisch.

BEWEIS. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion iiber m.
»m = 2“: Sei € U beliebig und r € R , so dass B(x,r) C U ist. Seien
h,k € X mit

,
Aus Satz VIL.3.7 (S. 228) folgt

flx+h+k)—flx+k)— flx+h)+ f(x)

1Ellx <

|3

:/1[Df(x + kit th) — Df (x + th)|hdt

:/01 /01 D2f(x + sk + th)(k, h)dsdt
=D*f(z)(k,h)
+ /01 /01[D2f(x L sk + th) — D*f(x)|(k, h)dsdt
=D?f(x)(k, h) + p(x, k, h)
und
fx+h+k) = flx+h) - flx+k) + flz)

:/1[Df(x + b+ th) — Df (x + th)]kdt

:/01 /01 D2f(x + sh+ th)(h, k)dsdt
=D*f(z)(h, k)
+ /01 /01[D2f(x + s+ th) — D2f(2)|(h, k)dsdt
—D2f(x)(h, k) + ¥z, h, k).
Also gilt

|D*f(2)(k, h) — D*f(2)(h, k)lly
:H(P(ZU, k? h’) - r(/}(xv h7 k)HY
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<[le(z, k, h)lly + [[¢(z, b, k)lly
<2f|llx[[Ellx sup |D?f(x + sh+ th) — D f(2)]| c2x,v)-
05‘;51
Ersetzen von h, k durch eh, ek mit € > 0 liefert
|D?f(x)(k, k) — D* f(x)(h, k)|l
1
=5 I1D*f(w)(ek, h) — D* f(z)(eh, k)l

1
<25lleklixliehllx sup D f(w + sch+tek) — D*f(2)]l 2oy

0<t<1
<2[|All x|kl x sup. | D? f(x + seh + tek) — D? f ()|l c2(x.v)
0ist
_>O
e—0

wegen der Stetigkeit von D?f. Damit ist die Behauptung fiir m = 2
gezeigt.

»m — m-+1%: Seien x € U und r € R wie oben und hy, ..., hyy € X
mit [[hgllx < 55, 1 <k <m+1. Sei 0 € N;, — N, eine beliebige

Permutation von N7 . Dann folgt aus der Induktionsvoraussetzung fiir
jedes t € RY

%[Dmf(l' + thl)(hQ, ceey hm—i—l) - Dmf(x)(hz, ceey hm-‘,—l)}

1 m m
=2 [D" f(@+ th)(ho@), - hotmrn) = D" f(2)(Ro(2), - - Bognn))]-
Grenziibergang ¢t — 0 liefert

Dm+1f(x) (hi,hay oy hpa1) = Dm+1f(x)(h1, hoy, - -, ha(m+1)).
Wegen D™ f = D?(D™~1f) folgt weiter
D™ f(2)(hay hay - oo hng1) = D™ (@) (hay By -y ).

*

Da jede Permutation von Ny, ; dargestellt werden kann als o o 7 o p,
wobei 7 die Indizes 1 und 2 vertauscht und ¢ und p Permutationen von
N sind, folgt hieraus die Behauptung. U

Satz VIL.4.12. Sei (Z,| - ||z) ein Banachraum und f € C™(U,Y),
ge C™V,Z) mit f(U) CV. Dann ist go f € C"™(U, Z).

BEWEIS. Die Behauptung folgt durch Induktion aus der Kettenre-
gel, Satz VII.3.3 (S. 226). O

Die folgende Definition ist eine Verallgemeinerung von Definition
IV.3.1 (S. 132).
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DEFINITION VIL.4.13. Seien f € C™(U,Y), zo € U und h € X.
Dann heif3t

m

T, 2) () = Flw) + 3 D (o) (. )

k—mal

das m-TE TAYLORPOLYNOM von f mit Entwicklungspunkt xg.

SaTz VII.4.14 (TAYLORSCHE FORMEL). Seien f € C™(U,Y),z €
U und h € X, derart dass {x +th:0<t <1} C U ist. Dann gilt:

(1) F( 4 B) = Ty (fo2)(R) + Rl 2, ) it
Ry (f,x,h)

! 1 m—1 mym
:/0 om0 D S ) (b Bt

(2) f(z+h) = Tpn(f,2)(h) + Ru(f,x, h) mit
Ry(f, ., h)

1
1
= ———— (1=t D"f(x +th) — D™ f(2)|(h,..., h)dt.
e A LA (CE DR O y

BEWEIS. AD (1): Wir zeigen die Behauptung durch Induktion tiber

m.

m = 1% Dies ist Satz VIL.3.7(2) (S. 228).
,m — m + 1“: Partielle Integration liefert

Rplf,z, h) = /0 ﬁa — )" D™ f( 4 th)(h, ... h)dt

= [ (L= )" D" o+ ), B
/ L= ) (b )
m! ——

(m+1)—mal

:_Dmf( )( 7h)+Rm+l(f7xah)'

m—mal

Hieraus folgt die Behauptung.
AD (2): Wegen

ol 1
J R
o (m—1)! m!
folgt die Behauptung aus Teil (1). OJ

BEMERKUNG VII.4.15. Die Voraussetzungen und Bezeichnungen
seien wie in Satz VII.4.14. Dann folgt

Hém(f,l’, h)HY
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1
<————||h||’¢ sup ||D" f(xz +th) — D™ f(x)| cm .
<l sup D™ (o + ) = D™ @) enir
Mithin gilt
lim AA][ " | B (f, 2, B)|ly = 0.

IAllx—0

Als nédchstes wenden wir die bisher erzielten Ergebnisse auf Funk-
tionen auf dem R* an.

DEFINITION VII.4.16. Sei U C R¥, U # 0, offen und f € C™(U,Y)
und ji,...,Jm € Nj. Dann heifit der Ausdruck

0 0 o™

eine PARTIELLE ABLEITUNG m-TER ORDNUNG von f.

Dj,, .- Dj f(x) /()

a.ijm Ce ale

BEispieL VII.4.17. Fur

_ Y
f<I7y)_1+I4+y4

erhalten wir
of  y(1—3z*+y*)
or (1+x*+y*)?
of  x(1+az*—3yh)
ay — (+ateylp
O?f  aPy(—20 —20y* + 122*)

Oxdr (1+ 2%+ y*)3
*’f  of
0xdy  Oyox

1 —22" —2y* — 3a® — 3y° + 262"y*
(I +a2t+y*)?
*f  ay*(—20 — 202" 4 12y)
oydy (1+ 2%+ y*)3

SaTz VIL4.18. Sei U C R¥, U # 0 offen.

(1) Esist f € C"™(U,Y) genau dann, wenn alle partiellen Ablei-
tungen der Ordnung | fir alle 1 <1 < m existieren und stetig
sind.

(2) Ist f € C™(U,Y), so ezistieren alle partiellen Ableitungen der
Ordnung < m und sind von der Reihenfolge der Differentiation
unabhdngig.

BEWEIS. AD (1): ,,=“ Folgt aus

(VI1.4.2) Dj,...Dj f(z) = D'f(x)(ej, ..., ej)
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fiir alle 71,...,5i € Nyund 1 <1 <m.
“«=* Folgt durch Induktion aus Satz VII.2.13 (S. 221).
AD (2): Folgt aus Gleichung (VII.4.2) und Satz VII.4.11. O

Sei a = (a,...,q;) € NF ein Multiindex. Dann definieren wir

i=1
k
a a; _ k
xf:Hxi Vo = (x1,...,2) €ER
i=1

Def =D .. Dyt f Vf e Cll(U,Y),U € RF offen
DYf = f.
Sei nun h = (hy,...,h;) € R*. Dann ist fiir m € N*
D™ F(@)(h.. . h
f@)( )

m—mal
k k
:Dmf(x)(z hileH? ) Z hlmelm)
i1=1 im=1
k k
(VIL4.3) =Y .Y Di...Di, f(@)hiy .l
i1=1 im=1

Die Zahl aller m-Tupel (j1,. .., jm) mit j; € Nj und den Eigenschaften

der Index 1 kommt «y-mal vor,

der Index k& kommt aj-mal vor,

k
E a; =M
i=1

betrégt
m! m!
al. . an! al’
Hieraus und aus Gleichung (VII.4.3) folgt
1 m 1 o (63
— D" f(@)(h ) = > Efo(m)ha

m— mal la|=m

Hiermit koénnen wir fiir Funktionen auf R* die Taylorschen Formeln
aus Satz VII.4.14 wie folgt schreiben:
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SATZ VII.4.19 (TAYLORSCHE FORMEL FUR FUNKTIONEN AUF
R¥). Sei U CR*, U # 0, offen, f € C"™(U,Y), x € U und h € R¥, so,
dass {x +th:0<t <1} C U ist. Dann gilt

fleth)y= Y DU Rulf )

la|<m—1—"

=y %Daf(x)h"‘—k R (f,z, h)

lo|<m —

mit

Ro(f, 2, h) :/01 > g(l—t)m‘ngf(:p+th)h@dt

la|=m

und

R(f,z,h) = /01 Z g(l — )" Df (v + th) — Df (z)]h%dt.

la|=m
Als néchstes betrachten wir Funktionen auf R¥ mit Werten in R.

BEMERKUNG VI1.4.20. Sei U C R¥, U # 0, offen und f € C*(U,R).
Dann gilt fiir v = (vy,...,v), w = (wy,...,wy) aus R¥

D*f(x)(v,w) = D2f(:c)(z Ui€i, Z w;e;)

k k
= Z Z vszDzD]f(x)

i=1 j=1
=0'[D;D; f(2)]1<ij<nw.

Die Matrix [DiDjf(x)hgi,jgk S Mch(R) heiit HESSE-MATRIX von f
Wegen Satz VII.4.18 ist sie symmetrisch.

DEFINITION VIL.4.21. Sei A € My ;(R) symmetrisch. Dann heift

(1) A POSITIV SEMI-DEFINIT
— v'Av >0 VYo € RF,
(2) A POSITIV DEFINIT
— v'Av >0 YveRF v #0,
(3) A NEGATIV (SEMI-)DEFINIT
<= —A positiv (semi-) definit,
(4) A INDEFINIT
< Jv,w € R*\{0} : v'Av > 0, w'Aw < 0.

Aus der linearen Algebra sind folgende Eigenschaften symmetri-
scher Matrizen bekannt.
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BEMERKUNG VIIL.4.22. (1) A € Myx(R) sei symmetrisch. Dann
gibt es Zahlen Ai,..., \; € R und Vektoren zi,...,z; € R*¥ mit

Die Zahlen Ay, ..., A\t heiflen EIGENWERTE der Matrix A und die Vek-
toren zy, ...,z die zugehorigen EIGENVEKTOREN. O.E. gilt

M <A< S

A ist positiv semi-definit <= A; > 0,

A ist positiv definit <= A; > 0,

A ist indefinit <= A\ <0 < A

Falls A positiv definit ist, gilt fiir alle v € R¥ mit v # 0

v Av > A ||v]|3.

(2) A € Mpi(R) sei symmetrisch. Dann ist A genau dann positiv
definit, wenn alle Hauptunterdeterminanten positiv sind.

Mit Hilfe der Hesse-Matrix und dem Begriff |, positiv definit“ kénnen
wir nun hinreichende Bedingungen fiir lokale Extrema herleiten.

SATZ VII.4.23 (HINREICHENDE BEDINGUNGEN FUR LOKALE EX-
TREMA). Sei U C RF, U # 0, offen, zg € U, f € C*(U,R) und zy ein
kritischer Punkt von f, d.h. Df(xy) = 0. Dann gilt:

(1) D?f(xg) positiv definit = f hat in xo ein lokales (isoliertes)
Minimum.

(2) D?f(z0) negativ definit => f hat in xq ein lokales (isoliertes)
Mazimum.

(3) D*f(xo) indefinit = xq ist kein lokales Extremum von f.

BEWEIS. AD (1): Aus Satz VIL.4.14 folgt fiir h € R*\{0} mit xq +
h e U:

Flao+h) = Flzo) + %htDQ(xo)h + Bl f, 20, ).

Sei A > 0 der kleinste Eigenwert von D?f(zy). Wegen Bemerkung
VII1.4.15 gibt es ein § > 0 mit

~ A
zo+h € U und |Ra(f, zo, h)| < Zl||h||§ vh € RF\{0} mit ||h||, < 6.
Fiir h € R¥\{0} mit ||h|» < ¢ folgt dann
A A
flxo+h) = f(zo) + 71||hH§ - ZthH%

A
— fao) + 21
> f(ZE())
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Also ist x( ein lokales (isoliertes) Minimum.
AD (2): Folgt aus Teil (1) angewandt auf —f.
AD (3): Seien v, w € RF\{0} mit

v' D?*(z0)v > 0 und w' D*(z¢)w < 0.

Fiir hinreichend kleines ¢ > 0 folgt dann aus Satz VII[.4.14 und Bemer-
kung VII.4.15

flzo +tv) = f(xo) + %vtsz(xo)th + Ry(f, w0, tv)

= f(wo) + tQ[%vtDQf(xo)v + 3_2R2(f7 Zo, tvl]

=0
> f(zo)
und
1 .
f(@o + tw) = f(zo) + §t2th2f($0)w + Ra(f, wo, tw)
arl o 27
= f(zo) +1 [gw D* f(xo)w + 1" Ra(f, o, tw)]
=
Hieraus folgt die Behauptung. O

BEISPIEL VII1.4.24. (1) Fiir f(z,y) = c+x*+y?, mit ¢ € R erhalten
wir

Df(z,y) = 2(z,y) = (0,0) ist einziger kritischer Punkt
D*f(z,y) =2 ((1] (1]) = (0,0) ist lokales Minimum.

(2) Fiir f(z,y) = ¢ — 2® — y*, mit ¢ € R erhalten wir
Df(z,y) = —2(z,y) = (0,0) ist einziger kritischer Punkt

D*f(z,y) = —2 <(1) (1)) = (0,0) ist lokales Maximum.

(3) Fiir f(z,y) = ¢+ 2* — y?, mit ¢ € R erhalten wir
Df(z,y) = 2(z, —y) = (0,0) ist einziger kritischer Punkt

D*f(z,y) = 2 ((1) _01> = (0,0) ist kein lokales Extremum.

(4) Fiir f(z,y) = ¢+ 2* + y* erhalten wir
Df(z,y) = (2z,4y*) = (0,0) ist einziger kritischer Punkt

D2£(0,0) = (g 8) ist positiv semi-definit
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(0,0) ist lokales Minimum.
(5) Fiir f(x,y) = 22 erhalten wir
Df(z,y) = (2,0) = (0,y),y € R sind kritische Punkte
D?f(0,y) = (g 8) ist positiv semi-definit
(0,y) sind lokale Minima, aber nicht isoliert.
(6) Fiir f(z,y) = 2* + y* erhalten wir

Df(z,y) = (2z,3y*) = (0,0) ist einziger kritischer Punkt

D?£(0,0) = (g 8) ist positiv semi-definit

(0,0) ist kein lokales Extremum.

(7) Betrachte

_ Yy
f(x,y) - 1+l’4+y4
Wegen
lim  f(x,y) =0
ll(z,y)[[—o0
und
f(1,1) >0
f(1,-1) <0
hat f ein Minimum und Maximum. Aus Beispiel VII.4.17 folgt
_ 1 y(1—3z" +y)
Df(l’,y) - (1+l’4+y4)2 ($(1+$4_3y4) :
Eine leichte Rechnung zeigt, dass
1 1 1 1 1 1 1 1
0707 2= 4=\ =y T A= sy T =\ T s s
die einzigen kritischen Punkte sind. Aus Beispiel VII.4.17 folgt
D?£(0,0) = <(1) (1)) indefinit,
1 1 1 1
D~y —2) = D* (==
3 1
= 12 23 negativ definit,
2 2
1 1 1 1
D*f(~—=, =) = D* {5~
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3 1

positiv definit.

[z 3
1 3
2 2
Also ist (0,0) kein lokales Extremum, (=, -=) und (—%, —%) sind
(isolierte) lokale Maxima, (—Lf L\[) un (\4%,— \%) sind (isolierte)
lokale Minima.
Daher gilt fiir alle z,y € R

< ) <
—— r,y) < —.

Vs ==
VII.5. Umkehrabbildungen

Wir erinnern an Satz IV.2.11 (S. 124): Sei I C R ein perfektes
Intervall, f € C(I,R) in I differenzierbar mit f'(x) # 0 fiir alle z € I.
Dann ist J = f(I) ein Intervall, f : I — J bijektivund f~': J — I
differenzierbar und

(f ) () =

L
i) mit y = f(x).

In diesem Paragraphen wollen wir ein analoges Resultat fiir Funktionen

mehrerer Veranderlicher beweisen.

Im Folgenden sind (X, ||-[|x), (Y, ||-]]y) und (Z, ||-||z) Banachrdume.

DErINITION VIL5.1. GL(X) = Isom(X, X) C L£(X,X) heifit die
AUTOMORPHISMENGRUPPE von X.

SaTz VIL5.2. Sei A € L(X,X) mit [[Allzx,x) < 1. Dann ist
I —AeGL(X), wobei I die Identitit auf X bezeichnet. Weiter gilt

1

11— A) Mexx) € — .
=T Al

BEWEIS. Wegen
A" lcxex) < [[AlZx x) Vn e N*

und [|Al|z(x,x) < 1 konvergiert die Reihe ) A™ in £(X, X). Fiir n € N*
folgt

k=0 k=0 k=0

=71 A"

= (D2 491 - A)
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Grenziibergang n — oo liefert

iA’“ =(I-A).

Schliefllich folgt

I = A) Hexx) = Tim | > A gix
k=0

< nhjgloz ”AHIZ(X,X)
k=0
B 1
L= [[Alleeex)

Aus Satz VII.5.2 folgt:

SATz VIL5.3. (1) Isom(X,Y) ist offen in L(X,Y).
(2) Die Funktion

fiIsom(X,Y) — L(X,Y)
A—s AT
ist C*° und
Df(A)B=—-A"'BA™!" VAelsom(X,Y), B € L(X,Y).
BEWEIS. AD (1): Sei Ay € Isom(X,Y) und
&€= "A61‘|Z(1y,x)-
Sei A € L(X,Y) mit
A= Aollecxy) <e
Dann folgt
(VIL5.1) A=Ag+A— Ay = Ayl — A (Ao — A)].
Wegen
1461 (Ao = Dlleexx) < A5 oo 1A = Aolleceyy <1
und Satz VIL5.2 ist I — Aj'(Ag — A) € GL(X). Zusammen mit Glei-
chung (VIL.5.1) folgt hieraus A € Isom(X,Y).
AD (2): 1. SCHRITT: f ist stetig.
Seien A, Ay € Isom(X,Y") mit
1A = Aollecxyy < 1A 12y x)-
Zusammen mit Teil (1) folgt
f(A) = f(Ao)
— A7 A
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( 1AO . )A—l
([A— Ag + Ao) 1 Ag — D A;?
([Ao(Ag {A — Ao} + I)] ' Ag — Ay
([ = AgH{Ao — A} = DAY

= [I = Ay (Ao — A) T — (I = Ag ' (Ao — A))JAg"
= [I = Ag (Ao = A4 (Ag — A) Ay

und wegen Satz VIIL.5.2

1£(A) = f(Ao)llzovx)

145 12 v
T 1= 45 el Ao — Allcixvy

Also ist f stetig.
2. SCHRITT: f ist differenzierbar.
Sei Ap € Isom(X,Y) und B € L(X,Y) mit

HBHﬁ(X,Y) < HAaluz_;(ly,)()-
Aus Gleichung (VII.5.2) folgt
F(Ao+ B) = f(Ao) + Ay BAS!
= —[I+A;'B] "A;'BAy + Ay BAG!
=[I + Ay'B] " {—A;'BAy+ (I + A;'B)A;'BA; '}
=[I+A;'B 'A;'BA; ' BA,!

(VIL5.2)

140 = Allx.v)-

und somit
1
————||f (Ao + B) — f(Ao) + Ay BAG || cvix)
1Bl ccxy)

||A(;1||:Z()f,x)||B||L(X,Y)

1= 145 eI Bllecxvy

% .
IBllz(x,yvy—0

Also ist f differenzierbar und Df(Ap)B = —A; ' BA;".
3. SCHRITT: f ist C'*°.
Definiere fiir S € £(X,Y) die Abbildung g5 : L(Y, X) x L(Y, X) —
L(Y, X) durch

gs(Tl, TQ) = TlST2 VTl, T2 € E(Y, X)
Offensichtlich ist g stetig und bilinear und somit aus C*°. Aus SCHRITT
2 folgt fiir A € Isom(X,Y) und B € L(X,Y)

Df(A)B = gp(f(A), f(A)).
Hieraus folgt die Behauptung durch Induktion. U
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Wir kommen nun zu einem ersten Hauptsatz dieses Abschnittes.

SATZ VIL.5.4 (SATZ UBER DIE UMKEHRABBILDUNG). Sei U C X,
U # 0, offen, f € C™U,Y), m € N*, 2y € U, yo = f(xg) und
Df(zg) € Isom(X,Y). Dann gilt:
(1) IV e U(xo),W €U(yo) : flv:V — W ist bijektiv,
(2) f7H=(flv)FeCm(W,V),
(3) DfYy) = Df(x)! fiir alley = f(x),z € V,y € W.

BEWEIS. 1. SCHRITT: Reduktion auf den Fall X =Y, 2y = yg = 0,

Definiere
U={z—zp:zecU}
f(@) = Df(x0)'[f (& + x0) — f(x0)] Vo €U
Dann ist f € C™(U, X), f(0) = 0 und
Df(0) = 1.

Weiter gilt

Fa) =y < f(z—0) = Df(xo) "y — F(o)].
Daher konnen wir im Folgenden stets annehmen, dass gilt X = Y,
o =1yo =0 und Df(zo) = 1.

2. ScHrITT: 3V, W € U(0) : fly : V — W ist bijektiv.
Wegen f € C'(U, X) und Df(0) = I gibt es ein € > 0 mit

1
|1 = Df(x)|cxx) < 5 Vz € B(0,¢).

Definiere

Fiir y € W definieren wir ®, : X — X durch
Oy(x) =2 — fz) +v.
Offensichtlich gilt
Py(z) =2 = [flz) =y.

Fiir z1, 75 € B(0, 5) gilt
[y (1) = Py (22) | x = [lw1r — 22 = fl21) + f(22) [ x

.y / I — Df (s + ts — 22)) (21 — )t

X T .
=9 1 2| X

Wegen
€
124 (0)[lx = [lyllx < 5 =

€
4 2

N —
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folgt hieraus mit Satz IV.4.4 (S. 138), dass ®, einen eindeutigen Fix-

punkt in B(0,5) C B(0,¢) hat.

Definiere
€
=

V={eeB(0,): f(x) € BO, )}

Dann ist V' € U(0), und aus Obigem folgt, dass f|y : V' — W bijektiv
ist.

3. SCHRITT: f~! = (f|y)~! ist stetig.

Seien y1,y2 € W und z; = f~(y;), 1 <7 < 2. Dann folgt

1f ) — F M (we)llx
= |lz1 = f(z1) +y1 — 22 + f(22) — 12llx

1
< / T — Df (o1 + tws — 2))) (1 — w2)dtlx + g1 — vollx
0
1
< §HZU1 — Tollx + |ly1 — vallx

1, ., .
= §||f Yy) = T w2)llx + Ny — wellx
und daher

15 () = F ()l x < 2[|ya — yollx.

Also ist f~! stetig.
4. SCHRITT: [~ ist differenzierbar und

Df~'(y) = Df(x)™" Vy=f(a),z€VyeW.
Seien y1,y2 € W und x1, x5 € V wie in SCHRITT 3. Dann folgt
1f 7 (y2) = F (1) = Df (@)™ (2 — w1l x
= [lzs — 21 = Df(x1) 7 (f(22) — f(21))llx

= || /0 [[ — Df(x1) ' Df (1 + t(xo — x1))] (22 — 21)dt]| x

< ||Df($1)_1||L(X,X)
- sup ||[Df(x1) = Df(xr + t(xa — 1)) 2x.x)
0<t<1

N J/
-~

—0 fiir zo—x1

e = @l x
Hieraus folgt die Behauptung.
5. SCHRITT: f~' € C™(W,V).
Gemé&fl SCHRITT 4 ist
(VIL5.3) Df~'=((Df)o f ™

Da gemi SCHRITT 3 f~! stetig ist, folgt f~! € CY(W, V). Der Rest
folgt durch Induktion aus Gleichung (VII.5.3) mit der Kettenregel und
Satz VIL.5.3. Damit ist der Satz bewiesen. O
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DEFINITION VIL.5.5. (1) Seien U C X, X #(Q,und V C Y,V # (,
offen. Dann heifit die Funktion f : U — V ein C™-DIFFEOMORPHIS-
MUS, m € NU {oo,w} wenn gilt

(1) f:U — V ist bijektiv,

(2) fecmu,v),

(3) f~He™(V,U).
Im Falle m = 0 spricht man auch von einem HOMOOMORPHISMUS.
(2) Sei U € X, U # 0, offen. Dann heifit die Funktion f : U — Y
ein LOKALER C™-DIFFEOMORPHISMUS, m € N U {co,w} wenn es zu
jedem xy € U, ein V € U(zp) und ein W € U(f(xg)) gibt, so dass
flv : V. — W ein C™- Diffeomorphismus ist. Im Fall m = 0 spricht
man auch von einem LOKALEN HOMOOMORPHISMUS bzw. sagt, f sei
LOKAL TOPOLOGISCH.

BEMERKUNG VIL5.6. (1) f (lokaler) C™*!-Diffeomorphismus =
f (lokaler) C™-Diffeomorphismus.
(2) f e C™TY(U,Y), f C™-Diffeomorphismus #= f C™*!-Diffeomor-
phismus.
(3) f: U — Y lokal topologisch = f ist offen, d.h., Bilder offener
Mengen sind offen.
(4) f e C™U,Y). Dann gilt:
f lokaler C™-Diffeomorphismus <= D f(z) € Isom(X,Y) fiir alle
rzeU.
(5) U C R*, U # 0, offen und f € C™(U,R*). Dann gilt:
f lokaler C™-Diffeomorphismus <= det(Df(z)) # 0 fiir alle x € U.
(6) Unter den Voraussetzungen von Satz VII.5.4 braucht f kein GLO-
BALER C"™-Diffeomorphismus zu sein.

BEWEIS. AD (1): Ist klar.
AD (2): X =Y =R, f(z) = 23 Dann ist f € C*(R,R) topologisch,
aber f~!(y) = ¢/ ist in y = 0 nicht differenzierbar.
AD (3): Ist klar.
AD (4): ,=* Satz VIL5.4.
= foft=idy, f'of=1idx. Mit der Kettenregel folgt hieraus
fir alle y = f(x)

Df(z)-Df ' (y) = Iy
Df Y y) - Df(x) = Irx.x)-

AD (5): In diesem Fall kann man D f(x) mit einer Matrix identifizieren
und es ist Df(x) € Isom(R*, R*) genau dann, wenn gilt det(D f(x)) #
0.

AD (6): X =Y =C, f(z) = e*. f ist 2mi-periodisch, also nicht injektiv,
aber ein lokaler C*-Diffeomorphismus. U

BEIspieL VIL.5.7. Es gibt ein € > 0, so dass das Gleichungssystem
tan(z +y) = u
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In(l+y+azy) =v

fiir alle u,v € R mit vu? + v? < € mindestens eine Losung hat.
Dies folgt aus Satz VII.5.4 und Bemerkung VIL.5.6 (5) angewandt auf
die Funktion F : R? — R? mit

F(z,y) = (mz?%xyiygyo

wegen
1 1
cos?(x + cos?(x +
DF(z,y) = (y y) 1(+ i y)
l+y+xy 14+y+xy
und

F(0,0) = (0,0)
det(DF(0,0)) = det (é })
=1.

Wir kommen nun zu dem zweiten Hauptsatz dieses Abschnittes.
Dazu benotigen wir folgende Notation.

DEerFINITION VIL.5.8. Seien X;, X5 Untervektorrdume von X, so
dass X dargestellt werden kann als X = X; x X5. Sei U C X, U # (),
offen und f : U — Y in U differenzierbar. Dann stellen wir jeden Punkt
x € X in der Form z = (z1,x2), 1 € X1, 29 € X5 dar und bezeichnen
mit

Dx1f € E(Xl,Y) und Dx2f € E(XQ,Y)
die Ableitungen der Funktionen
flx5) dz € Xy @ (2q,25) e U} =Y
x1 — f(xy,23) (x5 fest)
bzw.
fla7,:) {za € Xy : (2],29) €U} = Y
xo > f(x],x9) (2] fest).

SAaTz VIL5.9 (SATZ UBER IMPLIZITE FUNKTIONEN). Sei U C X,

U # 0, offen, m € N*, und f € C™(U,Y). X lasse sich in der Form

X = X; x X9 mit Untervektorrdumen X, Xy darstellen. Es gebe ein
¥ = (27, 25) € U mit

(a) flz) =0
(b) D,, f(z*) € Isom(X5,Y).

Dann gibt es Umgebungen Vi und W von z7 in Xy und Va von x5 in
Xy und ein g € C™(W, Xs) mit folgenden FEigenschaften:
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(1) Dy, f(x1,22) € Isom(Xo,Y) fiir alle x1 € Vi, 29 € V5.

(2) (x1,29) € Vi X Vo und f(z1,22) = 0 <= 1z € W und
xy = g(x1), d.h., die Nullstellenmenge f~1(0) lisst sich in
einer Umgebung von x* als Graph der Funktion g darstellen,
bzw. die Gleichung f(x1,z2) = 0 kann in einer Umgebung von
x* nach xo aufgelost werden.

(3) 3/9@1) = —[szf(xb9($1))]_1Dx1f($1,9(951)) fiir alle r, €

BEWEIS. 1. SCHRITT: Reduktion auf Normalform.
Definiere f : U — X5 durch

flar,w2) = (Do, f (27, 25)] 71 f (a1, 22).
Dann ist f € C™(U, X,) und
f(x1,20) =0 <= f(x1,22) =0
szf(ffa r5) = Ix,.

Also konnen wir im Folgenden o.E. annehmen, dass X = Y und
D, f(x3, %) = Ix, ist.
2. SCHRITT: Konstruktion von V =V, x V5.

O.E. koénnen wir annehmen, dass U = U; x U, ist mit offenen Mengen
U, C Xy, Uy C Xs. Definiere ¢ : U; x Uy — X x X5 durch

p(z1,22) = (21, f(21,22)).
Dann ist ¢ € C"™(U; x Uy, X7 X X3) und
Dop(x1, x2)(ur, uz) = (ur, Dy, (21, 22)us + Do, f (21, T2)us)
Yu; € Xq,us € Xo.
Definiere B € L(X; x X5, X; X X3) durch
B(uy,ug) = (uy, — Dy, f(x], x5)us + us) Yuy € Xq,us € Xo.
Dann folgt fiir u; € Xy, us € Xy
B(De(x7, x3)(ur, u2)) = Bluy, Dy, f (27, 23)ur + uz)
= (u1,u2)

und

Dep(a1, 23)(B(us, up)) = Do, 23) (ur, —Da, f (27, 73)ur + uz)
= (Uh UQ).
Also ist Dp(af, 23) € Isom(X; x X5, X; x Xy) und B = Dep(af, 23) L.
Gemifl Satz VIL.5.4 gibt es eine Umgebung V' von z* in X und ei-
ne Umgebung W von (27,0) = ¢(z7,25) in X, so dass ¢ ein C"-
Diffeomorphismus von V' auf W ist. O.E. kénnen wir annehmen, dass
V = Vi x V, ist mit Umgebungen V; von 27 in X; und V5 von 27 in Xos.
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3. SCHRITT: Konstruktion von g und W.
Sei ¢ = (p|y) . Dann gilt

Y(uy,ug) = (1, 22) <= (a1, 22) = (uy, uz).

Aus der Konstruktion von ¢ folgt, dass ¢ geschrieben werden kann als

P(ur, ug) = (u1, h(ug, up))
mit i € C™(W, V4). Insbesondere gilt

(x1,22) € V und f(z1,22) = v

< (x1,29) € W und h(x1,v) = 3.
Definiere
W={z,€X;:(r,0) € W} =Wn(X;x{0})
und g : W — X5 durch
g(z1) = h(x1,0).

Dann ist W eine Umgebung von 2% in X; und g € C™(W, X3). AuBer-
dem gilt

(z1,22) € V und f(x1,72) =0
< 11 € Wund 25 = g(x7).

Damit ist die Behauptung (2) gezeigt.

Die Behauptung (1) folgt aus der Darstellung von Dy und der Tatsache,
dass fiir alle (x1,29) € V, gilt Dy(x1,22) € Isom(X; x Xy, X7 X X3).
4. SCHRITT: Bestimmung der Ableitung von g.

Definiere F': W — X, durch

F(x1) = f(z1, 9(z1))-
Dann ist F' € C™(W, X3) und fiir jedes x; € W gilt
F(x1)=0
0= DF(x;)
= Dy, f(x1,9(21)) + D, f (21, 9(21)) - Dg(1).

Da D, f(x1,g(x1)) € Isom(Xs, X5) ist fiir jedes x; € W, folgt hieraus
die Behauptung (3). O

BEISPIEL VIL.5.10. Sei k > 2 und f € C°°(R*, R) definiert durch

f(x)szf— .

Sk=1 = £71(0) heifit (k—1)-SPHARE. Offensichtlich ist S¥~1 = 9B(0, 1)
und 0 ¢ S~ S*=1 £ (). Sei 2* € S*~L. Dann ist

Df(x*) =2(a7,...,23) #0.
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Also gibt es ein iy € N¥ mit r; # 0. Wir kénnen Satz VIL.5.9 anwenden
mit

X =RF,

Y =R,

Xl = {(Z’l, ey Tig—15 0, Lig+1y - - - ,.’L'k)} = Rkil,

Xy = {(O,...,O,xiO,O,...,O) 1T, € R} =R
und erhalten, dass S*~! in einer Umgebung von z* als Graph einer
Funktion

g:RT >R

in der Form
{(21, - @ig—1, 9(T1, o Th1), Tigy - - T1) = (L1, 00, Ty ) € RETHY
dargestellt werden kann.

Wir wollen Satz VIL.5.9 auf Funktionen auf dem R* mit Werten in
R! anwenden. Dazu erinnern wir an die Lineare Algebra.

BEMERKUNG VIL5.11. Sei dim X = k, dimY = [ und A € L(X,
Y'). Dann ist

ker(A) = {r e X : Az =0}
ein Untervektorraum von X und
im(A)={yeY: :dJoeX: Az =y}
ein Untervektorraum von Y.
Rang(A) = dim(im(A))
heifit der RANG von A. Es gilt
dim X = dim(ker(A)) + Rang(A).

Nach Einfithren von Basen auf X und Y konnen wir A mit einer Matrix
aus M, ;(R) identifizieren. Rang(A) ist unabhéngig von der Wahl der
Basen. Es gilt:

Rang(A) = n <= Es gibt eine n-reihige Unterdeter-
minante, die nicht verschwindet, und jede (n + 1)-reihige
Unterdeterminante verschwindet.

DEFINITION VIIL.5.12. Sei U C R* U # (), offen und f € CY(U,RY).
Dann heiit xg € U REGULARER PUNKT von f genau dann, wenn
D f(x¢) surjektiv ist. Letzteres ist genau dann der Fall, wenn

Rang(Df (o)) = I
ist.

Mit diesen Begriffen lassen sich unsere bisherigen Ergebnisse auch
folgendermaflen formulieren:



VIL.5. UMKEHRABBILDUNGEN 253

BEMERKUNG VIIL.5.13. Sei U C R* U # 0, offen und f € C™(U,
R!) mit m € N*. Dann gilt:

(1) Besitzt f einen reguldren Punkt, so gilt k£ > [.

(2) Sei k > [ und x( ein reguldrer Punkt von f mit f(zo) = 0.
Dann besitzt D f(xo) genau [ linear unabhéngige Spaltenvek-
toren. O.E. seien dies die letzten [ Spalten, sonst fiithre eine
Koordinatentransformation durch. Dann kann die Losung des
Gleichungssystems

flz) =0
in einer Umgebung von xy als C™-Funktion der ersten k& — [
Variablen dargestellt werden. D.h., M = f~1(0) kann in einer
Umgebung von zy als Graph einer C™-Funktion von k — [
Variablen dargestellt werden.

(3) Eine nicht leere Teilmenge M des R* heifit n-DIMENSIONALE
C™-UNTERMANNIGFALTIGKEIT DES R* 0 <n < k, m € N*,
wenn es zu jedem zg € M ein V' C U(xg) gibt, so dass M N
V' als Graph einer C""-Funktion von n-Variablen dargestellt
werden kann. Ist speziell n = k£ — 1, so spricht man von einer
HYPERFLACHE im R”.

(4) S*!ist eine Hyperfliche im R*, k > 2.

(5) Es sei M = f71(0) # 0 und jedes x € M sei regulérer Punkt
von f. Dann ist M eine k —[ dimensionale Untermannigfaltig-
keit von R*.

Als Anwendung des Satzes iiber implizite Funktionen betrachten
wir die BERECHNUNG VON EXTREMA UNTER NEBENBEDINGUNGEN.

Sarz VIL5.14. Sei U C R¥, U # 0, offen, 1 <1 < k und f €
CHU,R), g € CH(U,RY). Fiir den Punkt z* € U gelte
(a) g(z") =0,
(b) x* ist requlirer Punkt von g,
(c) x* ist ein lokales Extremum von f|y mit M = g~1(0).

Dann gibt es | Zahlen A7, ..., \] € R, die sog. LANGRANGE-MULTIPLI-
KATOREN, so0 dass (3,...,25,\},...,\}) € R x R! kritischer Punkt
der LANGRANGE-FUNKTION

F:UxR —R

(z,A) = f(z) + Z Aigi()

18t.

BEWEIS. Geméafl Bemerkung VII.5.13 (2) besitzt Dg(z*) genau [ li-
near unabhéngige Spaltenvektoren. O.E. sind dies die letzten [ Spalten,
sonst fithren wir eine Koordinatentransformation durch, die die Spal-
ten von Dg(z*) geeignet vertauscht. Setze zur Abkiirzung n = k — [
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und y* = (x7,...,2}) € R". Geméf Satz VIL.5.9 gibt es Umgebungen
V von z* in R¥ und W von y* in R" und eine Funktion ¢ € C1(W,R'),
so dass gilt

MOV ={(y.ey)):y € W}
Definiere die Funktion f: W — R durch
F@) = Fw0) = F@r v 010), - uy)).

Dann ist f € CY(W,R), f = f|unv und y* ist ein lokales Extremum
von f. Also ist y* kritischer Punkt von f, d.h., fiir 1 <i < n gilt

0= 5

., Lo

= 55 W ely ))+;axnﬂf(y,so( RlEmals
R B N

= axif(:v ) + > a,][;nﬂf(ﬂc )a—yi%(y)

Setze zur Abkiirzung

A= <8ng($*)>

Tt j 1<i i<l
Dann folgt aus Satz VII.5.9 fir 1 <:<n,1 <5<

8 * — *
a—%%(y )= (—A"'D,,g(x"));.

:_Z ]#a = gu(T").

Damit folgt fiir 1 <i<n
: 0
3% Z Z )in (%nﬂ [z *)a_ngu@*)

l
axl T)+ ) Angy

0=

— F * *
5 a3

mit
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SchlieBlich folgt fiir 1 < v <

a * * _
Py &N = axn+u +Z“axn+y =)

ammyf (")

l l

0 0

- (A7, f(z7) g,

;; J“a$n+g axn—&-u K

=A,
l

axn—l—u Zd axn—i—j )

= 0.
Damit ist die Behauptung bewiesen.
BEispIEL VIL.5.15. Sei
E={(r,y,2) ER’ 12 +y+ 2z =0}
E. ={(z,y,2) ER* :w+y+2z>0}
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Gesucht sind die Mimima und Maxima der Funktion f € C*°(R? R)

mit
f(z,y,2) = exp(zyz),

sowie die Punkte, an denen diese angenommen werden, auf den Mengen

(a) 82,
(B) S?NE,
(c) S2Né&,.

Da die genannten Mengen kompakt sind, ist die Aufgabe wohlgestellt.

AD (A): Die Lagrange-Funktion lautet
F(z,y,2,\) =™ + A2® +y> + 22 — 1).
Wir erhalten als Bedingung fiir einen kritischen Punkt:
yze™* + 2z =0
xze™* + 2 \y =0
xye™* +2 2 =0
4P+ 22 —-1=0.

Multiplikation der ersten drei Gleichungen mit = bzw. y bzw. z und

Addition liefert wegen der vierten Gleichung
2\ + 3xyze*™* = 0.
Einsetzen ergibt

Weiyz(1 —32%) =0
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e x2(1 — 3y*) =0
e ry(1 — 32%) = 0,
(z,y,2) € S°
Dies liefert die Losungen
(£1,0,0), (0,£1,0), (0,0,£1)

und
1 1 1

(:‘:%’ :l:ﬁ7 iﬁ).
Definiere
N = {(£1,0,0),(0,4+1,0), (0,0,+1)},
el
V3T V3TV3
- kommt eine gerade Anzahl Male vor},
1 1 1

m = {(i%,i%,i%)

- kommt eine ungerade Anzahl Male vor}.

M = {(

Dann folgt
flz,y,2) =1 Y(z,y,2) € N,
flz,y,2) = ¢35V V(z,y,2) € M,
flz,y,2) = ¢ 3E V(x,y,z) € m.
Also gilt
BT < flzyy, 2) < ¢35V Y(z,y,2) € S*

und das Maximum und Minimum wird genau in den Punkten von M
bzw. m angenommen.
AD (B): In diesem Fall lautet die Lagrange-Funktion

F(z,y, 2, A\ p) = e+ XN2® +y* +2° — 1)+ plz +y + 2).
Die Bedingungen fiir einen kritischen Punkt lauten:
yze®™* + 2 x +pu =0
xze™ + 2 \y+pu =0
xye™* +2 2+ pu =0
P24y +22-1=0
r+y+z=0.
Wie in Teil (A) folgt wegen der letzten beiden Gleichungen
2\ + 3zyze™* = 0.
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Einsetzen ergibt
yze™* (1 —32°) + u =0
r2e™* (1 = 3y*) + u =0
rye™* (1 —32%) + u =0
(z,y,2) € S*NE.
Subtraktion der ersten Gleichung von der zweiten und dritten liefert
e z2(y — )1+ 3zy) =0
ey(z —z)(1+ 3zz) = 0.
Wobei die zweite der obigen Gleichungen aus der ersten durch Vertau-

schen von y und z hervorgeht.
Wie man sich leicht iiberlegt, fithren die Annahmen

z=0 oder y=0 oder =0
zu einem Widerspruch zu der Bedingung (z,y,2) € S2NE.
Aus z =y und (z,y,2) € S2NE folgt

" 1 4 1 - 2
r=ft—y=+—,2=F—.
BTV TG

Dies ist eine Losung. Analog erhilt man die Losungen

I B
V6T Ve Ve
1 2 1

(i%FF%ai%)

und {iberzeugt sich, dass dies alle Losungen sind. Setze

M ={(Fz -z

VB VB VT VG VB VGV VG VG
Dann folgt
flz,y,2) =esv V(z,y,2) € M
flz,y,2) =€ 36 ¥Y(z,y,z) €Em
Also gilt

RN < flz,y,2) < G Y(z,y,2) € S°NE

und das Maximum und Minimum wird genau in den Punkten von M
bzw. m angenommen.

AD (C): Sei (z,y,2) € S?N &, ein lokales Extremum von f. Dann gilt
entweder z +y + 2z = 0 oder z +y + z > 0. Im ersten Fall ist (z,y, 2)
auch ein Extremum von f auf S? N &; im zweiten Fall ist es auch ein
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Extremum von f auf S2.
Wegen
1 1 1
MNnS*NE ={(-—=.—=,—=
= e o))
R NPT U U RN
\/g? \/g? \/37 \/g? \/g’\/§’ \/g? 37

folgt aus Teil (A) und (B)

mnNS*NéE, ={(

)}

-

IS TR 1

max  f(x,y,z) = max{esvs e3v6} = ¢33

($7y72)65205+
und ) ) )
min  f(z,y,2z) = min{e 3v3 ¢ 3v6} =¢ 3V3
(x’yzz)6520£+

und das Maximum und Minimum wird in den Punkten von M NS?*NE,
bzw. m N S* N €, angenommen.



KAPITEL VIII

Kurven und Kurvenintegrale

Im Mittelpunkt dieses Kapitels steht das Stammfunktionenproblem

fiir Funktionen mehrerer Verdnderlicher, d.h. die Frage, wann es zu
einem gegebenen Vektorfeld f € C(U,R™),U C R", eine Funktion
F € CY(U,R) gibt mit f = DF. Um diese Frage zu beantworten, be-
trachten wir zunéchst Kurven im R™ und Integrale von Vektorfeldern
entlang solcher Kurven.
Anschlieffend wenden wir die gewonnenen Ergebnisse auf den Spezi-
alfall komplexer Funktionen an und beweisen die zentralen Sétze der
Funktionentheorie (Cauchyscher Integralsatz, Satz von Liouville, Resi-
duensatz usw.).

VIII.1. Kurven und ihre Linge

In diesem Paragraphen sei stets I = [a, b] ein kompaktes, perfektes
Intervall, m € N und n € N* || - || bezeichne stets die euklidische Norm
auf dem R".

Wir kniipfen an Definition II1.5.8 (S. 91) an.

DeFINITION VIII.1.1. Eine Funktion v € C™(I,R") heifit C™-
WEG in R” mit ANFANGSPUNKT 7(a) und ENDPUNKT ~(b). Der Weg
heifit GESCHLOSSEN, wenn gilt y(a) = 7(b). Die Menge

Spur(y) = ~(1)
heifit die SPUR des Weges 7.

BEMERKUNG VIII.1.2. Verschiedene Wege kénnen die gleiche Spur
haben. Betrachte z.B. 1,7, : [0, 27] — R? mit

7 (t) = (cost,sint)
Yo(t) = (cos 2t, sin 2t)
Dann ist
Spur(y1) = Spur(yz) = 5",

Die Spur des Weges v sei ein Polygonzug im R". Dann gibt es of-
fensichtlich Zahlen a = ap < a1 < ... < ap = b, so dass y([a;_1, a;]) fur

alle 1 < i < k eine Strecke ist. Die Liange des Polygonzuges ist offen-
k

sichtlich Z |lv(a;) — v(ai—1)||. Anschaulich kénnen wir die Spur eines
i=1
259
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beliebigen Weges beliebig gut durch einen Polygonzug approximieren.
Dies fiihrt auf folgende Definition.

DEeFINITION VIII.1.3. Ein Weg v € C(I,R") heifit REKTIFIZIER-
BAR, wenn gilt

k
L(vy) = sup{z Iv(ai—1) — y(a;)|| : £ = (ao, ..., ax) Zerlegung von I}
i=1

< 0.
In diesem Fall heifit L() die LANGE von 7.

BEMERKUNG VIII.1.4. Es gibt stetige, nicht rektifizierbare Wege.
Definiere z.B. v : [0, 1] — R durch

tcosZ fur0<t<1
t) = 2t —
7(®) {O fiirt =0.

Dann ist v € C([0,1],R). Fiir £ € N* sel 2, = (to,. .., tagr) mit
tor = 0 und
1

- - 1<j<dk
h1—j =J=

ik
Dann folgt

™ .
Y(tj k) =tk cos 5(4]{; +1—17)

0 fir 1 < j <4k, j gerade,
(=D fir 1< G <4k,j =20+ 1.
und somit
4k 2%—1
D I(taw) =yl =2 (el
j=1 1=0
2k
1
=2
2 5
1=0
!
B m
m=1
%m
k—oo

Satz VIIL1.5. Seiy € CY(I,R™). Dann ist y rektifizierbar und
b
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BEWEIS. Sei Z = (aq, ..., ax) eine Zerlegung von I. Dann folgt mit
Satz VI.2.3 (S. 181)

> Ihta) allu—§ju/i ()|
<> [ vl

b
z/mhﬁwﬁ-

Da Z beliebig war, folgt, dass ~ rektifizierbar ist und dass gilt

b
L)< [ I

Da I kompakt ist, ist +' gleichméBig stetig auf I. Sei € > 0 beliebig.
Dann gibt es ein k£ € N* mit

b—
7/ = O < g gy Vs € Tt t—s] < 2=
Damit folgt
b
| ol
k a+%(b—a)
=S [
=1 a+%(b7a)
L et o2
S -vas - ald
=1 a+%(bfa)
J Jj—1
(et 20— ) = (a+ L=~ a)
27 —1 b—a
— ! —_— .
Vio+ (- a)) 2
J
e+ 20— a) =2+ Lo - )}
k .
j—1
=Y Inte+ =0 - a) = (et 20— a))|
j=1
k a—‘,—%(b—a) . . 2]
t) — b— dt
*?;f/ylbaﬂ”<> Yot 20— a))
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£
<L 2(b —
< L)+ 200~ 0) 5
=L(vy) +e.

Da ¢ beliebig war, folgt die Behauptung. O

Anschaulich stellt die Spur eines Weges eine ,,Kurve“ im R" dar.
Wie wir gesehen haben, kann dabei eine ,,Kurve“ durch verschiedene
Wege beschrieben werden. Wir interessieren uns im Folgenden fiir Ei-
genschaften, die von der speziellen Darstellung der ,, Kurve® unabhéngig
sind. Dazu benétigen wir folgende Definition.

DEFINITION VIIL1.6. Seien [ und I kompakte, perfekte Intervalle
und v € C™(I,R"), v € C"™(I,R™) zwei C™-Wege. Dann heifit 7 eine
C™-UMPARAMETRISIERUNG von 7, kurz 7 ~,, 7y, wenn es einen streng
monoton wachsenden C™-Diffeomorphismus ¢ von I auf I gibt mit

T=70¢.

BEMERKUNG VIII.1.7. (1) Ist 4 eine Umparametrisierung von =,
so haben beide Wege die gleichen Anfangs- und Endpunkte und die
gleiche Spur.

(2) ~,, ist eine Aquivalenzrelation.
(3) Gilt v ~,,7, so gilt auch v~ 7 fiir alle 0 < k < m.

Satz VIIL1.8. Seien I und I kompakte, perfekte Intervalle und
v € C(,R"), 7 € C(I,R") zwei stetige Wege mit vy ~q¢7. Dann gilt

L(y) = L(7).
BEWEIS. Sei I = [a,b], I = [a,b] und Z = (ag, ..., a;) eine Zerle-
gung von I. Dann ist Z = (ao, ..., a;) mit a; = ¢(a;) eine Zerlegung

von I, wobei ¢ € C(I,I) der Homéomorphismus aus der Definition von
v~ ist. Dann folgt

>~ (@) = (il = > IFe(a) = Tl

= Z ‘W(az) - ?(51'71)”

< L(Y)
und somit
L(y) < L)
Vertauschen von v und 7 liefert die Behauptung. U

DEFINITION VIIL1.9. Unter einer C™—KURVE I' in R" verste-
hen wir eine Aquivalenzklasse von C™-Wegen bzgl. ~,,. Wir schreiben
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[': ] — R" ts (), wenn 7 ein Element der zu I' gehérenden Aqui-
valenzklasse ist. Die Kurve I" heifit REKTIFIZIERBAR, wenn ein (und

damit alle) Element v aus der zugehérigen Aquivalenzklasse rektifi-
zierbar ist. Die Zahl

L(T) = L(v)
heif3t dann die BOGENLANGE oder kurz LANGE von I.

BEMERKUNG VIIIL.1.10. (1) Wegen Satz VIII.1.8 ist die Léange ei-
ner rektifizierbaren Kurve wohldefiniert.
(2) Wegen Satz VIII.1.8 und Bemerkung VIII.1.4 gibt es stetige, nicht
rektifizierbare Kurven (vgl. Beispiel VIII.1.12 (7)).
(3) Wegen Bemerkung VIII.1.7 hat jede Kurve eine eindeutige Orien-
tierung, die durch die Orientierung der Wege aus der entsprechenden
Aquivalenzklasse festgelegt ist.

Aus Satz VIIIL.1.5 folgt unmittelbar:
SaTz VIIL.1.11. Jede C*-Kurve ist rektifizierbar.

BEISPIEL VIIL.1.12. (1) (GRAPH EINER C'-FUNKTION) Sei f €
CY(I,R) und T' der Graph von f in R?. Dann ist v : t — (¢, f(¢)) eine

Parametrisierung von I' und

b
L(T) = L(v) :/ VI+ ) dt.

(2) (EBENE KURVE IN POLARKOORDINATENDARSTELLUNG ) Betrach-
te D : 1 — R ¢t ~y(t) = (r(t)cost,r(t)sint) mit r € C'(I,R). Dann
ist

I )] = ||(r'(t) cost — r(t) sint, r'(t) sint + r(t) cost)]|
= /1 (t)? + r(t)?

und

L(T) = / O+ (0 dt.

(3) (KREISLINIE MIT RADIUS R) Dies ist ein Spezialfall von (2) mit
I =10,27] und r(t) = R fiir alle t € I. Es ist

L(T") =27 R.

(4) (ARCHIMEDISCHE SPIRALE) Dies ist ein Spezialfall von (2) mit
I =10,b], b >0, und r(t) = tp fur alle t € I mit p > 0 fest. Es ist

b
L(P):/ VP2 pA2 dt
0
b
:p/ V1+t2dt
0
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- g[t\/l F 2+ In(t+ VIt 2)2

= g[b\/l T2+ In(b+ V1 +02)]
— +00.
b—+o0

(5) (LOGARITHMISCHE SPIRALE) Dies ist ein Spezialfall von (2) mit
I = [a,b] und 7(t) = pe fiir alle t € [ mit p > 0, A > 0 fest. Es ist

b
L(T) = / \/p2€2At + P22 dt
b
=pV1+ )\2/ eMdt

= §\/ 14+ \2[e? — e
— PyTEe,

a——00 \

(6) (SCHRAUBENLINIE) Betrachte I' : I — R? ¢ +— ~(t) = (Rcost,
Rsint, ht) mit R > 0,h > 0. R heifit Radius; h heifit Ganghohe. Es ist

IV @I = [I(=Rsint, Reost, h)|
= VR?+h?

und

L(T) = (b— a)VR2 + I2.

(7) (NICHT REKTIFIZIERBARE STETIGE KURVE) Betrachte I' : [0, 1] —
R?, ¢ — (t) = (tcos §,tsin ). Fiir t > 0 ist

1 111 1
IV = ll(cos - + - sin —,sin - — —cos ]|

t t t
/ 1
Fir 0 < a < 1 folgt

1 1 1
[l = [ i+
> dt

[
— —ln(a)

— +00.
a—0+
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VIII.2. Tangente und Kriimmung

In diesem Paragraphen sei wieder I ein kompaktes, perfektes Inter-
vall, m € N und n € N*| || - || bezeichne wieder die euklidische Norm
auf dem R".

Wir wollen den Begriff des Tangentenvektors einfiihren. Dazu be-
notigen wir:

DEFINITION VIIL.2.1. Sei v € C*(I,R") ein C''-Weg. Dann heif}t
ty € I ein REGULARER PUNKT von ~, wenn gilt 7/(tg) # 0. v heifit
REGULARER WEG, wenn jedes t € I regulidrer Punkt von v ist. Eine
C'-Kurve T heifitt REGULAR, wenn es in der entsprechenden Aquiva-
lenzklasse einen reguldren Weg gibt.

C'-Umparametrisierungen beeinflussen nicht die Regularitéit eines
Weges. Anders verhilt es sich bei CY-Umparametrisierungen. Dies zei-
gen die folgende Bemerkung und das folgende Beispiel.

BEMERKUNG VIIIL.2.2. Seien I und fkompakte, perfekte Intervalle
und v € CHI,R"), ¥ € CY(I,R") Wege mit v~ 7. Dann ist v genau
dann reguldr, wenn 7 regulér ist.

BEWEIS. Sei ¢ € C'(I, 1) ein streng wachsender C''-Diffeomorphis-
mus mit 7 =7 o ¢. Dann ist

V(@) =7 () - ¢'(t) Vtel.
Wegen ¢'(t) > 0 fiir alle ¢ € I folgt hieraus die Behauptung. O
BEISPIEL VIII1.2.3. Die Wege v € C*([—1, 1], R?) mit

() = (t3,1)
und 7 € C*([—1,1], R?) mit
() = (14,4

haben die gleichen Anfangs- und Endpunkte und die gleiche Spur. ~
ist regulér, 7 ist nicht reguldr. Es ist v =75 o ¢ mit

o [-1,1] = [-1,1] , t+ Vt
¢ ist ein Homdomorphismus, aber kein C!-Diffeomorphismus.

DEFINITION VIIL.2.4. Sei v € C'(I,R") ein regulirer Weg. Dann
heifit der Vektor
/
t
at) = 20 e

17 (@)l

der TANGENTENEINHEITSVEKTOR an 7 im Punkt ().
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BEMERKUNG VIII1.2.5. (1) Sind I, fkompakte, perfekte Intervalle,

v € CY(I,R"), 5 € CHI,R") regulir und ¢ € C'(I,1) ein streng
wachsender C!-Diffeomorphismus mit v = 7 o ¢, so ist

Der Tangenteneinheitsvektor ist also invariant unter Parameterwech-
seln.

(2) Es ist
V(to + h) = (to) + hl|Y (to)lle1(to) + hr(to, h) Vto € I,h € R
mit
i [|7(to, h)[| = 0.
Der Weg v wird also im Punkt (ty) in erster Ordnung von der Tangente
s+ (tg) + sei(to)
approximiert.

DEFINITION VIIL.2.6. v € C*(I,R") heifit nach der BOGENLANGE
PARAMETRISIERT, wenn gilt

IW@®l=1 vier

Wir kennzeichnen die Bogenlénge stets durch s und die Ableitung nach
der Bogenlédnge durch 7.

BEMERKUNG VIIL.2.7. (1) Ist v nach der Bogenldnge parametri-
siert, so ist v regulér.
(2) Jede regulidre Kurve I' kann nach der Bogenlédnge parametrisiert
werden.

BEWEIS. AD (1): Ist klar.
AD (2): Sei v € C*(I,R™) eine regulire Parametrisierung von T'. Sei
L = L() und I = [0, L]. Definiere ¢ : I — I durch

olt) = / I () ld

Dann ist ¢ ein streng wachsender C'-Diffeomorphismus. Fiir ¥ = o
ot e CYI,R") folgt
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1o —1 . 1
—TE) ST
RGO N
et !

und somit

Fs)l =1 Vsel.
|

Satz VII.2.8. Sei v € C*(I,R™) nach der Bogenlinge parametri-
siert. Dann gilt

{(1(5),%(s)) =0 Vs €I,

=1

das euklidische Skalarprodukt bezeichnet.

wobei

BEwEISs. Fiir alle s € I gilt

I (s)II* = Z%(S)Q =1

Durch Differentiation folgt

0= diin»y(s)u? =27 i(s)iu(s) = 2(3(5). H(s))

es(t) e (t)

ABBILDUNG VIII.2.1. Vektoren e;(t) und es(t)

Fiir den Rest des Paragraphen betrachten wir ebene Kurven, d.h.,
den Fall n = 2 (vgl. Abbildung VIII.2.1). Zu e;(¢) gibt es dann einen
eindeutig bestimmten Vektor e, (t) mit den Eigenschaften

le2(D)] = 1,
(VIIL.2.1) {er(t), ea(t)) =0,
det[e;(t), ex(t)] = 1.
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DEFINITION VIIL.2.9. Sei v € C?(I,R?) eine nach der Bogenlinge

parametrisierte ebene Kurve. Sei e;(s) der Tangenteneinheitsvektor zu
v und es(s) der durch Gleichung (VII1.2.1) bestimmte Vektor. Dann
1st

7(s) = k(s)ea(s) Vsel.
Die GroBe «(s) heift die KRUMMUNG der Kurve im Punkt 7(s).
BEMERKUNG VIIL.2.10. Ist k(s) > 0 bzw. k(s) < 0, so dreht sich

der Tangenteneinheitsvektor e;(s) bei Durchlaufen der Kurve in ma-
thematisch positiver Richtung bzw. mathematisch negativer Richtung.

Der folgende Satz beschreibt einen fundamentalen Zusammenhang
zwischen den Vektoren e; und e; und erlaubt die Berechnung der
Kriimmung von Wegen, die nicht nach der Bogenlidnge parametrisiert
sind.

SATz VIIL.2.11. (1) Sei v € C*(I,R?) nach der Bogenlinge para-
metrisiert. Dann gelten die FRENETSCHEN FORMELN

él = Ke€g,
é2 = —Ke€q.
(2) Sei vy € C*(1,R?) regulir. Dann gilt fiir die Kriimmung

a(t) = ' @)y"(t) — ")y {t)
[P (0P P
wobei y(t) = (x(t),y(t)) fir alle t € I ist.

Vtel,

BEWEIS. AD (1): Die erste Formel folgt direkt aus der Definition
der Kriitmmung. Aus Gleichung (VIII.2.1) folgt durch Differentiation

0= (ea(s),éa(s)) Vsel
= éy(s) = a(s)ei(s) Vsel

und

Hieraus folgt die zweite Formel.
AD (2): Seien 7 und ¢ wie im Beweis von Bemerkung VIIL.2.7 (2).
Setze ¢ = ¢~ !. Dann folgt

(s) =7 (4(s)) - d(s)
(s) = 7" ((5)) - () + 7 (%())d(s)
U(s) = |17 (e(s)) I
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Aus der Definition der Kriimmung und aus Gleichung (VIII.2.1) folgt

r(s) = det((s),7(s))
b(s)? det (7' (¥(s)), 7" ((s)))
)

b(s) det(y'(¢(s)), 7 (1 (s)))

Also ist

g

BeispieL VIIL.2.12. (1) (GRAPH EINER C*-FUNKTION) Sei f €
C?(I,R) und T der Graph von f. Die Kriimmung ist gem#f Satz
VIIL2.11 (2)

_ "
N TOE

(2) (EBENE KURVE IN POLARKOORDINATENDARSTELLUNG) Fiir die
Kriimmung ergibt sich

r(t)? 4 20 (t)? — r(t)r"(t)

k(t) = [ ()2 + 1 (£)2]3/2
(3) (KREISLINIE MIT RADIUS R) Aus (2) folgt mit 7(t) = R
1
7
(4) (ARCHIMEDISCHE SPIRALE) Aus (2) folgt mit r(¢) = pt
wt) = —2FC  cion

p(1 +t2)3/2
(5) (LOGARITHMISCHE SPIRALE) Aus (2) folgt mit r(t) = pe
B 1

peMy/1+ X2

Der folgende Satz charakterisiert die ebenen Kurven konstanter
Kriimmung.

r(t)

SATz VII1.2.13. Seiy € C*(I,R) regulir. Dann gilt:
(1) v ist die Parametrisierung einer Geraden genau dann, wenn
qgilt
k(t)=0 Vtel.
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(2) ~ ist die Parametrisierung eines Kreisbogens, d.h. es gibt ein
zo € R? und ein R € R% mit
V() =zl =R Viel

genau dann, wenn qilt

1
= — 1.
K(t) = Vte

BEWEIS. AD (1): O.E. ist v nach der Bogenldnge parametrisiert.
Dann folgt

k(s)=0 Vsel
< J(s)=0 Vsel
<~ JbeR*:||b]|=1und §(s) =b Vsel
<= Ja,b € R*: ||b| =1 und y(s) = sb+a Vsl

AD (2): O.E. ist v wieder nach der Bogenlidnge parametrisiert.
=" Aus ||7(s) — xo||?> = R? fiir alle s € I folgt

(v(s) = 0, 9(s)) =0
Also ist
v(s) —xg = eRey(s) mit e € {—1,1}.
Aus den Frenetschen Formeln folgt
e1(s) = 4(s) = eRéa(s) = —eRkeq(s)
und somit
K(s) = % Vs e I.
,<="% Sei e € {—1,1}, so dass gilt
K(s) = }% Vs el
Aus den Frenetschen Formeln folgt
(y+eRey) =e; +eRéa =0 Vsel
= v +eRey =z fiir ein 2y € R?
< ||y — xo|| = |g|R]|e2]| = R Vs € 1.

VIII.3. Kurvenintegrale

In diesem Paragraphen wenden wir uns dem Stammfunktionen-
problem fiir Funktionen mehrerer Verénderlicher zu. Dabei bezeichnet
G C R, G # 0, n € N*, stets ein Gebiet, I C R ein kompaktes,
perfektes Intervall sowie || - || und (-, -) die euklidische Norm bzw. das
euklidische Skalarprodukt auf R".
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DEFINITION VIIL3.1. Seien f € C(G,R") und v € C*(1,R") mit
v(I) C G. Dann ist das WEGINTEGRAL von f lidngs v definiert durch

/wfdx B /ab<f o (1), 7'(t))dt.

BEMERKUNG VIIL.3.2. (1) Physikalisch beschreibt /fdx die Ar-
o

beit, die aufgebracht werden muss, um einen Korper in dem Kraftfeld
f langs des Weges v von vy(a) nach v(b) zu bewegen.

(2) Seien I, I kompakte perfekte Intervalle, v € C(I,R"), v € C(f, R™)
zwei Wege mit v(I) C G, (I) C G und ¢ € C'(I,I) ein C'-Diffeo-
morphismus mit v = v o . Dann folgt

b
/ﬁwz/«w%wmxvmmw¢@Mt
©(b)

= [ (reae). 7 s)ds

v(a)

~ [ sa

D.h., das Wegintegral hingt nicht von der Parametrisierung des Weges
ab.

Wegen Bemerkung VIII.3.2 (2) ist folgende Definition sinnvoll.

DEFINITION VIIIL.3.3. Sei I' eine C'-Kurve, die ganz in G verliuft,
und f € C(G,R"™). Dann ist das KURVENINTEGRAL von f lings I’

definiert durch
/ fdx = / fdzx,
r Y

wobei v ein C'-Weg aus der zu I' gehérenden Aquivalenzklasse ist.

BEISPIEL VIIL.3.4. (1) Sei G = R*\{0}, I' = 9B(0, R) mit R € R*.
und

(Y r
f(xay> - ( J]Q—f—yQ’ ZL‘2 +y2)
Sei v : [0,27] — R? definiert durch
t — (Rcost, Rsint).

Dann folgt

Lfdlefdx
S|

= /0 <<_E sin t, % cost),(—Rsint, Rcost))dt

2
:/ dat
0
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= 2.

(2) Sei f = DF mit F € C'(G,R) und 7 ein beliebiger C*-Weg, der
ganz in G verlduft. Dann ist

/7 fdz = / (F oty D)t

~ [ S pirawpina
= F(3(8) = F(3(a).

D.h., / fdx héangt nur von dem Anfangs- und Endpunkt von + ab.
g

Insbesondere ist / fdx = 0 fiir jeden geschlossenen C*'-Weg, der ganz
2!
in G verliauft.

Fiir unsere Zwecke miissen wir den Begriff des Kurvenintegrals noch
erweitern, so dass wir z.B. auch entlang von Polygonziigen integrieren
konnen.

DEeFINITION VIIL.3.5. (1) Sei v € C(I,R"). Dann heifit v~ €

C(I,R™) mit
v (t)=yb+a—-t) Vtel

der zu v INVERSE WEG. 7 stellt die Kurve I' dar, v~ die zu [' INVERSE
KURVE —T'.
(2) Seien v; € C(L;,R"), I; = [a;,b;],i = 1,2, mit 71(b1) = 12(az).
Dann heifit v, @ v, € C([0, 1], R") mit
(

Y11 -+ 2t(bl — (11)) fir 0
’}/Q(CLQ + (Qt — 1)(b2 — CLQ)) fiir %

der zugehorige SUMMENWEG. Stellen 71, 7, die Kurven I'y und I's dar,
so stellt v @ 9 die Kurve I'; 4 I'y dar.

(3) v € C(I,R™) heifit STUCKWEISE m-MAL STETIG DIFFERENZIER-
BAR, wenn es Zahlen a = ag < a1 < ... < ax = b gibt mit

Yi = Vlai_1,0:] € Cm([ai—l’ ai]an) Vi<i<k.

Dann ist v = 71 & ... @ . Die durch v dargestellte Kurve I' heifit
entsprechend stiickweise m-mal stetig differenzierbar.

(4) Sei f € C(G,R") und I' = I'y + ... 4+ '}, eine stiickweise stetig
differenzierbare Kurve, die ganz in G verlauft. Dann ist das KURVEN-
INTEGRAL von f lings ' definiert durch

/fdasz fdx + ...+ fdx.
r I

Ty

(Mm@ y)(t) = {

Das Kurvenintegral hat folgende Eigenschaften:



VIIL.3. KURVENINTEGRALE 273

Satz VIIL.3.6. Seien f, f1, fo € C(G,R™), A\;, Ay € R und I', Ty, 'y
stiickweise stetig differenzierbare Kurven, die ganz in G verlaufen.
Dann gilt

L A A Ao fo)dr = A d A d
(LINEARITAT) /r( Lfi + Ao fo)da 1/Ff1 T + 2/rf2 x
(ADDITIVITAT) A1+F2 fdx = / f+ fdx
(ORIENTIERUNG) / fdr = — / fdz

| #dol < mae @) | D)

BEWEIS. AD (1), (2): Folgen direkt aus der Definition des Kur-
venintegrals und den Eigenschaften des (Riemann-) Integrals.
AD (3): O.E. ist T eine C'-Kurve und « ein C'*~-Weg aus der entspre-
chenden Aquivalenzklasse. Dann gilt

/Ffdx:/wfdsn

b
- / (f oy (8), 7/ ()t

a

b
:_/ (Foy (a+b—1),7" (a+b—t))dt
Z/ba<f07‘(8)77‘

I

(s))ds (s=a+b—t)

/ fdx
——/_Ffdx.

AD (4): O.E. wird T von dem C'-Weg 7 dargestellt, sonst gehen wir
zu den Teilwegen iiber. Dann folgt

|/Ffdw|=|Lfdx|

< / IF oyl (1)1 dt
< L) ma [ £ ()]
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Wir kommen nun zu der eigentlichen Fragestellung dieses Paragra-
phen: Wann gibt es zu gegebenem f € C(G,R") ein F' € C'(G,R) mit
f=DF?

DEFINITION VIIL3.7. Eine Funktion f € C(G,R™) heifit GRADI-
ENTENFELD, wenn es ein F' € C'(G,R) gibt mit

f=DF.
Jedes solche F' heifit eine STAMMFUNKTION von f.

BEMERKUNG VIIL.3.8. (1) Ist f ein Gradientenfeld, so ist die
Stammfunktion von f wegen Satz VII.3.8(2) (S. 229) bis auf eine ad-

ditive Konstante eindeutig bestimmt.

(2) Ist f € C1(G,R") ein Gradientenfeld, so ist wegen Satz VII.4.18(2)
(S. 237) die Funktionalmatrix D f symmetrisch.

Satz VIIL3.9. Sei f € C(G,R"™). Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

(1) f ist Gradientenfeld.
(2) /fd;z: = 0 fiir jede geschlossene, stiickweise C'-Kurve, die
ganz in G verlduft.

BEWEIS. (1) = (2): Folgt direkt aus Beispiel VII1.3.4 (2) ange-
wandt auf die C''-Teilkurven von I
(2) = (1): Sei zy € G beliebig. Aus dem Beweis von Satz I11.5.14
(S. 92) folgt, dass es zu jedem = € G einen Weg ~, gibt, der stiickweise
stetig differenzierbar ist, ganz in G verlduft und Anfangspunkt zy und
Endpunkt x hat. Definiere

Fla) = [y g

Aus (2) folgt, dass die Definition von F' nicht von der Wahl des Weges

7, abhéngt. Sei nun € G und € € R mit B(z,e) C G. Fiir i € N,
und h € (—¢,¢) folgt dann aus (2) und Satz VIII.3.6

F(x + he;) — F(x) = / fdx,
[z,x+he;]

wobei [z, x + he;] die Strecke von x nach z + he; bezeichnet. Damit folgt

GIF @+ he) = F@) = f@)| = 15 [ (e the) et = fi(o)

= / il + thes) — fi(a)]d

< max |fi(y) — fi(z)]

yEB(x,|h])

— 0.
h—0
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Zusammen mit dem Differenzierbarkeitskriterium Satz VII1.2.13 (S. 221)
folgt hieraus, dass F' eine Stammfunktion von f ist. O

Satz VIIL.3.9 16st unser Problem vollstdndig und erlaubt auch mit
der im Beweis benutzten Technik die praktische Berechnung einer
Stammfunktion. Umgekehrt ist aber die Bedingung (2) in der Pra-
xis nur schwer nachpriifbar. Wir méchten im Folgenden ein einfacheres
Kriterium herleiten. Und zwar mdchten wir zeigen, dass unter einer
zusiitzlichen Voraussetzung an G ein f € C'(G,R") genau dann eine
Stammfunktion besitzt, wenn D f symmetrisch ist. Wegen Bemerkung
VIIIL.3.8 (2) ist letzteres eine notwendige Bedingung. Beispiel VIII.3.4
(1) zeigt, dass sie i. a. aber nicht hinreichend ist.

SaTz VIIL3.10 (LEMMA VON GOURSAT). Sei G konver, f € C(G,
R™) und Df symmetrisch. Fir je drei paarweise verschiedene Punkte
x1,xe,x3 € G bezeichne [x1, xa, x3] den Streckenzug [x1, 23] © [x2, 3] B
(x5, 1], wobei [x;,x;] die Strecke von x; nach x; ist. Dann gilt

/ fdx =0 Vzi,19,23 € G 1 # 9 # X3.
[z1,22,23]

BEWEIS. Seien z1, x5, x3 beliebige, im Folgenden feste, paarweise
verschiedene Punkte in G. Wir definieren drei Folgen (;,)men, 1 <
1 < 3, wie folgt:

(2) @i, selen bekannt, sei

1
I;m = 5( im T+ xiH,m), 1<i<3,
wobei die Indizes modulo 3 zu rechnen sind. Dann bestimmen

) , , . )
Wit Zim1 € {Tims Tis 1 ms Tigom), 1 <4 <3, 50 dass gilt

| fdz|
[Z1,m+1,T2,m+1,T3,m+1]
— max{| [ fdal, fdal,
[T1,ms2] 525 ] (27 1 T2,m T ]
| fdal,| fdal}.
[xé,m7x3»m7wg,m} [xll,m7x/2,m7xé,m

Wegen

/ fdx

[Il,m ;3 L2, m 713,777.]

:/ fm+/ fdz
[wlrm’mll,m7ml3,m} [m/l,m’xQ:m’m,Q,m]

+/ fm+/ fdx
[xé’)nn’zlzm’z&”"] [

’ / /
‘Zl,m7x2,m’m3,m]
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folgt
| fdz| <4 fdz|

[T1,m,%2,m,T3,m] [T1,m+1,%2,m+1,%3,m+1]

und somit durch Induktion

\ fdx| < 4™| fdz| ¥m e N.
[z1,22,23] [®1,m,T2,m,%3,m]
Offensichtlich gilt fiir die Lange der Wege
1
L([xl,m-l—la x?,m—&—ly x3.m+l]) - EL([xl,my m2,m7 x?),m]) Vm S N

und damit

L([ZL’Lm, T2.m, $37m]) = 2_mL([ZE1, Ta, .%'3]) vm € N.

ABBILDUNG VIII.3.1. Beispiel fiir Dreiecke A,,, ..., Apas

Bezeichne mit A,, das abgeschlossene Dreieck mit den Eckpunkten
T1my T2.ms T3m (vgl. Abb. VIIL3.1). Dann folgt

. CAL1 CALCA, 1 C...CACG
und
Flache (A1) = i Fliache (A,).
Hieraus folgt

ﬂ A, ={z"}

meN
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fiir ein 7* € G (Beweis: Ubungsaufgabe!). Fiir h € R™ mit ||h|| hinrei-
chend klein, gilt wegen der Differenzierbarkeit von f

f@*+h)= f(z")+ Df(z")h +r(z", h)
mit
. 1 « o
H}lIHQOWHT(% )= 0.

Sei € > 0 beliebig. Dann gibt es ein 6 > 0 mit B(z*,d) C G und

1
sup ——
nerr || Al
Ih]|<6

[, )l <e.

Weiter gibt es ein m € N mit A,, C B(z*,6). Da die Funktion
h— f(z*)+ Df(z")h

wegen der Symmetrie von D f(z*) die Stammfunktion

s (F), )+ 5 {0, DS G)R)

hat, folgt
| fdz|
[1,72,23]

< 47| [f(@") + Df(@") (@ — %) + r(z", x — 2")]dz|
[wl,M7$2,'m,7z3,m}

=4"| r(z*, x — z*)dz|
[xl,m7$2,m,z3,m]

S 4mL([xl,m7x2,m7I3,m]) max ||T(x*7y - x*)H

yE[ﬁl,m,IQ,mny,m}
< ed™L([21 m), T2.m; T3.m)) max | lly — ™|

ye[xl,m7$2,m7x3,m
S €4mL([x1,m7 x2,m7 x3,m])2

= €L([ZL’1, T, Ig])2.
Da ¢ beliebig war, ist damit die Behauptung gezeigt. O
SaTz VIIL3.11. Sei G konvexr und f € C*(G,R"). Dann sind fol-

gende Aussagen dquivalent:

(1) f ist Gradientenfeld.
(2) /fdx = 0 fiir jede geschlossene, stiickweise C'-Kurve, die

r
ganz in G verlduft.
(3) Df ist symmetrisch.
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BeEwEIs. Wegen Satz VIII.3.9 und Bemerkung VIII.3.8 (2) miissen
wir nur noch die Implikation ,,(3) = (1)“ zeigen. Sei dazu zy € G
beliebig. Dann definieren wir die Funktion F': G — R durch

F(x):/ fdx Vz e G,
[:BO@]

Sei z € G und € > 0 so, dass gilt B(z,e) C G. Aus Satz VIII.3.10 folgt
dann fiir jedes i € N: und h € (—¢,¢)

F(z + he;)) — F(z) = / fdx.
[x,z+he;]

Hieraus folgt aber wie im Beweis von Satz VIII.3.9, dass F' eine Stamm-
funktion von f ist. O

Satz VIIL.3.11 gibt uns einfaches Kriterium zur Losung des Stamm-
funktionenproblems an die Hand. Allerdings ist die Voraussetzung ,,G
konvex® noch zu stark. Um sie bestmoglich abzuschwéchen, benotigen
wir folgende Definition.

DEFINITION VIIL.3.12. (1) Seien 71,7 € C(I,U), U C R", zwei
Wege mit gleichem Anfangs- und Endpunkt
z=m(a) =7(a) ., y=7(b)=(0)

Dann heiflen v; und 5 HOMOTOP in U, kurz ; ~ 7, wenn es eine
HomotropriE H € C([0,1] x I,U) gibt mit

H(0,6) = () VieT,

H(1,t) =(t) Vtel,

H(s,a)=x Vse|0,1],

H(s,b) =y Vsel0,1].
(2) Ein geschlossener Weg v € C(I,U),U C R" offen, heifit NULLHO-
MOTOP in U, kurz v ~ 0, wenn er in U homotop ist zu dem konstanten
Weg t — ~(a).
(3) Ein Gebiet G heifit EINFACH ZUSAMMENHANGEND, wenn jeder ge-
schlossene Weg in GG nullhomotop ist in G.

BEMERKUNG VIIL.3.13. (1) Ist H eine Homotopie, so ist v, =
H (s, .) fiir jedes s € [0, 1] ein Weg mit Anfangspunkt  und Endpunkt
Y.
(2) Eine konvexe Menge ist einfach zusammenhéngend.

BEWEIS. AD (1): Folgt aus der Definition.
AD (2): Sei v € C(I,G) ein geschlossener Weg in G. Dann leistet
H e C([0,1] x I,G) mit
H(s,t) = (1 = s)y(t) + s7(a)
das Gewiinschte. 0



VIIL.3. KURVENINTEGRALE 279

Die folgenden Beispiele sind anschaulich klar. Ein exakter Beweis
ist jedoch zum Teil miihselig und wird hier nicht gefiihrt. Die Aussage
des zweiten Beispiels folgt aus Beispiel VIII.3.4 (1) und Satz VIII.3.16.

BEeIspIEL VIIL3.14. (1) R*\{(z,0) : © € R*} ist einfach zusam-
menhéngend.
(2) R*\{0} ist nicht einfach zusammenhiingend.
(3) R™\{0} ist fiir n > 3 einfach zusammenhéngend.

Der folgende Satz bereitet unser endgiiltiges Ergebnis vor, ist aber
auch von eigenstindigem praktischen Interesse.

SATz VIIL.3.15. Sei G ein Gebiet, f € C*(G,R") und Df symme-
trisch. Dann gilt fiir je zwei in G homotope, stiickweise stetig differen-

zierbare Wege o, 11
/ fdx = / fdx.
Y0 7

BeEwers. O.E.ist I = [0,1]. Sei H € C([0, 1] x I, G) eine Homotopie
zwischen vy und ;. Da H([0,1] x I) C G kompakt und G offen ist,
gibt es ein € > 0 und ein § > 0 mit

(1) |H(s,t) —y|| > € fir alle s € [0,1],t € I,y ¢ G und
(2) [H(s,t) — H(s',¥')|| < § fiir alle 5,5 € [0,1], ¢,#' € I, mit
|s —&'| + [t —t/| <.
Sei m € N* mit = < 2. Fiir s € [0, 1] bezeichnen wir dann mit 7, den
Polygonzug mit den Ecken

1 —1
H(s,0), H(s, —), ..., H(s,

m m

), H(s,1).
Wegen (1) und (2) gilt
vs(I) C G Vsel0,1].

Wir zeigen nun zunéchst

(3) /~ fdz= | fdz V1<i<m.
Fiz1 ;

5

N
m m

ABBILDUNG VIIIL.3.2. Beispiel fiir Wege 7,1, 7ij, 2 <
jém_lv und?@'m
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Sei 1 <4 <mund 1 < j < m. Definiere den Weg 7;; wie folgt (vgl.
Abb. VIII.3.2
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Wegen (2) gilt
_ i—1 -1
Spur(3:;) © B(H A
pur(3,) € BT

2
), 56) C G.
Damit folgt aus Satz VIII.3.11

fdr=0 V1I<ij<m
Yij

und daher

Oz}j/if:/ilMx—[ fdr, 1<i<m.
j=1“7ij Yi-1 Y

2
m m

Damit ist (3) gezeigt.
Wir zeigen nun

(4) ‘Z;jdxzzul;fdx, jélfdx::jclfdx.

Dazu definieren wir fiir 4 = 0,1 und 1 < j <m die Wege 7,,; durch
s = Ht iy ® [H s L), B 20
/Y,u] — 2 [%7%] 22 m ) 22 m .

Wegen (2) ist dann wieder

_ 1.9 _
Spur(Vﬂj) - B(H(:uv JT)? 56) CG V1<j<mp=0,1,

so dass aus Satz VIIL.3.11 folgt

fdz=0 1<j7<m,u=0,1
Vi

Damit erhalten wir
m

OzE:A!Mx:A;Mm—A%ML p=0,1.

j=1 YYuj



VIII.4. KOMPLEXE KURVENINTEGRALE 281

Damit ist auch (4) bewiesen.
Aus (3) und (4) folgt offensichtlich die Behauptung. O

Nun konnen wir die Frage nach der Stammfunktion endgiiltig be-
antworten.

SATz VIIL.3.16 (SATZ VON POINCARE). Sei G einfach zusammen-
hingend und f € C*(G,R"™). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) f ist Gradientenfeld.

(2) /fdx = 0 fiir jede geschlossene, stiickweise C'-Kurve, die
ganz in G verlduft.

(3) Df ist symmetrisch.

BEWEIS. Wegen Satz VIII.3.9 und Bemerkung VIII.3.8 (2) miissen
wir nur noch die Implikation ,,(3) = (2)“ zeigen. Sei also I' eine ge-
schlossene, stiickweise C''-Kurve, die ganz in G verlduft. Dann ist ' in
G homotop zu dem konstanten Weg 7 : ¢ — I'(a). Aus Satz VIIL.3.15

folgt
/fdm—/fdx_/ 3(6),7 ()t = 0.

=0
Damit ist die Behauptung bewiesen. O

VIII.4. Komplexe Kurvenintegrale

In diesem Paragraphen beweisen wir einige der wichtigsten Sétze
der Funktionentheorie. Wir kniipfen dabei an Ergebnisse der Paragra-
phen V.3 und VII.2 an und nutzen Ergebnisse des letzten Paragraphen.

Im Folgenden bezeichnet G C C stets ein Gebiet in C.

DEFINITION VIIL4.1. Sei f € C(G,C) und v € C*(I,G) ein C*-
Weg in GG. Dann ist das WEGINTEGRAL von f ldngs 7 definiert durch

[ o= [ F ) A ()i

BEMERKUNG VIIL4.2. Seien f € C(G,C) und v € C*(I,G). Dann
sei W= {(z,y) € R*: x + 1y € G} und

u(z,y) = Re f(z +1iy) € C(W,R),
v(z,y) =Im f(x 4+ iy) € C(W,R),
F(a,y) = (u(z,y), —v(z,y)) € C(W,R?),
F(z,y) = (v(z,y), u(z,y)) € C(W,R?),

71(t) = Rey(t) € CY(I,R),

Yo(t) = Imy(t) € C*(I,R),

F(t) = (m(t), (1) € CH{I,W).
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Dann ist
fO@) -+ ()
= [u(¥(t)) + iv(¥(2)] - 1 () + i (t)]
= [u(())71 () = v(FE)2 (O] + i[u(F(0)a(t) + v(F(E)71 ()]

/fdz:/Fd$+i/Fdx.
0l v ol

Auf diese Weise konnen wir das komplexe Wegintegral / fdz mit den
g

beiden reellen Wegintegralen / Fdzr und / Fdz identifizieren. Wir

ol v
werden dies im Folgenden héufiger tun, wobei wir der Einfachheit hal-

ber wieder G statt W und + statt 7 schreiben. Die Bedeutung ist dann
aus dem Zusammenhang klar. Insbesondere konnen wir auf diese Art
und Weise die Begriffe (z.B. Integral lings eines stiickweise C''-Weges
usw.) und Sétze des vorigen Abschnittes iibertragen.

DEerFINITION VIIL.4.3. Die Funktion f : G — C heifit HOLOMORPH
in G, wenn sie in ganz G stetig komplex differenzierbar ist im Sinne
von Definition IV.1.1 (S. 111).

SaTz VII1.4.4 (CAUCHYSCHER INTEGRALSATZ). Sei G einfach zu-
sammenhdngend und f in G holomorph. Dann ist

/fdz—O

fiir jeden geschlossenen, stiickweise Ct-Weg in G. Insbesondere besitzt
f in G eine Stammfunktion.

BEWEIS. Wegen der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichun-
gen, Satz VII.2.17 (S. 224), sind die Funktionalmatrizen DF und DF
der Funktionen F und F aus Bemerkung VIII.4.2 symmetrisch. Damit
folgt die Behauptung aus Satz VIIL.3.16 (S. 281). O

SATz VIIL.4.5 (CAUCHYSCHE INTEGRALFORMEL). Sei f in G ho-

lomorph, zo € G und R € R mit K = B(z, R) C G. Dann folgt fiir

alle z e K

foy =L [ 10,

2w Joem — 2
wobei OK im mathematisch positiven Sinn durchlaufen wird.

BEWEIS. Sei z € K beliebig. Definiere g : G — C durch

(w) W falls w # z,
w) =
g f'(z) falls w = 2.



VIII.4. KOMPLEXE KURVENINTEGRALE 283

Dann ist g auf G stetig und auf G'\{z} holomorph. Sei r = $(R—|z—z)
und

M = max |g(w)|.
wEB(z,r)
Da 0K in K\{z} homotop ist zu 0B(z,¢) fiir jedes 0 < ¢ < r, folgt
aus Satz VIIL.3.15 (S. 279) und Satz VIIL.3.6 (S. 273)

|/ gdn| = | gdn| < M2me Y0 <e<r.
0K 0B(z,¢)

Also ist
—f
[ - [ =10,
oK 0K n—=z
und somit
1 f f(z 1
L[ g, L,
T Jog M — 2 2t Jog n — 2

Da die Funktion w — — auf K\{z} holomorph ist, folgt wieder aus
Satz VIIL3.15 (S. 279)

1 1 1 1

o dn=5— dn
21 Jor N — 2 210 Jop(zyy N — %
1 2m
2mi J,
=1.
Damit ist die Behauptung bewiesen. U

SATz VIIL.4.6. Sei f in G holomorph. Dann ist [ auf G analytisch.

BEWEIS. Seien zp € G und R € R} mit K = B(z,R) C G.
Definiere

M = max |f(w)|.

weIK

Sei z € K beliebig und 7o = |z — 29| < R. Wegen

f(w) k s
|(w — )kt (2= 2)"| = MRk+1
M
- E(%>k Vw € 0K, k € N

konvergiert die Reihe
f(w) k
> (R GE)
auf 0K gleichméfig. Damit folgt aus Satz VI.2.1 und Satz VIII.4.5 mit

1 f(n)
= — — k
ak 21 Jox (77 - Zo)kJrl n VkeN
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die Beziehung

Zak z— zo = Z 27m/ %dn](z—%)k
k=0

k=0
1 z — 2

=5 )*)dn
8K — 20 7] — 20

_L f(n) Z(Z_Z())kdn

21 Jor M — %0 o 11— 0
_ 1L 1

2mi aKn—zol—;:—zzg
R O

21t Jog m — 2
= [f(2).

Wegen Satz VIIL.3.6 (S. 273) gilt
1
lag| < 2—27rRMR—<k+1> = MR
7r

Mithin hat die Reihe >~ aj(z — 20)* den Konvergenzradius R. Damit
ist die Behauptung bewiesen. U

BEMERKUNG VIIL4.7. (1) Fiir komplexe Funktionen gilt also
CY(G,C) = C¥(G,C) im Gegensatz zu reellen Funktionen.
(2) Aus dem Beweis von Satz VII1.4.6 folgt direkt die CAUCHYSCHE
ABLEITUNGSFORMEL
k! f(n)
F®(zg) = —,/ —~—dn VkeN.
’ dB(z0,R) (n — 20)F 1

271

SAaTz VIIL.4.8 (SATZ VON LIOUVILLE). Die einzigen auf ganz C
holomorphen und beschrinkten Funktionen sind die Konstanten.

BEWEIS. Sei f auf C holomorph und beschréinkt, d.h. es gibt ein
M > 0 mit
lfz)| <M VzeC.
Sei zp € C beliebig und n € N*. Aus Bemerkung VIIL.4.7 (2) folgt fiir
jedes r € RY.

Hieraus folgt die Behauptung. O
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BeispieL VIII.4.9. Es gilt

/ cos(2t%)dt :/ sin(2t%)dt = g
0 0

Y3,R
Y2,R

Y
Y

Y1,R X

ABBILDUNG VIII.4.1. Wege 71 r, Y2.r: V3.R

285

BEWEIS. Die Funktion e " ist holomorph auf C. Sei R > 0 und

(vgl. Abbildung VIII.4.1)

Y,r = [0, B,

Yor = [R, R(1+1)],

Y3,r = [0, R(1 +1i)].
Aus Satz VIII.4.4 folgt

2 2 2
/ ezdz:/ ezdz—i-/ e “dz.
Y3,R Y1,R Y2,R

R
/ e_z2dz:/ e—(t(1+i))2(1+i)dt
Y3,R 0
R Ly
—(1—|—i)/ e 2 dt
0
R R
iy / cos(262)dt + / sin (262) ]
0 0

Es ist

+ z’[/OR cos(2t?)dt — /ORsin(ZtZ)dt]

2 R t2
/ e “dz —/ e U dt
1,R 0
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1 R
= —/ e~ dt
2J)-r

YT e Satz VLAT (S. 210)
R—+too 2

1
| / e dz| = | / e [RO+OP; Rt |
Y2,R 0

ol
1
_ ]zR/ €—R2(1—t2)€—2iR2tdt‘
0
1
<R / e O gy
0

1
— Re_R2 6R2t€_R2t(1_t)dt

|
< Re F /1 Rt
N 0

1

R2
% 0
R—+00
Also existiert lim e %" dz und erfiills
R—+4-o00
¥3,R
ﬁ = lim e ?dz
2 R=+00 Jo g
= lim e dz
RB=to0 Jys p
= [/ cos(2t2)dt—|—/ sin(2t%)dt]
0 0
+ Z[/ cos(2t%)dt — / sin(2t%)dt].
0 0
Hieraus folgt die behauptete Gleichheit. O

Satz VIII.4.6 erlaubt die Berechnung der Potenzreihenentwicklung
einer holomorphen Funktion in einem Punkt ihres Definitionsbereiches.
Nun wollen wir Funktionen in ,,Potenzreihen“ um Punkte auflerhalb
ihres Definitionsbereiches entwickeln.

SaTz VIIL.4.10. Seien zy € G mit B(zp, R) C G und f in G\{z0}
holomorph. Dann kann f um zg in eine LAURENT-REIHE

Z an(z — 29)"
nez

entwickelt werden, die fir jedes r € (0, R) in der Kreisscheibe {z €
C:r < |z— 2| < R} gleichmdfig gegen f(z) konvergiert. Fir die
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Koeffizienten a,, gilt

1
2m1 0B(z0,s) (7) - Zo)n

Der Koeffizient a_y heifst RESIDUUM wvon f in zy und wird mit Res,, f
bezeichnet.

7

ABBILDUNG VIII.4.2. Wege v1, Y2, V3, V4

BEWEIS. Sei z € B(zp, R)\{20} beliebig und 0 < r; < |z — 2| <
ro < R. Weiter sei zo € 0B(z0,72), so dass z nicht auf der Geraden
durch zp und 25 liegt. Bezeichne mit z; den Schnittpunkt der Geraden
durch zy und z; mit 0B(zg,r1). Sei (vgl. Abbildung VIII.4.2)

v1: der positiv orientierte Kreisbogen mit Mittelpunkt z,, Radius
ro und Anfangspunkt zs,

~9: die Strecke von z, nach 2z,

v3: der negativ orientierte Kreisbogen mit Mittelpunkt z,, Radius
r1 und Anfangspunkt zq,

v4: die Strecke von z; nach zy

und
T=NDrD1D V.

Da v in B(zp, R)\{#0} nullhomotop ist, folgt mit Satz VIIL.4.5 und
Satz VIIL3.15 (S. 279)

16 =5 [ 2%
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1
_ I g, L[ S0,
T 2mi Nz 2me Jy,m— 2
Wie im Beweis von Satz VIH 4.6 folgt

f(n)
27rz n_zdn—ZOcnz—zo

1 f(n)
Qp = —/ —nﬂdﬁ
2mi 0B (z0,r2) (77 - ZD)

und, dass die Reihe ) a,,(z — 20)™ in B(zp, r2) gleichméBig konvergiert.
Sei

mit

M= max |[f(w)].

weOB(z0,r1)
Dann gilt
f(w) L k
|(w — zp)kHL (2 = 20)7" 7,;k+1 |2 — 2
M
BETRE ilzox)k Vw € 9B(z0,11), k € N".

Mithin konvergiert die Reihe

> 2o

pens W T %)

auf 0B(zg,r1) gleichméBig. Damit folgt aus Satz VI.2.1 (S. 180) mit

1
T
0B(z0,r1) (77

2mi — zp) THHL
die Beziehung
= - — 1 f(n) —k
o= =Sl [ e - )
kX_; ’ kz_; 2mi 9B(zo,r1) (77 - ZO)_k—H °
1 — f) =200

= -— [Z )"]dn

B 271—2 8B(zo,7"1) k=1 n—%20 2 — %0
1 1
o I
210 Jop(zo) M — %0 1 — 122

z—20
1

Sy sy,
21 0B(z0,r1) n—z

),

R

Wegen
1Bk(z — 20)*| < Mryrf =tz — 2| 7"
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= M(— )k vpe N

|z — 20|

konvergiert die Reihe >~ By (2 — 20) ™% auf C\ B(zo,71) gleichmiiBig.
Insgesamt erhalten wir

F(2) =) Bulz—20) "+ oz — 20)",

wobei die Reihen auf der rechten Seite gleichmiflig auf {z € C : r; <
|z — 29| < ro} konvergieren. Da die Funktionen z — (z — 2p)" fiir alle
n € Z auf C\{z} holomorph sind, folgt aus Satz VIIL.3.15 (S. 279)

1 /a Ldn Vn eN

Op = -—
2mi B(z0,s) (77 - 20>n+1
1 f(n)
G = - / dy Yk € N*
‘ 2mi OB(20,) (77 - ZO)ikJrl K
und alle s € (0, R). Damit ist die Behauptung bewiesen. O

BEMERKUNG VIII.4.11. (1) Die Reihe

Z Bre(z — Zo)fk
k=1

heiffit HAUPTTEIL DER LAURENT-ENTWICKLUNG von f um zy. Aus
dem Beweis von Satz VIII.4.10 folgt, dass er fiir jedes r € RY auf

C\B(zo, ) gleichméBig konvergiert. Mit den gleichen Argumenten wie
beim Beweis der Sdtze V.3.1 (S. 156) und V.3.2 (S. 157) folgt hieraus,
dass der Hauptteil auf C\{zy} holomorph ist.

(2) Gilt B = 0 fiir alle £ € N*, so heifit z; eine HEBBARE SINGULA-
RITAT von f. Gibt es ein m € N* mit 3, # 0 und 3 = 0 fiir alle £ > m,
so heifit zy eine POLSTELLE DER ORDNUNG m von f. Ist schliefSlich
zo weder eine hebbare Singularitéit noch eine Polstelle, so heifit zg eine
WESENTLICHE SINGULARITAT von f.

(3) Ist 2z eine Polstelle der Ordnung m von f, so ist

(m i 1)! dcimm—ll [(z = 20)™ f(2)](20)-

BEeispIEL VIII.4.12. (1) Sei

Res,, f =

£() = exp(2).

2o = 0 ist eine wesentliche Singularitit und
Resg f = 1.
(2) Sei
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2o = 1 ist eine Polstelle 2-ter Ordnung und

1
Res; f = T
2o = —1 ist eine Polstelle 1-ter Ordnung und
1
RGS_1 f = Z

SATZ VIII.4.13 (RIEMANNSCHER HEBBARKEITSSATZ). Sei zp € G
und f in G\{z0} holomorph. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) f kann in zy holomorph fortgesetzt werden.
(2) f ist in einer Umgebung von zy beschrankt.

BEWEIS. (1) = (2): Ist klar, da die Fortsetzung insbesondere
stetig ist.
(2) = (1): Dann gibt es ein 7 € RY, so dass f auf B(zo,7)\{20}
beschrankt ist. Sei

M= sup [f(z)]
z€B(z0,r7)\{z0}

Dann folgt fiir £ € N* und s € (0,r)

1
_/ A}Hdm < M sk
2mi 0B(20,s) (77 - Z())_ *

— 0.
s—0

Damit folgt die Behauptung aus Satz VII1.4.10 und Bemerkung
VIIL.4.11 (2). O

SAaTz VIII.4.14 (RESIDUENSATZ). Sei G einfach zusammenhdn-
gend, z1,...,zm € G und f in G\{z1,...,2m} holomorph. Dann gilt
fiir jeden geschlossenen Weg ~y, der fir jedes i € N, in G\{z} zu
0B(z;, &) mit hinreichend kleinem € > 0 homotop ist,

1 m
%[/f(z)dz = ;Reszj f.

BEWEIS. Sei h;, 1 < j < m, der Hauptteil der Laurent-Entwicklung

von f um z;. Dann ist f — Z hj in G holomorph. Damit folgt aus Satz

7j=1
VIII.4.4
1 1
— dz =S — [ hi(2)dz.
g | 1= Do 5 [ o

Sei nun 1 < j < m beliebig. Da v in G\{z;} zu einem positiv orien-
tierten, einfach durchlaufenen Kreis um z; homotop ist, folgt aus Satz

VIIL3.15 (S. 279) fiir ¢ € R% mit B(z;,¢) C G

1 1
hj(z)dz = — h;(z)dz

271 v 27 8B(zj,s)
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> 1
=Y gy [ -zt
— T omi 2B( J

2j€)
00 1 2 ) )
— ngﬁj% / e *iedt
k=1 0
= 51,;’
= Res, [.
Damit ist die Behauptung bewiesen. O

BEispiEL VIIL.4.15. (1) Seien a, 3 € R% und n € N*. Dann ist

> dx 4 b (2n —1)!
/_oo (az? 4+ b)n (41))”\/;[(71 — DI

Es ist

1 dnfl 1
Resi\/gf - (n— 1)l dznt [a"(z + Z\/Z)n}zz\/g
1 @2n- D=1t 1

Can [(n —1)!]2 (2i 2)2n71

=2 b (2n-1)
N (4b)”\/;[(n — 12

Y2.R

T1,R x

ABBILDUNG VIII.4.3. Wege V1 r, Y2.r
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Sei R > \/g und 7y g die Strecke von — R nach R und 79 r der Halbkreis

um 0 von R nach —R (vgl. Abbildung VIII.4.3). Dann folgt aus Satz
VIII.4.14

e\ a7 = S
S RG dz+/ e
/ ax2+b / 1z

dx
:2/0 er f(z)dz.

72,R

Weiter ist
|/‘fuma3mewmﬂm
Yo,R ZE€72,R

1
= 7TR max 2—
2€Y2,R |az + b|"

TR

— 0.
R—+o00

R dx
Also existiert lim ——————. Damit folgt
R—+oo Jy  (az? + b)"

/Wd—x— lim Od—gg—klim /ﬁd—x
oo (@2 40" amoo [, (ax? 4 b)) gt Jy o (ax? + D)

= lim B _dv + lim /ﬁ _dv
I t— (az? +b)"  B—+oo (az? + b)"

:ihm/ flz dz+/ f(2)dz]

—hm[ f(z dz—l—/ f(2)dz]

2 B—oo s
4w \/3 (2n —1)!
~@o)mVal(n— 1)
(2) Sei 0 < a < 1. Dann ist

2m sin? x
Sdr =7
0 1—2acosz+a
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DENN: Wir wollen den Integranden als / f(2)dz mit einer kom-

plexen Funktion darstellen. Dies liefert fﬁ?BJgoé)ie Bedingung
~ 1 sin?
€)= ieir 1 —2acosx + a2
1 _zlx(eix o e—ix)z
IR a(e® + e7®) + a?
1, Q2T _ 9 4 o2
T a(e® + =) + a2
1 hiz _ 9oz 4 |
_@em[_aezm —a+ (a® + 1)ei*]
1 hic _ 9pic 4 |

~ dai e [e2 — (a+ Leir + 1]
Sei also
1 A 22241
- 4ai 22[22 — (a + )z +1]
1 24 —22+1
-

- EZZ[Z—(IHZ— -]

f(2)

f hat die Polstellen 0, a und le Weiter ist

Damit folgt aus Satz VIII.4.14

27 12
/ el sdr = / f(2)dz
o 1—2acosx+a 2B(0,1)

= 2mi[Resy f + Res, f]

= T.







KAPITEL IX

Integralrechnung mehrerer Veridnderlicher

In diesem Kapitel entwickeln wir die Lebesguesche Integrationstheo-
rie auf dem R". Dazu fithren wir zunéchst den Begriff einer Nullmenge
ein. Dies sind Mengen, die durch ,,beliebig kleine n-dimensionale Inter-
valle® iiberdeckt werden kénnen. Danach definieren wir das Integral fiir
Treppenfunktionen und setzen es fort auf Funktionen, deren positiver
und negativer Teil bis auf eine Nullmenge als Grenzwert einer monoton
wachsenden Folge von Treppenfunktionen dargestellt werden kann.
Diese Definition unterscheidet sich von derjenigen des Riemann-Inte-
grals in Kapitel VI dadurch, dass die gleichméfige Konvergenz durch
punktweise monotone Konvergenz auflerhalb einer Nullmenge ersetzt
wird. Wir gehen dann auch kurz auf die Gemeinsamkeiten und Unter-
schiede des Riemann und Lebesgue Integrals ein.

Als néchstes untersuchen wir wichtige Eigenschaften des Lebesgue-
Integrals: den Satz von Fubini, der die praktische Rechnung erleichtert,
und die Konvergenzsitze.

Danach betrachten wir messbare Funktionen und Mengen. Dabei ist
eine Menge, vereinfacht gesprochen, messbar, wenn ihre charakteristi-
sche Funktion messbar ist. Mit Hilfe dieses Begriffes kénnen wir dann
den wichtigen Transformationssatz beweisen.

Zum Abschluss untersuchen wir noch die LP-Raume.

IX.1. Nullmengen

Zuerst verallgemeinern wir den Begriff des Intervalles.

DEerINITION IX.1.1. (1) Fiir 2,y € R schreiben wir z < y, wenn
eine der Beziehungen x < y oder z < y gilt.
(2) Fiir z,y € R", n > 1, schreiben wir x < y, wenn fiir alle 1 <i <n
gilt z; < y;.
(3) Fiir z,y € R", n > 1, heifit die Menge (vgl. Abb. IX.1.1)

<z, y-={zeR":x<z<y}

ein BESCHRANKTES (n-DIMENSIONALES) INTERVALL. Gilt z; — y; =
x1 — oy fir alle 1 <4 < n, so nennen wir es auch einen WURFEL.

(4) Ist I =< x,y > ein beschrianktes Intervall, so heiflen die 2n Hyper-
ebenen

{zel zi=a}y , {z€l:izi=y} , 1<i<n
295
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die FLACHEN VON /.
(5) Seien z,y € R™, n > 1, mit z < y. Dann ist das (n-DIMENSIONALE)
LEBESGUE-MASS oder VOLUMEN von < z,y > definiert durch

n

M=y =) = ][ — ).

i=1

ABBILDUNG IX.1.1. Zweidimensionales Intervall < x,y >

BEMERKUNG IX.1.2. (1) I =< z,y > ist offen bzw. abgeschlossen
genau dann, wenn in Definition IX.1.1 (3) < immer fiir < bzw. < steht.
Es gilt
={zeR":x; <z <y V1I<i<n}

I={zeR":z; <z <y V1<i<n}
(2) Sei I =< x,y > nicht leer. Dann gilt

| ~o

M) #0 =  T#0.
BEWEIS. Folgt unmittelbar aus der Definition. U

Der Begriff der Nullmenge ist fiir das Folgende grundlegend. An-
schaulich ist eine Nullmenge dadurch charakterisiert, dass sie durch
abzéhlbar viele Intervalle mit beliebig kleinem Maf3 iiberdeckt werden
kann.

DEerINITION IX.1.3. N C R", n > 1, heifit eine NULLMENGE, wenn
es zu jedem € > 0 eine Folge (Ij)ren von beschrénkten, offenen Inter-
vallen gibt mit

(1) N C UIk und
keN

(2) Y Aa(lx) <e.

keN

BEISPIEL [X.1.4. (1) Sei # € R". Dann ist {z} eine Nullmenge.
(2) Sei I =< x,y > nichtleer. Dann sind die Fldchen von I Nullmengen.
(3) R x {0} = {(z,0) : z € R} C R? ist eine Nullmenge.
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BEWEIS. AD (1): Sei 0 < e <1 und
L={zeR": ||z — 2] < g}
der Wiirfel mit Mittelpunkt  und Kantenlédnge . Dann ist
M) =" <e.

Hieraus folgt die Behauptung.
AD (2): Fiir k € N* sei

1 1 1 1
I, —
b= (@ = g md op) X (@2 = gp e+ op)X
X (@0 = s =)
x”l yJIN
DTIARAINY?
1
{z T ok 21 x1+2k
1 )
$]—ﬁ<2’]<y]+ﬁ,2§j§n}
Dann gilt
{zER”:zlle,xj-<zj-<yj,2§j§n}clk
und

1 n
E]‘__‘[ —Zlf] l{,‘ k—>ooo.

Hieraus folgt die Behauptung.
AD (3): Sei 0 < e < 1 und (g)ren eine Abzahlung von Q. Definiere

€ £ £ €
I = (g — o5k + 5) x (_W’ W)'

Da geméfl Satz [.4.11 (S. 21) Q dicht ist in R gilt

R x {0} € | I
keN
Weiter ist
Z Xo(Ig) = 2522_’“_1 —c?<e.
keN keN
Hieraus folgt die Behauptung. O

Teilmengen von Nullmengen und abzéhlbare Vereinigungen von
Nullmengen sind wieder Nullmengen.

SAaTz IX.1.5. (1) Sei N C R", n > 1, eine Nullmenge und M C N.
Dann ist M auch eine Nullmenge.
(2) Seien Ny C R", n > 1, k € N, Nullmengen. Dann ist M = U ny

keN
auch eine Nullmenge.
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BEWEIS. AD (1_): Die Behauptung folgt unmittelbar aus der Beob-
achtung, dass jede Uberdeckung von N auch eine Uberdeckung von M
ist.

AD (2): Sei € > 0 und fiir k € N (Ig),en eine Folge von beschriankten
offenen Intervallen mit
Nec|JIu wnd > A (I) <e271
IEN leN
Dann gilt offensichtlich

M C U I; und Z /\n(Ikl) < 622_k_1 =c.

k,leN k,leN keN

Da N x N abzihlbar ist (vgl. Beweis von Satz 1.3.2 (S. 17)), folgt die
Behauptung. O

Aus Beispiel IX.1.4 (1) und Satz IX.1.5 folgt unmittelbar:

BEMERKUNG IX.1.6. Jede abzédhlbare Teilmenge von R"™ ist eine
Nullmenge. Insbesondere ist Q C R eine Nullmenge in R.

Das folgende Beispiel zeigt, dass die Umkehrung von Bemerkung
[X.1.6 nicht gilt.

BEISPIEL IX.1.7 (CANTORSCHES DISKONTINUUM). Sei Ag = [0, 1]
C R. A, ;1 entstehe aus A,, n € N, indem man alle abgeschlossenen
Intervalle, deren disjunkte Vereinigung A, ist, jeweils in drei abge-
schlossene Intervalle gleicher Lange zerlegt und das Innere des mittleren
Intervalles entfernt; also:

1 2
A 0,-]ul=,1
1 =[0,3] VL5 1

1 21 2 7 8
Ay =10,2]U[5, 7]V (5, 5] U 5,1
2 [ag] [9a3] [3,9]U[9,] usw

Definiere
keN

C heifit CANTORSCHES DISKONTINUUM. Durch Induktion folgt sofort
2
A (Ap) = (g)k Vk € N.

Da gilt C' C A, fiir alle k € N, folgt hieraus, dass C eine Nullmen-
ge ist. Wir wollen zeigen, dass C' nicht abzéhlbar ist. Wie man leicht
nachpriift, gilt

C= {:1: ER:z = Zan?)_”,an € {0,2}}.
n=1

Wir nehmen an, (cg)ken sei eine Abzéhlung von C. Dann ist

= Z an3™" Vk e N.

n=1
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Definiere

=Y a3
n=1
durch

_ 0 falls ap, =2
ay, =
2 falls a,, = 0.

Dann ist ¢ € C' und ¢ # ¢ fiir alle £ € N. Dies ist der gewiinschte
Widerspruch.

Die folgende Definition ist fiir das Weitere wesentlich.

DEFINITION IX.1.8. Sei X C R™ n > 1, eine Menge und A(x),
x € X, eine Aussage iiber jedes x € X. Wir sagen A(x) gilt FAST
UBERALL (F.U.) IN X, wenn es eine Nullmenge N C R" gibt, so dass
A(z) fiir alle z € X\ N gilt.

BeispiEL 1X.1.9. Seien X C R", n > 1, eine Menge und f, fx,
k € N, Funktionen auf X mit Werten in R. Dann konvergiert (fx)ren
f.i. (punktweise) gegen f, wenn es eine Nullmenge N C R" gibt mit

fk(x)]H—O;f(x) Vo e X\N.

IX.2. Das Lebesgue-Integral

Sei X C R®, n > 1, eine Menge und f : X — R eine Funktion auf
X. Dann setzen wir f auflerhalb von X durch 0 fort. In diesem Sinne
sind, sofern nicht anders vermerkt, alle Funktionen in diesem Abschnitt
auf ganz R™ definiert.

Die folgende Definition von Treppenfunktionen verallgemeinert De-
finition V.4.1 (S. 166):

DEFINITION IX.2.1. (1) Sei X C R", n > 1. Dann ist die CHARAK-
TERISTISCHE FUNKTION xx von X definiert durch

(z) 1 fallsz € X,
xT) =
XX 0 fallsz ¢ X.

(2) Eine Funktion f : R" — R heift TREPPENFUNKTION, wenn es
ein k € N* k beschrankte Intervalle I,..., I und k reelle Zahlen
dy,...,d; gibt mit

k
f= Z dix1,-
=1

(3) Die Menge der Treppenfunktionen bezeichnen wir mit 7'(R", R)
oder kurz T



300 IX. INTEGRALRECHNUNG MEHRERER VERANDERLICHER

BEMERKUNG IX.2.2. (1) Aus der Definition von T folgt unmittel-
bar, dass T ein Vektorraum ist.
(2) Die Darstellung einer Treppenfunktion als Linearkombination von
endlich vielen beschréankten Intervallen ist nicht eindeutig. So ist z.B.

X[0,1] = X[0,0.5] T X(0.5,1] = X[0,0.5] T X[0.5,1] — X[0.5,0.5]-

Die folgenden beiden Sitze bereiten die Definition des Lebesgue-
Integrals fiir Treppenfunktionen vor.

Satz 1X.2.3. Jede Treppenfunktion kann dargestellt werden als Li-
nearkombination von endlich vielen charakteristischen Funktionen zu
disjunkten, beschrinkten Intervallen.

BEWEIS. Sei

k
= Z dixi,
i=1
eine beliebige Treppenfunktion. Sei
Ei={zeR":2; =0}, 1<j<n

die j-te Koordinatenhyperebene und n; die Zahl der verschiedenen
Fléchen der [, dle parallel sind zu E;, 1 < j < n. Diese Fléichen zerle-

gen den R"™ in H 2n; + 1) disjunkte Intervalle, von denen H 2n; —1)

Jj=1 j=1
beschrinkt sind. Jedes [;, 1 < ¢ < k, ist die Vereinigung von end-

lich vielen dieser Intervalle, so dass x;, die Summe der entsprechenden
charakteristischen Funktionen ist. Hieraus folgt die Behauptung. [

SAaTz [X.2.4. Seien
k

l
D exn ==Y dixy,
j=1

=1

zwei verschiedene Darstellungen der gleichen Treppenfunktion. Dann
qgilt
k l

D eda(L) =Y dida(J)).

=1 j=1

BEWEIS. 1. SCHRITT: Seien a,b € R und I ein beschranktes Inter-
vall. Dann ist offensichtlich

(a+b)x; = axs + bxs

und

(a+ )\ (I) = a\,(I) + DA\, (I).
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2. SCHRITT: Sei I ein beschrénktes Intervall und H; = {x € R" : z; =
a}, a € R, 1 <i < n, eine Hyperebene mit I N H; # (). Definiere (vgl.
Abb. IX.2.1)

I ={xel:z;<a}
IOZIQHZ‘:{JZGIIJIi:Oé}
I. ={zel:x; >al

Dann ist
X1 = XI- T X1, + XI+
und wegen A\, (Iy) = 0 gilt
ML) = M(12) + A(11) + An(Lo).

ABBILDUNG IX.2.1. Aufteilung von I C R? durch eine
Hyperfliche H;

3. SCHRITT: Seien [Iy,..., Iy, Ji,...,J; wie im Satz. Wie im Be-
weis von Satz 1X.2.3 zerlegen die Flachen von I4,..., Iy, Ji,...,J; den
R" in disjunkte, beschrinkte Intervalle, so dass wir eine gemeinsame

Verfeinerung
f - Z CuXK,
pn=1

von f mit disjunkten Intervallen erhalten. Dieser Verfeinerungsprozess
kann durchgefithrt werden als eine Folge von Schritten 1 und 2. Da die
Behauptung fiir diese Schritte gezeigt ist, folgt hieraus die behauptete
Gleichheit. U

Wegen Satz 1X.2.4 ist die folgende Definition sinnvoll.

DEFINITION IX.2.5. Sei

k
f = Z diXIz‘
i=1
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eine Treppenfunktion. Dann ist das LEBESGUE-INTEGRAL von f defi-
niert durch

/f:/fd:c:/f(:c)dx:idi)\n(b).

Das Lebesgue-Integral hat folgende wichtige Eigenschaften:
SaTz 1X.2.6. (1) Seien f,g € T und o, € R. Dann gilt

(LINEARITAT) /(af + Bg) = a/f + ﬁ/g.
(2) Sei f €T und f > 0. Dann ist
(MONOTONIE) /f > 0.

(3) Sei f € T. Dann ist |f| € T und

[a= [

BEWEIS. AD (1): Folgt unmittelbar aus Definition IX.2.5 und Satz
IX.2.4.
AD (2): Sei f € T. Dann kann gemé8 Satz 1X.2.3 f dargestellt werden

als
k
f= Z dixi,
mit disjunkten, beschréinkten Intezlj;allen. Aus f > 0 folgt dann
d; >0 V1<i<k.
Hieraus folgt

k
/ f=>dix(I;) > 0.

AD (3): Sei wieder

k
f= Z dix1,
=1

mit disjunkten beschrénkten Intervallen. Dann folgt
k
|f| = Z |dz|XIL
i=1
Also ist | f| € T. Weiter folgt
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- [

Die folgenden Sétze bereiten die Ausweitung des Integralbegriffes
auf eine groflere Funktionenklasse vor.

g

SATz I1X.2.7. (1) Sei (fi)ken C T eine monoton wachsende Folge
von Treppenfunktionen, fir die ([ fi)ken C R konvergiert. Dann kon-
vergiert (fx)ken fast tiberall in R™.

(2) Sei N C R" eine Nullmenge. Dann gibt es eine monoton wach-
sende Folge (gx)ren C T von Treppenfunktionen, derart dass ([ gi)ken
konvergiert und die Folge (gx(z))ken fiir jedes x € N divergiert.

BEWEIS. AD (1): O.E. ist fi > 0 fiir alle & € N. Sonst betrachte
die Folge (fx — fo)ken. Dann gibt es ein K > 0 mit

OS/kaK Vk € N.
Sei € > 0 beliebig. Definiere

Sp={z eR": fi(z) = —}.

Da die Folge (fx)reny monoton wachsend ist, gilt
Sp C Siy1 VEeN.

Da f;, eine Treppenfunktion ist, folgt weiter, dass S} die Vereinigung
von endlich vielen, disjunkten, beschrankten Intervallen ist. Daher ist

)\n(S]i) = /XSZ Vk € N.
Wegen fi, > 0 gilt schliefSlich

o=

K
~ X5 < fe VEeN.
Damit folgt aus Satz [X.2.6

K K
—u(SE) :/—XS;; < /fk <K
5 5

M(Sp) <e VkeNlN.

s=Us . s=[)s"
keN e>0
Dann ist S die Menge aller derjenigen x € R", fiir die die Folge
(fe(2))ken divergiert. Es reicht also zu zeigen, dass S eine Nullmen-

ge ist. Wegen Si; C Sp, fiir alle & € N gilt
§° =550 (J (Si\Sio0)-

keN*

und somit

Definiere
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Also ist S¢ die Vereinigung von abzahlbar vielen beschrinkten Inter-
vallen. Da fiir m € N* gilt

Sn=50 U (50\Sion)

1<k<m
folgt
M(SU | (SE\SE) <€ YmeN
1<k<m
und somit
A (S%) <e.

Also ist S eine Nullmenge.
AD (2): Da N eine Nullmenge ist, gibt es zu jedem k € N* eine Folge
(I11)1en+ von beschriankten offenen Intervallen mit

N C U [kl und ZAn(Lﬂl) S 2_k.
leN* leN*

Wir ordnen diese Intervalle in einem quadratischen Schema an und
zéhlen sie wie angedeutet ab (vgl. Beweis von Satz 1.3.2 (S. 17)):

1 2 4 7
I I e
3 J 5 /8
In I5 Ios
/
6 9 13

Wir erhalten so eine Folge (J,,)men+ beschriankter offener Intervalle.
Definiere

fm = ZXJZ- Vm € N*.
i=1
Dann ist (f,)men+ eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktio-
nen. Da fiir jedes m € N* gilt

[in=>n > 2 <1
=1 i=1

ist die Folge ([ fin)men konvergent. Sei nun 2 € N beliebig. Dann gibt
es zu jedem k € N* ein [, € N* mit

x € ]klk-

Sei K € N* beliebig. Dann gibt es ein mg € N*, so dass unter Jy, ...,
Jm, mindestens K der Ij;, vorkommen. Das bedeutet aber, dass

fnie () 2 K



IX.2. DAS LEBESGUE-INTEGRAL 305

ist. Da K € N* beliebig war, folgt, dass (fx(z))ken fiir x € N divergiert.
Damit ist die Behauptung gezeigt. U

Satz [X.2.7 legt folgende Definition nahe.

DEFINITION IX.2.8. Mit L™¢(R",R) oder kurz L™ bezeichnen wir
die Menge aller Funktionen f : R" — R, zu denen es eine monoton
wachsende Folge (fx)ren C T von Treppenfunktionen gibt, derart dass
(J fe)ken C R beschrénkt ist und f k—o>of fi. in R™ gilt.

BEISPIEL 1X.2.9. Sei f: R — R definiert durch

0 fir z <0,
flz) = \/LE fir 0 <z <1,
0 fir z > 1.

Da — f nicht nach unten beschriinkt ist, folgt sofort —f ¢ L. Um zu
sehen, dass f € L™ ist, definiere fiir k € N*

2k ok
Je = 12_1: TX(ZQ—T{%}-

Dann ist (fx)ren+ eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktio-
nen, die auf R punktweise (aber nicht gleichméfig!) gegen f konver-
giert. Weiter gilt fiir £ € N*

RS>0

i=1 j=2i—141

2i_2i71
ey 22ty
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SaTz 1X.2.10. (1) Sei (fx)ken C T eine monoton fallende Folge
von Treppenfunktionen mit

Dann gilt
jim [ 5=

(2) Seien f,g € L™ fast diberall bestimmt durch die monoton wach-
senden Folgen (fi)ken bzw. (gr)ken von Treppenfunktionen. Gilt

f>g fi. inR"

bzw.
f=g fi. inR",
so gilt
. S
i [ 52 jim [
bzw.

i [ 5= i [ o

BEWEIS. AD (1): Sei € > 0 beliebig. Sei I ein beschrianktes, ab-
geschlossenes Intervall, so dass fy aulerhalb von I verschwindet. Sei
K >0, so dass gilt fo < K. Dann gilt gleiches fiir alle fi, k£ € N.

Fiir jedes k € N ist die Menge der Unstetigkeitsstellen von f; die Ver-
einigung von endlich vielen Flachen von beschrankten Intervallen und
somit geméaf Beispiel 1X.1.4(2) (S. 296) und Satz IX.1.5(2) (S. 297) ei-
ne Nullmenge. Sei A die Vereinigung aller Unstetigkeitsstellen aller fj.
GeméB Satz 1X.1.5(2) (S. 297) ist A eine Nullmenge. Sei B die Men-
ge aller Punkte z, fiir die (fx(2))gen nicht gegen 0 konvergiert. Nach
Voraussetzung ist B eine Nullmenge. Wegen Satz 1X.1.5(2) (S. 297)
ist dann C' = AU B eine Nullmenge und kann daher durch eine Fol-
ge (Ix)ken offener beschrinkter Intervalle, deren Gesamtmafl < e ist,
iiberdeckt werden.

Sei nun z € I\C. Dann gibt es ein k, € N mit f; (z) < 5. Da x keine
Unstetigkeitsstelle von fj, ist, gibt es ein beschrénktes offenes Intervall
Jz, so dass gilt

ka(y) <e Vye,.
Da die Folge (fx)ren monoton fallend ist, gilt

frly) <e Vk >k, yeJ,.



IX.2. DAS LEBESGUE-INTEGRAL 307

Da I kompakt ist, gibt es Zahlen r, s € N, Punkte z1,..., x5 aus I\C
und Zahlen kq, ..., k, aus N mit

I C OIkiUOJ‘BJ"
j=1 j=1

O.E. ist s > 1. Sei

M = max k..
1<j<s 9
Dann folgt
fuz)<e Vk>Maxel| ],
j=1
Sei

S:mOka , T:IHOJIJ..
j=1 j=1

S und T konnen als die Vereinigung von endlich vielen disjunkten In-
tervallen dargestellt werden. Weiter ist

M(S)<e , MND <\ =c
Konstruktionsgeméf gilt
fe < Kxs+exr Vk =M.
Damit folgt
/fk <eK+ec Vk> M.

Da ¢ beliebig war, folgt hieraus die Behauptung.
AD (2): Der zweite Teil der Behauptung folgt offensichtlich aus dem
ersten Teil durch vertauschen von f und g.
Zum Beweis des ersten Teiles der Behauptung sei m € N beliebig. Dann
ist (gm — fr)ken eine monoton fallende Folge von Treppenfunktionen
mit

~fe = gn 1 Tib
und

— <0 fi.
wegen f > g f.ii.. Daher erfiillt

((gm — fr)+ )keN = (max{gm — fr, 0} )ren

die Voraussetzungen von Teil (1). Also gilt

/gm—hm/fk hm/ fk<hm/ — i)y = 0.

Da m € N beliebig war, folgt die Behauptung durch Grenziibergang
m — Q. U

Wegen Satz [X.2.10 ist die folgende Definition sinnvoll.
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DEFINITION IX.2.11. Sei f € L™ und (fi)ren € T eine mono-
ton wachsende Folge von Treppenfunktionen mit f; 2 f f.ii. und
— 00

(J fe)ren ist beschriankt. Dann definieren wir das LEBESGUE-INTE-
GRAL von f durch

[ = [ sae= [ f@rao = i [ 5.

Beispiel 1X.2.9 zeigt, dass L™ kein Vektorraum ist. Um einen Vek-
torraum zu erhalten, miissen wir Funktionen der Form g —h mit g, h €
L™ betrachten. Damit wir fiir solche Funktionen das Integral sinnvoll
definieren konnen, benotigen wir folgenden Satz.

Satz 1X.2.12. (1) Seien g,h € L™°. Dann ist g+ h € L™ und

/(g+h):/g+/h.

(2) Seien g;,h; € L™, i = 1,2 mit

g1 — hi = ga — ho.

for fu= o [

BEWEIS. AD (1): Seien g, h € L™ und (gx)xen, (ht)zen C T mono-
ton wachsende Folgen von Treppenfunktionen mit:

Dann gilt

gy — g f.., hkk—> h f.i.

k—o0 —00
(/ Ok )keN (/ hi)ken sind beschrankt.
Dann ist (gx + hx)ren eine monoton wachsende Folge von Treppenfunk-
tionen mit:

(/(gk + hi) )ken = (/ gk + /hk)keN ist beschrankt

und

i [ = jim [+ gim [ b
Hieraus folgt die Behauptung.
AD (2): Aus
g1—h1=ga—ha
folgt
g1+ he = g2+ ha.
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/gl+/h2:/(gl+h2)
I/(Q2+h1)
:/92+/h1.

Hieraus folgt die Behauptung. O

Aus Teil (1) folgt

Wegen Satz [X.2.12 ist die folgende Definition sinnvoll. Damit sind
wir am Ende unserer Konstruktion.

DEFINITION 1X.2.13. (1) Eine Funktion f : R® — R heifit LE-
BESGUE-INTEGRIERBAR (auf R"), wenn es zwei Funktionen g, h € L™
gibt mit f = g — h. In diesem Fall ist das LEBESGUE-INTEGRAL von
f definiert durch

/f:/fdas:/f(x)dx:/g—/h.

Die Menge der Lebesgue-integrierbaren Funktionen bezeichnen wir mit
L*(R™ R) oder kurz L.

(2) Sei X C R" eine beliebige Teilmenge. Eine Funktion f : R* — R
heift LEBESGUE-INTEGRIERBAR AUF X, wenn f - xx € L! ist. In
diesem Fall ist das LEBESGUE-INTEGRAL VON f AUF X definiert durch

/Xf:/(f'XX)-

Die Menge der Lebesgue-integrierbaren Funktionen auf X bezeichnen
wir mit L'(X, R).

(3) Eine Funktion f = (fi,..., fn) : R® — R™ heift LEBESGUE-
INTEGRIERBAR, wenn alle Komponentenfunktionen f, € L', 1 < k <
m, sind. In diesem Fall ist das LEBESGUE-INTEGRAL von f

[r=([n 5

Die Menge der Lebesgue integrierbaren Funktionen f : R™ — R™ be-
zeichnen wir mit L'(R™, R™).

(4) Ist f : C* — C™, so identifizieren wir auf kanonische Weise C"
mit R?" und C™ mit R?™ und definieren auf diese Weise die Begriffe
,Lebesgue-integrierbar® und ,, Lebesgue-Integral®.

Fiir das Lebesgue-Integral gelten folgende wichtige Eigenschaften
(vgl. Satz 1X.2.6):

SaTz 1X.2.14. (1) Seien fi, f, € L' und ay,as € R. Dann ist
Oé1f1 + a2f2 e L' und

(LINEARITAT) /(a1f1 +asfy) = ozl/fl + a2/f2-
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(2) Sei f € L' und f >0 fii.. Dann ist
(MONOTONIE) /f > 0.

(3) Sei f € L'. Dann ist |f| € L' und

[a= [0

BEWEIS. AD (1): Die Behauptung folgt offensichtlich aus den fol-
genden drei Hilfsbehauptungen:

(i) fi,foe ! = fi+ foe L' und [(fi+ f2) = [ fr+ [ fo-

(i) fel',aeRy = af € L' und [(af) =a [ f.

(i) fe L' = —fe L' und [(—f)=— [ f.
Behauptungen (i)-(iii) folgen aber direkt aus Satz 1X.2.12 (1) und De-
finition 1X.2.13.
AD (2): Sei f =g —h € L' mit g,h € L™. Dann folgt aus f > 0 f.ii.
g > h f.ii.. Damit folgt die Behauptung aus Satz [X.2.10 (2), Definition
[X.2.11 und Definition IX.2.13.
AD (3): Die Behauptung folgt aus Teil (2) und den Ungleichungen

Ifl—f>0fd., |f|+ f>0fi.

]
SaTz 1X.2.15. Sei f; € L' und fo = fi fii.. Dann ist f, € L' und

[r=[n

BEWEIS. Wegen Satz IX.2.10 (2) und Definition IX.2.11 ist die Be-
hauptung fiir Funktionen aus L™ erfiillt. Sei weiter f; = ¢g; — h; mit

g1, h1 € L™, Definiere

G2=01, ho =hi+ (fi — f2).
Wegen hy = h; f.ii. folgt go, ho € L™, Weiter ist

G—ha=g —h—fi+fo=fo
Also ist f, € L' und

[om oo

_ / o — / Iy (wegen Satz TX.2.10 (2))
_ / fi.

Der folgende Satz gibt eine sehr praktische hinreichende Bedingung
fiir die Lebesgue-Integrierbarkeit einer Funktion.

i
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SaTz 1X.2.16. (1) Sei I C R™ ein beschrinktes Intervall und f :
R"™ — R auf I beschrinkt und fast iberall stetig. Dann ist f € L*(I,R).
(2) Sei I C R™ ein beschrinktes, abgeschlossenes Intervall und f €
C(I,R). Dann ist f € L'(I,R).

BeEwEIs. AD (1): O.E. kénnen wir f(z) = 0 fiir alle z ¢ I anneh-
men. Wegen Satz [X.2.15 ist o.E. I von der Form
() I={zeR":z; <z <y V1<i<n}.
Sei K € RY mit
|lf(x)| < K Vzxel.

Wir konstruieren Intervalle Ij;, k € N, 1 <1 < 2"* wie folgt

(1) Iy = 1.

(2) Die Intervalle Ij,,1;, 1 < 1 < 271 entstehen, indem man

jedes Intervall I ,,, 1 < m < 2" durch Halbieren der Kanten
in 2" gleich groe disjunkte Intervalle der Form (x) aufteilt.

Die Intervalle I;;, 1 < 1 < 2% sind dann fiir jedes k € N paarweise
disjunkt und erfiillen

Da f beschrankt ist, existiert
Crl — inf f(l') Vk € N, 1 S l S 2nk

x€ly;

Definiere
an

fr = ZCMXIM eT.
=1

Dann ist ( fx)ken eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen
mit

fe <f<Kx: VkeN.
Daher ist die Folge ([ fi)ren durch K\, (I) nach oben beschréinkt und
damit konvergent. Sei nun x € I, derart, dass f in x stetig ist. Sei e > 0
beliebig. Dann gibt es ein § > 0 mit

[f(y) = f2)] <& Vyelmit|ly—zfe <o

Weiter gibt es ein k. € N und ein [. € N;,,, mit I, C By (z,0).
Aus der Definition von fj, folgt dann

f(@) =€ < fu(x) < fl).
Da (fx(x))ren monoton wachsend und durch f(x) nach oben beschriankt
ist, folgt hieraus

f(x) —e < fulw) < flx) VE = ke

Also konvergiert (fy(z))ken gegen f(z). Da nach Voraussetzung f auf
I f.ii. stetig ist, folgt hieraus f € L»¢ C L.
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AD (2): Da I gemé$ Satz I11.4.6 (S. 84) kompakt ist, ist wegen Satz
[11.4.9 (S. 85) und Satz I11.4.3 (S. 82) f beschrinkt. Damit folgt die
Behauptung aus Teil (1). O

Zum Abschluss dieses Abschnittes wollen wir noch kurz auf den
Zusammenhang zwischen dem Riemann- und dem Lebesgue-Integral
fiir Funktionen auf R eingehen.

SaTz 1X.2.17. (1) Seien a,b € R mit a < b und f € S(|a,b],R).
Dann ist f € L*([a,b],R) und das Riemann- und das Lebesgue-Integral
von f stimmen tberein, d.h.

b
[ taaa=[ .
a (a,b]

(2) Seien a,b € R mit a < b und f : (a,b) — R zuldssig. Das
uneigentliche Riemann-Integral f; f(z)dz konvergiere absolut. Dann

ist f € L'((a,b),R) und das uneigentliche Riemann-Integral und das
Lebesgue-Integral stimmen diberein, d.h.

b
| rwar= | i
a (a,b)

BEWEIS. AD (1): Dain jedem Punkt z € [a, b] die links- und rechts-
seitigen Grenzwerte f(z—0) und f(x+0) existieren, gilt fiir die Menge
S der Punkte, in denen f unstetig ist,

S={J S,

neN*
mit
Su=1{r € la,8]:|f(z—0) ~ fz +0)| > 1}

Aus dem Beweis von Satz V.4.4 (S. 168) folgt aber, dass S, fiir jedes
n € N* endlich, also eine Nullmenge ist. Wegen Satz IX.1.5(2) (S.
297) ist daher S eine Nullmenge, und aus Satz 1X.2.16 (1) folgt f €
L'([a, b], R). Wir benutzen nun die gleiche Notation wie im Beweis von
Satz [X.2.16 (1). Da f € S([a, b], R) ist, gibt es zu jedem Iy, ein (i € Iy
mit ¢ = f(Cr). Also ist fiir jedes k € N

(1) /[ | Je= TG

Die linke Seite von (%) konvergiert gegen das Lebesgue-Integral f[%b] f.
Die rechte Seite von (**) konvergiert nach Satz VI.1.11 (S. 177) gegen
das Riemann-Integral fab f(x)dx. Hieraus folgt die Behauptung,.

AD (2): Sei

f#iZInaX{f,O} ) j;::InaX{_jZO}
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Dann ist

f=fH—=f . lfl=FfH+f
Da die Funktion z — max{xz,0} stetig auf R ist, sind f; und f_
zuléssig. Seien ¢ € (a,b) und (ag)ren C (a, ] streng monoton fallend
und (bg)ren C [c, b) streng monoton wachsend mit

lim a; = a und lim b, = b.

k—o00 k—o0

Da fab f(z)dz absolut konvergiert, existieren die Grenzwerte

lim / (o) — (@),

bk

tim [ (F @)~ £ ()
by,

tim [ (£ (@) + (@)

c

Daher existieren auch die Grenzwerte

klim / fi(z)dx

—00 a

klim f-(z)dx
b

lim [ fo(a)de,
c b

klim f-(z)dz.

Die Behauptung des Satzes folgt nun unmittelbar aus der folgenden
Hilfsbehauptung.
BEH.: Es ist

f+‘(a,c]7ff|(a,c] € Ll((a,CLR)
f+|[c,b)7f—|[c,b) S Ll([c7 b>7]R)

und

M]fi—/ felw)de = lim a:fim

b
= d = 1
Fe= /fi v=lim [ fo(x)d

a

Wir zeigen diese Hilfsbehauptung nur fiir f,|(4,q. Die anderen drei Félle
folgen ganz analog.
Seien S und Sy die Menge der Unstetigkeitsstellen von f, auf (a, (]
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bzw. [ak,c|]. Dann ist S = U Sk, und aus Teil (1) und Satz 1X.1.5(2)

keN
(S. 297) folgt, dass S eine Nullmenge ist. Also ist

f+l@a € L'((a, ¢, R)
und
filana € L'(Jak, ), R)  Vk € N.
Wegen
T+ Xiard < f+X(ad
folgt aus Teil (1) und Satz 1X.2.14

/f+($)d$: [ fr <

fi VkeN.
] .l

(
Also gilt

/a c fi(@)dz < (

Andererseits iiberlegt man sich leicht, dass es Zahlen r, € N, k € N,
und Intervalle Iy, 1 <1 < rg, k € N mit folgenden Eigenschaften gibt:

() Ij; ist von der Form (z,y] fiir alle &, [.
(ii) Fiir festes k sind die [}, paarweise disjunkt.

I

)
Tk
(iii) (a,c] = UIM fiir alle k € N.
I=1
(iv) Jedes Ijy1, ist entweder in (agi1,ax] oder in einem Iy, ent-
halten.
(v) A (1) < 27F fiir alle k, 1.
Sei

— inf
Ckl xléllkl f4(z)

und
Tk
fr= Z cuXr, VkeN.
=1
Dann ist (fx)ken eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktio-
nen, die fast iiberall gegen f. |, konvergiert. Fiir jedes k € N gilt

/ fr = Ix
(a,] (ak,c]

= Jr

[ak 7C]

< yn

[akvc}

_ / fo ().
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Also ist
| ges | Fotwye

Damit ist die Hilfsbehauptung fiir f, |, gezeigt. 0

Das folgende Beispiel zeigt, dass es Funktionen gibt, die Lebesgue-
aber nicht Riemann-integrierbar sind, und dass es auch umgekehrt
Funktionen gibt, die (uneigentlich) Riemann- aber nicht Lebesgue-in-
tegrierbar sind.

BEISPIEL 1X.2.18. (1) Es ist xgrp,1 € L'([0,1],R) und

/XQm[o,l] =0,

da QN [0, 1] eine Nullmenge ist.

Xn[o,1] ist nicht Riemann-integrierbar.

Denn sei 6 > 0 beliebig und 0 = z¢p < 1 < ... < x,, = 1 eine beliebige
Zerlegung von [0, 1] der Feinheit §. Sei

G € QN (1, 1),k € (R\Q) N (Tp—1, 1), 1L <k <

beliebig. Dann folgt
k=1

Z Xaon(o,1] (M) (Tr — 24—1) = 0.

k=1

(2) Sei f auf [1,00) definiert durch

CemiB Ubungsaufgabe (Aufgabe 2, Blatt 4, Analysis IT) ist f uneigent-
lich Riemann-integrierbar, aber das uneigentliche Riemann-Integral
konvergiert nicht absolut.

f ist nicht Lebesgue-integrierbar.

Denn wire f € L'([1,00),R), so wire gemif} Satz 1X.2.14 auch |f| €
L'([1,00),R). Dann gilt aber fiir jede Folge (by)ren C [1, 00) mit klim b

= 00
by,
/1 If(x)|da:_/[l7bk]|f| </[17OO) 1] < oo.

Dies ist ein Widerspruch.
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IX.3. Eigenschaften des Lebesgue-Integrals

Zunéchst wollen wir den Satz von Fubini beweisen. Er fithrt die Be-
rechnung eines Lebesgue-Integrales iiber R™ zuriick auf die Berechnung
einer Folge geeigneter Lebesgue-Integrale iiber R. Letztere konnen we-
gen Satz [X.2.17 (S. 312) in der Regel mit den Methoden aus Kapitel
VI berechnet werden.

Im Folgenden seien m,n € N*. Wir identifizieren auf kanonische
Weise den R™™ mit R™ x R"; jedes x € R™™" zerlegen wir in der
Form x = (21, x9) mit 1 € R™, x5 € R™

LEMMA IX.3.1. Sei f € T(R™™ R). Dann ist fir jedes r; € R™
f(zq,.) € T(R™,R). Die Funktion

g:R™ — R mit z; — f(z1, x9)dxs
Rn
ist aus T(R™,R). Es gilt

/]R"H-nf: /mg:/m< - f(ml,%)dxg)dxl.

BEWEIS. Sei zunédchst f = x; mit einem nicht leeren, beschriankten
Intervall I. Sei

I=<a,b>, a,bc R™™,
L ={zeR":a;, <z; <b,1 <i<m},
L={y eR" 1 apyj <yj < bpyj, 1 <j <}
Dann ist
Xr(z1,2) = X1, (1) - X1, (72).
Dabher ist fiir jedes 1 € R™ f(z1,.) € T(R",R) und
9(z1) = X1, (1) An(12)

sowie

= )‘n(IQ))‘m(Il)
= [[bmss — amss) H(bz‘ — a;)
= )‘m+n(])
= f.
Rmtn

Hieraus folgt die Behauptung im allgemeinen Fall zusammen mit Satz

IX.2.6 (S. 302). O
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LEMMA IX.3.2. Sei N C R™™ eine Nullmenge. Dann ist fiir fast
alle x1 € R™ die Menge

le = {IEQ e R": (%1,.1'2) € N}
eine Nullmenge in R™.

BEWwEIS. Gemif Satz 1X.2.7(2) (S. 303) gibt es eine monoton wach-
sende Folge (fi)ren € T(R™™ R) von Treppenfunktionen, derart dass
(me+n fr)ken beschriankt ist und (fy(x))gen fiir alle z € N divergiert.
Geméaf Lemma 1X.3.1 wird fiir jedes & € N durch

gr(x1) = i fr(z1, 20)dxy V2, € R™
eine Treppenfunktion auf R™ definiert. Wie man sich leicht {iberzeugt,
ist die Folge (gr)ren C T(R™,R) monoton wachsend. Aus Lemma
IX.3.1 folgt, dass (me Ok )keN = (meM fr)ken beschriankt ist. Wegen
Satz 1X.2.7(1) (S. 303) konvergiert daher (gx)ren f.ii. in R™. Sei 2} €
R™ so, dass (gi(2}))ken = (Jgn f(2], T2)dx2)en konvergiert. Aus Satz
IX.2.7(1) (S. 303) folgt, dass (fx(z7,.))ken f.ii. auf R™ konvergiert. Da
aber (fi(27, 22))ken fiir alle 25 € N, divergiert, folgt hieraus, dass N,
eine Nullmenge in R" ist. O

SATZ 1X.3.3 (SATZ vON FUBINI). Sei f € L'(R™™ R). Dann ist
fiir fast jedes x1 € R™ und fast jedes x5 € R™ f(x1,-) € L*(R™, R) und
f(,z9) € LY(R™ R). Die Funktionen g : R™ — R und h : R® — R mit

g(xy) = f(z1,x9)dxs  fiir fast jedes x; € R™
Rn
h(zs) = f(z1,x0)dxy  fiir fast jedes x4 € R"
Rm
sind aus L'(R™ R) bzw. L'(R",R). Es gilt

Jod = fs
= /m< . f(xl,xQ)dm)dxl

:/nh
_ /( 5 Fwr,2)day ) ds.

BEWEIS. 1. SCHRITT: Es geniigt, die Behauptung fiir f(xy,-) und
g zu zeigen, da dann der Rest durch Vertauschen der Rollen von R™
und R” folgt.
2. SCHRITT: Die Aussage gilt geméfl Lemma [X.3.1 fiir alle Treppen-
funktionen.
3. SCHRITT: Sei nun f € L™ (R™™ R) und (fi)ren C T(R™" R)



318 IX. INTEGRALRECHNUNG MEHRERER VERANDERLICHER

eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen, derart dass
(Jgmsn fr)ren konvergiert und fkk—> f fii. in R™™ gilt. Fir k € N
sei

ge(1) = fr(xy, x0)dry VYV, € R™.
]R‘I’L
Geméfl Lemma IX.3.1 ist g, wohldefiniert und aus T'(R™, R). Auflerdem
ist (gx)ren monoton wachsend und

(/ gk)keN = (/ fk)keN
m Rm«i»n
konvergent.

Gemaf Satz 1X.2.7(1) (S. 303) konvergiert (gx)ren f.1. in R™. Sei N die
Menge aller x € R™" fiir die (fx(2))ken divergiert. Dann ist N eine
Nullmenge. Sei 27 € R™ ein Punkt, fiir den (gx(27))ken konvergiert und
N+ eine Nullmenge ist. Wegen Lemma IX.3.2 gilt dies fiir fast jedes z7
in R™. Dann gilt

fk(xi,xg)]%—ogf(xf,m) f.i. in R™

und

([ filetiedrs) = (gu(ai)ien

R”
konvergiert. Also existiert [, f(2},22)dzs und ist gleich klim gr(x7).

Mithin gilt g 29 f.i. in R™ und

lim gr(x1)dx) = hm fr :/ f.
Rm+n Rm+n

k—oo R™ k—oo

/ /
m Rm+n

4. SCHRITT: Sei nun f = ¢ — ¥ mit ¢, € L™ (R™ R). Dann folgt
die Behauptung aus dem dritten Schritt zusammen mit der Linearitit
des Integrals. U

BEISPIEL 1X.3.4. (1) Sei Bgr C R? der abgeschlossene Kreis um
Null mit Radius R > 0. Da 0By eine Nullmenge in R? ist (Ubungsauf-
gabe), ist gemiB Satz 1X.2.16(1) (S. 311) xp, € L'(R* R). Mit dem
Satz von Fubini folgt

/R2 XBp = /R </\/\/Z—; 1da:'2)da:1
/ N

:2/ VR? — R?cos? pRsinpdy 1 = Rcosg
0
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= 2R2/ sin? pdyp
0
= 1 R>.
(2) Fiir 0 € R sei

1 falls o > 0,
sgn(c) =<0  falls 0 =0,
—1 falls o <0.

Sei f : R? — R definiert durch

et gon(xy — xy) falls (21, 29) € [—1,1] x [—1,1],
0 sonst.

f($1,332) = {

Da {z € R? : |o1] < 1,|as] < lund z; = 2} eine Nullmenge ist
(Ubungsaufgabe), ist f € L'(R?* R). Der Satz von Fubini liefert

1 1
/ f= / </ e"1 T2 son (g — xg)dx2>dx1
R2 —1NM 1
1 x1 1
- / {/ e o2y, —/ e“”l’L“dmg}dml

1 —1
1
— / {6211 _ 6931—]. _ 61‘1+1 + 62x1}dml
—1

2x1 1 $1+1]I1:+1

1 — et — s
=’ —1-e—(e?—e?2-1)
= 0.
Als néchstes untersuchen wir, wie sich das Lebesgue-Integral bei
Grenzprozessen verhélt, d.h., wann Grenzprozesse mit der Integration
vertauscht werden konnen.

LEMMA IX.3.5. Sei (fi)ren C L™(R™, R) eine monoton wachsende
Folge, derart dass ([ fx)ken beschrinkt ist. Dann konvergiert f, fast
iiberall gegen eine Funktion f € L™. Es gilt

BEWEIS. Fiir k € N sei (gg)ien C T eine monoton wachsende Folge
von Treppenfunktionen mit

gkll—>fk f.d. und (/ gr)ien st beschrinkt.

Dann ist insbesondere

/fk:llim g Vk eN.
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Sei
hpm = max{gy : 0 <k, Il <m} VmeN.
Dann ist (hy,)men €ine monoton wachsende Folge von Treppenfunktio-
nen. Weiter gilt
o < frn L0
und damit
/hmgsup/fk:K<oo vYm € N.

keN
Wegen Satz [X.2.7 (S. 303) konvergiert h,, fast iiberall gegen eine Funk-

tion f € L™ und

/ f=lim [ hy.
Konstruktionsgemaf gilt fiir m € N

g S hp VI>m
und somit

fm = llim It < llim h = f fii.,
d.h.
Sm={r €R": f,(x) > f(x)}

ist eine Nullmenge. Daher ist

S:USm

meN
auch eine Nullmenge, d.h., es gilt fast {iberall

fm < f VYmeN.
Also gilt fast tiberall
hm < fn < f VmeN,
Wegen hmm:;of f.i. folgt fmmjgof f.ii.. Ebenso folgt aus der Mono-

tonie des Integrals

/hmﬁ/fmﬁ/f VYm € N.

Wegen / f= lim [ h,, folgt hieraus schlieSlich

/f: lim [ f..
O

LEMMA IX.3.6. Sei f € L'. Dann gibt es zu jedem € > 0 Funktionen
g,h € L™ mit
(2) h >0,
(3) [h<e.
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BEWEIS. Konstruktionsgemif gibt es Funktionen g;, h; € L™ mit
f = g1 — hy. Sei (¢r)ren C T eine monoton wachsende Folge von

Treppenfunktionen mit 2 hy f.d. und /gpkk—> /hl. Seie > 0
beliebig. Dann gibt es ein k. € N mit

Og/hl—/90k5<8.

Dann ist hy = hy — ¢, fast iiberall nicht negativ und aus L™ und
erfiillt [ hy < e. Ebenso ist go = g1 — ¢k, aus L™ und f = gy — h. Sei
schliefilich h = hy = max{hy,0} und g = f + h. Wegen hy > 0 f.ii. gilt
g = go f.ii. und h = hy f.ii.. Daher erfiillen g und A die Bedingungen
(1)-(3). O

SATZ IX.3.7 (SATZ VON DER MONOTONEN KONVERGENZ). Sei
(fi)ren C LYR™ R) eine monotone Folge, derart dass die Folge der

Integrale ([ fi)ken beschrinkt ist. Dann konvergiert fy, f.i. gegen eine
Funktion f € L*(R™,R) und

BEWwWEIS. O.E. ist (fx)ren monoton wachsend, sonst betrachte
(—fe)ken. O.E. ist fi, > 0 f.i. fur alle & € N*, sonst betrachte (f; —
fO)kEN' Definiere

a=1r, g=f—fta1 Vk=2.
Dann gilt
g >0 fi. VkeN*

und
k
f=>_g VkeN.
=1

Lemma IX.3.6 angewandt auf gz, k € N*, mit ¢ = 27 liefert die Exis-
tenz von Funktionen ¢y, ¢y € L™ mit

g =i —Yr Vke N
Y >0 VkeN*
o >0 VkeN

/W <27% Yk e N~
(Man beachte, dass ¢ > 0 aus den entsprechenden Ungleichungen fiir

¥y und gy folgt.)
Definiere fiir £ € N*.

k
Ul = Z QY € Linc7
=1
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k
Vi = Zwl < Linc'
=1

Dann sind die Folgen (ug)gen, (Uk)ren+ monoton wachsend und

k
/vk§22_l<1, Vk € N*

=1

k
/WZZ/(QZ‘H/H)

=1

~ [+ [

<1—|—sup/fl
lEN*
< oo VkeN-.

GemiB Lemma 1X.3.5 gibt es daher Funktionen u,v € L™ mit
..
u — w tii,
v — v L.

k—o0

und

Sei f =u—wv e L' Wegen
fk:uk—vk Vk € N*
gilt dann

fe — [ i und /fklzo/f.
O

Eine einfache, aber sehr wichtige Anwendung von Satz [X.3.7 ist:

SaTz IX.3.8. Sei f € LY(R™,R) mit f >0 f.i.. Gilt [ f =0, so ist
f=0 fuii..

BEWEIS. Setze fp = kf, k € N*. Dann ist (fi)rey C L' monoton
wachsend und [ f;, = 0 fiir alle & € N*. Geméf Satz IX.3.7 konvergiert

fr fast tiberall. (fy(z))ren kann aber nur konvergieren, wenn f(x) =0
ist. Damit ist die Behauptung gezeigt. ]

Eine weitere wichtige Anwendung von Satz [X.3.7 ist:
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SaTz 1X.3.9. Sei (Ix)ren eine Folge von Intervallen in R™ mait I, C
Iiga Yk € N Sei I = | J 1. Sei f € L'(I,R) fiir alle k € N und

keN
f[ |fDren beschrinkt. Dann ist f € L'(I,R) und

f=lm [ f.
Jo=te ),

BEWEIS. Sei zundchst f > 0 f.ii.. Definiere f;, = f - xy,. Dann ist
(fr)ren C LY(R™ R) monoton wachsend, konvergiert f.ii. gegen f auf I
und ([ fi)ken ist beschréinkt. Aus Satz IX.3.7 folgt f € L'(I,R) und

/ﬁﬂm/h—mn Iz

Im allgemeinen Fall zerlegen wir f = f* — f~ mit
" =max{f, 0},
/7 =max{—f,0}.
Wegen
f /]

gilt dann f* € L'(I,R) und

im [ 5= [
k—o0 I I

Hieraus folgt die Behauptung zusammen mit der Linearitit des Inte-
grals. U

Als weitere Anwendung von Satz 1X.3.7 beweisen wir eine Verall-
gemeinerung der partiellen Integration von Satz VI.3.4 (S. 189).

Satz 1X.3.10. Sei a,b € R, a < b, und f,g € L'([a,b],R). Dann

existieren fiir alle x € [a, b]

und es gilt
/ Fo+ [ fG = FB)GO) — Fa)Gla).
[a,b] [a,b]

BEWEIS. 1. SCHRITT: Wenn f, g auf [a, b] konstant sind, folgt die
Behauptung aus Satz 1X.2.17 (S. 312) und Satz VI.3.4 (S. 189).
2. SCHRITT: Wenn f, g Treppenfunktionen sind, kénnen wir [a,b] in
endlich viele disjunkte Intervalle, auf denen f und g konstant sind, zer-
legen. Die Behauptung folgt dann aus dem 1. Schritt und der Linearitét
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des Integrals.
3. SCHRITT: Seien f, g positive Funktionen in L™ und (fx)ren, (9x)ken
monoton wachsende Folgen von Treppenfunktionen mit

fi — f fi,

k—o0

gk —2 9 L,

/ fo— 1| 1
[ab] k=% (o)

/ gk — g.
lab] k=% Jlap)

O.E. gilt f > 0 f.ii., gx > 0 L.ii. fiir alle k € N, sonst gehen wir zu f,',
g iiber. GemdB dem 2. Schritt existieren fiir alle z € [a,b] und alle
keN

Fi(z) = Jr

[a,x]

Gr(x) = / G-
[a,7]

Die Folgen (Fy)gen, (Gg)ren sind monoton wachsend und erfiillen

/ Frgr + feGr = Fi(0)Gr(b) — Fi.(a)G(a)
[a,b] [a,b]

— /[ el /[ o)

<oo VkeN

Damit folgt die Behauptung aus Schritt 2 und Satz 1X.3.7.

4. SCHRITT: Sind f, g € L', so kénnen wir sie gemifl Lemma IX.3.6 als
Differenz positiver Funktion aus L™ darstellen, und die Behauptung
folgt aus Schritt 3 und der Linearitédt des Integrals. U

Ein anderer wichtiger Grenzwertsatz fiir Lebesgue-Integrale ist:

SAaTz IX.3.11 (SATZ VON LEBESGUE UBER DIE MAJORISIERTE
KONVERGENZ). Sei (fi)ren C L'(R™,R) mit fkk—> f fii.. Es gebe

ein g € L'(R",R) mit
|fl < g fi. VkeN.
Dann ist f € L'(R™,R) und

BEWEIS. Fiir & € N sei
inf f,(x) falls (fi(z))en konvergiert,
lk(l’) = ¢ mk

0 sonst.
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sup fr(x) falls (fi(x))en konvergiert
uk(x) = ( m>k
0 sonst.

Wir wollen zeigen
lk,uk € L' Vk € N.
Seien dazu , € L'. Wegen

min{p, ¥} = (Wrw)——\so vl

max{p, ¥} = (90 +¥)+ —Iso — v
folgt aus Satz 1X.2.14 (S. 309)
min{y, ¥} € L', max{p, ¢} € L.
Durch Induktion folgt hieraus, dass fiir alle k € N und m € N gilt
lom = min{ fi, fis1, -, frpm} € L'
Uprn = Max{ fr, foats-- - foam} € L'

Fiir festes k erhalten wir somit zwei monotone Folgen (Igy;)men und
(Ukm)men in L1, die fast iiberall gegen Ij, bzw. uy, konvergieren. Wegen

lfm] <g VmeN fi.

|/zkm|s/g , |/ukm|s/g Vk,m € N.

Damit folgt aus Satz [X.3.7
lk,uk € L Vk € N.

Die Folgen (Ix)ren, (ur)ren sind monoton wachsend bzw. fallend, kon-
vergieren f.i. gegen f und erfiillen

Iy < fo <w, VEeEN

gilt

und somit

(%) /lkg/fkg/uk vk € N.

Auflerdem gilt fiir alle £ € N

[l = Jim | [ b
<o
|/Uk|_ lim \/Ukm|

"
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Damit folgt aus Satz 1X.3.7 f € L' und

[ =g =g [

Wegen (x) folgt hieraus

Eine einfache, aber wichtige Konsequenz von Satz [X.3.11 ist:

SAaTz 1X.3.12 (SATZ VON LEBESGUE UBER DIE BESCHRANKTE
KONVERGENZ). Sei I C R™ ein beschrinktes Intervall und (fi)ken C
LY(I,R) eine Folge mit fkk—> f fai. in I. Es gebe ein K > 0 mit

\fil < K fii.inI VkeN.
Dann ist f € L*(I,R) und

[r=m [

BEWEIS. Mit g = Ky folgt die Behauptung aus Satz IX.3.11 an-
gewandt auf die Folge (fxxr)ken- O

Ein anderes wichtiges Konvergenzkriterium ist:

SATZ 1X.3.13 (LEMMA VON FATOU). Sei (fi)reny C L'(R™, R) mit
fr =0 fd. fir alle k € N und fkk—> f fi.. Es gebe ein K > 0 mit

/kaK Vk € N.

Dann ist f € L'(R™,R) und
[r=x

BEWEIS. Wie im Beweis von Satz [X.3.11 sei fiir k,m € N

lkm = min{fk?fk—i-la cee 7fk+m}

I, = ngfk fm-

Dann ist fiir festes k € N (I )men C L' (R™, R) eine monoton fallende
Folge positiver Funktionen mit

og/zkm <K Vkm
GemiB Satz 1X.3.7 ist [, € L'(R™, R) fiir jedes k¥ € N und

m—00

OS/lk:lim lgm < K Vk eN.
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Da die monoton wachsende Folge (Ix)ren f.1i. gegen f konvergiert, folgt
damit die Behauptung aus Satz 1X.3.7. O

Als eine Anwendung von Satz 1X.3.12 beweisen wir den Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung (Satz VI.2.12 (S. 184)) unter
abgeschwichten Voraussetzungen.

Satz 1X.3.14. Sei F € C([a,b],R), a,b € R, a < b, differenzierbar
und f = F' beschrinkt. Dann ist f € L*([a, ], R) und

f=F(®b) - Fl(a).

[a,b]

BEWEIS. Sei K = sup |f(z)| < co. Definiere F auf [a, b+ 1] durch

a<z<b
~ | F() fir a <z <,
=V E0) + (e - b)F) firb<e<bl.

Dann ist F' € C([a,b+ 1], R) auf [a, b+ 1] differenzierbar mit

|F'(z)| < K Vz€la,b+1].
Fiir k € N* sei

fr(z) = K{F(z + %) — F(z)} Yz € [a,b).

Dann ist fi € C([a,b],R) C L'([a,b],R) fiir alle k € N* und

f@) = Jim fule) Ve € [o,B].
Wegen des Mittelwertsatzes gilt mit 6 € [0, 1]

(o) = | Pz + 9%)\ <K VkeN', zelab.

Aus Satz 1X.3.12 folgt f € L'([a,b],R) und

= lim e

[a,b] k=00 Jlap]

= lim k/ [F(x—i—%)—ﬁ(m)]dx

= khigo k{/::i F(y)dy — /abﬁ(x)da:}
= khlgo k{/bbhle F(y)dy — /GH}C ﬁ(az)daz}
— ) - Fla),

wobel wir im letzten Schritt Satz VI.2.12 (S. 184) auf die stetige Funk-
tion F' angewandt haben. U
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Als letzte Anwendung von Satz 1X.3.11 beweisen wir den folgenden
Satz iiber das Vertauschen von Differentiation und Integration.

SaTz 1X.3.15. Seien a,b € R, a < b, und f : (a,b) x R" — R eine
Funktion mit folgenden Figenschaften:
(1) f(t,-) € LYR™,R) fiir alle t € (a,b).
(2) f(-,x) ist differenzierbar fir alle x € R™.
(3) Es gibt ein g € LY(R™,R) mit

) < ola) Ve (@b) 2R

Dann ist 2 f(t,-) € L'(R",R) fiir alle t € (a,b) und
9, d
/Rn af(t,:v)dx =@ ) f(t,x)dz.

BEWEIS. Definiere zur Abkiirzung F': (a,b) — R durch
F(t) = f(t,x)dz.
R

Sei t* € (a,b) beliebig und (7)geny C R* eine beliebige Nullfolge. Defi-
niere fiir k¥ € N die Funktion f; € L'(R", R) durch

L[t + i, w) = f(t,2)]  falls " + 7 € (a,b),
fi(x) = 0
sonst.

Dann gilt
: 9 n
I}Lrgofk(x)—af(t,x) Vo € R".

Weiter gibt es ein k* € N mit t* 4+ 7, € (a,b) fiir alle £ > £*. Aus dem
Mittelwertsatz folgt mit 6 € [0, 1]

0
| fr(@)| = |§f(f* + 01, 2)| < g(x) Vo e R™ k> k"

Also ist wegen Satz IX.3.11 2 f(t*,-) € L'(R",R) und
0

A /(¢ 2)de = lim [ fi(x)dx

— 00 R”

— Jim S [P + 1) — F(£).

k—o00 Tk

Da 7, beliebig war, folgt, dass F' an der Stelle ¢* differenzierbar ist mit

d . _d o
7 Rnf(t,x)dx—th(t)
9 .o
—/Rngf(t,yc)dyc

Damit ist die Behauptung gezeigt. U
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IX.4. Messbare Funktionen und Mengen

DEFINITION IX.4.1. (1) Seien f: R" — R und g : R" — R, zwei
Funktionen. Dann ist die Funktion f|, : R” — R definiert durch (vgl.

Abb. TX.4.1)
flg = max{—g, min{f, g} }
= min{ga maX{fv _g}}
—g(z) falls f(z) < —g(=),
= /(@) falls —g(z) < f(z) < g(2),
g(z)  falls f(z) > g(x).
(2) Eine Funktion f : R" — R heifit MESSBAR, wenn die Funktion
fly € LY(R™ R) ist fiir jedes g € L'(R™,Ry).
(3) Die Menge der messbaren Funktionen auf R™ mit Werten in R
bezeichnen wir mit M (R", R).

SN
/N
N/ x
N

-9

ABBILDUNG IX.4.1. Funktion f|,, g =1

Sarz IX.4.2. L'(R",R) C M(R",R).
BeEwEIs. Die Behauptung folgt aus Satz IX.2.14 (S. 309), Definition
[X.4.1 und den Darstellungen
1 1

1 1
min{y, Y} = §(¢+¢) - §|<p — |

fiir beliebige Funktionen ¢, 1. O

Der folgende Satz gibt eine fiir die Praxis leichter handhabbare
Charakterisierung messbarer Funktionen.
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SATz 1X.4.3. Sei f : R® — R eine Funktion. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(1) f € M(R",R).

() fl, € L{(R",R) Vg e T(R"R,).

(3) flry, € LYR™R) fir alle K € Ry und alle beschrinkten

Intervalle 1.

BEWEIS. (1) = (2) : Folgt direkt aus Definition I1X.4.1.

(2) = (3) : Ist offensichtlich.
(3) = (2) : Sei g € T(R",R;). Dann gibt es ein K € R, und ein
beschrénktes Intervall I mit g < Kx;. Dann ist nach Voraussetzung
f = flxy, € L'(R",R). Hieraus folgt

flg = flg € L'(R",R).
(2) = (1): Sei g € L'(R",R,). Dann gibt es eine Folge (gi)ren C
T(R™, R,) mit gy 9 f.i.. Definiere fiir k € N

fi = flg. € L'(R",R)

fk = fk|g € Ll(Rn,R).

Dann gilt fkk—> flgy f.i. und

[fil < g€ L'R"Ry) VkeEN.
Damit folgt die Behauptung aus Satz 1X.3.11 (S. 324). O

SArz IX.4.4. (1) C(R",R) C M(R",R).

(2) Seien f,g € M(R™,R) und o, 3 € R. Dann gilt
af +Bg. |fI, £, f max{f, g}, min{f, g} € M(R",R).

(3) Sei (fr)ken € M(R™ R) mit fkk—> f fii.. Dann ist f € M(R",R).

BEwEIS. AD (1): Ist f € C(R",R) und ! ein beschrénktes Inter-
vall, so ist gemiB Satz 1X.2.16 (S. 311) f - x; € L*(R™,R) und damit
Pl = (F - Xlicy, € LR, R) fir jedes K € R..
AD (2): Sei p € T(R",R). Dann ist

(1Dl =1(flo)] € L'(R", Ry).

Also ist | f| € M(R™, R). Fiir k € N sei

Te=Flowy + 96 = 9loy)-
O.E. ist ¢ > 0 f.i.. Dann gilt fj h— f L. und gy 29 f.ii. und somit
(afe + Bar)le k_)—o;(af + B9)], L.
Wegen
((afe + Ba)lol <@ VkeEN
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folgt hieraus und aus Satz [1X.3.11 (S. 324) af + fg € M(R",R). Die
anderen Behauptungen folgen aus dem soeben Bewiesenen und den
Beziehungen

£r =505+ 5)

_ 1

fm=5071- 1)
max{f,g} = 5(f +0) + 31—l
min{ f, g} = %(f+g) — %|f —g|.

AD (3): Sei g € LY(R™,Ry) und f, = fil, € L'(R™,R) fiir alle k € N.
Dann gilt

ﬁc IH—O;ﬂg £
und

fil<g VkeEN.
Damit folgt die Behauptung aus Satz 1X.3.11 (S. 324). O

Der folgende Satz stellt den Zusammenhang zwischen Messbarkeit
und Integrierbarkeit einer Funktion her.

SATZ IX.4.5. (1) Sei f € M(R™,R) und g € L*(R™,R,) mit |f| < g
fii.. Dann ist f € LY(R", R).
(2) Sei f € M(R",R) und |f| € LY(R",R). Dann ist f € L'(R",R).
BEWEIS. AD (1): Wegen |f| < g f.i. ist f|, = f f.i.. Hieraus folgt

die Behauptung.
AD (2): Folgt aus Teil (1) mit g = |f]. O

Der folgende Satz ist eine teilweise Umkehrung des Satzes von Fu-
bini und ist fiir die praktische Rechnung sehr wichtig.

SATZ 1X.4.6 (SATZ VON TONELLI). Seien k.l € N* und f €
M (RF R). Weiter existiere mindestens eines der Integrale

(1) /Rk< " |f($1,$2)|d$2>d961
oder
(2) /Rl< - |f(901,1‘2)|d$1>d$2-

Dann ist f € LY(RFR) und

/Rkﬂ f= /Rk< le($1,$2)dw2>dx1
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= /Rl< g f(xl,xg)dm)dacg.

BEWEIS. Seien [, = B”.HOQ(O,TL) und
gn = (1D, - ne N

Dann ist g, eine monoton wachsende Folge in L'(R* R), die fast
tiberall gegen | f| konvergiert. Wegen Satz 1X.3.3 (S. 317) ist

/ Qn:/ (/ 9n<x1,$2)dl’2)dﬂf1
RE+1 RE R!
:/</ 9n($1,$2)d$1>d$2 Vn € N*,
R! \JRF

Daher ist ( [pi1 gn)nen durch eines der Integrale (1) oder (2) beschréinkt.
Wegen Satz 1X.3.7 (S. 321) ist daher | f| € LY(R¥ R). Damit folgt die
Behauptung aus Satz 1X.4.5 (2) und Satz 1X.3.3. 0

Wir kommen nun zum Begriff der messbaren Menge.

DEFINITION IX.4.7. Eine Teilmenge X C R"™ heifit MESSBAR, wenn
ihre charakteristische Funktion yx messbar ist. Ist xyx sogar integrier-
bar, so definieren wir das n-DIMENSIONALE LEBESGUE-MASS von X
durch

Ist xx messbar, aber nicht integrierbar, so definieren wir
An(X) = 4o0.

Die Menge der messbaren Mengen bezeichnen wir mit M,,.

SaTz 1X.4.8. Es gelten folgende Eigenschaften messbarer Mengen.:
(1) Sind X,Y € M,,, so gilt
XUY, XnY, X\Y, XAY e M,.
Weiter gilt
(a) M\(X) =0 <= X ist Nullmenge.
(b) X CY = M\ (X) <A\ (Y). (MONOTONIE)
() M(XUY)+ (X NY) =X (X)+ A (Y).
(2) Ist (Xg)ren C M, mit Xy C Xypyy fir alle k € N und X =
U Xi, so ist X € M,, und

keN
An(X) = lim Ay (Xe).
(3) Ist (Xi)ren C My, soist X = | | X € M, und
keN
M(X) <D (X0

keN
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Sind zusdtzlich die Mengen X, paarweise disjunkt, so ist

)‘n(X> = Z )‘n(Xk)

keN

BEWEIS. AD (1): Der erste Teil der Aussage folgt aus Satz 1X.4.4
und den Beziehungen

Xxuy = max{Xx, Xy},

XXny = min{XX7 XY}a

xxv = (xx —xv) ",

Xxay = [xx — xv|-
Aussage (a) folgt aus der Definition von Mafl und Integral (,,<="*) bzw.
aus Satz 1X.3.8 (S. 322) (,=").
Aussage (b) folgt aus der Beziehung

Xx Sxy <= XCY

und der Monotonie des Integrals.
Aussage (c) schlieflich folgt aus der Beziehung

Xxuy + Xxny = Xx + Xy
und der Linearitdt des Integrals.
AD (2): Folgt aus Satz 1X.4.4 angewandt auf die monoton wachsende

FOlge (XXk)kEN-
AD (3): Folgt aus Teil (2) angewandt auf die Mengen

k
Yi=JXi VkeN
1=0
und aus Aussage (c) von Teil (1). d

BEMERKUNG IX.4.9. Seien X # () eine beliebige Menge. A C P(X)
und p: A — Ry U {400} eine Funktion. A heift 0-ALGEBRA, wenn
gilt:

S1: 0, X € A,
S2: Ae A <= X\A €A,
S3: (A)ken C A= | JAr € A
keN
1 heilt ein MAsS, wenn A eine o-Algebra ist und wenn gilt

M1: u() =0,
M2: (Ag)ken C A paarweise disjunkt = ,u(U Ag) = Z,u(Ak).
keN keN

Ein Tripel (X, A, 1) mit diesen Eigenschaften heiit M ASSRAUM. Satz
[X.4.8 zeigt, dass (R, M,,, \,,) ein Mafiraum ist.

Der folgende Satz zeigt, dass eine grofle Klasse von Mengen messbar
sind.
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SATz 1X.4.10. (1) Sei O C R", O # 0 offen. Dann ist O in M,,.
(2) Sei ACR", A+#0, abgeschlossen. Dann ist A € M,,.
(3) Sei K C R*, K # 0, kompakt. Dann ist K € M,, und \,(K) <
+00.

BEWEIS. AD (1): Sei {qi}ren eine Abzdhlung von O N Q". Fir
k,l € N sei
]kl = B“HOO(Qk‘a 2_l) S Mn
Wegen Satz [X.4.8 (3) ist dann fiir jedes [ € N

I, = U{Ikl sy C O} S Mn

Offensichtlich ist U I; C O. Sei nun z € O. Dann gibt es ein € > 0 mit
lEN

By (z,€) C O.
Sei I € N mit 27! < ¢. Da Q in R und damit Q" in R" dicht ist, gibt
es ein k € N mit

2 = grllee < 27,
d.h. z € Iy. Fir y € B (qx, 27") gilt weiter

Iy = 2lloo < Iy = Gelloo + llax — zllo < 227" <e.

Also ist Ij; C O und damit = € I;. Dies zeigt O = U I;. Damit folgt

1eN
die Behauptung aus Satz IX.4.8 (3).

AD (2): Gemé$ Teil (1) sind A° und R™ messbar. Wegen A = (A°)¢ =
R™\ A€ folgt damit die Behauptung aus Satz 1X.4.8.

AD (3): Geméf Teil (2) ist K € M,, Gemé$ Satz 111.4.3 (S. 82) gibt
es ein R > 0 mit By (0, R) D K. Aus Satz IX.4.8 folgt

An(K) < An(B) (0, R)) = (2R)".
O

BEispiEL [X.4.11. Wir wollen eine nicht messbare Teilmenge von
R konstruieren. Dazu definieren wir

r~y <= x—yeQ.

Wie man leicht nachpriift ist ~ eine Aquivalenzrelation. Bezeichne mit
[2] die zu 2 gehérige Aquivalenzklasse. Fiir jedes 2 € (0, 1) wihle einen
Représentanten aus [z] N (0,1) aus. Die Menge aller so ausgewéhlten
Elemente von (0, 1) bezeichne mit M.

Sei z € (0,1). Dann gibt es ein y € M mit x ~ y. Also existiert ein
q € Q mit x —y = ¢ und |¢| < 1. Daher ist

(+) 0nc | M+qc(-12
geQn(—1,1)
mit
M+qg={x+q:xe M}
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Seien nun ¢,r € Q und = € (M + q) N (M + r). Dann folgt
T=yYy+q=z+r

mit y,z € M. Also ist y — 2 = r — ¢ € Q und damit y = z und daher
r = ¢q. Also sind die Mengen M + q fiir verschiedene ¢ disjunkt.

Wir nehmen an, M wire messbar. Dann ist A\{(M + ¢) = A\ (M) fir
alle ¢ € Q. Ware A\ (M) # 0, so folgte aus (%) A\ ((—1,2)) = +00. Wére
A (M) =0, so folgte dagegen aus (x) A1((0,1)) = 0. Wir erhalten also
in jedem Fall einen Widerspruch.

X ist ein Beispiel fiir eine nicht-messbare Funktion.

Zum Abschluss gehen wir noch auf den Zusammenhang zwischen
messbaren Mengen und Funktionen néher ein.

Satz 1X.4.12. Es ist f € M(R™ R) genau dann, wenn fir jedes
c € R die Menge
A.={z eR": f(x) > ¢}

messbar ist.

BEWEIS. ,,=—=*: Definiere fiir ¢ € R und k£ € N*

fel(w) = k[min{ f(z), ¢} — min{f(x),c - %}] vz e R".

Dann ist fy € M(R",R) fiir alle £ € N*, ¢ € R. Sei z € R" und
f(z) > c. Dann ist fy(x) = 1 fiir alle k € N*. Ist dagegen f(z) < ¢, so
gibt es ein k, € Nmit f(z) < c— 1. Fiir k > k, folgt fi(z) = 0. Also
gilt fi 7 XA Damit folgt die Behauptung aus Satz 1X.4.4 (3).

,<=": Aus Satz [X.4.8 folgt, dass fiir alle ¢,d € R mit ¢ < d die Menge
Zeg={reR":c < f(x) < d}

messbar ist. Dann ist fiir £ € N*
2k2—1

fi= 3 (k4 D

,k+i ,k+l+71
k> k
=0

aus M (R, R). Wie man leicht nachpriift, gilt f kpﬁ> f. Damit folgt die
Behauptung aus Satz 1X.4.4 (3). O

Das folgende Resultat ist fiir die Praxis besonders wichtig.

Satz 1X.4.13. Seien f,g € M(R™,R) und h € C(R* R). Dann ist
F:R" = R mit  — h(f(x),g(x)) messbar. Insbesondere ist f - g €
M(R",R).

BEWEIS. Wie im Beweis von Satz [X.4.12 sei fiir k € N*
2k2—1

[
=0
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2k2—1

=0

Definiere F}, : R™ — R durch
Fi(x) = h(fr(z), gr(z)).

Dann ist
2k2—1 i j

b = Z h<_k+Ev _k+E)X{wER":fk+%§f(z)<fk+i+Tl,fk+%§g(x)<fk+%}
i,j=0

wegen Satz [X.4.12 und Satz 1X.4.4 messbar fiir jedes k£ € N*. Wegen
fkk—> f, G =29 und h € C(R? R) folgt Fkk—> F. Damit folgt die

Behauptung aus Satz [X.4.4 (3). O

IX.5. Der Transformationssatz

Wir erinnern an die Substitutionsregel Satz VI.3.1 (S. 187). Sei
I C R ein perfektes Intervall, f € C(I,R), [a,b] C R, a < b und
o € CY([a,b],R) mit ¢([a,b]) C I. Dann ist

b w(b)
/ F((@)) ! (2)de = / Wy

Setzen wir zusétzlich ¢'(x) # 0 fiir alle x € (a,b) voraus, so sind zwei
Félle moglich:
Fall 1: ¢/(z) > 0 fiir alle = € (a,b). Dann ist

»(b)
/ Fly)dy = / fy.
p(a) ([a,b])

Fall 2: ¢'(z) < 0 fiir alle = € (a,b). Dann ist

¢(b)
f@@Z—/ fy.

¢(a) ¢([a,b])

Also konnen wir die Substitutionsregel unter der Annahme ¢'(z) # 0

fiir alle z € (a,b) in der Form schreiben

foelelde= [ iy

([a.b])
Ziel dieses Abschnittes ist es, ein Analogon dieser Formel fiir C*-Dif-
feomorphismen auf R™ zu beweisen. Dabei wird |¢’| durch |det Dy|
ersetzt werden.

Im Folgenden versehen wir den R"™ stets mit der kanonischen Basis
und identifizieren so lineare Abbildungen mit Matrizen. Wenn wir die
Norm || - || z(rnrn) beniitzen, setzen wir stets voraus, dass R™ mit der
Maximum-Norm versehen ist.

[a,0]
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Zur Erinnerung: In diesem Fall gilt

n
1Al ey = max [|Az]|o = max Z|Aij|.

lllloo l<izn

Wir bereiten den Transformationssatz mit einer Reihe von Satzen
VOT.

SATZ IX.5.1. Seien U C R™ offen, U £ 0, p € C(U,R™) und I C U
ein beschrinktes Intervall. Dann ist (1) messbar und A\, (¢(I)) < oo.

BEWEIS. Sei [ =< a,b > mit a,b € R". Fiir 1 <[ <n und k € N*
sel

[al,bz] falls < a;, b == [a;, b]]
by = [a; + +,bi] falls < a;, by == (a;, b
[az,bz ] falls < a;, b == [ap, by)
[y + 1.0, — 1] falls < ay, b == (ay, by)

und I, = Iy X ... X Iy, Dann ist jedes [ kompakt und I C [
fiir alle k € Nund I = | J I. Daher ist (1)) fiir jedes k € N kom-

keN*
pakt und damit messbar und ¢(I;) C @(lx41) fur alle & € N* und

o(l) = U ©(I)). Wegen Satz 1X.4.8 (S. 332) ist somit ¢(/) messbar.
keN
Da ¢(I) C ¢(I) und () kompakt ist, ist A, (o(I)) < co. O

Im folgenden Satz beniitzen wir zwei spezielle Arten von Matrizen:
Typ P: Fir 1 < 4,5 < n, i # j, geht Pj) aus der Einheitsmatrix
durch Vertauschen der Zeilen ¢ und j hervor. Die entsprechen-
de lineare Abbildung ist eine Spiegelung an der Hyperebene

T, = Tj.

Typ S: Fiir 1 < 4,5 < n,i # jund t € R, geht S;;)(t) aus der
Einheitsmatrix hervor, indem das t-fache der i-ten Zeile zur
j-ten Zeile addiert wird. Die zugehorige lineare Abbildung ist
eine Scherung in der (4, 7)-Ebene parallel zur j-Achse.

Die Matrizen der Typen P und S sind invertierbar. Wie man leicht
nachrechnet, gilt

(Pan) ™" = P,
(St () = Seap(—1)-
Die Multiplikation einer Matrix von links bzw. rechts mit einer Matrix
Pyjy oder S(;;(t) entspricht dem Vertauschen der i-ten und j-ten Zeile

bzw. Spalte oder der Addition des t-fachens der i-ten Zeile bzw. Spalte
zur j-ten Zeile bzw. Spalte.

SaTz 1X.5.2. Sei L € GL(R™). Dann gibt es eine Diagonalmatriz
D mit nicht verschwindenden Diagonalelementen und Matrizen A, B,
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die Produkte von Matrizen der Typen P und S sind, mit
L =ADB.

BeEwEIs. Wir fiihren folgenden Algorithmus aus, der eine Modifi-
kation des GauBschen Eliminationsverfahrens ist:

(0) Setzei =1, L = L.
(1) Bestimme j; mit i < j; < n und

(i=1) _ (i—1)
|Ljii |_irgnka§};|Lki .

(2) Vertausche die Zeilen i und j;:
P = P(U')? z(iil) = pOLED,

(3) Eliminiere die Elemente unterhalb der Diagonalen in der i-ten
Spalte und rechts von der Diagonalen in der i-ten Zeile:

. 7i=n Li=h
AD — g, (—ﬂ ) St <—JJF“ )

(nd) Lg;fl) (i+14) ngil)

7= 71

BY = Sy (—~—“)sn (—J’? )
(@+1) 761 (in) 761

10 _ gD g6
(4) Falls ¢ = n — 1 ist, stop. Sonst erhéhe ¢ um 1 und gehe nach 1
zuriick.
Dann ist
D = L(n—l)

die gesuchte Diagonalmatrix und
A1 — A1) pn-1) g(n-2) p(n-2)  4() p(1)
p'=pWpB®» . . B,

Man beachte, dass wegen L € GL(R™) fiir 1 <¢ <n —1 gilt

(i-1)
Dax |Ly; 7| > 0.

g

SATZ IX.5.3. Seien a € R", L € GL(R™), p(z) = a + Lz fir alle
z € R"™ und I ein beschranktes Intervall. Dann ist

An(@(I)) = | det LI, (1).

BEWEIS. Wegen Satz 1X.5.2 ist ¢ die Komposition einer Transla-
tion x — a + x, einer linearen Abbildung mit Diagonalmatrix und
endlich vieler linearer Abbildungen vom Typ P und S. Da det L das
Produkt der Determinanten der entsprechenden Matrizen ist, reicht es,
die Aussage fiir diese elementaren Abbildungen zu beweisen. Sei dazu
I =< u,v > mit u,v € R™.
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1. ScHRITT: Betrachte die Translation 7 : £ — x + a. Dann ist
7(l) =<u+a,v+a > und

Anlr (1) = [ [ (0 = w)

i=1
— | det Id|M\(1).

2. SCHRITT: Betrachte die lineare Abbildung § : x +— Dz mit einer
Diagonalmatrix D = diag(dy, . ..,d,) und d; € R*, 1 < i < n. Dann ist

(5([) = H < min{dkuk, dkvk}, max{dkuk, dkvk} -
k=1

und

n

An(S(1)) = ] Idwvr — dicu
k=1

L)
— [ det DA (1).

3. SCHRITT: Betrachte die lineare Abbildung p : z +— Pz mit 1 <
1, <mund ¢ # j. Dann ist O.E. i < j und

p(I) =< up,v1 = X ... X < U_1,Vi—1 > X < Uj,vj > X
X < Uip1, Vi1 = X oo o X < Uj—1, V51 = X < U, Vg = X

X < Ujg1,Vjg1 = X oo X < Uy, Uy >

und daher

An(p(1)) = An()
= | det Py |\, ().

4. SCHRITT: Betrachte die lineare Abbildung o : x — S;)(t)r mit
1<i,j<mn,i#j teR. Aus Satz IX.5.1 und Satz IX.3.3 (S. 317)
folgt

M) = [ e
= / [/ Xondxjldey ... dr;_idrjy ... dx,
Rn—1 JR
:/ ) X<U17v1>-><.“><<uj_1,vj_1>—><<uj+1,vj+1>-><.“><<un,vn>-
Rn—

[/ X-<uj+t:ci7vj+txi>dxj]dxl PN d$j_1dl‘j+1 N dZL'n
R
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= (1)
= | det S (t)[ A1)
O

Satz 1X.5.4. Seien a € R, L € GL(R™), p(z) = a + Lz fir alle
r € R" und f € LY(R",R). Dann ist fop ' € L}(R™,R) und

)
[roet=laesl [ 1

BEWEIS. 1. SCHRITT: Sei [ ein beschrianktes Intervall und f = ;.
Dann ist fo ¢~ = xy. Damit folgt die Behauptung aus Satz IX.5.3.
2. SCHRITT: Sei f € T(R",R). Dann folgt die Behauptung aus dem 1.
Schritt und der Linearitdt des Integrals.

3. SCHRITT: Sei N eine Nullmenge. Wir zeigen, dass ¢(IV) ebenfalls
eine Nullmenge ist.

Gemif Satz 1X.2.7(2) (S. 303) gibt es eine monoton wachsende Folge
(fe)ken C T(R™, R), derart dass (fi)ken auf N divergiert und ([ fi)ren
beschriinkt ist. Wegen Schritt 2 ist (fz 0@ )reny € LY(R™, R) monoton
wachsend, auf ¢(N) divergent und ([ fr 0 o™ gen = (|det L| [ fi)ren
beschréinkt. Aus Satz IX.3.7 (S. 321) folgt, dass (fx 0 ¢~ )ren f.ii. kon-
vergiert. Daher ist ¢(N) eine Nullmenge.

4. SCHRITT: Sei f € L™ und (fi)ren C T(R™, R) eine monoton wach-
sende Folge mit ([ fi)ren beschréinkt, die f.ii. gegen f konvergiert. We-
gen Schritt 2 und 3 konvergiert (fi, o ¢ !)ren C LY (R, R) f.ii. gegen
fop™!, ist monoton wachsend und erfiillt, ([ fro@™!)ken ist beschrinkt.
Aus Satz IX.3.7 (S. 321) folgt die Behauptung fiir f.

5. SCHRITT: Sei f € L'(R",R). Dann folgt die Behauptung aus dem
4. Schritt und der Linearitédt des Integrals. U

SATzZ 1X.5.5. Seten U,V C R™ offene, nicht leere Teilmengen, ¢ :
U — V ein C*-Diffeomorphismus von U auf V und I C R"™ ein be-

schrinktes Intervall mit I # 0 und I C U. Dann ist

M(o(D)) = / |det Dip(z) | do.

BEWEIS. Sei I =< u,v > mit u,v € R™. Definiere
Koy = max{1,\,(I)},

Liax = max |vg — ugl
1<k<n

Lin = min v — ug| > 0.
1<k<n
Da I kompakt ist und (Dy)~* und det(Dg) auf I stetig sind, existieren
K, = max{1, majx (D)) || crn mmy
re

Ky = max{1, max | det(Dp(z))|}.
zel
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Sei 0 < € < 1 beliebig. Da Dy und det Dy auf I gleichmifBig stetig
sind, gibt es ein § > 0 mit

19
| det(Dyp(z)) — det(De(y))| < 77
2K,
<e Lmin
) T L Ko K Kan2m

|Dyp(z) — Do(y)l| con rn

fiir alle 7,y € I mit ||z — y|lo < J. Sei k € N so, dass
2R <O

ist. Durch sukzessives Halbieren der Kanten kénnen wir I in 2" dis-
junkte Intervalle [;, 1 < < 2"F, mit maximaler Kantenlinge 27% L.«

und minimaler Kantenlinge 27% L, unterteilen. Dann sind die o(1;)
2nk

paarweise disjunkt und ¢(I) = (J;_, ¢(I;). Damit folgt

M(e(D) = [ |det Difa)lda]

(IX.5.1) = ‘g{kn(w(h)) - /Il | det Ds@(w)ldm}‘

2nk

<y
=1

Sei 1 <1 < 2" beliebig. Dann ist [; =< @, 0 . Definiere

Mlie(i) = | | det Dip() da

1,

z:§(u+v)
() = ¢(z) + Dp(z)(x —2) Ve eR”

p=1v""op.

Mit Satz IX.5.3 angewandt auf ¢! und () folgt

Mlip(1) = [ |det Dep(a)da
< | [ {1 det Dp(a)| — | det Di(z) |

+

Aa(I)] det De(2)] = Al (1)

(IX.5.2)
< [ |det Dp(z) — det Dp(z)|dx
I

+ Ky

Au(B) = | det D(2)] Al (1)

-

:An(p(IZ))

< 2—K0>\n(ll) + Ka| A (1) — Aa(p(11))]-
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Sei x € [;. Dann gilt wegen p(z) = z
(IX.5.3)
lp(z) =zl
= llp(z) = p(2) = (z = 2) ||

| / Dplz + tx — 2)) — I)(x — =)t
< / 1(Do(2)) ™ gy | Doz + £z — 2)) — Do) ey

|l — z||codt

L. -
<K o Liax2 F71
= L Ko K Fgn2n ™
Lmin —k
= fF
K0K27’L2n+1

=:1.

Da p ein Homéomorphismus ist, ist p(/;) zusammenhingend und

o

° ~ = —
p(L) =p(li)  p(L)=p(L) , p(0L) = 0(p(Lr)).
Hieraus folgt mit Gleichung (IX.5.3)

<u+ne,v—ne=C p(l}) C<u—mne,v+ne -,
wobei e = (1,...,1) € R™ ist. Damit folgt

An(p(1) = An(1}) < H(vi — ui +2n) — H(vi — wi)

und
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= (1) {1~ ﬁ(1 - Ui2_77Ui)}

i=1

< {1- (- 57—}

2_kLmin
—\ (1){1 (- L)"}
- o K()KQ?”LQ”
€
< (1
( l)K()KQTLQn
€
I
< MUsR R,
also
€
[X.5.4 I) — M\ ()| < \(1 :
50 Palpll) = MlBD] <MD
Aus den Gleichungen (IX.5.1), (IX.5.2) und (IX.5.4) folgt schlielich
onk onk
A (0( /\detho( )|da| < Z)\ (I,) + QKOZ)\ (1)
— S
(D)
<e.
Da ¢ beliebig war, folgt hieraus die Behauptung. U

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun den Transformations-
satz beweisen. Man beachte, dass Satz [X.5.4 ein Spezialfall hiervon
ist.

SATZ 1X.5.6 (TRANSFORMATIONSSATZ). Seien U,V C R" offene,
nicht leere Teilmengen und @ : U — V ein C*-Diffeomorphismus von
U auf V. Dann ist f € L*(V,R) genau dann, wenn f o p|det Dp| €
LY(U,R) ist. In diesem Fall gilt

/j@—/f ))| det Dg(x)|dz

BEWEIS. 1. SCHRITT: Es geniigt, die Implikation ,—* zu zeigen.
Die Implikation ,,<=* folgt dann durch Anwenden des Gezeigten auf
V- U.
2. SCHRITT: Sei I C V ein beschrinktes, offenes Intervall. Dann ist
O = ¢ 1(I) C U offen. Sei (z;,)ren eine Abzéhlung von Z". Fiir k, 1 € N

sei
n

Ikl = H(Qilz,m- - 27171, 2il2k7i + 27171]
i=1
und

I, = U{Ikl Ijkl C O}
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Dann sind fiir festes [ die Iy; disjunkt und
L,y VieN.
Wie im Beweis von Satz 1X.4.10(1) (S. 334) folgt

O:Uh

Dann ist T = ¢(0) = | (L), o(L)) = | J{e(u) : T € O} und die

IeN
©(Iy) sind fiir festes [ disjunkt. Damit folgt aus Satz 1X.5.5 und Satz

)
IX.4.8 (S. 332) p(I;) € M,, und
An(1) 2 An(eo (1))

= Z An((Ixt))

TMCO
= Z/ | det Dp(z)|dx
TMC(’) Tkt

= [ |det Dp(z)|dx VI e N.

I
Wiederum mit Satz [X.4.8 (S. 332) und Satz [X.3.7 (S. 321) folgt

/VXI = )‘nU)
= lim A, (¢(1)))

l—o00

= llim | det Dp(z)|dx
—00 I

:/ | det Dy ()| dx

(@]

~ [ xoldet Dy(o)lds
U

= /UXIogo(a:)]det Dy(x)|dz.

Damit ist die Behauptung fiir f = x; gezeigt.

3. SCHRITT: Sei I C V ein beschréanktes Intervall. Da jedes beschrénk-
te Intervall in R in der Form A\(B U C) mit offenen, beschrénkten
Intervallen A, B, C' und B U C C A dargestellt werden kann, ist x;
Linearkombination von charakteristischen Funktionen beschréankter, of-
fener Intervalle in V. Damit folgt die Behauptung fiir f = x; aus dem
2. Schritt und der Linearitdt des Integrals.

4. SCHRITT: Aus dem 3. Schritt und der Linearitét des Integrals folgt
die Behauptung fiir alle f € T'(V,R).

5. SCHRITT: Sei N C V eine Nullmenge. Wir zeigen, dass ¢~ 1(N) C U
ebenfalls eine Nullmenge ist.
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Nach Satz IX.2.7 (S. 303) gibt es eine monoton wachsende Folge ( fx)ren
C T(V,R) derart, dass ([, fr)ren beschrinkt ist und (fi)ren auf N
divergiert. Gem#fi Schritt 4 ist f o ¢|det Dy| € LY(U,R) fiir alle
k€ Nund [ fi o ¢|det D] = [, f fiir alle & € N. Die Folge
(fr o | det Dy|)rey ist monoton wachsend und divergiert auf ¢! (N).
Wegen Satz I1X.3.7 (S. 321) ist daher ¢ () eine Nullmenge.

6. SCHRITT: Sei nun f € L"(V,R) und (fi)ren C T(V,R) eine mo-
noton wachsende Folge, derart dass fj k_)—;of f.ii. in V und (fv fr)ken

beschrankt ist. Wegen der Schritte 4 und 5 ist (f o | det Dep|)ren C
L'(U,R) monoton wachsend, konvergiert f.ii. in U gegen f o p|det Dy
und ([, fuop|det Dg|)gen ist beschrénkt. Damit folgt die Behauptung
fir f aus Satz IX.3.7 (S. 321).

7. SCHRITT: Aus dem 6. Schritt und der Linearitdt des Integrals folgt
schliellich die Behauptung. O

BEeispiEL IX.5.7. (1) (VOLUMEN VON KUGELN IN R") Fiir z €
R"™, R € R sei

Bn(z,R) = {y € R : |ly — zf]y < R}

B, = B,(0,1)

Wn = \(By).
Mit p(y) = = + Ry fiir alle y € R" folgt

B,(z, R) = ¢(B,,).
Es ist
Dy(y) = Rldgn Yy € R" = det Dp(y) = R" Yy € R".
Mit Satz 1X.5.6 folgt
A(Bn(z,R)) = R"'w, Yz €R", ReR}.

Aus Satz 1X.3.3 (S. 317) und Satz IX.5.6 folgt weiter

wn :/ XBn
= /[/ xB,dry ... dx, 1]|dx,
R JRr-1

:/_ Mo 1 (B (2ms /T = 22) )

(n 1))

1—152 dt (t= —cosx)
sin” xdx

sm " xdzx.

O\O\\
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GeméB Beispiel VI.3.5(4) (S. 189) gilt fur A,, = /2 sin" xdw:
0

T
AO:E
A =1
T 2k — 1
Ao = =
am 2%
k=1
o ok
A2m+1:H2k+1-
k=1

Hieraus folgt
An1Ay = — VYneN
2n

und damit
Wp = 2(»")n—lfln
- 4wn—2An—1An
27
= —wp_a Vn>3.
n
Weiter ist

1
—9.9.7 .2
2 2
=T.
Hieraus folgt durch Induktion
Wom, = T VYm > 1
m!
2m+1
Womi1 = ™ ¥Ym > 0.

1-3-...-2m+1)
GeméB Satz VI.5.1 (S. 205) und Satz VI.5.7 (S. 210) ist aber
Fm+1)=m! Ym>1

T'(m+ g) = (m+ %)F(m + %)
_ F(%) H 2k2+ 1
k=0

ok 4+ 1
_wj¥ >
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Damit folgt schliellich

n

_ ™ ypeN
wn_r(ﬂ—l—l) n e .

2
(2) (EBENE POLARKOORDINATEN) Sei R € R* beliebig. Definiere

Ur = (0,R) x (0,27)
Vi = B>(0, R)\[R+ x {0}]
Y(r,p) = (rcose,rsinp).

Dann gilt
1 : Ug — Vg ist bijektiv
»(Ur) = Vg
= By(0, R)

Dy — (cgsw —rsm<p)

singp  rcosgp
det Dy =r>0 V(r,p) € Ug.

Also ist 9 ein C'-Diffeomorphismus von Ug auf V. Da R, x {0} eine
Nullmenge in By(0, R) ist, folgt aus Satz 1X.5.6

f € LYBy(0,R),R) <= rf(rcosy,rsinp) € L'(Ug,R).
Fiir

f(x1,$2) — ex%-i—a:g

erhalten wir so z.B.

/ fdx = / rf(rcos,rsinp)drdp
B2(0,R)

// re” dgpdr

—27r2 0

= (e —1).

(3) (ZYLINDERKOORDINATEN) Seien R € R, a,b € R mit a < b
beliebig. Definiere

U=(0,R) x(0,27) x (a,b)

Z={zeR®:a<x3<bal+a;<R}

V =Z\[R; x {0} x (a,b)]

W(r, @, z) = (rcosp,rsing, z).
Dann gilt
YU —

V' ist bijektiv
W(U) =V



348 IX. INTEGRALRECHNUNG MEHRERER VERANDERLICHER
=7
cosp —rsine 0

sm(p rcosgp 0
1

det Dy = r.

Also ist ¢ ein C'-Diffeomorphismus von U auf V. Da R, x {0} x (a,b)
eine Nullmenge in Z ist, folgt aus Satz [X.5.6

feLY (ZR) < rf(rcosy,rsing,z) € L'(U,R).
Fiir
2 2
f(l') _ x3€x1+x2

erhalten wir z.B.

/fdx:/rf(rcosgo,rsingo,z)drdgodz
z

/ / / zre” dzdcpdr
2

b —a®)m(e™ —1).

2
(4) (KUGELKOORDINATEN) Sei R € R beliebig. Definiere
U = (0, R) x (0,27) x (=3, 5)

Vi = B3(0, R)\[Ry x {0} x K]
W»(r,p,0) = (rcospcosh, rsinpcosl, rsind).

Dann gilt
v Up — Vg ist bijektiv
W(Ug) = Vg
- Bg(O, R)
cospcost —rsinpcos) —rcospsinf
Dy = | singpcosf rcospcosf —rsinpsind
sin 6 0 rcos 6

det D1p = sin 0[r* sin? @ sin @ cos 6 + 12 cos® p sin 6 cos 6]
+ 7 cos O[r cos® p cos® § + 1 sin?  cos® 0]
=r?sin®@ cosd + r? cos® 0
=r%cosf
>0 Y(r,e,0)€ Ug.

Also ist 9 ein C'-Diffeomorphismus von Ugp auf V. Da [R, x {0} x
R] N B;3(0, R) eine Nullmenge in B3(0, R) ist, folgt aus Satz 1X.5.6

f € L*(Bs(0,R),R)
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<= r?cosOf(rcospcosf,rsinpcosd, rsinf) € L' (Ug,R).

Fir

1 2
flz) = — el
]2
ex%+x%+x§

N

erhalten wir z.B.

72 cos O f (r cos p cos B, 7 sin p cos @, rsin §) = r cos = L'(Ug,R)

R 27 3 ,
/ fdx = / / / rcosfe” dfdedr
B3(0,R) o Jo J-
1

und

3
= 2r5e”]f[sin 0)2
= 2m(e™ —1).
IX.6. Die LP-R&aume

In diesem Abschnitt ist stets 1 < p < oo. Ist p > 1, so ist p’ gegeben
durch

1
_+_/:1
p p
d.h.
p
,_
P—p—_l-

Im Folgenden identifizieren wir Funktionen, die fast iiberall iiber-
einstimmen. Genauer: Durch

f~g = f—g=0{i.
wird auf M(R™ R) eine Aquivalenzrelation definiert. Wenn wir im Fol-
genden von einer Funktion f € M(R" R) sprechen, meinen wir dann
immer die entsprechende Aquivalenzklasse, ohne diese genauer zu be-
zeichnen.

DEFINITION IX.6.1. Wir definieren
IP(R"R) = L’ = {f € M(R",R) : | f]’ € L'(R", R)}
und setzen fiir f € L?

11 =1y = { [ 17}

Wir wollen zeigen, dass (L*, ||-]|,) ein Banachraum ist. Dazu benéti-
gen wir das folgende Hilfsresultat.
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SATZ 1X.6.2 (HOLDERSCHE UNGLEICHUNG). Seienp > 1, f € LP
und g € L¥'. Dann ist f - g € L' und

/ £ gl < I gl

BEWEIS. Sei 0 < a < 1 und f, : Ry — R definiert durch
falz) =(1—a)+ax — 2"

Wie man leicht nachpriift, ist f, auf [0, 1] monoton fallend, auf [1, c0)
monoton wachsend und f,(1) = 0. Also gilt

falz) >0 VzeR;.

Seien nun a,b € R und a = % € (0,1). Dann folgt

p
Oéf%(%)
1 1aP a
—(1-)4+ = -
( p)+pbp/ bp//p
B 1 +1ap ab
_p/ pbpl bp/
1 1
(%) — ab< —a’+ S0P
p p

Die Ungleichung (x) gilt offensichtlich auch fiir a = 0 oder b = 0.
O.E. sind f # 0, g # 0, da sonst die Behauptung trivial ist. Aus (x)
folgt mit

L )
1f1lp
|9(2)]

gl
@) 9@ _1@P | L@l e
el =2 1B 7 g T

Aus Satz IX.4.5 (S. 331) und Satz IX.4.13 (S. 335) folgt f-g € L' und

1 / 1 1 1 1 ;
L frg<t /Ifl”+— ,/|g|P
17119l I 7l

1

+

¥

==

SaTz 1X.6.3. (LP,|| - ||p) ist ein Banachraum.
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BEWEIS. 1. SCHRITT: LP IST EIN VEKTORRAUM. Fiir p = 1 ist
dies gerade Satz 1X.2.14 (S. 309). Sei also p > 1. Die Eigenschaft

fel’P aeR= af € L

ist trivial. Seien also f,g € LP. Da die Funktion z — z? auf R7 konvex
ist, folgt fiir alle x € R™

7(2) + (@)l = 2|3 (F@) + g(2)
< 2[5l @] +1g(w)]”

< 27 [ f(@))F +|g() ]

Hieraus und aus Satz IX.4.5 (S. 331) folgt f + g € LP.
2. SCHRITT: || - ||, 1ST EINE NORM. Die Eigenschaften

Ifll, >0 VfelLr
Ifllp =0 < f=0
lefllp = lelllfll, Vfelf, aeR

sind trivial. (Man beachte unsere Vereinbarung bzgl. Funktionen, die
f.i. tibereinstimmen.) Die Dreiecksungleichung ist fiir p = 1 trivial. Sei
alsop>1und f,g € LP. O.E. ist f # 0, g # 0. Aus Satz [X.6.2 folgt

||f+g||§=/|f+g|”

p

—/!f+g\’”|f+g|
< / 1+ glPf) + Jg]

N 1/
<171 f17+ 577}
N 1/p
gl [ 17+ 91077}

= 171+ gl |1 + 9127

Hieraus folgt die Dreiecksungleichung.
3. SCHRITT: (LP/|| - ||,) IST VOLLSTANDIG. Sei (fi)ren C LP eine
Cauchyfolge. Dann gibt es zu jedem k € N* ein N (k) € N mit

N(k+1) > N(k)
1 fn = fully <27 ¥m > N(k).

/

Definiere

91 = fna)
9 = vy — fye—1n YV =>2.
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und

k
hy, = Z |9u]-
=1

Dann ist (hy)gen+ eine monoton wachsende Folge positiver Funktionen
in LP mit

k
el < > Ml
=1

k
<l + Y 27
I—2

<14+ fnvallp-

Wegen Satz IX.3.7 (S. 321) konvergiert (h})ren f.ii. gegen eine positive
Funktion h € L' mit

/ = / Bl < [+ vl

Definiere i = h!/?. Dann gilt h € L, ]l < 14| fnayllp und Ay P h

k
f.ii.. Daher konvergiert (Z gl) e f.ii. gegen eine messbare Funktion f

1=1
mit |f| < h. Also ist f € LP. Wegen

k
Zgl —f’zoo f.ii.
=1
und
k
N g —fl<hi+[fI<2h
1=1

folgt aus Satz IX.3.11 (S. 324)

k
_ p
/ | Zgl /] —0
=1
d.h.
k
1f = fnvalls = I1f = Zngp,H—O;O-
I=1
Sei nun € > 0 beliebig. Dann gibt es ein k£ € N* mit
€
27k < =
2
und

£
If = fvallp < 3



IX.6. DIE LP-RAUME 353
Fir m > N(k) folgt
1f = fulle SN = Fvwlle + v — fullp

€
<-4 27F
2+
<e.

Also konvergiert (fy)reny in LP gegen f. Damit ist die Behauptung ge-
zeigt. U

Aus Teil (3) des obigen Beweises folgt sofort das folgende Resultat:
SATz 1X.6.4. Seien f € LP und (fi)ren C LP mit

lin 1 — S = .
Dann gibt es eine Teilfolge (fr,)ien von (fr)ren mit fg, -~ f fi..

BEMERKUNG IX.6.5. Sei X ein Vektorraum. Auf X gebe es ein
SKALARPRODUKT, d.h. eine symmetrische Bilinearform (-,-) : X X
X — R mit den Eigenschaften

(S1) (u,u) >0 VYue X,

(S2) (u,u) =0 <= u=0.

Dann wird durch
lul| = (u,u)*? Yue X
eine Norm auf X definiert (Beweis!). Ist X mit dieser Norm vollsténdig,
so heiflit X ein HILBERTRAUM. Satz [X.6.2 und Satz 1X.6.3 zeigen, dass
L? mit
(fo)= [ 19 ¥rger

ein Hilbertraum ist. Andere Beispiele fiir Hilbertraume sind R™ mit

(z,y) = Z'Tiyi Ve,y € R"

i1
und 2 mit

oo
(u,v) = Zukvk Yu,v € (2.
k=1
Wir wollen zeigen, dass Funktionen in L? ,,beliebig gut® durch , glat-
te Funktionen“ approximiert werden kénnen. Dazu benotigen wir einige
Begriffe und Resultate, die uns im néchsten Kapitel von Nutzen sein
werden.

DEFINITION IX.6.6. (1) Seien A, B Teilmengen eines normierten
Raumes (X, | - ||). Dann schreiben wir A€ B, wenn A kompakt und
A C B ist.

(2) Seien (X, - ||x) und (Y,| - |ly) normierte Rdume, U C X und
f U — Y eine Funktion. Dann heift

supp(f) ={z € U : f(z) # 0}
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der TRAGER von f.
(3) Sei U C R™ offen, nicht leer und k& € NU {+o00}. Dann ist

Co(UR) = {f € C*(U,R) : supp(f) € U}.

SATZ IX.6.7. Sei U C R" offen und K C U, K # 0, kompakt. Dann
existiert eine ABSCHNEIDEFUNKTION ¢ € C3°(R™ R) mit

(1) supp(p) €U,
(2) 0 < p(x) <1 fir alle x € R",
(3) o(x) =1 fir alle x € K.

BEWEIS. Da K kompakt ist, gibt es ein m € N, Punkte xg, ..., z,,
€ K und Zahlen &, ..., d,, € R mit

B|_|2($i,(5¢) cU Y0O<i<m
K C U B\-lz(xi’ 51')7
i=0

wobei [.|o die euklidische Norm auf R™ bezeichnet. Sei § = Or<ni<n 9; und
O<e< %. Definiere o

K, = {xER”:g&i}r{ﬂx—ylg <e}

Ky={reR": Exg}l{ﬂx—ylg < 3e}.
Dann sind K; und K5 kompakt und

KCK CKy,CU.

Definiere die Funktion 12 :R™ — R durch

- L b falls ) < 1,
b(z) = {eXp{ gt falls b

0 sonst.

Wegen Beispiel 1V.1.21 (S. 120) und Satz VIL.4.12 (S. 235) ist ¢ €

C§°(R™, R) mit supp(¢)) = By ,(0,1). Insbesondere ist ) € L'(R™, R).

Definiere .
v=|[ 3] @

Aus den Eigenschaften von ¢ und Satz 1X.3.15 (S. 328) folgt, dass die
Funktion ¢ : R® — R mit

Y= .
o) = [ ey Vo e R
aus C*(R™,R) ist. Aus Satz [X.5.6 (S. 343) folgt

o(r) = V(2)xK, (x +ez)dz Vx € R".
R?’L
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Ist © & Ky, so ist By,(z,e) N K; = ( und daher ¢(z) = 0. Also ist
supp(p) C Ky C U. Ist dagegen x € K, so ist B|,(x,e) C K; und
daher
px) = [ (z)dz=1.
R?’L

Schliefflich gilt fiir alle x € R™

0 <px) < P(z)dz = 1.
]Rn

Damit leistet ¢ das Gewdiinschte. U

BEMERKUNG IX.6.8. Aus Beispiel IV.1.21 (S. 120), Satz VIL.4.12
(S. 235) und Satz 1X.3.15 (S. 328) folgt, dass es fiir jedes k € N* ein
Cy € R, gibt mit

k

su]é) HDkgo(x)Hﬁk(Rn,Rn) < cre ",
reR™

SATZ 1X.6.9. Seien K C R", K # 0, kompakt und Uy, . ..,U,, C R"

m
offen mit K C U U;. Dann gibt es offene Mengen Vj, ..., V,, mit
i=0
VieU; Y0<i<m

K C U V.
i=0
BEWEIS. Zu jedem z € K gibt es ein 0 <4 < m und ein ¢, € RY

mit € U; und B),(,e,) C U;. Da K kompakt ist, gibt es ein k € N
und Punkte zq, ...,z € K mit

k
K C U BHQ(IJ’,&%).

j=0
Fir 0 <i: < m sel

Vi =U(Bplaj,e0) : Bu(aj,e2,) € Uid

DannistVi@UiﬁiralleogigmundKCUVi. O

i=0
SATz 1X.6.10. Seien K C R", K # 0, kompakt und Uy, ...,U,, C

R™ offen mit K C U U;. Dann gibt es eine PARTITION DER EINS auf
i=0

K, die der Uberdeckung Uy, . .., U,, untergeordnet ist, d.h., es existieren

Funktionen @q, ..., pm € CP(R™, R) mit

(1) supp(p;) €U; fir alle 0 <i < m,
(2) 0 < p; <1 fiiralle0 <i<m,
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3) ) ¢i=1aufK.
i=0
BEWEIS. Seien Vj,...,V,, wie in Satz 1X.6.9. Gemafl Satz 1X.6.7
gibt es Funktionen vy, ..., ¢, € C(R",R) mit
(a) supp(¢;) €U; fiir alle 0 < @ < m.
(b) OSdJiglﬁiralleOgigm,
(c) ¥y =1 auf V, fiir alle 0 < i < m.

Definiere
Yo = 1y
j—1
pi=v [JA—v) 1<j<m.
i=0

Offensichtlich erfiillen ¢y, . .., ¢, die Bedingungen (1) und (2). Durch
Induktion folgt

Se=1-Tlo-w
=0 i=0
Hieraus folgt die Bedingung (3). O

Wir kommen nun zu dem angekiindigten Ergebnis {iber glatte Funk-
tionen in LP.

SATz 1X.6.11. C§°(R™, R) ist dicht in LP(R",R).

BeEweis. 1. ScHrITT: T(R", R) 1ST DICHT IN LP(R" R). Sei f €

LP beliebig. Wir miissen zeigen, dass es zu jedem £ > 0 ein ¢ €
T(R™,R) gibt mit ||f — ]|, <e. Wegen f = ft— f~ und [T, f~ € L?,
[T >0, f~ >0 kénnen wir o.E. annehmen, dass f > 0ist.
Wegen Lemma 1X.3.6 gibt es zu jedem k € N* Funktionen gy, hy, € L™
mit

,gk Z 07

ﬁk Z 07

7 =0k — I
~ 1
/hk<E,

f7— ’§k||1lﬁ—0>00-

d.h.

Nach Ubergang zu einer Teilfolge, die wir wieder mit (gx)ren bezeich-
nen, folgt aus Satz 1X.6.4
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Sei g = E,i/p. Dann gilt

U f L.
also
und

/mwam=w%—ﬂ@
< gxllo + 1£1517
~ 1

Gl + £l

1
< [+ 2377 + £ 1)

Also ist ([ |gr — fI?)ken beschrinkt und aus Satz IX.3.11 (S. 324) folgt

lim lgi — fll, = 0.

Wir kénnen also ohne Einschrinkung weiter annehmen, dass f? € L™
ist. Dann gibt es eine monoton wachsende Folge (¢r)ken C T(R"™, R)
mit

F— f7 Lii.

k—o0

o7

Indem wir gegebenenfalls zu ¢} iibergehen, konnen wir 0.E. g > 0 fiir
alle £ € N annehmen. Sei ¢, = &i/p € T(R™,R). Dann gilt

gpkk—>ff.i'1. und /(pir/fp.
Mit dem gleichen Argument wie oben folgt
lim |1 = gl = 0.

2. ScHRITT: C§°(R™,R) 18T DICHT IN T(R" R). Offensichtlich reicht
es zu zeigen, dass es zu jedem beschrankten Intervall I und jedem £ > 0
ein p € C°(R™, R) gibt mit

le = xillp <e.

Sei also I ein beschrinktes Intervall und € > 0. Da 0l eine Nullmenge
ist, gibt es offene Intervalle I mit

ol C UIk, und Z)\n([k) < eP.

keN keN
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Sei U =1U U I;.. Dann ist U offen und

keN

A(UND) <) Aa(Iy) < <P
keN

Gemaf Satz X.6.7 gibt es ein ¢ € C§°(R™, R) mit
supp(p) €U
0<p<l1
=1 aufl.

Dann folgt ~
Ixr = @lly < XM(UNDP < e.
Damit ist die Behauptung gezeigt.



KAPITEL X

Analysis auf Mannigfaltigkeiten

Ankniipfend an den Satz iiber implizite Funktionen VII.5.9 (S. 249)
definieren wir eine Mannigfaltigkeit als eine Menge, die lokal als Null-
stellenmenge einer glatten Funktion mit surjektiver Funktionalmatrix
dargestellt werden kann. Sie ist dann lokal auch darstellbar als Graph
einer glatten Funktion. Ausgehend von diesen Eigenschaften definieren
wir den Tangentialraum und die Orientierung einer Mannigfaltigkeit.
Anschliefend definieren wir das Integral von Funktionen auf Mannig-
faltigkeiten, indem wir es mit Hilfe der lokalen Darstellungen auf ein
Lebesgue Integral im R"™ zuriickfiihren.

Als Anwendung berechnen wir verschiedene Oberflichen und zeigen
den Integralsatz von Gaufl zusammen mit einigen wichtigen Anwen-
dungen aus der Physik.

Danach wenden wir uns dem Differentialformen-Kalkiil zu. Differential-
formen sind alternierende Multilinearformen auf den Tangentialrdumen
von Mannigfaltigkeiten. Als Spezialfall der hier gezeigten allgemeinen
Ergebnisse, erhalten wir die Resultate aus Kapitel VIII iiber Kurven-
integrale und Gradientenfelder zuriick. Als Hauptresultat der Theorie
beweisen wir den Stokesschen Integralsatz in seiner allgemeinen Form
und interpretieren ihn danach in der , klassischen Sprache“ der Vek-
toranalysis. Auf diese Weise erhalten wir einige fiir die Anwendungen
wichtige Ergebnisse.

X.1. Mannigfaltigkeiten

Sofern nicht anders vermerkt, ist im Folgenden stets 1 < k < n,
a € N* und M C R" nicht leer. Wir erinnern an die Ergebnisse aus
Abschnitt VIL.5, insbesondere an Satz VIL.5.9 (S. 249) und Bemerkung
VIL.5.13 (S. 253).

DEFINITION X.1.1. Eine Teilmenge M des R™ heifit k-DIMENSIONA-
LE (UNTER-) MANNIGFALTIGKEIT DER KLASSE C'®, wenn es zu jedem
19 € M eine Umgebung U € U(xp) im R und ein f € C(U,R"*)
gibt mit
(1) MU = f~1({0}),
(2) xo ist ein reguldrer Punkt von f, d.h., Rang(Df(z¢)) =n —k.
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BEIspIEL X.1.2. (1) Die SPHARE
Sl ={reR": fo =1}
i=1

ist eine (n — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit der Klasse C* in R".

(2) Seien ay,...,a, € R. Das ELLIPSOID
E={zeR": ) (2)P=1
(rem =1

ist eine (n — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit der Klasse C*° in R™.
(3) Sei ¢ € R,. Das HYPERBOLOID
H={reR®: 2] +a;— a5 =c"}

ist fiir ¢ > 0 eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit im R3. Fiir ¢ = 0 ist
‘H keine Mannigfaltigkeit.
(4) Seien 0 < r < R. Der TORUS

T={xcR: (y/o?+ 23— R)?*+ 25 =r"}

ist eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit der Klasse C* in R3.
BEWEIS. AD (1): Beispiel VIL.5.10 (S. 251).
AD (2): Esist &= f~1({0}) mit

n
X

HOEDICOES

und . .
Df(z)=(2=%,...,2=2)£0 Vzek&.
aq (07%
AD (3): Esist H = f~1({0}) mit
flz) = af + a3 — a3 — ¢

und
Df(x) = (221,29, —223) # 0 Va € H sofern ¢ > 0.

AD (4): Esist 7 = f~1({0}) mit

flx)=(/z}+ 23— R+ 2 —r* Vo #0

und

Df(x)
1 2 1 2

#0 VrxeTl.
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Wenn wir im Folgenden ohne weiteren Zusatz von einer Mannig-
faltigkeit (kurz MFGKT) sprechen, so meinen wir stets eine Unterman-
nigfaltigkeit der Klasse C''. Im Folgenden geben wir verschiedene Cha-
rakterisierungen und Darstellungen von Mfgkten an. Dabei werden wir
spater diejenige wahlen, die fiir den konkreten Fall am geeignetesten
ist. Die folgende Charakterisierung ist bereits in Bemerkung VII.5.13
(S. 253) gegeben.

Satz X.1.3. M C R" ist genau dann eine k-dimensionale Mfgkt
der Klasse C*, wenn es zu jedem xg € M nach eventueller Umnum-
merierung der Koordinaten Umgebungen Uy von xy = (xo1, ..., Tok)
in R* und Uy von x§ = (Topsts--->Ton) in R*F und eine Funktion
g € CY(U,R"%) gibt mit

(1) g(Ur) = Uy,
(2) MN (U xUy) ={(2,2") € Uy x Uy : 2" = g(a)}.

BEWEIS. ,=—“: Folgt aus dem Satz iiber implizite Funktionen,
Satz VIL.5.9 (S. 249) (vgl. Bemerkung VII.5.13 (S. 253)).
<= Folgt mit
f@' 2"y =a" —g(a") V(' 2") e U x Us.
O

Mfgkten der Dimension k£ konnen also lokal als Graph einer C'*-
Funktion von k-Variablen dargestellt werden. Wir erinnern daran (Be-
merkung VIL.5.13 (S. 253)), dass wir im Spezialfall £ = n — 1 auch
von HYPERFLACHEN reden. Die folgende Charakterisierung zeigt, dass
sich k-dimensionale Mfgkten lokal wie k-dimensionale Ebenen im R”
verhalten.

SATZ X.1.4. Es sei
Eyp={zeR": a1 =...=2,=0}

die k-dimensionale Ebene im R™. Dann ist M C R™ genau dann eine
k-dimensionale Mfgkt der Klasse C*, wenn es zu jedem xq € M eine
Umgebung U von xy in R™ und eine Umgebung V' von 0 in R™ und
einen C'*-Diffeomorphismus F : U — V von U auf V' gibt mit

F(MNU)=VnE.

BEWEIS. ,==“: Seien zq € M und xj, xj, Uy, Uy und g wie in Satz
X.1.3. Dann leisten U = U; x Uy und F : U — R" mit

F(' 2"y = (o', 2" — g(2")) V(' 2") € Uy x Uy

das Gewdlinschte.
,<=": Definiere f : U — R"* durch

f(z) = (Fyp1(x),..., Fy(z)) YxeU.
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Dann ist M NU = f~1({0}) und
Rang(D f(x)) =n — k,
da Rang(DF'(zg)) = n ist. Hieraus folgt die Behauptung. d

DEFINITION X.1.5. Sei U C R* offen. Eine Abbildung ¢ € C*(U,
R™) heifit IMMERSION (DER KLASSE C®), wenn jedes x € U reguldrer
Punkt von ¢ ist. Ist ¢ € C*(U,R") eine Immersion und ¢ : U — V =

©(U) ein Homéomorphismus, so schreiben wir kurz: ¢ : U SV

SAatz X.1.6. M C R" ist genau dann eine k-dimensionale Mfgkt
der Klasse C'“, wenn es zu jedem xy € M eine Umgebung V' von xy in

M, eine offene Menge U C R* und eine Immersion ¢ : UsSv qibt.
BEWEIS. ,==“: Seien zy,z,x, U, Uy und g wie in Satz X.1.3.
Dann leisten U = Uy, V = M N (U; x Us) und
p(t) = (t,g(t) VteU

das Gewiinschte.
,<=":Seity = p~(x). Daty ein reguldrer Punkt von ¢ ist, kénnen wir
o.E. annehmen, dass (D;p;(t0))1<i <k regulér ist, sonst fithren wir eine
Koordinatentransformation durch. Geméfl Satz VII.5.4 (S. 246) gibt
es Umgebungen U C U von ty und V von zf = (7o1,...,Zox) in R¥
so dass (¢1,...,9) : U — V ein C*-Diffeomorphismus ist. Definiere
F:U x R"* — R" durch

E(Zla"‘7zn):Spi(zla"wzlc) 1§Z§k7

Fi(z1,...,20) = 2j + (21, .., 2) E+1<j<n.

Dann ist £ : U x Rk - V x R"* ein C“-Diffeomorphismus mit
F((U xR M NE) = (VxR )N M. Damit folgt die Behauptung
aus Satz X.1.4 angewandt auf F~L. O

DEFINITION X.1.7. Seien ¢, U und V' wie in Satz X.1.6. Dann heifit
(U, ¢, V) eine LOKALE PARAMETERDARSTELLUNG oder KARTE von
M. Eine Menge A = {(Uy, ¢, Vy) : A € A} von Karten von M mit

M C U V3 heifit ATLAS von M.
AEA

BEMERKUNG X.1.8. Da Q™ abzéhlbar und dicht in R"™ ist, besitzt
jede Mfgkt einen Atlas aus hochstens abzéahlbar vielen Karten.

BEISPIEL X.1.9. (1) Definiere ¢ : R — R? durch
©(t) = (cost,sint).

Dann ist ¢ eine Immersion und

{((o, =), 20,3100, 370 ), (5, 57, Pl g 9L gw»)}
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ein Atlas von S*.
(2) Definiere ¢ : R x (—=1,1) — R3 durch
o(t,r) = (cos(2t)(2 — rsint),sin(2t)(2 — rsint), r cos t).
M = p(R x (=1,1)) heifit MOBIUSBAND. Wie man leicht nachpriift,

ist fiir jedes to € R <P|(t0—g,to+g)x(—1,1) ein Homoomorphismus. Weiter
gilt fiir jedes (t,7) € R x (—1,1)

Rang(Dep(t,r))

—2sin(2t)(2 — rsint) — rcostcos(2t) —sintcos(2t)
= Rang | 2cos(2t)(2 — rsint) — rcostsin(2t) —sintsin(2¢)
—rsint cost
= 2.

Also ist M eine 2-dimensionale Mfgkt der Klasse C*° in R3.

Der folgende Satz beschreibt das Verhalten bei Kartenwechseln und
ist fiir spatere Anwendungen wichtig.

SaTz X.1.10. Seien M C R™ eine k-dimensionale Mfgkt der Klasse
C* und (Uy, 1, V1), (Us, @2, Vo) zwei Karten von M mit V. =ViNV, #
0. Dann sind Wy = o7 (V) C Uy und Wy = @5 (V) C Uy offen, und
7=y o : Wi — Wy ist ein C*-Diffeomorphismus.

BEWEIS. Da V in V), j = 1,2, offen und ¢; stetig ist, ist W} in Uj,
j = 1,2, offen. Konstruktionsgeméf ist 7 ein Hom6omorphismus. Sei
x] € Wy beliebig und

v =pi(z}) . 2 =e'(y) =T7(a}) € Wa.

Nach Satz X.1.4 existieren eine Umgebung U von y* in R", eine offene
Menge V' in R" und ein C'*-Diffeomorphismus F': U — V mit

F(MNU)=VNE,.

O.E. kbnnen wir U C V annehmen. Sei Wj = cpj_l(M NnU), j=1,2.
Auf Wy bzw. W, gilt

Fopi=(91,---,9%0,...,0)
bzw.

Fopy=(hy,...,h0,...,0).
Da Rang(Dy,) = k und DF invertierbar ist, folgt

Rang(D(F o)) =k j=1,2,
so dass

g=1(91,---,9k) Wy — BNV

h=(h,... ki) Wo — ExOV
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C*-Diffeomorphismen sind. (Dabei betrachten wir Ej N V als offene
Teilmenge des R*.) Auf W, gilt aber

T=g; 0o =(Fopy)o(Foyp)=h"og.

Also ist 7 : Wl — Wg ein C*-Diffeomorphismus. Da 27 € W) beliebig
war, folgt hieraus die Behauptung. O

X.2. Tangentialraum und Orientierung

Seien a,b € R mit a < b und p € C'((a,b),R") ein regulirer Weg.
Dann ist Spur(p) eine 1-dimensionale Mannigfaltigkeit in R"™. Durch ¢
werden auf kanonische Weise Tangentenvektoren und eine Orientierung
fiir diese Mfgkt definiert. Wir wollen in diesem Abschnitt diese Begriffe
auf allgemeine Mfgkten iibertragen.

Sofern nicht anders bemerkt, ist im Folgenden stets 1 < k < n und
a € N*. (-, -) bezeichnet das euklidische Skalarprodukt auf dem R™

(u,v) = Zum Yu,v € R".
i=1

DEFINITION X.2.1. Seien M C R" eine k-dimensionale Mfgkt der
Klasse C'* und xy € M.
(1) v € R™ heifit TANGENTIALVEKTOR an M im Punkte zj, wenn
es ein ¢ € R% und ein v € CY((—¢,¢), M) gibt mit y(0) = zo und
v (0) = v.
(2) T,y M = {v € R™ : v ist Tangentialvektor an M im Punkte x,}
heilt der TANGENTIALRAUM von M im Punkte z.
(3) u € R™ heifit NORMALENVEKTOR an M im Punkte zy, wenn gilt

(u,v) =0 YveT,,M.

(4) NyyM = {u € R" : u ist Normalenvektor zu M im Punkte x(}
heifit der NORMALRAUM von M im Punkte xg.

SaTz X.2.2. Seien M C R™ eine k-dimensionale Mfgkt der Klasse
C und xq € M. Dann gilt:

(1) T,, M ist ein k-dimensionaler Untervektorraum des R™.

(2) Ny, M ist ein n — k-dimensionaler Untervektorraum des R™.

(3) Sei (U, ¢, V) eine Karte von M mit xg € V und yo = ¢~ *(x0).
Dann ist

Die(yo), - Drsp(y0)

eine Basis von Ty, M.

(4) Sei U eine Umgebung von xy in R™ und f € CY(U,R"*) der-
art, dass xy ein regulirer Punkt von f und MNU = f~1({0})
i1st. Dann ist

TyoM ={veR": (Vfj(zg),v) =0Vl <j<n-—k}
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BEWEIS. Seien
Ty = span{Dip(yo), - - - » Dxp(y0) }
Ty ={veR": (Vfj(xg),v) =0Vl <j<n-—k}
Dann sind 7} und 75 k-dimensionale Untervektorrdume des R™. Wir
zeigen: Ty C T, M C T5,. Hieraus folgen dann sofort die Behauptungen
(1), (3) und (4). Wegen (4) ist dann
NIOM = Span{vfl(x(])ta cee >anfk(x0)t}7

so dass auch die Behauptung (2) folgt.
T C Ty M:“ Sei

v=>Y Dip(y) €T
i=1
beliebig. Dann gibt es ein € € R%, so dass gilt

k
yo—i—tZaie,- elU Vte(—¢ge),

=1

wobei e; der i-te Einheitsvektor in R¥ ist. Definiere y : (—¢,¢) — R"
durch

k
Y(t) = ¢(yo + tz @i€;).
i=1
Dann ist v € C'((—¢,¢), M) und
7(0) = ¢(yo) = o
k
7 (0) = Z%Dw(yo) = .
i=1
Also ist v € T,,, M.

ZToeM C Ty Sei v € Ty, M, d.h., v = 4'(0) fiir einen C'-Weg ¢ €
C'((—¢,e), M) mit ¢(0) = xo. Dann gilt

fi(t) =0 V1<j<n-—kte(-¢5¢)

und somit
d
0= %fj(@b(t))h:o
= (V;((0)),4'(0))
= (Vfi(zo),v) VI<j<n-—k
Also ist v € Ts. -

Wir kénnen uns den Tangentialraum 7,,M im Punkte zy € M
,angeheftet* denken. Variiert x¢, so auch 7, M. Dies fithrt zu folgender
Definition.
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DEFINITION X.2.3. Sei M eine k-dimensionale Mfgkt der Klasse
C?. Dann heif3t

TM = {(z,v) €ER*™: 2 € M,v €T, M}
der TANGENTIALRAUM von M.

BEISPIEL X.2.4. (1) Es ist S"~! = f~1({0}) mit

fla) =2 ol -1

Also ist
N,S" ' =span{(xy,...,7,)"}

und

T,S" ' ={veR": (z,v) =0}
Sei speziell n = 3. Wir wéhlen als Karte eine Polarkoordinatendarstel-
lung
x = 1(p,0) = (cos pcosb,sin pcosb,sinb).
Dann ist
T,S? = span{(—sin ¢ cos , cos p cos §,0)"

(— cos psinf, —sin psin §, cos )"}

(2) Es sit 7 = f~1({0}) mit

f(x)=(/z}+ 23— R)*+ a5 — 1
Also ist

T.T ={veR: (\/xf+x§—R)M+x3v3 =0}.
Vai+ a3

Als Karte kann man eine ,, Polarkoordinatendarstellung” wéhlen
x=(p,0) = ((R+1cosb)cosp, (R+rcosf)sinp,rsinf)’.
Dann ist
T, T = span{(—(R + rcos ) sin p, (R + r cos 0) cos ¢, 0)",
(—rsinf cos p, —rsin fsin ¢, r cos §)'}.
Wir kommen nun zum Begriff der Orientierbarkeit. Dazu benotigen
wir:

DEFINITION X.2.5. Seien U,V C R" offen und ¢ : U — V ein C'-
Diffeomorphismus von U auf V. Dann heifit ¢ ORIENTIERUNGSTREU
bzw. ORIENTIERUNGSUMKEHREND, wenn gilt

det(Dp(z)) >0 VereU
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bzw.

det(Dyp(x)) <0 Vz e U.

BEMERKUNG X.2.6. (1) Ist U zusammenhéngend und ¢ : U — V
ein C'-Diffeomorphismus, so ist ¢ entweder orientierungstreu oder ori-
entierungsumkehrend.

(2) Ist n = 1, so ist ein C''-Diffeomorphismus ¢ genau dann orientie-
rungstreu bzw. orientierungsumkehrend, wenn ¢ streng monoton wach-
send bzw. streng monoton fallend ist.

DEFINITION X.2.7. M C R" sei eine k-dimensionale Mfgkt der
Klasse C*.

(1) Zwei Karten (U;, 3, Vi), i@ = 1,2, von M mit V3 NV, # ()
heiflen GLEICHORIENTIERT, wenn der C“-Diffeomorphismus
T=9 o0 Wi =l (VinVa) — Wa = o' (ViNTh)
orientierungstreu ist.

(2) Ein Atlas A von M heifit ORIENTIERT, wenn je zwei Karten
von A gleichorientiert sind.

(3) Eine ORIENTIERUNG O von M wird durch einen orientierten
Atlas von M gegeben.

(4) M heifit ORIENTIERBAR, wenn ein orientierter Atlas von M
existiert.

(5) Seien (M, Q) eine orientierbare Mannigfaltigkeit mit einer zu-
gehorigen Orientierung O und (U, ¢, V') eine Karte von M. Die
Karte heifit POSITIV ORIENTIERT bzgl. O, wenn sie mit jeder
Karte des zu O gehorenden Atlasses gleichorientiert ist.

BEMERKUNG X.2.8. (1) Genau genommen ist eine Orientierung
O einer Mfgkt M eine Aquivalenzklasse orientierter Atlanten von M.
Dabei sind zwei orientierte Atlanten A, A" von M &quivalent, wenn jede
Karte von A zu jeder Karte von A’ gleichorientiert ist.
(2) Sei (M, O) eine orientierbare Mannigfaltigkeit und A = {(Uy, p,
Vy) : A € A} ein zu O gehoriger Atlas. Definiere i : R¥ — R* durch

i(ﬂ?h e ,[L’k) = (33'1, ooy L—1, —[L’k)

Dann ist A = {(i(Uy), o 0i~%, Vi) : A € A} ein orientierter Atlas von
M, dessen Orientierung von O verschieden ist. Die Orientierung von
A wird mit —O bezeichnet und heiBt die zu O ENTGEGENGESETZTE
ORIENTIERUNG.

(3) Ist (M, O) eine zusammenhingende, orientierbare Mfgkt, kann man

zeigen, dass auf M nur die Orientierungen O und —Q existieren.
BEISPIEL X.2.9. Definiere o, : R — R? durch
©(t) = (cost,sint)
W¥(t) = (sint, cost).
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Dann sind

A= { <(0> gﬂ->7 90|(0,g7r)> 90((07 gﬂ‘))>,

2

(6, 27, Plen oy (0 gm}
und
A= {((o, 51, Vloge (0, 57)),

((m, 2, e gy (0 gm))}

Zwei entgegengesetzt orientierte Atlanten von S?.

Eine Orientierung von M induziert auf kanonische Weise fiir jedes
x € M eine Orientierung von T, M.

DEFINITION X.2.10. Seien (M,O) eine orientierbare Mfgkt und
xog € M. Eine Basis {vq,...,vx} von T, M heifit POSITIV ORIENTIERT
bzgl. O, wenn fiir jede bzgl. O positiv orientierte Karte (U, ¢, V') mit
To € %4 gllt

det(A) > 0,
wobei die Matrix A definiert ist durch

k
vi=> AyDje(y), o= '(z0), 1<i<k
j=1
Ist M C R™ eine Hyperflache, so ist fiir jedes x € M der Normal-
raum N, M eindimensional, enthélt also genau zwei Einheitsvektoren.
Wir wollen zeigen, dass eine Hyperfliche M genau dann orientierbar
ist, wenn von diesen Vektoren einer ausgewihlt werden kann, so dass
die entstehende Abbildung M — R"™ stetig ist. Dies wird préazisiert
durch:

DEFINITION X.2.11. Sei M C R" eine C*'-Hyperfliche.
(1) Eine Abbildung v € C(M,R") mit den Eigenschaften
v(xz) € N, M,
)]l = 1
fiir alle z € M heifit EINHEITSNORMALENFELD auf M.
(2) Ist M orientierbar und v ein Einheitsnormalenfeld auf M, so
heifit v bzgl. der Orientierung O POSITIV ORIENTIERT, wenn

fiir jedes * € M und jede bzgl. O positiv orientierte Basis
{v1,..., 051} von T, M gilt

det(v, vy, ..., v,-1) > 0.
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BEMERKUNG X.2.12. Wegen Definition X.2.7 héngen die Definitio-
nen X.2.10 und X.2.11 (2) nicht von der Wahl der Karte bzw. Basis
von T, M ab.

SATz X.2.13. Eine C'-Hyperfliche M C R" ist genau dann orien-
tierbar, wenn auf M ein Finheitsnormalenfeld v existiert.

BEWEIS. ,=—“: Sei + € M und {vy,...,v, 1} eine positiv orien-
tierte Basis von T, M. Da N, M eindimensional ist, gibt es genau ein
v(xz) € R™ mit

lv(@)]l2 =1,
v(z) € N, M,
det(v(z),v1,...,0p-1) > 0.
Wir miissen zeigen, dass die so konstruierte Funktion v : M — R"
stetig ist. Sei dazu zy € M beliebig und U € U(xy), f € CY(U,R)
wie in Definition X.1.1 (S. 359), d.h., M NU = f~1({0}) und z ist

reguldrer Punkt von f. Indem wir U gegebenenfalls verkleinern, wird
durch

1
V()= -——=—+—Vf(x) Ve eU
IVf ()2
eine stetige Funktion v : U — R" definiert mit
[(@)ll2 =1,
v(x) € NoM

fiir alle z € U. Indem wir notigenfalls zu — f {ibergehen, kénnen wir
7(z) = v(zo) annehmen. Sei nun (U, ¢, V) eine positiv orientierte
Karte mit 2o € V und yo = ¢ X(z0), W = ¢ (V N U). Indem wir
gegebenenfalls U verkleinern, konnen wir annehmen, dass W zusam-
menhéngend ist. Durch

y — Ay) = det (ﬂ(w(y)% Dip(y), . .. ,Dn_lw(y)>

wird eine stetige Funktion A : W — R mit A(yo) > 0 definiert. Wegen
Satz X.2.2 (4), Definition X.1.7 (S. 362) und Definition X.1.5 (S. 362)
gilt A(y) # 0 fiir alley € W.DaW zusammenhéngend ist, gilt A(y) >
0 fiir alle y € W. Hieraus und der Definition von v folgt

U(p(y) = v(ply) VyeW.

Also ist v in zq stetig.
,<=": Sei nun v ein Einheitsnormalenfeld auf M. Sei x € M und
(U, ¢, V) eine Karte von M mit z € V. Indem wir U nétigenfalls ver-
kleinern, kénnen wir annehmen, dass U zusammenhéngend ist. Dann
ist

Aly) = det(V(sO(y)), Dio(y), - -, Dn—uﬂ(y)>
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eine stetige Funktion auf U, die nirgends verschwindet. Indem wir noti-
genfalls die Transformation (y1,...,yn_1) — (Y1,.-., —Yn_1) vorschal-
ten, konnen wir

A(y) >0, YyeU

annehmen. Sei A der so konstruierte Atlas von M. Wir miissen zeigen,
dass A orientiert ist. Seien dazu (U, p;, V;), i = 1,2, zwei Karten von
Amit V=ViNnVy #0. Sei W; = ;1 (V),i =1,2, und 7 = @5 " 0 1,
d.h.

Y1 =¢20T.
Fir y € W; gilt dann

D1 (y) = Da(1(y)) - D7(y)

und

0 < det (V(gol(y)), Dy (y), ... ,Dn—14ﬂl(y)>

0 < det(v(pa(r(0). Digpa(r(0). .. Durpalr(v))-

Also ist
det D7(y) > 0,

d.h., die Karten (U, 1, V1) und (Us, @9, V3) sind gleich orientiert. [J

BEeispiEL X.2.14. (1) v(z) = « ist ein Einheitsnormalenfeld auf
Sn=t
(2) Die Funktion

1 9 9 X1 )
v(z) = =(1/22 + 23 — R)————, (1/2? + 23 — R)——e, 13)"
() T‘( 1 2 )m( 1 2 )m 3)

ist ein Einheitsnormalenfeld auf dem Torus 7.
(3) Das Mébiusband ist nicht orientierbar. DENN: Sei ¢ wie in Beispiel
X.1.9(2) (S. 362). Eine leichte Rechnung liefert

T p(t,00M = span{(—sin(2t), cos(2t), 0)Y,

(—sint cos(2t), — sin ¢ sin(2t), cost)'}.

Also ist
Ny0)M = span{(cost cos(2t), costsin(2t), sin¢)"}.
Setze zur Abkiirzung
u(t) = (costcos(2t), costsin(2t),sint)".
Gébe es ein Einheitsnormalenfeld v auf M, so auch eines mit
v((0,0)) = p(0) = e1.

Stetige Fortsetzung lings o(t,0), =5 <t < 7, liefert dann

v(p(t,0) = plt) V—-F<t<z.
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Hieraus folgt aber
™ T
—e3 = #(—5) =v(—2¢) = M(§) = e3.

Dies ist ein Widerspruch.

X.3. Integration auf Mannigfaltigkeiten

Sofern nicht anders vermerkt, ist im Folgenden stets 1 < k < n und
a € N*. (-, ) bezeichnet das euklidische Skalarprodukt auf R". Funktio-
nen, die auf Teilmengen des R™ definiert sind, werden durch 0 auf ganz
R™ fortgesetzt. Wir wollen Funktionen auf k-dimensionalen Mfgkten
im R"™ integrieren. Insbesondere sollte das Integral der Funktion f =1
das k-dimensionale Volumen der Mfgkt liefern. Auflerdem sollte das
Integral iiber die Mfgkt mit Hilfe von Karten auf ein Lebesgue-Integral
in R* zuriickgefiihrt werden.

Zur Motivation betrachten wir folgende Situation. Sei U C R* offen

und ¢ : U< M = p(U) C R™ eine Immersion. Sei o € U und
vo=(xg) , v;=Dip(zy) 1<i<k.

Dann wird fiir € > 0 die Mfgkt M in der Niahe von vy durch die ,, Tan-
gentialebene*

k
€ .
E:{y:’l)o—l-zltﬂ]z’tl‘ §§71§Z§k}
approximiert. Seien vgy1,...,v, € R"™ paarweise orthogonale Einheits-
vektoren mit
(v,v;) =0 VI<i<k<j<n.
Sei

P:{y:v0+2tivi:|ti|§ 1<i<hk 0<t <1, k+1§j§n}
=1

£
2 )
das Parallelepiped der Hohe 1 iiber E. Dann ist A, (P) ein MaB fiir das
k-dimensionale Volumen von E. Aus Satz IX.5.6 (S. 343) folgt

M (P) =¥ det(vy, ..., v,)|
= cky/det(vy, ..., v,)2
= cky/det((vr, ..., v0)tH w1, ..., 00))

= €k\/det((vz‘a Uj)1<i j<k)-

Also ist
9o (o) = det((vi, v))1<i j<k)
ein guter Kandidat fiir das Volumenelement von M und [;; \/g,(z)dzx

ein Kandidat fiir das k-dimensionale Volumen von M. Diese Ideen wer-
den wir nun prézisieren.
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DEFINITION X.3.1. Seien U C RF offen und ¢ € C%(U,R") eine
Immersion. Dann heiflen
Go(r) = ((Dip(), Djp(2)) )i<ijen € CHU R
und

go(7) = det G,(z) € C* (U, R)
der MASSTENSOR und die GRAMSCHE DETERMINANTE von .
BEMERKUNG X.3.2. Wegen ( (DZQO(ZE), DJQO(.T)) )1§i,j§k = DQO(.Z‘)t :

Dp(x) ist G,(x) positiv semi-definit. Da Dp(z) den Rang k hat, ist
G, (x) sogar positiv definit und damit g,(z) > 0 fiir alle z € U.

Satz X.3.3. (1) Seien U,V C R* offen, p € C*(U,R") eine Im-
mersion, 7 : V. — U ein C*-Diffeomorphismus und ¢ = por1 €
C*(V,R™). Dann ist

gu(x) = go(7(x))| det DT (2)[* Vo € V.

(2) Sei M C R™ eine k-dimensionale Mfgkt der Klasse C*, f: M — R
eine Funktion mit kompaktem Trager, A = {(U;,¢;, Vi) : 1 < i < m}
und A" = {(Uj, ¢}, V) : 1 < j < m'} zwei Atlanten von supp(f) N M
und {o; : 1 <i<m} und {a; 11 < j <m'} zwei Partitionen der Eins
auf supp(f) N M, die A bzw. A" untergeordnet sind. Dann gilt

OéiOSOi'ngoi-\/g%ELl(Ui,R) Vi<i<m
> ajoy; - foy)- /g%ELl(U]'-,R) Vi<j<m
In diesem Fall ist

/ > aiogi- fopi /i
R

k
=1

= [ Saeui rod i
j=1

BEWEIS. AD (1): Aus der Kettenregel, Satz VII.3.3 (S. 226), folgt
o) = det(Dy(x)' Dy(x))
= det([Dyp(7(2)) - D7(2)]'[Dp(7(x)) - D7 (2)])
= (det D7(x))* det(Dy((x))" Dip(7(2)))
= |det D7(2)|*g,(7(x)) Vx € V.
AD (2): Seien 1 <i<mund 1 <j <m' so, dassV:ViﬂVj’%@ist.
Sei W; = ¢; V), Wi= cp’j_l(V) und
Tij = SOi_l © 80;'-
Aus Teil (1) und Satz IX.5.6 (S. 343) folgt
;o fowi-\/9e € Ll(Ui,R)
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— ;0 p;- fopi-diop /g, € L'(W;,R)
:>Oéi090i07ij'fo‘ﬂi07ij'CY;C’%OT@']"
*\/Gp; 0 Tij + | det D7y € L'(W), R)
:>oziog0;.-(x;o<p;-fog0;-\/g_wz_GLl(I/Vj,]R
Summation iiber ¢ liefert

ool foy- N e L'(U,,R

da Zai e cp; = 1 auf U; ist. Durch Vertauschen der Rollen von A,
i=1

{ai} und A', {o/;} folgt die behauptete Aquivalenz und die Gleichheit

der Integrale, da

m

Z(Oziogpg-ajogp;):ajogo; Vi<j<m
=1

und

Z jopiraiop) =q;0p; V1<i<m

ist. U
Wegen Satz X.3.3 ist folgende Definition sinnvoll.

DEFINITION X.3.4. Sei M C R” eine k-dimensionale Mfgkt der
Klasse C*.

(1) Eine Funktion f : M — R mit kompaktem Tréger heifit IN-
TEGRIERBAR auf M, wenn es einen Atlas {(U;,p;, Vi) : 1 <
i < m} von supp(f) N M und eine dem Atlas untergeordnete
Zerlegung der Eins {a; : 1 <i < m} auf supp(f) N M gibt mit

a; 0 fowi-\/g, € LY(U;,R) V1 <i<m.

In diesem Fall heifit

[ 1= [ sas= [ st
:i::/Rkaiogoi-fO%'\/Q_w

das INTEGRAL von f auf M. Die Menge aller auf M integrier-
baren Funktionen wird mit L'(M,R) bezeichnet.

(2) Eine beschrinkte Teilmenge A C M heift INTEGRIERBAR,
wenn x4 € L'(M,R) ist. In diesem Fall heifit

ou(A) = /M x4
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das k-DIMENSIONALE VOLUMEN von A. Ist o4(A4) = 0, so
heifit A eine k-DIMENSIONALE NULLMENGE in M.

BEMERKUNG X.3.5. (1) Die Einschrinkung ,supp(f) kompakt*
ist rein technischer Natur und kann wesentlich abgeschwicht werden.
Insbesondere ist sie hinfallig, wenn M bis auf eine k-dimensionale Null-
menge durch eine Karte iiberdeckt werden kann.

(2) Ist A C M integrierbar und als Teilmenge des R™ messbar, so muss
man deutlich zwischen o;(A) und A, (A) unterscheiden. In der Regel
ist

A(A) =0 aber o,(A)>0.
(3) Ist I C R offen und beschriinkt und ¢ € C'(I,R") ein regulirer
Weg, so ist

g0 =1¢'ll2,

und die Lange des Weges stimmt mit dem eindimensionalen Volumen
von Spur(y) iiberein.

Man kann die Ergebnisse aus Kapitel IX direkt auf das Integral auf
Mfgkten iibertragen. Wir geben hier einen Teil an.

SAaTz X.3.6. Sei M C R™ eine k-dimensionale Mfgkt der Klasse
ce.
(1) LY(M,R) ist ein Vektorraum. Sind f,g € L' und o, 3 € R, so
qgilt
(a) [ylaf+B9)=a [, f+8[y9

(c) [/l € LN(M,R) und | [, fI <[5, |f].
(2) Seien (fi)ieny € LY(M,R) und f : M — R eine Funktion mit
flﬁf fii. auf M (f.i. bzgl. 01,!). Es gebe ein g € LY (M, R,)

maut
1fil <g VIeN fi.in M (fi. bzgl. o!).
Dann ist f € L'(M,R) und

M [—o0 M

BEWEIS. Folgt direkt aus Definition X.3.4, Satz 1X.2.14 (S. 309)
und Satz IX.3.11 (S. 324). O

BEISPIEL X.3.7. (1) Definiere ¢ : (0,27) x (=%,%) — R? durch
»(p,0) = (cospcosb,sin pcos b, sinb).
Dann ist
D11 = (—singcosf, cos pcos b, 0)
Dytp = (— cospsinf, —sin psin 6§, cos 0)
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2
((Dith, Djv) )1<ij<o = (CO?) ’ [1))

und
gy = cos’ 0.

Wie man leicht nachrechnet, ist S*\¢((0,27) x (=5, %)) eine 2-dimen-
sionale Nullmenge. Daher gilt fiir jedes f € L'(S?, R)

/SQ / . f o (¢, ) cos 6d9>dcp.

Insbesondere ist
2 z
02(5?) :/ (/2 cos&d&)dw
0 -3

= 4.

(2) Sei I C R ein beschrinktes, offenes Intervall und f € C'(I,R%).
Die ROTATIONSFLACHE

M={zeR®: 23 € [,\/23+ 2} = f(r3)}

ist eine zweidimensionale Mfgkt. Bis auf eine zweidimensionale Null-
menge wird sie durch die Karte (U, ¢, V') mit

U=1x(0,2m)

(
o(r, ) (f(r)cost, f(r)sint,r)
e(U)

dargestellt. Es ist

= (f'cost, f'sint, 1)
= (—fsint, fcost,0)

1+ 1% 0
(Dip, Djp))1<ij<o = / 5
0 f
und

go(r,t) = f(r)\/ 1+ f(r)",

//f 1+ f/(r)’d )dt

_277/f 1+ f'(r)’d

Dabher ist
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sofern das letzte Integral endlich ist (z.B., wenn f € C1(I,R%) ist).
(3) Sei U € R™! offen und F' € C*(U,R). Der GRAPH von F

M={xeR" (x1,...,2p1) EU,x,, = F(21,...,2,1)}
ist eine Hyperflache in R”. M wird durch die Karte (U, ¢, M) mit
SO(LL):(tl,...,tnfl,F(tl,...,tnfl)) VteU

E,_
Dy = (VF1> ,

wobei E,,_; die (n — 1)-reihige Einheitsmatrix ist. Damit folgt
9o =1+ |IVFI[3.

ot (M) = / JI+IVEIE,

sofern das letzte Integral endlich ist.

(4) Sei

dargestellt. Es ist

Also ist

M ={x e R": ||z|]s =r,x, > 0}

die OBERE HALBSPHARE mit Radius r > 0. Sie ist Graph der Funktion
F:U — R mit

U={tcR" |t <7} = B,1(0,7)

Wegen

folgt fiir die Immersion ¢ aus Teil (

t
\ 9 ” ”2 vt € U.

Daher gilt fiir jedes f € L'(M,R)

/ / Ry T T p———
N
Tn—l
_ Frz 1 — 202 e dz,
/Mo,n NS

wobei wir die Transformation ¢ = 7z auf R*~! angewandt haben.
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Seien U,V € R" offen, F : U — V ein C*-Diffeomorphismus und
M C U eine k-dimensionale Mfgkt der Klasse C®. Dann ist F'(M)
ebenfalls eine k-dimensionale Mfgkt der Klasse C* (Ubungsaufgabe).
Einen Transformationssatz analog zu Satz I1X.5.6 (S. 343) kann man
fiir die Integrale auf M und F(M) nicht in der dortigen einfachen
Form und Allgemeinheit angeben. Ist allerdings F' die Komposition von

Translationen, Rotationen oder Homothetien, so gibt es ein einfaches
Analogon zu Satz IX.5.6 (S. 343).

SATz X.3.8. Set M C R" eine k-dimensionale Mfgkt der Klasse
C“. Die Diffeomorphismen 7,,p, 0, : R" — R" seien definiert durch

(TRANSLATION) T.(x) =a+z (a€R" fest)
(ROTATION) plx) =Qxr (Q € O(n) fest)
(HOMOTHETIE) O,(z) =rxz (reR% fest).
Dann gilt

feL'MR) < for, '€ L' (1,(M),R)
< fop e L (p(M),R)
< foO; ' e L'O6,(M),R).

/TG(M)fon:/Mf,
/p(M)fop‘lz/Mf,
/@T(M)fogrlzrk/zwf'

BeEWwEIs. Sei (U, ¢, V) eine Karte von M. Dann sind (U, 7, o ¢,
7.(V)), (U, pop, p(V)) und (U, O, 0¢,0,(V)) Karten von 7,(M), p(M)
und ©,(M). Weiter ist

In diesem Fall ist

Gracp = Gy
Gpop = det(D(po ) D(pop))

= det(D¢'Q"'QDy)
=g,
0,00 = det(D(6, 0 ¢) D(O, 0 ¢))
= det(r*Dy' D)
=1r?g,.

Damit folgt die Behauptung aus Definition X.3.4 und Satz [X.5.6 (8.
343). O
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Der folgende Satz ist eine interessante Variante des Satzes von Fu-
bini, Satz 1X.3.3.

Satz X.3.9. Sei f € L'(R™,R). Dann ist fir \y fast alle r € R,
die Funktion f auf der Sphéire OB(0,r) integrierbar und es gilt

[ =[] stisto)
- /OOO{ /BB(OJ) f(ry)ds(y) jr~dr.

*={reR": +x, >0}

BEWEIS. Seien

der obere bzw. untere Halbraum. Da R"! x {0} eine Nullmenge in R"
ist, reicht es, die Behauptung fiir fyy+ zu beweisen. Wir betrachten
nur g = fyy+. Der andere Fall ist vollig analog.

Sei U = B, 1(0,1) = {u € R™! : |lu|lz < 1}. Wie man leicht nach-
rechnet, ist & : U x R* — H™ mit

O(u,r) = (rug, ..., ru,_1,7/1 — ||ul|3)

ein C*°-Diffeomorphismus mit

(0. 1) ( rE,_1 u >
D®(u,r) = ru / 2
) __ru 1 _

V1-lul3 Il
und

det DO(u,7) =" \/ = fullz +r" 1ﬁ/1HUHII2 12
- 2

N \/1 —ul}’

Aus Satz [X.3.3, Satz 1X.5.6 (S. 343), Satz X.3.8 und Beispiel X.3.7 (4)
folgt daher

/Hﬁ’—/ / ru,ry/ 1= ul} >¢%ﬁu”%du}dr
:/0 { /an,mm (y)ds(y) par
— /()oo{/aB((Ll)mH g(rz)ds(z)}rn—ldr_

BEispieL X.3.10. (1) Aus Satz X.3.8 folgt fiir x € R, € R%
On1(0B(x,7)) =" to,_1(S"h).
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Sei 7, = 0,_1(S™!) und w,, = A\, (B,(0,1)). Aus Beispiel IX.5.7(1) (S.
345) und Satz X.3.9 folgt

1
wn:/ On1 (S" " Ldr
0
1

= —Tn

und somit

Tn — MWy,

7.{.71/2

G+ 1)
B 27Tn/2
I'(3)

(2) Sei F' € L'(R",R) ROTATIONSSYMMETRISCH, d.h.
F(z) = f([lz]2) vz <R
mit f: R, — R. Aus Satz X.3.9 folgt

/n F= /OOO rf (F)r"

27rn/2 n—1
F(%)/Rf(r)r dr.

Im zweiten Teil dieses Abschnittes wollen wir den GAUSSSCHEN IN-
TEGRALSATZ beweisen. Er verbindet das Integral iiber eine beschréankte
Teilmenge M des R™ mit einem Integral iiber dem Rand OM von M.
Fiir seine genaue Formulierung und den Beweis bendtigen wir einige
Notationen und Hilfsresultate.

=N

DEFINITION X.3.11. Sei K C R" kompakt. Es gebe zwei disjunkte
Teilmengen Ogr K und ds K von 0K mit folgenden Eigenschaften:
(1) OrK ist relativ offen in 0K.
(2) Zu jedem zq € OgK existiert eine Umgebung U von zy in R”
und eine Funktion ¢y € C'(U,R), derart dass jedes z € U
regulirer Punkt von ¢ ist und dass gilt

KnNnU={xeU:¢(x) <0}
(3) lim 7'\, ( | Blaie) =0.

e—0+
r€ds K
(4) 0K = 0r K U 0sK.
Dann heifit K STUCKWEISE GLATT BERANDET. Ist OgK = (), so heifit
K GLATT BERANDET. OrK und 0gK heiflen der REGULARE bzw. SIN-
GULARE RAND von K.
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BEISpIEL X.3.12. (1) Die Kugel B(0,1) C R™ ist glatt berandet;

die Funktion .
Y(r)=> al -1
i=1

leistet das Gewtinschte.
(2) Der Zylinder Z = {z € R®: 22+ 23 < 1,0 < 23 < 1} ist stiickweise
glatt berandet mit

OrZ ={zeR®: 2i+25=1,0<23 <1}
U{z e R®:2? + 235 < 1,23 = 0}
U{z eR®:2? +25 < 1,23 =1}
und
0sZ ={x € R’ : 2] + 25 = 1,23 =0}
U{z e R®: 2]+ 23 = 1,23 = 1}.

Die Funktionen

Vi(z) =2y + 33— 1
%(37) = —I3
¢3(?[)) = T3 — 1

leisten das in Bedingung (2) Gewiinschte. Fiir ¢ > 0 ist

)\3< U B(:c,e)) —2({z € R : (/a2 +a2 — 1) + 22 < £2))

€57
€ 27 2
= 2/ / / (1 + 7 cos6)dfdpdr
o Jo Jo
=2 (27r)2/ rdr
0
= 4r%e?
und daher
6_1)\3< U B(:L‘,&)) = 4n’e

T€Dgz
— 0.
e—0

SATzZ X.3.13. Sei K C R"™ kompakt und stiickweise glatt berandet.
Dann ist Op K eine Hyperfliche.

BEWEIS. Seien xy € JrK beliebig und U, v wie in Definition
X.3.11. O.E. konnen wir U N 0sK = () voraussetzen, da OrK rela-
tiv offen in OK ist. Wir zeigen, dass dp K NU = ¢\ ({0}) ist. Hieraus
folgt dann die Behauptung.

Sei zunéchst € U mit 1(z) < 0. Dann gibt es eine Umgebung V' von
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xmit V C Uund ¢(y) <0 fiir alley € V. Alsoist V C K und damit x
innerer Punkt von K. Dies zeigt Ox K N U C ¢~ '({0}). Sei nun = € U
mit ¢(x) = 0 und v = grad¢(z) # 0. Fiir hinreichend kleines ¢ gilt
dann
Y(x + tv) = Y(x) + tDY(z)v + r(tv)
= tllvll5 + r(tv)
mit lir% t~'r(tv) = 0. Also gibt es ein € > 0 mit

Y(x+tv) >0 VO<t<e
Y(x+tv) <0 V—e<t<0

und somit

r+tveg K YVo<t<e
r+tve K V—e<t<.

Also ist # € 9K und wegen U N 0sK = () aus OgK. Mithin ist
Y~ 1{0}) c dgK NU. O

SATZ X.3.14. Sei K C R"™ kompakt und stiickweise glatt berandet.
Zu jedem xg € OrK existiert genau ein Vektor v(xg) € R™ mit den
folgenden Eigenschaften:

(1) v(xg) € Ny OrK.
(2) [|v(zo)l2 = 1.
(3) Es gibt ein € > 0 mit
xoF+trv(rg) € K YO<t<e.

Der Vektor v(xg) heifft AUSSERER NORMALEN-EINHEITSVEKTOR von
K im Punkt x,.

BEWEIS. EXISTENZ: Seien xy € 0rK beliebig und U und ¢ wie
in Bedingung (2) von Definition X.3.11 mit U N dsK = 0. Aus dem

Beweis von Satz X.3.13 folgt, dass v(xg) = % das Gewiinschte
leistet.

EINDEUTIGKEIT: Da nach Satz X.2.2 (S. 364)
N, OrK = span{V(xz¢)}
ist, folgt
v(xg) = AV(zg) mit A € R.
Wegen (2) ist [A] = ||V (x0)|l5 " Wegen (3) folgt A > 0. Also ist v(xg)

eindeutig bestimmt. U

BEMERKUNG X.3.15. Sei K C R" kompakt und stiickweise glatt
berandet. Aus dem Beweis von Satz X.3.14 folgt, dass die Zuordnung
x +— v(z) auf OgK stetig ist. Insbesondere ist Og K orientierbar.
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SATZ X.3.16. Sei U C R™ offen, U # 0, und f € C§(U,R). Dann
gilt fir alle 1 <i<mn

0
/U aSL_if(yc)dyc = 0.

BEWEIS. Sei R > 0 so, dass supp(f) C By ..(0,R) ist. Indem
wir f auerhalb U durch 0 fortsetzen, erhalten wir eine Funktion aus
Cj(R™,R) mit gleichem Triger. Fiir 1 < ¢ < n folgt dann aus Satz
X.3.3

i &Cif(w)dw
- /B| loo (0:F2) axzf(x)dx

= / / / dl’l}del dl’i,1d$i+1 Ce d(]ﬁn
R Li

g

Sarz X.3.17. Seien U' C R"™ offen, [ = (o,3), a < 3, g €
CHU',R) mit g(U') C I und

A={(2"2,) €U xI:2, <g(z)}
M={("z,) €U x1I:x,=g(z)}.
Dann gilt fiir alle f € C{(U' x I,R) und alle 1 <i<n

5y (@de = | f(x)vi(z)dS(z),
A 7 M
wobes
dg(x’
nw) = ~(1+ Vg2 <
V() = (1+ [ Vg(a)[l3) "
18t.

BEWEIS. Wir bemerken zunéchst, dass geméf} Beispiel X.3.7 (3) M
eine Hyperfliche und die Gramsche Determinante gleich 1+ ||Vg(z')||3
ist.

FALL 1 < i <n—1: Definiere F : U" x I — R durch

F(x', z) = /Z f(2', x,)dx,.

Dann gilt
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OF 9
a_xi(xvz)_/a al’zf<x’2)dxn

und daher

o [ ) ) )
o [ I = S P ()

3@»

= R gl

a / / ag /
+ P g 52 @)

g(z")
— / 0 f(x/,xn)dxn

8ZEZ‘
0
+ (@ g@) (@),

Da die Funktion 2’ +— F(2/,g(z")) kompakten Trager in U’ hat, folgt
aus Satz X.3.16

0
U’ 3%2
Damit folgt aus Satz X.3.3

F(2',g(2"))dz" = 0.

/

of B 9(@) 9 ) ,
o (x)dx = /U/{/a 6$Zf(x ,xn)dxn}dx

a / / /
- | GoF@ g

- [ 6 g g i
= [ jewmise)

FALL i = n: Es ist wegen Satz X.3.3 und supp(f) € U’ x I

/A 5inf(x>dx B //{/@g(”/) %f@',xn)dwn}dm’

= [ {1 g - ' o) o

=0

= [ 1 gaas’

_ /M F(2)va(2)dS ).
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DEFINITION X.3.18. Sei U C R”" offen und f € C'(U,R"). Dann
ist die DIVERGENZ von f definiert durch
— Jf;
i=1 2

V-f=divf=

SATZ X.3.19 (GAUSSSCHER INTEGRALSATZ). Sei K C R™ kompakt
und stickweise glatt berandet mit o,,_1(0rK) < 0o. Dann gilt fiir jede

offene Menge U C R™ mit K C U und jedes f € C*(U,R")

/K div fdz = /a RK(f,V)dS(x),

wobei v das duflere Finheits-Normalenfeld an OrK 1ist.

BEWEIS. Sei ¢ > 0 beliebig. Da K kompakt ist, gibt es Zahlen
1 < myg < mg < mg und offene Mengen U;,1 < 7 < mg, mit folgenden
Eigenschaften:

(2) U; C K fir alle 1 < < my.

(3) U;NdsK = { fiir alle mg < i < mpg und nach einer eventuellen
Koordinatentransformation hat U; die Gestalt U; = U’ x I mit
U c R ! offen, I = (o, ) CR, a < 8 und

UNK={(a,2,) €U xI:x, <g(z)}
fiir ein g € CY(U’,R) mit g(U’) C I.
(4) U; = B(xj,e) mit z; € 0K fiir alle mp < i < mg.

Sei i, ...,y eine Partition der Eins auf K, die Uy, ..., U, unter-
geordnet ist. Definiere
ms
Pe = Z Q.

i=mp+1
Fiir 1 < j < my folgt aus Satz X.3.16 angewandt auf die Komponenten
von «; f
/ div(ef)de =0 = / (o f,v)dS.

K ORK
Fiir mg < 7 < mpg folgt aus Satz X.3.17 angewandt auf die Komponen-
ten von « f

/ div(e, f)dx = / (o f,v)dS.

K ORK

Summation iiber j = 1,..., mp liefert wegen

mp
Zozjzl—gogaufK

=1
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die Identitat
() [ (= panas = [ (1= fmis

Fiir € — 0 konvergiert ((1 — ¢.) f,v) punktweise auf O K gegen (f,v)
und ist fiir jedes € > 0 beschrinkt durch die integrierbare Funktion
| fllco(x rm)Xork - Damit folgt aus Satz X.3.6

im [ (1= o) f. y)dS:/ (f,)dS.

=0 Jork OrK

Aus Bemerkung IX.6.8 (S. 355) und Eigenschaft (3) von Definition
X.3.11 folgt andererseits

]/Kdivfdx—/KdiV((l—goe)f)dx]
—| [ ediv iz + [ (5,900l

< div fllesgemal |J Bla,e)

r€Is K
+ el flleorme Ml | Bla,e))
r€ds K
— 0.
e—0

Damit folgt die Behauptung durch Grenziibergang ¢ — 0 in (x). U

BEMERKUNG X.3.20. (1) Die Voraussetzungen an K und f in Satz
X.3.19 konnen wesentlich abgeschwécht werden.
(2) Sei U C R" offen, f € CY(U,R") und zy € U. Aus Satz X.3.19
folgt

. . 1
S = I B )

Die Divergenz von f in xq ist also physikalisch der Fluss pro Volumen-
einheit durch die Oberfliche einer beliebig kleinen Kugel um xy.

BEISPIEL X.3.21. (1) Sei Z ={z € R?: 22 + 23 < 1,0 < 23 < 1}
und
f(x) = (zoxs, .’L’lﬂfg,i’% + x%)

Dann ist

div f(z) =0 VzecR?

[ aiwr=o.

und
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Auf dem Mantel von Z ist v(z) = (21, x2,0) und

/ (f,v)dS = 2w 2923dS
Mantel Mantel

1 2m
= / {/ 2z cos psin gpdgp}dz
o “Jo

0.
Auf dem Boden von Z ist v(z) = (0,0, —1) und

/BOden(f, V) = —/01{/0%7«2740[90}(17«

m
5
Auf dem Deckel von Z ist schliefllich v(x) = (0,0, 1) und

Julom= [ [ roche

13

(2) Fir K = B(0,1) C R" und f
AW (BO,1)) = / div fdx

—~ DN

x) = x ergibt sich

B(0,1)

- / (f.0)dS
9B(0,1)

= O'n,1<Sn71).

Damit haben wir die Formel aus Beispiel X.3.10 (1) auf andere Weise
bewiesen.

(3) Der Korper K sei ganz in eine Fliissigkeit der konstanten Dichte p >
0, deren Oberfliche mit der Ebene z3 = 0 zusammenfalle, eingetaucht.
K erfiille die Voraussetzungen von Satz X.3.19. Die Fliissigkeit {ibt im
Punkt 2 € OgK auf K den Druck pxsv(z) aus, wobei v(z) der duflere
Normalen-Einheitsvektor ist (der Druck ist also nach innen gerichtet!).
Die Kraft F' = (F}, Fy, F3), die auf K wirkt, ist dann gegeben durch

F;, = /6RK prsv;(x)dS(x)

3x3
= d
/Kpal’i !
)0 falls i = 1,2
~ | pAs(K)  falls i = 3.

Der Korper erfahrt also einen Auftrieb in z3-Richtung, dessen Betrag
gleich dem Gewicht der verdréngten Fliissigkeit ist (ARCHIMEDISCHES
PRINZIP).
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DEFINITION X.3.22. (1) Fiir a,b € R? ist das VEKTORPRODUKT
a % b definiert durch

a X b= (agbs — asby, asby — a1bs, a1by — asby).

(2) Seien U C R" offen, K C U kompakt mit stiickweise glattem Rand
und ¢ € CH(U,R), f € C*(U,R). Dann heifit

0
a—f(x) = (Vo(z),v(z)) Vo € OpK
die NORMALENABLEITUNG von ¢ auf dg K und
. 0 f
Af =div(grad f) = 2 922

der LAPLACE von f.
(3) Sei U C R3 offen und f € C'(U,R?). Dann heifit

rot f =V X f = (0afs — 03f2,05f1 — O1f3,01f2 — Oa.f1)
die ROTATION von f.

Mit Hilfe des Gaufischen Integralsatzes kann man verschiedene For-
meln fiir die Ableitungen von Funktionen herleiten, von denen wir ei-
nige im folgenden Satz angeben.

SATz X.3.23. Seien U C R™ offen und K C U kompakt mit stiick-
weise glattem Rand und o,_1(0pK) < cc.

(1) Fir f € C*(U,R) und g € C'(U,R) gilt

/KAfgz—/K(Vf,Vg)Jr/aRK%g.

(2) Fiir f,g € C*(U,R) gilt die GREENSCHE FORMEL

[targ-rag = [ 5la-20p

OrK 81/

(3) Firn=3 und f € C'(U,R?) gilt

/ rot f = — fxv.
K orK
BEWEIS. AD (1): Aus Satz X.3.19 folgt

of
A

- [ divtevs)

~ [ sy« [ A
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AD (2): Vertausche f und ¢ in (1) und subtrahiere die beiden Glei-
chungen.
AD (3): Aus Satz X.3.19 folgt

/K(TOtf)lz/Kazf:z—/Kasfz

- /K div(fzes) — /K div(foes)

= Java — favs
oK orK
== / (f x V)
oK
Analog fiir die anderen Komponenten. O

X.4. Multilineare Algebra

Im Folgenden seien V', W stets R-Vektorrdume. Wir kniipfen an
die Abschnitte VII.1 und VII.4 an, in denen wir stetige, lineare bzw.
multilineare Abbildungen betrachtet haben. Zur Abkiirzung definieren
wir

V= L(V,R),
den DUALRAUM von V', und bezeichnen mit
(,):V'xV >R
(0, 7) = (p,r) = (1)

die DUALE PAARUNG zwischen V und V*. Ist n = dim V' < o0, so folgt
aus Satz VII.1.10 (S. 215)

V* g Rn
Ist insbesondere e, ..., e, eine Basis von V', so ist €1,...,¢, € V* mit
n n
(€iy g aje;) = q; Yo = g aje; €V
=1 =1
eine Basis von V*. Wir nennen ¢4, ...,¢, die DUALBASIS zu ey, ..., é,.
Insbesondere ist
<€i, €j> = 52]

Schlieflich erinnern wir an die Definition VII.4.5 (S. 232) des Raumes
L"(V,R) der stetigen, r-linearen Abbildungen von V' in R.

DEFINITION X.4.1. (1) Seir > 2. Eine stetige, r-lineare Abbildung
a € L7(V,R) mit der Eigenschaft

(x)  afvy,...,v,) =0 falls v; = v, fiir ein Paar (7, 7) mit i # j
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heif3t ALTERNIERENDE r-FORM.
(2) Definiere

A(V) =R,
A(V) =V,
A"(V)={a € L7(V,R) : aist alternierende r — Form}, r > 2.
(3) o, bezeichnet die Gruppe der Permutationen von {1,...,r}.
BEISPIEL X.4.2. Durch
V1., U € R® = det(vy,...,v,) €R
wird eine alternierende n-Form auf R™ definiert.

BEMERKUNG X.4.3. (1) Fiir r > 2 und « € L"(V,R) sind folgende
Aussagen aquivalent:

(i) a e N(V,R).
(ii) A(Vo(1)s - - - Vo(r)) = sg0(a)a(vy, ..., vp)
Yui,...,v. € Vo € o,.
(iii) AV, Vg ooy Uky ey Up) = — (V1 e oy Vkey o v oy Uy e, Up)
Yoi,...,v, € Vi #£ k.
(2) Ist @ € A"(V,R) und sind vy, ..., v, € V linear abhéngig, r > 2, so
ist
a(vy,...,v.) =0.
Insbesondere ist A"(V') = {0}, falls r > dim V' ist.
(3) A"(V) ist ein Untervektorraum von L"(V,R).

BEWEIS. AD (1): (i) = (iii)“: Seien vy,...,v, € Vund 1 <i <
k < r. Dann gilt

0=a(v,...,01,0 + Uky Vis1s -+, Vk—1, Ui + Uk, Vgt 1y - - -, Up)
= (V1. Uiy ey Vg oo, Uy)
+ (v, Vi Uk e, Uy)
+ (V1o Uy ey Uiy e, )
+ (V1 Vs ey Uy e ey V)
= (V1 Uiy vy Vky e ey )
+ (V1o Uy ey Uiy ey Ur).

,(ill) = (1)“: Ist offensichtlich.

(i) <= (iii)“: Ist offensichtlich, da jede Permutation Komposition
von endlich vielen Vertauschungen ist.

AD (2): Folgt direkt aus der Linearitéit von a und der Eigenschaft (x).
AD (3): Ist offensichtlich. d
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DEFINITION X.4.4. Seien ¢1,...,¢, € V* r > 2. Dann wird durch

V1 VANAN QO,,«(Ul, N ,U,,«) = det<(<30“ Uj>)1§i,j§'r) \V/’Ul, ey Up & V

eine alternierende r-Form definiert. ¢; A ... A ¢, heiit das AUSSERE
PRODUKT von ¢1,..., Q.

SAaTz X.4.5. Sein=dimV < oo und eq, ..., e, eine Basis von V.
Sei e1,...,e, die Dualbasis zu eq, ... e, und 1 <r <mn. Dann ist

{6j1/\"‘/\€jr : ]-Sjl <j2< <j7‘§n}

eine Basis von A"(V'). Insbesondere ist
dim A™(V) = (”)

r
BEWEIS. Definiere zur Abkiirzung
]T:{(]) = (jla"'ajr) 01 Sjl <... <j7” S’)’L}
€@G) = €5 /\.../\éTjT V(j) e l,.

1. SCHRITT: Seien o € A"(V) und vy,...,v,. € V. Dann ist

n

Ui:Z<€j7Ui>€j v1§2§7’

j=1
Wegen der Multilinearitidt von « und Bemerkung X.4.3 (1) folgt
a(vy, ..., vp)

= zn:...zn:{%kl,m oo ek, Ur) 'a(ekl""’ek”)}

k1=1 kr=1

= Z alej, ..., ej,) Z Sgn(0)<€ig(1)’v1> Tl <€jg<r)’v7“>

(el ocor,
= " aleseve) det( (2 iprsr )
(el
= alej, .-, €,)eG) (Vs vp).
(el
Also ist
a= Z AGHEG)
(el
mit
Q@) = afejy, ... 7ejr)'

2. SCHRITT: Sei a = Z b(j)e(j) mit bij) € R. Wir miissen zeigen:
Gelr

by = alejy, -, €,
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Sei dazu (k) € I,.. Dann folgt

(6k1, .. ekr)
Zb ekl,...,ekr)
(J)elr

= Z b(]) det<(<€jp76k7—>>1§p,‘r§r>
(J)€lr
=3 o, det( )KPTQ)
(9)Elr

= b

Dies beweist die Behauptung.
SATZ X.4.6. Sein=dimV < oo undr,s,t € N*.
(1) Es gibt genau eine Abbildung
A:A(V) x A5(V) — AH(V)
(a, ) = aAp,

genannt AUSSERES PRODUKT, mit folgenden Eigenschaften:
(a) A ist bilinear.
(b) Fir ¢1,...,0p01,...,10s € V* ist

(LA Apr) AN A )
=1 A AP AP N Y
(2) Ist ey,...,e, eine Basis von V und ey,...,&, die zugehori-
ge Dualbasis, so gilt fiir o = Z ageg € A(V) und B =

()elr
Z Buyew € A*(V):

k)els

alf= Za ﬁ(k () N\ E(k)-

(9)elr
(k)els

(3) Firae A"(V),Be€ AN(V) ist
aNf=(-1)"FAa.
(4) Firae A"(V), e A(V), vy e A(V) ist
(@AB) Ay =aA(BAY).
BEWEIS. AD (1): Wegen Satz X.4.5 wird A durch die Eigenschaften

(a) und (b) eindeutig bestimmt.
AD (2): Folgt direkt aus (a) und (b).
AD (3): Folgt aus Bemerkung X.4.3 (2), da die Permutation o € 0,4
mit
(L...,myr+1,...;r+s)—(r+1,...;r+s,1,...,7)
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das Signum (—1)"* hat.
AD (4): Folgt direkt aus (a) und (b). O

BEMERKUNG X.4.7. (1) Es ist niitzlich, das &ufiere Produkt auch
im Fall » = 0 oder s = 0 zu definieren. Dazu setzt man fiir « € R und

BeA (V)
aNfB=FNa=af.
(2) A(V) = @& A"(V) heifit AUSSERE oder GRASSMANNSCHE ALGE-
r>0

BRA von V. A wird auf kanonische Weise auf A(V) fortgesetzt. A(V)
ist ein R-Vektorraum der Dimension 2" mit n = dim V. (A(V), A) ist
eine Algebra mit Eins.

DEFINITION X.4.8. Seien h € L(V, W), a € A"(W) und r > 0.
(1) Fiir r = 0 definieren wir h* « € A°(V') durch

h*a=a.
(2) Fiir » > 0 definieren wir h * a € A"(V') durch
h*a(vy,...,v) =alh(vr),...,h(v,)) Yoi,..., 0, € V.
h * « heifit der PULL-BACK oder RUCKTRANSPORT von « mittels h.
BEMERKUNG X.4.9. (1) Es ist hx € L(A"(W),A"(V)) und es gilt
vw
AT(V) L& A,
Im Fall » = 1 ist hx die zu h adjungierte Abbildung:
hxa(v) = (a,h(v)) = (hxa,v) YveV,aec W
(2) Es gilt
1dx = 1id,
(ko h)x = (hx) o (kx),
h € Isom(V, W) = hx € Isom(A" (W), A"(V)),
(hx)™t = (h71) *.
(3) Es gilt
hx(aAB)=(hxa)A(hx3)
Vh e L(V,W),a € A"(W),3 € A*(W).

BEWwEIS. Die Behauptung folgt direkt aus der Definition des pull-
backs. O

SATZ X.4.10. Seienn = dim(V) < oo, h € L(V,V) und o € A*(V).
Dann gilt
hx o = det(h)a.
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BEWEIS. Seiey,...,e,eine Basisvon V und ey, ..., ¢, die zugehori-
ge Dualbasis. Sei (hj)1<jr<n die Matrix von h bzgl. e1, ..., e,, d.h.,

k) = Zhjkej Vl<k<n.
j=1
Dann folgt mit Bemerkung X.4.3 (1)
hxaler, ... e)
= a(h(er), ..., hien))

- § : § :hhl ]nna 6]17""ejn)

Jji=1 Jn=1

- Z hU(l O‘ (n)n SgIl( )a<€1a SR 76n)

o€on
= det(h)a(e, ..., en).
Hieraus folgt die Behauptung wegen dim A"(V') = (Z) = 1. O

X.5. Differentialformen

Im Folgenden ist stets n € N*, ;s € N, k € NU {oco} und U C R”
offen und nicht leer. Wir bezeichnen mit eq, ..., e, die kanonische Basis
des R™ und mit €4, ..., ¢, die zugehorige Dualbasis.

DEFINITION X.5.1. (1) Eine Abbildung o € C*(U, A"(R")) heif}t
DIFFERENTIALFORM VOM GRADE r AUF U DER KLASSE CF, kurz
r-FORM.

(2) Wir setzen

QL (U) = {a: a ist r-Form der Klasse C* auf U},
Q" (U) = Q).

(3) A2 QuU) x Q3(U) — Q°(U) mit (o, ) — a A S und (a A
B)(z) = a(z) A B(z) fiir alle z € U heifit AUSSERE MULTIPLIKATION
oder AUSSERES PRODUKT.

BEMERKUNG X.5.2. (1) Definition X.5.1 ist sinnvoll, da geméafd Ab-
schnitt X.4 A"(R") ein normierter Vektorraum ist.
(2) Esist Q2(U) = C*(U) und Qi (U) = {0} fiir alle r > n.
(3) Qr(U) ist ein R-Vektorraum und ein C*(U) Modul bzgl. der Mul-
tiplikation (f, ) — fa = f Aa.
(4) Esist a A= (—1)"F A« fir alle « € Q"(U), 5 € Q5(U).
(5) Q(U) = o Q5 (U) heiBt die Algebra der C*-Differentialformen,
wobei A die Algebra-Multiplikation ist.
(6) Ist f € C*Y(U,R), soist Df € C*(U,L(R",R)) = C*(U,R™) =
Ck(U, A*(R™)). Daher kann D f als 1-Form aufgefasst werden. In diesem
Fall schreiben wir zur Unterscheidung df und nennen dies das TOTALE
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DIFFERENTIAL von f. Ist insbesondere f = pr; die Projektion auf die
j-te Variable, d.h.,

f(z) =2 VzeU1<j<n,
so schreiben wir
dr; =dprj, 1<j<n.
Wegen
Dprij(z)=v; VzelUwveR"1<j<n
ist
drj(z) =¢; VzeU1<j<n,

so dass wegen Satz X.4.5 (S. 390) dxy,...,dz, eine Basis von Q' (U)
bilden. Fiir f € C*™(U) ist dann

Physikalisch beschreibt df das totale Inkrement der Funktion f. Man
vergleiche hierzu Bemerkung VI1.3.2 (S. 187).

SATZ X.5.3. Sei 1 < r < n. {dxjy N...Ndz;, : 1 < j; < <
Jr < n} ist eine Basis von Q' (U), d.h. jedes a € Q’"(U) besztzt eine
eindeutige Darstellung

o = Z a‘jl.--jrdle /\/\dﬂ?gr

1K< <jr<n
mit a;,..;, € C(U,R). Insbesondere gilt
ac€QU) < aj._; €CHUR) VI<j<...<j <n.
BEwEIs. Folgt wegen
drj(z) =¢; VzeU1<j<n
aus Satz X.4.5 (S. 390). O
BeispieL X.5.4. (1) Sei n = 2. Dann gilt
a € QN U) <= a=adr, +asdry, ay,ay € C(U,R),
a € Q*U) <= a=apdr; Adry, as € C(UR).
(2) Sei n = 3. Dann gilt
a € QU) <= a = aidr; + asdry + asdas,
ai,as,az € C(U,R),
a € Q*(U) <= a = aydry A drs + agdrs A doy + asdr; A das,
ai,as, a3 € C(U,R),
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a € PU) <= a=adr; Ndvy ANdrs, a€ C(UR).
(3) Sei n > 2. Dann gilt

acQU) = &:Zaidxi, a; € C(U,R),
i=1

@ €)= a=Y a1 day A Adr A A da,
=1

a; € O(U,R),

wobei dzi A ... A d/x?l A...Adzx, bedeutet, dass der Term dx; fehlt. Wir
verwenden im Folgenden stets {(—1)"!dz; A ... A dz; A ... Adx, 1<
i < n} als Basis von Q" 1(U).
(4) Sein >2und f € C(U,R), u € C(U,R"™). Dann entsprechen f die
0- und die n-Form

Qo f = fv

an ¢ = fdxi N\ ... Ndxy,

und v die 1- und die (n — 1)-Form
a1 = Zuldl'“
i=1

n
Op—1u = Zui(—l)i_ldxl VANPIIAN d.Z'Z VANPIIAN dxn
=1

DEFINITION X.5.5. Seien V C R™ offen, h € C* (U ,R™) mit
h(U) C V und o € Qp (V). Dann definieren wir den PULL-BACK oder
RUCKTRANSPORT h * o € Q (U) von « mittels h durch

(h*a)(2)(vg,...,0.)
= [Dh(z)] x a(h(2))(v1, ..., v,)
= a(h(2))(Dh(2)vy,...,Dh(z)v,) Vze Uny,...,v. € R™

Aus Definition X.5.5, Definition X.4.8 (S. 392), Bemerkung X.4.9
(S. 392) und Satz X.4.10 (S. 392) folgt unmittelbar:

BEMERKUNG X.5.6. (1) h* (aAB) = (h*a)A (hx*[3).
(2) Es gilt

hxdx; =dh; ,1<j<n,
h*f=foh.
(3) Es gilt
hx (dej, A...N\dxj,)
=dhjy N...ANdhj, 1 <5 <...<j <m,
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und

h * ( Z ajlijda:jl VAN diCjT>

1<j1<..jr<m

= Y aj.johdhy A Adhy.

1<j1 <ejr<m
(4) Falls n = m ist, gilt
hx(dzy A ... Ndxy) =dhy A ... Ndh,
= det(Dh)dxi A ... A\ dzy,.
(5) Es gilt
h e CHPYU,R™),WU) CV
=hx € L(Q(V),Q(U)) fallsr > 1,
hx € L(C*H(V), CFTH(U)) falls r = 0.
(6) Es ist (ko h)x = (h*) o (kx) und idgn* = idq).
BEISPIEL X.5.7. Sei h : R? — R? definiert durch
h(r,p) = (rcosp,rsiny).
Dann ist
dhy = cos pdr — rsin edp
dhy = sin pdr + 1 cos pdp.
Seien V' C R? offen, U = h=1(V) und
a = fdr, + gdwy € QL(V)
B = Fdr; Ndzy € (V).
Dann folgt

hxa=I[cosp-foh+sing-goh]ldr
+[rcosp-goh—rsing- fohldp,
hxpB=r-Foh drAdp.
DEFINITION X.5.8. Seien r > 1 und
a = Z @jl...del'jl VANRAN dxjr c QZ—H(U)
1<j1 <. <jr<n
Dann heif}t
da = Z dajl...jr VAN dl’jl VANPIRRAN dxjr c Q};—i—l(U)
1<1<...<jr<n

die AUSSERE ABLEITUNG oder das DIFFERENTIAL von «.
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BeispieL X.5.9. Wir verwenden die Bezeichnungen von Beispiel
X.5.4. Seien f € CY(U,R) und u € C*(U,R"). Dann gilt

df = d@o’f
=1
= 1 grad f

n

do-10 = Y (=1 "Vdu; Aday AL Adz AL A da,

- (—1)“*1{ axidxj Aday A A dog A .../\d:cn}
A —1 7

i - Ouy —~
:E (—1)2_16—udxi/\dx1/\.../\dxi/\.../\dxn
Z;
=1

:{ing}dxlA...Adxn

=1

= Op divu-
Ist speziell n = 3, so folgt schliellich
dOéLu = d(uld$1 + UQd.’L‘Q + U3dl‘3)
= du1 VAN dl’l + dUQ A dl’g + dU3 VAN d(L’g

= %dl‘g A d.Tl —+ %dfﬂg A\ dl’l
3x2 8x3
0 0
+ ﬂdl@ A dl’g + ﬂdfﬂg AN dl’Q
31’1 81'3
+ %dl’l VAN d.f(]g + %dl'g AN dl’g
8371 81’2
= <% — %)dl'g VAN dili'g
8372 XT3
(9u1 8u3
6uQ 8U1
22 "MV dr Ad
+ (8:61 8x2> T a2
= 02 rotu-

Satz X.5.10. Die Abbildung d : Q_,(U) — Q' (U) hat folgende
FEigenschaften:
(1) d € £(Qp,,(U), (V).
(2) dla AN B) = (da) A B+ (=1)"a A (dB) fir alle a € Qj(U),
B € Q5(U) (PRODUKTREGEL).
3) & =dod=0.
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(4) Ist h € C*(U,R™), so ist
(h#)od=do (hx).
BEWEIS. AD (1): Ist offensichtlich.

AD (2): Seien (j) = (J1,.--,0r) mit 1 < 53 < ... < 7, < n und
(k) = (k1,...,ks) mit 1 <k <...< ks <nund

a = adr = adrj A\... Ndz;,
B =bdxy) = bdxy, A ... N\dxy,.

FALL 1: (j) und (k) haben einen Index gemeinsam. Aus Satz X.4.6 (S.
301) folgt

alfp= abdx(j) A d:L“(k) =0
und

(da) AN ﬁ = bda N dx(j) A\ d:L‘(k)
=0

a A (df) = adl‘(j) A db A d:l?(k)
=0.

FALL 2: (j) und (k) sind disjunkt.
Aus Bemerkung X.5.2 und Satz X.5.3 folgt dann

d(a A () = d(abdx ;) A dx )
= d(ab) A dl”(j) N da:(k)
= [b(da) + a(db)] A dx ¢y A d
= bda N dx(j) A\ d:li(k)
+ (=1)"adx @y A db A dx
= (da) N B+ (—1)"a A (dp).

Hieraus folgt die Behauptung zusammen mit der Linearitéit von d.
AD (3): Sei f € C*(U,R). Aus Satz VIL.4.18(2) (S. 237) folgt

P = d(i D, fd@»)

n

i=1 j=1

= > (DiD;f — D;Dif)dz; A da;
1<i<j<n

=0.
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Seinun 1 <j; <...<j, <nundae€ C*U,R). Aus Obigem und Teil
(2) folgt
d*(adx, A ... Ndx;,)
=d(da Ndxj N...Ndxj)
=d’a Ndzj A ... Ndzj,
—da A (dl) Ndxj, A ... N\dxj,
= 0.
Hieraus folgt die Behauptung mit der Linearitéit von d.

AD (4): Wir beweisen die Behauptung durch Induktion iiber den Grad
r der Differentialformen.

.7 =0:“Seien f € C'(U,R) und h € C*(U,R™) mit h(U) C V. Dann
ist nach Satz VII.3.3 (S. 226

)
d(h* f) =d(foh)

D;(f o h)dz;

1

3
m

(D, f) o h - D;hjda;

M:

7

1 5=1

(D, f) o hdh,

I

1
= h * (df ).
o, — 1+ 1:“ Wegen der Linearitdt von d brauchen wir nur den Fall
a =B ANdr; mit 3 € Q(V), 1 <j <m,und h € C*(U,R™) mit
h(U) C V zu betrachten. Aus den Teilen (2) und (3) und der Indukti-
onsvoraussetzung folgt dann
x (d(BAdxy)) =hx(dBAdr;+ (=1)"8 A d°x;)
= h* (df A dx;)
= (h*dB) A h*dx;
=d(h * () A\ dh;
d(h* B) Adhj + (=1)"(h* 8) A d°h;
d((h = B) A dh;)
d(h s (B A d;)).

0

BEMERKUNG X.5.11. (1) d o (h*) = (hx*) o d bedeutet, dass d von
der speziellen Koordinatendarstellung unabhéngig ist.
(2) Fiir a € Qp41(U) kann auch da € Q41 (U) gelten.
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DEFINITION X.5.12. v € §2"(U) heifit GESCHLOSSEN, wenn da = 0
ist. @ € Q7(U) heiit EXAKT, wenn es ein § € Q" }(U) gibt mit o = dj3.

BEMERKUNG X.5.13. (1) Sei v € C(U,R"™). Dann ist u genau dann
ein Gradientenfeld, wenn «; , exakt ist.
(2) Sei u € C'(U,R™). Dann ist oy, genau dann geschlossen, wenn Du
symmetrisch ist.
(3) Jede n-Form ist wegen Q"™ (U) = {0} geschlossen.
(4) Jede exakte Form ist wegen d? = 0 geschlossen.
(5) Die Differentialform

_ Y x 1 (2
= de:c +t5 n yzdy € O (R*\{0})
ist geschlossen, aber nicht exakt. Denn andernfalls wére
Y z 00 (T2 2
=(— C*(R“\{0},R
F@9) = (- ) € C¥(RA\{0}. Y

ein Gradientenfeld im Widerspruch zu Beispiel VII1.3.4 (S. 271).

Wir wollen einen Zusammenhang zwischen geschlossenen und exak-
ten Differentialformen herstellen. Dazu benotigen wir folgenden Begriff.

DEFINITION X.5.14. U heifit STERNFORMIG, wenn es ein xg € U
gibt, derart dass fiir jedes x € U die Strecke zot + (1 — t)z, t € [0, 1],
ganz in U verlauft.

BEMERKUNG X.5.15. (1) Ist U konvex, so ist U sternférmig.
(2) U = [-1,1]2\[0, 1]? ist sternformig, aber nicht konvex (vgl. Abb.
X.5.1).

(3) Ist U sternfoérmig, so ist U einfach zusammenhéngend.
(4

R3\{0} ist einfach zusammenhingend, aber nicht sternférmig.

vvo-(\/

ABBILDUNG X.5.1. Beispiel fiir ein sternformiges, nicht
konvexes Gebiet

Der folgende Satz ist eine Verallgemeinerung von Satz VIII.3.16 (S.
281).

SATZ X.5.16 (SATZ VON POINCARE). Ist U sternfirmig, so ist jede
geschlossene Differentialform auf U exakt.
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BEWEIS. O.E. koénnen wir annehmen, dass der Punkt xy aus Defi-
nition X.5.14 der Nullpunkt ist. Andernfalls fithren wir die Koordina-
tentransformation x — x—x aus. Sei a € Q"(U) geschlossen. Definiere
v € C°(R x R", R") durch

o(t,z) = tx.
Dann ist
0,1]xU CV = 90_1(U).
Definiere
B=p*xaecQ(V).

Wegen Satz X.5.10 ist [ geschlossen. Definiere vg,¢, € C*(U,
R x R") durch

bo(x) = (0,2) , h(r)=(L,2) Vrel.

Dann ist ¢o(U) C V, ¢1(U) C V. Daher ist

Y =11 B —1ox B €Q(U).
Wir setzen

Ii={(j1,-..,js)=1<j1<...<js<n},1<s<mn,
drgy = dxj, N...Ndxj,, (5) € I,
und stellen 3 in der Form
B=Y fodeg+ D gudt Ade
(J)€elr (k)elr—1

dar mit Funktion f;), g € C*(V,R). Es folgt
Y10 = Z fo) (L, z)dz 5

(el
Yox B="> fi(0,x)dx
(F)Elr
dB =" Difdt Adag

()elr

+ Z Z Dif(j)df)ﬁi A dl’(j)
(el i=1

- Z Z Dig(k)dt Adx; N d.l’(k).
(k)el,_y i=1

Da dg = 0 ist, folgt

(%) Y Difaydrgy= Y D Digwdai A dzg.

(J)EIr (k)€ _y i=1
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Indem wir beide Seiten von (x) bzgl. ¢ von 0 bis 1 integrieren, erhalten
wir

y=U1*x B —Yox [
:Z[f(])( z) — f(5(0,z)]dx

(el
)

1
_ Z {/0 th(j)(taﬂf)dt}dﬂf(ﬁ
Z Z / Diguy(t, x dt}da:z A dx

e[, 1 =1
Z Z {/ gy (t yc)clt}dacZ A dx

)EI,,» 1 1=1

mit
Z / g(k) t l’ dt dx(k)
GI’I‘ 1
Andererseits ist
poty =idy , @oy=0
und somit gemifl Bemerkung X.5.6
Py x =1y * (p* )
= (po)
=«
o * =g * (p * )
= (p o) *
= 0.
Also ist
a =dn.
O

Zum Abschluss interpretieren wir Satz X.5.16 in der Sprache der
klassischen Vektoranalysis.

SaTz X.5.17. (1) Seien U C R? und f € C*(U,R), u € C*(U,R3).
Dann gilt
rot(grad f) =0,
div(rot u) = 0.
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(2) Sei U C R? sternformig und u € C*(U,R3). Dann gilt

rotu =0 <= u=grad f fiir ein f € C*(U,R),
divu =0 <= u=rotv fiir ein v € C*(U,R?).

BEWEIS. AD (1): Folgt aus Beispiel X.5.9 und d? = 0.
AD (2): Folgt aus Beispiel X.5.4, Beispiel X.5.9 und Satz X.5.16. O

X.6. Integration von Differentialformen

Im Folgenden sei stets n > 2 und 1 < k < n. Zunéchst definieren wir
das Integral von n-Formen auf offenen Mengen im R". Wegen Q" (R") =
C(R™ R) kénnen wir dabei auf die Integration von Funktionen im R"

zuriickgreifen.

DEFINITION X.6.1. Seien U C R" offen, M C U und o = fdxy A
. .Adz,, € Q"(U). a heifit INTEGRIERBAR iiber M, wenn f € L'(M,R)
ist. In diesem Fall definieren wir

| o= s

Der folgende Satz ist eine Ubertragung des Transformationssatzes
[X.5.6 (S. 343). Wir erinnern fiir die Bezeichnungen an Definition X.2.5
(S. 366).

SATZ X.6.2 (TRANSFORMATIONSSATZ). Seien U,V C R"™ offen,
0 : U —V ein C' -Diffeomorphismus, M C U und o € Q*(V'). Dann
qgilt

/ a= / O * , falls ¢ orientierungstreu,
(M) M

/ o= —/ Yk , falls ¢ orientierungsumkehrend.
(M) M

BEWEIS. Sei « = fdxy A ... A dx,. Aus Bemerkung X.5.6(4) (S.
395) folgt

p*xa= fopdet Dodry A ... N\dx,.
Damit ergibt sich die Behauptung direkt aus Satz [X.5.6 (S. 343). O

Wir wollen als néchstes das Integral von k-Formen iiber k-dimensi-
onale Mgfkten definieren. Analog zum Vorgehen in Paragraph X.3 soll
dies mit Hilfe von Karten und Partitionen der Eins auf die Integration
von k-Formen im R* zuriickgefithrt werden. Dazu benétigen wir das
folgende Analogon zu Satz X.3.3 (S. 372).

SATZ X.6.3. (1) Seien U,V C R* offen, ¢ € CY(U,R"™) eine Im-
mersion, T : V — U ein orientierungstreuer C*-Diffeomorphismus,
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Y=ot und a € Q¥(p(U)). Dann ist p x a € Q¥(U) genau dann
integrierbar, wenn 1 * a € QF(V') integrierbar ist. In diesem Fall gilt

QL¢*a:iA¢*w

(2) Seien U C R™ offen, M C U eine orientierbare k-dimensionale
Mfgkt, o € QF(U) mit supp(a) €U, A = {(Us, 05, Vi) : 1 <i < m} und
A" = {(U}, ¢}, V) : 1 < j <m'} zwei positiv orientierte Atlanten von
MnNsupp(a) und {; : 1 <i <mj, {¢): 1 < j <m'} zwei Partitionen
der Eins auf M Nsupp(«), die A bzw. A’ untergeordnet sind. Dann ist
fiir jedes 1 < i < m die Differentialform o; * (V;a) € QF(U;) inte-
grierbar, genau dann, wenn fir jedes 1 < j < m' die Differentialform
o * (Yia) € QNUY) integrierbar ist. In diesem Fall gilt

f;/w%*(%a):g;/w%*(%a).

BEWEIS. AD (1): Folgt aus Satz X.6.2 und ¢ x v = 7 % (¢ * ).
AD (2): Folgt aus Teil (1) mit den gleichen Argumenten wir im Beweis
von Teil (2) des Satzes X.3.3 (S. 372). O

Wegen Satz X.6.3 ist folgende Definition sinnvoll.

DEFINITION X.6.4. Seien U C R" offen, M C U eine orientierbare
k-dimensionale Mfgkt und o € Q*(U) mit supp(a) € U. Dann heifit «
auf M INTEGRIERBAR, wenn es einen positiv orientierten Atlas A =
{(Ui, ¢, V;) : 1 <i <m} von supp(c) N M und eine A untergeordnete
Partition der Eins {¢; : 1 < i < m} auf M gibt, derart dass fiir jedes
1 < i < m die Differentialform ¢; * (¢;«) integrierbar ist. In diesem

Fall heifit
a = ©; * (i
fLa=3 [ et

das INTEGRAL von « iiber M.

BEMERKUNG X.6.5. (1) Streng genommen miisste man bei [, o
zusétzlich die gewihlte Orientierung angeben. Ist —O die gemafl Be-
merkung X.2.8 (S. 367) zur Orientierung von M entgegengesetzte Ori-
entierung, so gilt wegen Satz X.6.2

[ a=-] a
(M,-0) (M,0)

(2) Seien [a,b] C R und v € C'([a,b],R") ein regulirer C'-Weg sowie

o = Zfldl’l S Ql<U)
=1
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mit y([a,b]) C U. Dann ist M = ~([a,b]) eine eindimensionale Mfgkt

und
/ o= / -
M [a,b]
b n
:/ Zfiowédt
a =1
b
= [ony

o
v
D.h., die Kurvenintegrale aus Kapitel VIII sind ein Spezialfall von De-
finition X.6.4.
BEISPIEL X.6.6. Sei M = {z € S?:2; > 0,1 <4 <3} und
o = x1dx; A dzy € Q*(RY).
M wird durch die Karte (U, v, M) dargestellt mit

U=(0,2)% (0,2

2 2)
(e, 0) = (cospcosb, sinpcosh, sinb).

Es ist

¥ * a = cos p cos O] — sin p cos Odyp — cos p sin 0d0)]
A [cos ¢ cos Odp — sin ¢ sin 0d0)]
= cos ¢ cos A[sin” ¢ cos O sin O + cos? o cos O sin O]dp A db
= cos p cos® @ sin Odp A db

und somit

/a:/Q/Qcosgocos%’sian(pd@
M o Jo
1

= [sing]§ [~ cos> 6]

1

=3
Der folgende Satz stellt einen Zusammenhang her zwischen der In-
tegration von Funktionen und von Differentialformen auf Mfgkten.

SATzZ X.6.7. Seien U C R"™ offen, M C U eine Hyperfliche, die
durch das Einheitsnormalenfeld v orientiert sei, und f € C(U,R"™).
Dann gilt fir jede kompakte Menge K C M

/anl’f:/Zfz(—l)llda;l/\/\d/x\l/\/\dxn
K K =1
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= /K(f, v)dS.

BEWEIS. Indem wir o,,_1,r gegebenenfalls mit einer hinreichend fei-
nen Partition der Eins multiplizieren, kénnen wir o.E. annehmen, dass
K Nsupp(a,—1,f) in einer offenen Menge enthalten ist, in der M Graph
einer Funktion von n — 1 Variablen ist. Indem wir evtl. noch eine Ko-
ordinatentransformation durchfiithren, kénnen wir o.E. annehmen, dass
gilt:

U=U"xI mit U Cc R"! Gebiet, I offenes Intervall,

M ={(2',2,) € R" : z,, = g(2)} mit g € C(U',R).
Dann wird M durch die Karte (U’, ¢, M) mit

p(a) = (¢, g(2))
dargestellt. Wie man nicht nachrechnet, ist
1
v(z) =
VI+IVg@)

ein Einheitsnormalenfeld von M. Also gilt

||2(—Vg(:c'), 1) Vo= (2',2,) €M

v=c¢cr mite==+1.
Weiter ist
det(v, D1y, ..., Dp_19)

B 5 o —Vyg()t T,
VI V@) et ( 1 V9($/)>
= (=" 1+ [[Vg(a)]>

Also ist die Karte (U’, ¢, M) positiv bzw. negativ orientiert, je nachdem
ob g(—1)""! positiv oder negativ ist. Daher ist

/ Qp_1,f = 6(—1)"1/ O * Q1
K e~ H(K)

Weiter ist

gp*an_lﬁf:Zf,-ogp(—l)i_lcp*(d:rl/\.../\@/\.../\d:z;n)
i=1

n—1
= Z fiop(=1)"Yday A . ANdZ) A .. A dg(a)
i=1

+ frop(=1)"tda\ AL Ad
n—1

— (—1)”—1{— N fio@Dig+ fuo cp}dx’l Ao AdZ

=1
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/ Qpo1f = 5/ F(2")da'
K e~ (K)

n—1
—ZinSODig‘i‘anSO'
i=1

und somit

mit

Andererseits folgt aus Beispiel X.3.7(3) (S. 374)

/ (f.0)dS = / (f o p.v 0 o)y/1F [VolPda’

K e 1K)

’ / L Feepo RV IT VT
e N K

5/ F(z')dz'.
1K)

Hieraus folgt die Behauptung. U

Als néchstes formulieren wir den Gaufischen Integralsatz in der
Sprache der Differentialformen.

SATZ X.6.8 (GAUSSSCHER INTEGRALSATZ). Seien U C R™ offen,
K C U kompakt mit glattem Rand und o € Q7' (U). Dann ist

/da:/ «
K oK

wobei OK durch das dufsere Normalenfeld orientiert ist.

BEWEIS. Da K kompakt und 0gK = () ist, ist O K = 0K kompakt
und damit 0,1 (0rK) < c0. Sei f € CY(U,R") derart, dass a = a1 ¢
ist. Dann folgt aus Satz X.3.19 (S. 384) und Satz X.6.7

/ do = / div fdz
= [ (f.nast

[ a
oK

BEISPIEL X.6.9. (1) Sei
a—Zx 11dx1/\ /\ci:;i/\.../\da:n.

Wegen
dao=ndxy AN ... Ndz,
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folgt fiir jedes Kompaktum K C R™ mit glattem Rand
1 - , —
" Jor oy

Speziell ergibt sich in R? die LEIBNIZSCHE SEKTORFORMEL

1
M(K) =5 [ (rdy —yir)

Zur geometrischen Interpretation betrachte man das Dreieck A mit den
Eckpunkten (0,0), (z,y), (x+d0x,y+dy), wobei dz, Iy klein seien. Dann
ist

1 r x4z
= %(xéy — yox).

Die Flache K kann man sich approximativ durch solche Dreiecke zu-
sammengesetzt denken.
(2) Seien U C R? offen, f,g € CY(U,R) und K C U kompakt mit
glattem Rand. Dann folgt aus Satz X.6.8 die GREEN-RIEMANNSCHE
FORMEL

dg 0

f
fdz + gdy :/ — — — }dxdy.
/ 4 b= [ -5
Satz X.6.8 hat folgende praktische Konsequenz:

SATz X.6.10. Seien U C R™ offen, v* € U und o € Q" H(U\{z*})
geschlossen. Weiter seien K1, Ko C U zwei Kompakta mit glattem Rand

und x* € K1 N Ky. Dann ist

0K, OKo

wobei OK1,0Ks bzgl. der dufSeren Normalen orientiert sind.

BEWEIS. Sei ¢ > 0 so, dass

o

B. = B(z*,e) C K, 0[0(2
ist. Setze .

K,.=K\B. ,i=1,2.
Dann sind K ., K5 . Kompakta mit glattem Rand, die in U\{z*} ent-
halten sind. Wegen da = 0 folgt aus Satz X.6.8

/ a=0= / Q.
8K1,5 6K2,€

Da der Rand von K., @ = 1,2, aus dem positiv orientierten Rand von
K; und dem negativ orientierten Rand von B, besteht, gilt

/ a:/ a—/ a ,1=12.
0K OK; OB.
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Hieraus folgt die Behauptung. O

Im Folgenden wollen wir den Integralsatz von Stokes beweisen. Er
ist eine Verallgemeinerung von Satz X.6.8, indem U durch eine Mfgkt
M ersetzt wird. Zu seiner Formulierung und seinem Beweis bendtigen
wir einige Vorbereitungen. Wir bezeichnen mit

Hy={r eR":2; <0}
den STANDARD-HALBRAUM in R*. Das duflere Einheitsnormalenfeld
zu 0Hj, ist
v=e =(10,...,0).
OH), besitzt die globale Karte (R*~!, 3, 0H}) mit
ﬁ(tla e 7tk—1) — (O, t17 N )tk—l)-

OHj, ist durch diese Karte orientiert. Dann ist das duflere Einheitsnor-
malenfeld v = e; positiv orientiert.

SATz X.6.11. Sei a € Q¥ 1 (R®) mit kompaktem Triger. Dann ist

/da:/ Q.
H, OH,,

BEWEIS. Im Fall £ = 1 ist H; = R_ = (—00,0] und 0H; = {0}.
Die Aussage des Satzes besagt dann

/_ " 4= £(0) VfeCHRE)

und folgt somit aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung.
Sei also £ > 2 und

k
o= Zfi(—l)i_ldml Ao Ndx; AN dxg,
i=1
mit
fi € C}(RF,R), 1<i<Ek.
Mit der oben definierten globalen Karte 8 von 0Hj, folgt

/ a = ICEXe!
BHk Rk—1

k
B /]Rk—1 Z fl<07 tl, Ce 7tk—1)(—1)i_1

=1

ﬁ*(dxl/\...AcEA.../\dxk)

- fl(O, tl cee tkfl)dtl e dtkfl.

Rk—1
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Andererseits folgt aus f; € C}(R* R) und Satz IX.3.3 (S. 317)
da = / D; f;

:/ (/ lel(Il,...,$k>dx1)d$2...dSCk
RE-1 \R7

s

=fi (vaQ 7777 T

k)
k
i=2 R_ xRk—2 \R
=0

S/

= fl(OafEQ,-..,l'k)dIEQ...dl‘k.
RE-1

Hieraus folgt die Behauptung. U

LEMMA X.6.12. Seien U, U’ C R¥ offen und ¢ : U — U’ ein orien-
tierungstreuer C'-Diffeomorphismus mit p(H, NU) = H, N U’. Dann
qgilt

det((Digpj(x))zg,jgk) >0 VaedH,NU.
BEWEIS. Da ¢ und ¢! stetig sind, ist
©(0H,NU) =0H,NU".
Also gilt fiir alle x = (0,2') € OH, NU, 2’ € R*L,
p1(7) = ¢1(0,2") =0
und daher
Dip1(x) =0 V2<j<k,xedH,NU.

Wegen ¢(H, NU) = H, N U’ gilt weiter fiir alle 2/ € R¥*"' und h € R
mit (h,2') e U

p1(h,2') <0 falls h <0
p1(h,z') >0 falls h > 0.

Also ist
N o_ 1 (101(}% $/> —¥1 (07 $/>
Dlgpl(oﬂx)_}l}i}r(l) h
/
(4 e
h—0 h
> 0.

Damit folgt fiir jedes © € OH, N U

0< det((Dz’%(x))lsi,jSk>
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— det (Dlil(x) (Digo]-(xo))2<z’,j<k)

= D11 (x) det((Dig; (x))2<ij<n)-
Zusammen mit (%) folgt hieraus die Behauptung. 0
DEFINITION X.6.13. (1) Seien M C R™ und K C M. Dann heifit
OuK ={zeM: VUecl(z): UNK #D,UNK"#0}

der RAND von K relativ zu M.
(2) Sei M C R™ eine k-dimensionale Mfgkt und K C M kompakt. K
hat GLATTEN RAND (relativ zu M), wenn es zu jedem = € 0y K eine
Karte (U, ¢, V) von M mit x € V und

(b) (OH,NU) =0uK NV
gibt.

BEMERKUNG X.6.14. (1) Wenn wir uns darauf verstdndigen, un-

ter einer n-dimensionalen Mfgkt in R™ eine offene Menge zu verstehen,
ist Definition X.6.13 eine Verallgemeinerung von Definition X.3.11 (8.
379) fiir Kompakta mit glattem Rand.
(2) Man kann auch den Begriff eines Kompaktums mit stiickweise glat-
tem Rand iibertragen. Dazu muss man 0y K in der Form 0y K =
Ov,r K U Oh,s K mit Oy g K N Op,s K = 0 schreiben und fordern, dass
Oy rK relativ offen in 0y, K ist und die Bedingungen (a) und (b) erfiillt
und dass es zu jedem x € Jy K eine Karte (U, ¢, V') von M mit x € V
und

li_r}rg)s‘ﬂ% U B(u,e)) =0

uE(pfl(VﬁaMﬂgK)

gibt.
(3) Es ist stets Oy K C 0K i. a. gilt jedoch 0y K # 0K.

BEISPIEL X.6.15. (1) Sei M = S? und
K ={xe€S*: 23 >0}.

Dann ist 9y K der Aquator, und K hat glatten Rand relativ zu M.
(2) Sei M = S? und

K={recS*:2;, >0, 1<i<3}.
Dann ist

8MK:O{x€SQ:xi:O,xj20j7éi}

und -

ousK ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.
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SATZ X.6.16. Sei M C R"™ eine k-dimensionale Mfgkt und K C M
kompakt mit glattem Rand relativ zu M. Dann ist Oy K eine (k — 1)-
dimensionale Mfgkt. Jede Orientierung von M induziert eine Orientie-
rung von Oy K.

BEWEIS. Der Fall k = 1 ist trivial (eine O-dimensionale Mfgkt ist
eine endliche Punktmenge). Sei also & > 2 und A = {(U,p,V)} ein
Atlas von M. O.E. kénnen wir annehmen, dass A rand-adaptiert ist
bzgl. K, d.h., jede Karte von A erfiillt die Bedingungen (a) und (b) von
Definition X.6.13. Insbesondere ist dann UNOH), = (), wenn VNOy K =
() ist.

Sei nun (U, ¢, V) eine Karte von A mit V Ny K # (). Sei 3 die globale
Karte von 0Hj,. Definiere

Uy =B H0H,NU),
Vo=0uKNV,
P =pof.

Da ¢ ein Homéomorphismus mit @(0H, N U) = Oy K NV ist, ist
Y Uy — Vy ein Hombomorphismus. Weiter ist

Dw(u) = (Digpj((),u))ggigk Yu € Uy.

1<55<n

Da D¢y den Rang k hat, hat somit Dy den Rang k — 1.
Sei Ay die Menge aller Karten, die sich so aus den Karten von A erge-
ben. Aus Satz X.1.6 (S. 362) folgt, dass Oy K eine (k — 1)-dimensionale
Mfgkt ist.
Sei nun A wie oben zusétzlich orientiert. Wir wollen zeigen, dass der
wie oben konstruierte Atlas Ay orientiert ist. Seien dazu (U, ¢;, Vi),
i = 1,2, zwei Karten von A mit V; NV, N Oy K # (). Dann ist 7 =
@0yt 0@y 1 U — U, ein orientierungstreuer C'-Diffeomorphismus. Sei
7= (p208)" o(p;0f): Uy — Uy die Transformation zwischen den
abgeleiteten Karten von 0y, K. Dann ist

7(u) = (12(0,u), ..., 7(0,u)) Vu € Uyp.

Damit folgt aus Lemma X.6.12, dass 7 orientierungstreu ist. Also ist
Ay orientiert. 0

BEISPIEL X.6.17. Seien M und K wie in Beispiel X.6.15 (1). M
sei durch die &uflere Normale orientiert. Dann ist die induzierte Orien-
tierung von 0y K so, dass die Kurve 0y, K im mathematisch positiven
Sinn durchlaufen wird, d.h., die obere Halbkugel liegt beim Durchlau-
fen von 0y, K links.

Wir kommen nun zum Hauptergebnis dieses Abschnittes.

SATZ X.6.18 (STOKESSCHER INTEGRALSATZ). Seien U C R™ of-
fen, M C U eine orientierbare k-dimensionale Mfgkt, k > 2, K C M
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kompakt mit glattem Rand relativ zu M und o € Q5H(U). Dann ist

/da:/ Q,
K oK

wobei Oy K die durch M induzierte Orientierung hat.

BEwEIS. Da K kompakt ist, gibt es ein m € N* und positiv orien-
tierte Karten (U;, p;,V;), 1 <1i <m, von M mit

m K v

i=1
(2) pi(He NU;) = KNV,
Sei {¢); : 1 < i < m} eine {V; : 1 < i < m} untergeordnete Partition

der Eins auf K. Wegen
da = / d( bice
o= oo

- ;(/K d(%a))

m

oK oK ;—4

m

=3(f ,ve)

i=1

reicht es, die Behauptung fiir die (k — 1)-Formen ;« zu zeigen.
Wegen supp(p; * (¢;a)) @ U; kann ¢; * (1;a) zu einer stetig differen-
zierbaren (k — 1) Form &; auf R* mit kompaktem Triger fortgesetzt
werden. Damit folgt aus Satz X.5.10(4) (S. 397) und Satz X.6.11

/Kd(%a) :/Kmm (i)
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= / (e}
o KNV;

= i

oK
Hieraus folgt die Behauptung. U
BEMERKUNG X.6.19. (1) Wenn wir offene Mengen im R" als n-
dimensionale Mfgkten bezeichnen, ist Satz X.6.8 der Spezialfall k = n
von Satz X.6.18.
(2) Wenn wir eine endliche Punktmenge als 0-dimensionale Mfgkt be-

zeichnen, ist der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung der
Spezialfall £ = 1 von Satz X.6.18, d.h.

/ df = F(4(5) — f(2(a))

fiir jeden C'-Weg v € C*([a, b], R") und jedes f € C'(U,R) mit y([a, b])
cU.

(3) Mit einigem technischem Mehraufwand kann man Satz X.6.18 auch
fiir Kompakta mit stiickweise glattem Rand beweisen.

Falls die Mfgkt M selber kompakt ist, kann man K = M in Satz
X.6.18 wihlen. Da dann 0y, K = () ist, folgt sofort:

SATZ X.6.20. Seien U C R™ offen, M C U eine kompakte orien-
tierbare k-dimensionale Mfgkt und o € Q¥ *(U). Dann ist

/dazO.
M

BEISPIEL X.6.21. Sei n > 2 und
o=l "z (~1) " ey AL Ada AL A da, € Q5T (R™M{0}),
=1

Wegen
div(f|zfl;"z) = 0

ist v geschlossen. « ist nicht exakt. Dann wire o = df mit § €
Qr2(R™\{0}), so folgte aus Satz X.6.7 und Satz X.6.20

o= [ as
Sn—1
= / o
Sn—1

- [ (alna.yas
= O'n_l(Sn_l).
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Im Fall n = 3 ist daher
1

(x1 + 23 + 23)3/?

U = ||5B||2_3$ = (21,22, 23)

ein Beispiel fiir ein divergenzfreies Vektorfeld, das nicht Rotation eines

Vektorfeldes ist.

Als eine Konsequenz von Satz X.6.18 erhalten wir den klassischen
Stokesschen Satz.

SATZ X.6.22 (STOKESSCHER INTEGRALSATZ IM R3). Seien U C
R3 offen, M C U eine durch das Einheitsnormalenfeld v orientierte
Hyperfliche, K C M kompakt mit glattem Rand relativ zu M und
u e CYU,R3). Dann ist

/(rotu, u)dS:/ (u, T)ds,
K omK

wobei ds die Bogenlinge von Oy K und 7 das durch die induzierte Ori-
entierung von Oy K definierte Finheitstangentenfeld ist.

BEWEIS. Wende Satz X.6.18 auf

3
a1 = E Uldl’z
i=1

an. Dann folgt die Behauptung aus Satz X.6.7, Beispiel X.5.9 (S. 397),
Bemerkung X.6.5 (2) und Bemerkung VIIL.2.7 (S. 266), Definition
VIIL.2.4 (S. 265) und Definition VIIL.3.1 (S. 271). O

BEISPIEL X.6.23. (1) Seien M, K wie in Beispiel X.6.15 (1) und
f(z) = (—xq,21,0).
Dann ist
rot f(x) = 2e3 = (0,0,2)
und wegen Satz X.6.7 und Beispiel X.3.7 (S. 374)

2 z
/ (vot f,v)dS = / / " 25in 0 cos Bdfdyp
K 0 0

= 2.

Andererseits ist

s = [ (cenm)

2m
:/ (—sint)(—sint) + cost cos tdt
0
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(2) Seien z* € R® und v € R? mit |jv]]; = 1. Sei M = {z € R3 :
(x —z*,v) = 0} die Ebene durch z* senkrecht zu v. Wir orientieren M
so, dass v ein positiv orientierter Normalenvektor ist. Fiir € > 0 sei

K.={xeM:|z—2z"|2<ce}.

Sei U C R? eine Umgebung von z* und u € C'(U,R3). Dann folgt aus
Satz X.6.22

e—0 re2

1
= lim—z/ (u, T)ds.
=0 TET Jor.

Physikalisch beschreibt also die Rotation rot u(z*) den Fluss pro Fla-
cheneinheit durch einen beliebig kleinen Kreis mit Mittelpunkt x*.
(3) Seien U C R3 offen und I C R ein Intervall. Das elektrische und das
magnetische Feld sind zeitabhiingige Vektorfelder £, B € C(Ix U, R3?).
Sie geniigen u.a. der Differentialgleichung

0B
D tE=———.
(D) ro By
Seien M eine durch das Einheitsnormalenfeld v orientierte Hyperfliche
in U und K C M kompakt mit glattem Rand relativ zu M. Dann ist

/K (Bt z), v(x))dS (z)

der magnetische Fluss durch K zur Zeit ¢. Aus (D) und Satz X.6.22
folgt

(rot u(z"),v) = lim L/ (rot u,v)dS
K.

& [ Bl va)is@ = [ (B¢ a.v@)asw

K

(I) = —/K(rotE(t,x),y(x))dS(x)
= _/a K(E(t,x),T(a:))ds(x).

Die zeitliche Anderung des magnetischen Flusses durch K ist also gleich
dem negativen elektrischen Strom durch 0y, K.

Mit Hilfe von Teil (2) kann man umgekehrt aus (I) die Differentialglei-
chung (D) herleiten.

X.7. Die Fixpunktsitze von Brouwer und Schauder

SAaTz X.7.1 (BROUWERSCHER FIXPUNKTSATZ). Sei B, = {z €
R™ ¢ ||lz|l2 < 1} die abgeschlossene Einheitskugel in R™ und f € C(Bn,
R™) mit f(B,) C By,. Dann besitzt f mindestens einen Fizpunkt x* in
B,, d.h.

flz™) =z~
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BEWEIS. Fiir n = 1 besagt Satz X.7.1, dass jedes f € C([—1,1],R)
mit f([—1,1]) C [-1,1] einen Fixpunkt besitzt und ist damit eine
Konsequenz des Zwischenwertsatzes angewandt auf  — f(z).

Sei also n > 2.

1. SCHRITT: Es gebe ein g € C'(R",R") mit gl = f.

ANN.: f besitzt keinen Fixpunkt.

Dann gibt es wegen der Stetigkeit von g ein r > 1 mit
x—g(x)#0 Vzre B(0,r) CR"

Sei 1 = x — g(z) und o € Q21 (R"\{0}) wie in Beispiel X.6.21 (S.
414). Dann ist ¢; * @ in B(0,7) geschlossen und damit wegen Satz
X.5.16 (S. 400) exakt. Also gilt nach Satz X.6.20 (S. 414)

(X.7.1) / o1 xa = 0.
Sn—1

Definiere @ : R x B(0,r) — R™ durch
O(t,x) = x — tg(z).
Fir ¢ € [0,1) und z € S™! gilt dann ®(¢t,z) # 0. Also ist V =
d~1(R"\{0}) offen und [0,1] x S"™~' C V. Dann gibt es auch eine
offene Menge U C R™ mit S"' C U C B(0,r) und [0,1] x U C V.
Definiere g, : U — V durch
do(x) = (0,2),
¢1(‘r) = (1,ZL‘).
Da @ * o geschlossen ist, folgt wie im Beweis von Satz X.5.16 (S. 400),
dass es ein € Q7 2(U) gibt mit
P * D x v — Yy *x D xa=dn.
Fiir x € U ist aber
bohy(x) =P(1,2) =2 —g(x) = p1(2)
®ohg(x) = P(0,2) =2

~—

und daher
dn = o1 xa — a.
Damit folgt aus Satz X.6.20 (S. 414) und Gleichung (X.7.1)

01 (S = / o
Sn—1

= / (p1 % o — dn)
Sn—1
=0.

Dies ist ein Widerspruch. Also besitzt f doch einen Fixpunkt.
2. SCHRITT: Sei nun f € C(B,,R") mit f(B,) C B, beliebig.
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ANN.: f besitzt keinen Fixpunkt.
Da B, kompakt ist, gilt

e= inf |z = f(z)ll2 > 0.

xGBn

Definiere f : R — R™ durch

~ f(z) falls v € B,,,
f(%=) fallsz & B,,.

Dann ist f € C(R”,R") mit f(R") C B,. Sei ¢ € C3°(R™,R) mit
0<¢(z)<1 VreR"
supp ) C B,

=1

Rn

wie im Beweis von Satz IX.6.7 (S. 354). Da B(0,2) kompakt und f
stetig ist, gibt es ein 6 > 0 mit

~ ~ I _
17@)~ F@l < 5 Y,y € BO.2) mit o~ yl» <5
Definiere g : R® — R" durch

g(w) = | o= )f()

R

w(z)f(x +dz)dz Vx e R"™
Dann ist g € C*°(R™,R") und
lg(@)]]2 < . D(2)|| f(x + 62)|odz

<1 VxreR"

Insbesondere ist g@n) C B,,.
Weiter ist fir z € B,

1) = 9@ = | [ 9@ — Flo+ 5211zl
- / V@) - Fla+ 52))de]

<

Daher gilt fiir alle x € B,,

[z = g(@)ll2 = [lo = f(@)ll2 = [[f(2) — g(=)[2

£
> -
-2
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im Widerspruch zum 1. Schritt. Also besitzt f doch einen Fixpunkt.
0

BEMERKUNG X.7.2. (1) Das Beispiel n = 1, f(z) = x? zeigt, dass
der Fixpunkt aus Satz X.7.1 im allgemeinen nicht eindeutig ist.

(2) Sei v € S"7L. Definiere f € C(R", R™) durch
1
flr) = 5o+ ).
Dann ist f(B,) C B, und f besitzt keinen Fixpunkt in B,. Dieses
Beispiel zeigt, dass man in Satz X.7.1 B,, nicht durch B, ersetzen kann.

Satz X.7.1 hat eine einfache, aber sehr praktische Konsequenz.

SATZ X.7.3. Sei f € C(R™",R"). Es gebe ein r > 0 mit
(X.7.2) (f(z),x) >0 VaeR" mit|z|,=r.
Dann besitzt f eine Nullstelle x in B(0,7).

BEWEIS. ANN.: f besitzt keine Nullstelle in B(0,r). Definiere g :
B,, — R" durch
g(x) = = f(ra) 3" f(ra).
Dann ist g stetig und g(B,,) C B,. Wegen Satz X.7.1 gibt es ein z* € B,
mit

gla®) = a".
Wegen g(B,,) C S"!ist ||a*]|, = 1. Also gilt
1= [|l="I3
1 * *
= (o)

= (0%, g(a"))
= ~(rlf(ra)l2) (", £ra*))

< 0.

Dies ist ein Widerspruch. Also besitzt f eine Nullstelle in B(0,7). We-
gen Gleichung (X.7.2) kann diese aber nicht auf 9B(0,r) liegen. O

Satz X.7.3 hat eine interessante Konsequenz.
Satz X.7.4. 8" ! und B,_1 sind nicht homéomorph.

_ BEwEIs. ANN.: Es gibt einen Homdomorphismus ¢ von Sn=1auf
B,_1.
Definiere ¢ : R® — R"™ durch

() 0 falls z = 0,
xr) =
||x||2g0(||;”2) falls « # 0.
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Dann ist ¢ stetig und damit auch f : B, — S™ ! mit f = ¢~ o4). Fiir
x € S"L gilt

flz) ==z
und somit

(f(z),z)=1>0 Vaoes"

Wegen Satz X.7.3 gibt es ein 2* € B, mit f(z*) = 0. Dies ist ein
Widerspruch zu f(B,) C S™ 1. O

Wir wollen den Brouwerschen Fixpunktsatz verallgemeinern. Da-
zu bendtigen wir ein approximationstheoretisches Ergebnis, das von
eigenstandigem Interesse ist.

SaTz X.7.5. Seien H ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (-,-) und
Norm || - || und M C H abgeschlossen und konvex. Dann besitzt jedes
x € H eine eindeutige beste Approximation Pyx € M in M, d.h.

— Pyl = inf ||z —y.
lv = Paz| = inf Jlz =y

Weiter gilt
| Py — Pyyl| < ||z —y| Vao,y € H.

BEWEIS. VORBEMERKUNG: Da (-, -) ein Skalarprodukt ist, gilt die
Parallelogrammregel

(X.7.3) Iz + 511 + llz = ylI* = 2[ll=l* + [y ]1*]-

EINDEUTIGKEIT: Seien x € H beliebig und y, 2 € M zwei beste Ap-
proximationen an x. Dann folgt aus Gleichung (X.7.3)

ly — 201" = 2llz — ylI* + 2|l — 2||* — |22 —y — 2®

1
=2{lle = yl* +llz = 2I° = 2llz = 5y +2) [}
—_——

eM
< 0.

Also ist y = 2.
EXISTENZ: Sei x € H beliebig und d = in}fl |z —y||. O.E. ist d > 0,
ye

sonst ist die Behauptung trivial. Sei (¥, )nen eine Minimalfolge, d.h.
lim ||z — y,|| = d.
n—oo

Dann folgt aus Gleichung (X.7.3) fir n,m € N

1
1yn = ymll” = 28l = gl + 2 = yml|* = 2|z = 5 (v +9) [}
| —

eM
< 2|1z = yal* + |z — yml* — 2d}.
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Also ist (Y )nen eine Cauchyfolge und konvergiert damit gegen ein y* €
M. Konstruktionsgeméf gilt ||z — y*|| = d.
STETIGKEIT VON Py: Seien z,y € H und t € (0,1) beliebig. Dann
folgt
0<|lz—(1—1t)Pyzx —tPyy|* — ||z — Pyz|?
eM
+ly — (1 = t)Puy — tPuz | — |y — Pyl
eM
= ||x — Pyx + t[Pyx — Pyyl|]* — ||z — Pua|?
+ly = Puy — t{Pua = Paryl|* = |ly — Puryll?
= 2t(x — Pyx, Pyx — Pyy)
— 2t(y — Pumy, Pux — Puyy)
+ 2t*|| Py — Paryl|?
= 2t(x — y, Pyx — Pyy) — 2t(1 — t)||Pyx — Pyyl?

und somit

1
| Py — Puyl” < (¥ =y, Puz = Puy)

1
<
1t

Hieraus folgt die Behauptung durch Grenziibergang ¢ — 0. U

|z —y|l||Pvx — Pyyl| V0 <t<1.

SATz X.7.6. Seien X ein endlich dimensionaler Banachraum, M C
X konvex und kompakt und f € C(M,M). Dann besitzt f einen Fiz-
punkt i M.

BEWEIS. Sein = dim X und ¢ : R® — X ein [somorphismus. Dann
ist N = &~ 1(M) C R" konvex und kompakt. Insbesondere gibt es ein
R >0 mit N C B(0,R). Sei Py : R" — N der Operator, der geméif
Satz X.7.5 jedem x € R"™ seine beste Approximation in N zuordnet.
Definiere g : R" — R™ durch

Yr(z) = Rz
und g : B,, — R™ durch (vgl. Abb. X.7.1)
g:qp;éloq)*lofoq)oPNowR.
Die Funktion g ist stetig, und wegen f(M) C M gilt g(B,) C B,,. Also
besitzt gemif Satz X.7.1 g einen Fixpunkt z* € B,,. Sei y* = ¥r(z*).
Dann gilt
7 o fodo Py(y*) = vr(g(z"))
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Also ist y* € N und damit Pyy* = y*. Sei * = ®(y*) € M. Dann folgt
fz*) =®(® o fodo Py(y")

="
]
Xx-oM I Mcx
i o1
R*D N N CR”
Py id
B(0,R) D N N C B(0,R)
YR vR'
B, — B,

ABBILDUNG X.7.1. Definition der Funktion g

BEMERKUNG X.7.7. Satz X.7.6 folgt geméfl obigem aus Satz X.7.1.
Umgekehrt ist offensichtlich Satz X.7.1 ein Spezialfall von Satz X.7.6.
Also sind die beiden Sétze in Wahrheit dquivalente Formulierungen
eines Sachverhaltes.

DEeFINITION X.7.8. Seien X ein Vektorraum und zy,...,z, € X,
n € N*. Dann heifit

n n
convixy, ..., T, = {x = Z@ﬂi 0< o < 1,20@ < 1}
i=1 i=1

die KONVEXE HULLE von x1,...,T,.
Satz X.7.9. Seien X ein normierter Vektorraum und x4, ..., x, €
X, n € N*. Dann ist conv[zy,...,x,] kompakt und konvex.
BEWEIS. Die Konvexitét folgt aus der Konstruktion. Die Kompakt-
heit folgt aus conv|xy,...,x,] = ®(S) mit
®:R" — X

n
(a1, ... 0p) — Zaixi
i=1
und

Sz{aGR”:Ogaigl,Zaigl}.

i=1
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g

SATz X.7.10 (ERSTER SCHAUDERSCHER FIXPUNKTSATZ). Seien
X ein normierter Vektorraum, K C X konvex, C' C K kompakt und
feC(K,C). Dann besitzt f einen Fizpunkt in C.

BEWEIS. 1. SCHRITT: Zu jedem € > 0 gibt es ein z. € K mit

Hf<x5) - 513'5“ S e
Sei € > 0 beliebig. Da C' kompakt ist, gibt es ein n € N* und Punkte

X1y, 2, € Cmit C C UB(xi,e). Sei
i=1

Ky = conv|zy,...,z,| C K

und

pi(r) = [ — [l — =[]+
= max{e — ||z — z;||,0} Vzre X,1<i<n.
Dann sind die ¢; stetig und

p(x) = Zgoi(:t) >0 VzeC.

Daher ist ¢; : C' = R, 1 < < n, mit

(o :%’(37) v
i(z) ) Ve e C

stetig und erfiillt
0<(x)<1 Vzel 1<i<n
D i(x)=1 VzeC.
i=1

Definiere g : C' — Kj durch

g(z) = Z Yi(z);.

g ist stetig, und fiir jedes x € C' gilt

lg(z) — || = | Z@/}i(m)[zi mall
=1 Y @ -4l

1<j<n
z€B(xj,€)

< Z vj(@)||z; — ]

1<j<n
x€B(xj,€)

<e.
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Definiere schliellich h € C(K, Ky) durch h = gof. Aus Satz X.7.6 ange-
wandt auf h und span{xy,...,z,} (Man beachte: endlich dimensionale
normierte Vektorrdume sind vollstédndig!) folgt, dass es ein z. € K
gibt mit
h(z:) = x..
Hieraus folgt aber
1f (ze) = el| = [|f (ze) — g(f(z))]| <e.

2. SCHRITT: Geméafl dem 1. Schritt gibt es zu jedem n € N* ein x,, € K

mit

(X.7.4) | f(2n) — 2| <

S|

Da f(K) C C und C kompakt ist, gibt es eine Teilfolge (z,, )xen von
(Zn)nen und ein z* € C mit

k—oo

Aus Gleichung (X.7.4) folgt

— "
k—o00

Aus der Stetigkeit von f ergibt sich schliefSlich
f*) = a*

T,

g

Wir wollen eine andere, dquivalente Formulierung des ersten Schau-
derschen Fixpunktsatzes angeben. Dazu bendtigen wir:

DEFINITION X.7.11. Seien X ein noimierter Vektorraum und K C
X. K heiflit RELATIV KOMPAKT, wenn K kompakt ist.

BEMERKUNG X.7.12. (1) Definition X.7.11 gilt auch fiir allgemeine
topologische Raume.
(2) Eine relativ kompakte Menge ist notwendig beschrinkt.
(3) Da in normierten Rdumen Kompaktheit und Folgen-Kompaktheit
iibereinstimmen, ist K genau dann relativ kompakt, wenn jede Folge
in K eine konvergente Teilfolge besitzt.

SATZ X.7.13 (ZWEITER SCHAUDERSCHER FIXPUNKTSATZ). Seien
X ein normierter Vektorraum, K C X konver und f € C(K,K).
f besitzt sicher dann einen Fixpunkt in K, wenn eine der folgenden
Voraussetzungen erfillt ist:

(1) K ist kompakt
oder
(2) K ist abgeschlossen und f(K) ist relativ kompakt.

BEWEIS. Die Behauptung folgt aus Satz X.7.10 mit C' = K im Fall
(1) und C' = f(K) C K im Fall (2). O
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Wir wollen Satz X.7.13 benutzen, um die lokale Existenz von Loésun-
gen gewohnlicher Differentialgleichungen zu beweisen. Dazu benotigen
wir ein Hilfsergebnis das von eigensténdigem Interesse ist.

SATZ X.7.14 (SATZ VON ARZELA-ASCOLI). Seien (X, || - ||x) ein
Banachraum und K C X kompakt. Dann sind folgende Aussagen dqui-
valent:

(1) A C C(K,R"™) ist relativ kompakt.

(2) A ist beschrinkt und GLEICHGRADIG STETIG, d.h.
(a) supseq I fllexrry < C und
(b) supseq [[f(2) = F(Y)llgn — 0 fiir [z —yl[x — 0.

BEWEIS. ,,(1) = (2)“: Sei € > 0 beliebig. Dann gibt es ein n. € N*
und fic, ..., fo.e € Amit A C U, B(fie,€), wobei B(f,¢) die offene
Kugel um f mit Radius ¢ bzgl. || - ||c(xrn) ist. Fiir f € A gibt es dann
ein ig € Ny_mit f € B(fi,.,¢). Hieraus folgt

| fllewrny <€+ || fioello@rn

<e+ 1@2}25 | fie |l o mmy-

Hieraus folgt (a). Weiter gibt es ein § > 0 mit
max || fie(z) = fi-(y)l|lrr <e

1<i<ne

fir alle z,y € K mit ||z — y[|x < 6 (Man beachte: die f;. sind
gleichméBig stetig!). Hieraus folgt fir f € A

1f (@) = fW)llrr < 28 + [[fioe(®) = fioe(¥)l|mn
<3 VeyeK,|x—y|x <9
Dies zeigt (b).
»(2) = (1)“: Sei € > 0 beliebig. Dann gibt es k,m € N* und 1y, ..., 7
eR™ zq1,...,2, € K mit
k
R" > B(0,C) | J B(mi,e)
i=1
und .
X 5K c|JB(x9).
j=1
Fiir jede Abbildung 7 : N — Nj sei
Ar=1f € Ax max [[£(2;) = Ny lre < €}

Falls A, # () ist, wihle ein f, € A,.
Zu jedem f € A gibt es dann ein 7 mit f € A,. Sei nun z € K. Dann
gibt es ein j € N mit z € B(x;,¢). Daher gilt
1f(@) = fr(@)|lzn < [[f(2) = f(@))llrn + £ (25) = 0 i)l
+ Gy — Sr(@i)llre + 1 fr(25) = fr (@) [[n
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<2sup sup [f(z)— f(y)llrn + 22
feA zyeK
lz—yll<e

= 7T..

Da A gleichgradig stetig ist, gilt r. — 0 fiir e — 0.
Aus obiger Abschétzung folgt

Ac|B(fr 2r0),

wobei die (endliche) Anzahl von Kugeln, deren Vereinigung gebildet
wird, von € abhéingt. Wie in Beweis von Satz [11.4.4 (S. 82) folgt hieraus,
dass A kompakt ist. O

SAaTz X.7.15 (EXISTENZSSATZ VON PEANO). Seien I C R ein of-
fenes Intervall, U C R™ offen und f € C(I x U,R). Dann gibt es zu
jedem T € I und jedem n € U ein g9 > 0, so dass das ANFANGSWERT-
PROBLEM

d
(X.7.5) dt
z(r) =1

eine Ldsung hat.

x(t) = f(t,z(t)) VT —eo<t<T+¢ep

BEWEIS. Offensichtlich ist z € C*((7 — &9, 7+ €9), R") eine Losung
von Gleichung (X.7.5), genau dann wenn « € C((7 — g, 7 +£9), R") ist
und die Beziehung

(X.7.6) x(t) =n+ / f(s,x(s))ds Vt—eg<t<T+ep

erfiillt.
Seien nun 7 € I und n € U beliebig. Dann gibt es ein ¢; > 0 mit

Q=[r—e,7+e&] x Bra(n,e1) CIxU.

Sei
M = max{1, sup [[f(t,y)llen}
(t,y)eQ
und
€1
Eog — M
Definiere

X = C([T — &0, T + 80],Rn)

H ) “X - H : ||C([‘rf€o,7'+so],R”)
K={reX:|z—17|x <e},

wobei 7 die konstante Funktion mit Wert 7 bezeichnet.
X ist ein Banachraum und K C X ist konvex und abgeschlossen.
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Definiere L : K — X durch

t
Lz(t) =n +/ f(s,x(s))ds.
Fir x € K folgt

|Le —7lx = pr/f@w@Mﬂw

[t—7|<eo
< EQM
S £1.

Also ist L(K) C K.
Sei € > 0 beliebig. Da f auf der kompakten Menge () gleichméaflig stetig
ist, gibt es ein ¢ > 0 mit

Hﬂ&w—ﬂmwwéi V(s,u), (t,v) € Q
mit max{|s — |, ||u — v|gn} <.

Fir z,y € K mit ||z — y|[x < ¢ folgt dann

[Lx — Lyl x = sup H/[f(s,x(S))—f(S»y(S))]dSHw

|t—7’|§€0
€
<€ —
€o
=c.

Also ist L € C(K, K).
Fiir tq,ty € [T — €0, T + &0 gilt schlieflich
to

[La(ty) — La(to)|len = || [ f(s,2(s))ds]|rn

t1

< Mty — t1]

und somit

sulg |Lz(t1) — Lx(te)||rn < M|ty — tof.
xe

Damit folgt aus Satz X.7.14, dass L(K) relativ kompakt ist und dass
X, K, L die Voraussetzungen von Satz X.7.13 erfiillen. Mithin hat
Gleichung (X.7.6) und damit auch Gleichung (X.7.5) eine Losung. [

BEMERKUNG X.7.16. (1) Seien I = U = Rund f : R? —» R

definiert durch
ft,z) =+/|z| V(i z) eR

Fir a € Ry sei

(t —a)4]?

max{(t — a), 0}

uq(t) =

N e
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Dann ist u, Losung des Anfangswertproblems

d
aua(t) = f(t,uqa(t)) VteR

uq(0) = 0.
Dies zeigt, dass man unter den Voraussetzungen von Satz X.7.15 i.
a. keine Eindeutigkeit der Losung des Anfangswertproblems erwarten
kann.
(2) Seien I = U =R und f : R? — R definiert durch

ft,r) =2* V(t,x) €R.

Dann ist u : (—o00,1) — R mit
1

ut) =13

die (eindeutige) Losung des Anfangswertproblems

d
Jult) = f(tu(t)) Vi€ (~00,1)
u(0) = 1.

Dies zeigt, dass man unter den Voraussetzungen von Satz X.7.15 i. a.
nur die lokale Existenz einer Losung des Anfangswertproblems erwarten
kann.

(3) Erfiillt f aus Satz X.7.15 zusétzlich eine Lipschitz Bedingung bzgl.
des zweiten Argumentes, d.h., gibt es ein A € R* mit

1t 2) = Fty)llen < Mz = yllen VE€ L2,y €U,

so kann man zeigen, dass das Anfangswertproblem eine eindeutige
Losung besitzt (SATZ VON PICARD-LINDELOF) (s. Satz XI.1.7). Der
Beweis beruht auf dem Banachschen Fixpunktsatz angewandt auf den
Operator L aus dem Beweis von Satz X.7.15.



KAPITEL XI

Gewdhnliche Differentialgleichungen

In diesem Kapitel geben wir einen kurzen Einblick in die Theorie
gewohnlicher Differentialgleichungen. Zunéchst beweisen wir einige ein-
fache Existenz-, Eindeutigkeits- und Fortsetzbarkeitsséitze. Dann stel-
len wir an Hand von Beispielen die wichtigsten elementaren Losungs-
methoden vor. AnschlieBend zeigen wir die stetige bzw. differenzierba-
re Abhéngigkeit der Losung eines Anfangswertproblems von den An-
fangswerten. Zum Abschluss geben wir einen kurzen Einblick in die
Stabilitédtstheorie, d.h. {iber das Langzeitverhalten von Lésungen von
Differentialgleichungen unter dem Einfluss kleiner Stérungen.

XI.1. Existenz- und Eindeutigkeitssitze

Im Folgenden bezeichnen stets I C R ein nicht leeres offenes Inter-
vall und U C R™, n € N*, eine nicht leere offene Menge. || - || ist eine
beliebige Norm auf R".

DEFINITION XI.1.1. (1) Seien k € N*, V C R*" eine nicht leere
offene Menge und f : [ x V. — R" eine Funktion. Dann heifit das
Problem

Finde y € C*(I,R") mit
v = F(Ly®), W), el

eine GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNG k-TER ORDNUNG auf
1. Ist speziell k = 1, so sprechen wir einfach von einer GEWOHNLICHEN
DIFFERENTIALGLEICHUNG (GDGL).

(2) Seien tp € I und vy = (vog,...,v0k-1) € V. Dann heifit (D)
zusammen mit den Bedingungen

(A) y(to) = voo, .- ;y(k_l)(to) = Vo k-1

ein ANFANGSWERTPROBLEM (AWP).
(3) Eine gDgl bzw. ein AWP heiflen AUTONOM, wenn die Funktion f
nicht von der Variablen ¢ abhéngt.

(D)

BEMERKUNG XI.1.2. (1) Eine gDgl k-ter Ordnung, k£ > 2, kann
stets in eine dquivalente gDgl erster Ordnung auf R™ umformuliert
werden. Um dies einzusehen, setze

2(t) = <zo(t), o ,zk_l(t)> _ <y(t), (1), ... ,y(k_l)(t)> e R™

429
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und

F(t, =(1)) = <21(t), e (), (2D, zk_l(t))> e R,

Dann ist offensichtlich y genau dann eine Losung von (D), wenn z eine
Losung von

2(t)=F(tz2(t) ,tel
ist. Aus diesem Grunde betrachten wir im Folgenden nur gewthnliche
Differentialgleichungen erster Ordnung.
(2) Eine gDgl kann stets in eine dquivalente autonome gDgl umformu-
liert werden. Um dies anzusehen, setze

2(s) = (y(s),s) e R™

und

F(z) = F((y(s),9)) = (fls.9(5)),1) € R™.
Dann ist y genau dann eine Losung von (D), wenn z eine Losung von
Z'(s)=F(z(s)), sel
ist.
BeispIEL X1.1.3. (1) (POPULATIONSDYNAMIK) y(t) beschreibe die
GroBe einer Population zur Zeit t > 0. Die relative zeitliche Anderung

der Populationsgrofie sei eine bekannte Funktion r der Zeit und der
aktuellen Populationsgrofle. Diese Annahmen fithren auf die gDgl

y'(t) =r(t,yt)yt) ,t>0.
Wichtige Spezialfille sind die des unbeschrankten Wachstums
r(t,yt) =a>0 V>0

und des beschrankten Wachstums

r(ty(t) = aly" —y(t)) VE>0

mit a > 0,y* > 0. y* spielt die Rolle einer Grenzpopulation, deren
Uberschreiten zum Absterben der Population fiihrt (vgl. Beispiel X1.2.5
(S. 444)).

(2) (RAUBER-BEUTE-MODELL) () und y(¢) beschreiben die Grofie
einer Rauber- bzw. Beutepopulation zur Zeit ¢ > 0. Die Rduberpopula-
tion lebe ausschliellich von der Beutepopulation, ihre Reproduktions-
rate sei proportional zur Grofle der Beutepopulation und bei fehlender
Beute sei ihre relative Sterberate konstant. Die Beutepopulation habe
bei fehlenden Raubern eine konstante relative Wachstumsrate und ihre
Sterberate sei proportional zur aktuellen Grofle der Rauberpopulation.
Diese Annahmen fiihren zu der gDgl

¥ = —ax + By
Y = agy — Py
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mit oy, 1, oo, fo € RY (vgl. Beispiel X1.2.2 (S. 440)).

(3) (CHEMISCHE REAKTIONSKINETIK) Zwei Ausgangsstoffe A und B
mogen zu einem Endprodukt C reagieren, u(t) beschreibe die Konzen-
tration von C' zur Zeit t > 0. Die Anderung dieser Konzentration sei
proportional zu der aktuellen Konzentration von A und B. Wenn a und

b die Anfangskonzentrationen von A und B bezeichnen, fithren diese
Annahmen auf das AWP

u'(t) =r(a—u(t)(b—u(t)) ,t>0
u(0) =0

mit r > 0 (vgl. Beispiel XI1.2.4 (S. 443)).

(4) (FEDERSCHWINGUNG) Die vertikale Schwingung z(t) einer Feder
mit Masse m > 0 wird nach den Newtonschen Kraftgesetzen durch die
gDgl 2. Ordnung

mz"(t) = —kz(t) —r2'(t) ,t>0

beschrieben. Dabei ist —kz(t), k > 0, die Riickstellkraft der Feder und
—rz'(t),r > 0, die Reibungskraft. Die dquivalente gDgl 1. Ordnung
lautet

Z'(t) = v(t)
ww:—%dw—%mw

Dabei ist v(t) die Geschwindigkeit der Auslenkung.

(5) (EINFLUSS DES LUFTWIDERSTANDES) Ein Fahrzeug der Masse
m > 0 werde durch die konstante Kraft K > 0 beschleunigt. Der Luft-
widerstand sei proportional zum Quadrat der Geschwindigkeit. Dann
fithren die Newtonschen Kraftgesetze auf die gDgl 2. Ordnung

ma"(t) = K — ra'(t)?

mit r > 0. Bezeichnet v(t) die Geschwindigkeit, lautet die dquivalente
gDgl 1. Ordnung

Z'(t) = v(t)
mu'(t) = K — ru(t)®
(vel. Beispiel X1.2.6 (S. 444)).

Wir wollen einen Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir die Losungen
von AWPen beweisen. Dazu bendtigen wir einige Vorbereitungen.

DEFINITION XI.1.4. Die Funktion f € C'(I x U,R") heifit GLEICH-
MASSIG LIPSCHITZ-STETIG auf [ x U bzgl. U, wenn es ein L € R, , die
sog. LIPSCHITZ-KONSTANTE, gibt mit

1) = ft 9l < Lz =yl Vtelz,ycU
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f heifit LIPSCHITZ-STETIG auf I xU bzgl. U, wenn es zu jedem (to, zg) €
I x U eine Umgebung J xV € U((to, xo)) gibt, derart dass f auf JxV
gleichméBig Lipschitz-stetig ist bzgl. V.

BEMERKUNG XI.1.5. (1) Ist f € C(I x U,R") bzgl. der Variablen
x differenzierbar und D, f € C(I x U, L(R",R™)), so ist f auf [ x U
bzgl. U Lipschitz-stetig.
(2) Ist f € C(I xU,R"™) Lipschitz-stetig auf I x U bzgl. U und J x K C
I x U kompakt, so ist f auf J x K gleichméfig Lipschitz-stetig bzgl.
K.
(3) Ist f € CY(U,R"), so ist f Lipschitz-stetig (auf U bzgl. U). Ist f €
C(U,R™) Lipschitz-stetig und K C U kompakt, so ist f gleichméBig
Lipschitz-stetig auf K.

BEWEIS. AD (1): Sei (to,z9) € I x U beliebig und € > 0 so, dass
[to—e,to+¢e] x B(zg,€) C IxU ist. Da [tg—e, to+€] X B(xo, ) kompakt
und D, f € C(I x U, L(R™,R™)) ist, existiert

M = max max | D,f(t, )| c@nrn.-
[t—to|<e zeB(wo,¢)

Fiir alle ¢ € |ty — &,t9 + €] und alle z,y € B(xg,¢) folgt dann mit Satz
VIL3.7(1) (S. 228)

1f () = f(E )l < Mz —y].
AD (2): Ist offensichtlich.
AD (3): Ist offensichtlich. O

SAaTz X1.1.6 (LEMMA VON GRONWALL). Seien o, 3,u € C(I,R})
und ty € I mit

s Vt e 1.

Dann gilt

u(t) < aft) + /t&(s)ﬁ(s)e”;ﬁ(")d”)ds‘ Vt e I.

to

= /ttﬁ(s)u(s)ds vVt e l.

Aus den Voraussetzungen folgt, dass v stetig differenzierbar ist und die
Ungleichung

BEWEIS. Sei

< B(t)a(t) + B(t)
—BU()+%DP%0&W® Vel
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erfiillt. Multiplikation dieser Ungleichung mit

(t) = &M PO — o= fyy sen(s—to)(s)ds

liefert
(6)B()7(t) + sgu(t — to) B(t)y(t)v(t)
OB (@) = ((t) VEel
und somit
(vw) < afy auf I.

Integration von ty bis t € I liefert wegen v(ty) = 0

sgn(t — to)y(t)v(t) < sgn(t — to) / a(s)B(s)y(s)ds

to

und somit

/t: ﬁ(s)u(s)ds‘ — sgn(t — to)o(t)

< sgn(t — 1) / a(s)(s)y(s)7(t) " ds

to

/t a(s)ﬁ(s)e'f: Alo)dal

to

YVt e 1.

Hieraus folgt die Behauptung. O

SATZ XI1.1.7 (SATZ VON PICARD-LINDELOF). Sei f € C(IxU,R")
auf I xU bzgl. U Lipschitz-stetig. Dann gibt es zu jedem (to, o) € I xU
ein € > 0, so dass das AWP

= f(t,x) auf (to —e,to+¢)
.I’(to) = 29
eine eindeutige Losung x € C1((ty —€,to + €), R") hat.

BEWEIS. 1. VARIANTE: Aus dem Existenzsatz von Peano, Satz
X.7.15 (S. 426), folgt, dass das AWP mindestens eine Losung hat. Seien
z,y € CY(to — &,t9 + &), R™) zwei Losungen des AWP. Indem wir e
notigenfalls verkleinern, folgt aus der Lipschitz-Stetigkeit von f

o) =yl = || [ £(s.2()) = Fls,y(s))ds

to
t

IA
=
—
)
8
—
)
S~—
N~—
|
~
—
)
<
—
)
N~—
=
U
_>»

to

IN
o;\“
=
=
—~
~—
|
=
D
o
V)
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Diese Abschétzung und Satz X1.1.6 mit o = 0 und = L beweisen die
behauptete Eindeutigkeit.

2. VARIANTE: Seien g5 > 0 und R > 0, so dass [tg — €0, to + €0] X
B(zo,R) C I x U ist und f auf [ty — eo, to + o] X B(zo, R) gleichméafig
Lipschitz-stetig ist bzgl. B(zo, R). Sei L die Lipschitz-Konstante von f
und

M = max max | f(t,z).
[t—to|<eo zeB(zo,R)

e—min{g ﬁ}
- OvM .

Sei X = C([to—¢,to+¢|,R") und K = By (To, R). Dabei bezeichnet
| - [|oo die Maximumsnorm auf X und 7, die konstante Funktion mit
Wert xy. Durch

Setze

|z||L = max
[t—to|<e

wird dann eine Norm auf X definiert, bzgl. derer X vollstdndig und
K abgeschlossen ist (Beweis Ubungsaufgabe!). Definiere die Abbildung
¢ : X — X wie im Beweis von Satz X.7.15 (S. 426) durch

6—L|t—to|$(t) H

Gx(t) =z + /tf(s,x(s))ds V|t —to| <e.

Offensichtlich ist x ein Fixpunkt von ® genau dann, wenn x das AWP
16st. Fiir z,y € X folgt

fos(6) —oll = | | Fssat)as]
< M|z—t0|
< Me
<R

und

e~ Llt=tol [y (4) — <I>y(t)]H =

el / f(s,2(s)) — F(s.y(s))ds

< e Hit=tolgon (t — ¢,)

t

1/ (s, 2(s)) = f(s,9(s))llds

< g~ Lit—tol sgn(t — to) / L||x(s) — y(s)||ds

to

t
< sgn(t — to) / e~ Hit=tol peEls=tol) 0o — || L ds
to

= (1 — e Hrollz —y],
<1 —e )z -yl
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Also ist @ eine Kontraktion auf K mit Kontraktionsrate k = 1 — e~ L=,

Damit folgt die Behauptung aus dem Banachschen Fixpunktsatz, Satz
IV.4.3 (S. 137). U

BEMERKUNG XI.1.8. Bemerkung X.7.16(1) (S. 427) zeigt, dass man
ohne die vorausgesetzte Lipschitz-Stetigkeit i. a. nicht die Eindeutigkeit
der Losung des AWP erwarten kann. Bemerkung X.7.16(2) (S. 427)
zeigt, dass man unter den Voraussetzungen von Satz XI.1.7 i. a. nur
die lokale Existenz der Losung des AWP erwarten kann. Satz XI.1.7
zeigt, dass es nicht immer ratsam ist, eine nicht autonome gDgl in
die dquivalente autonome gDgl umzuformen. Fiir die nicht autonome
gDgl benétigen wir ndmlich nur Lipschitz-Stetigkeit bzgl. z, fiir die
dquivalente autonome gDgl dagegen Lipschitz-Stetigkeit bzgl x und t.

SATZ XI.1.9 (GLOBALER EXISTENZ- UND EINDEUTIGKEITSSATZ).
Sei f € C(I xUR") auf I x U bzgl. U Lipschitz-stetig. Dann exis-
tiert fir jedes (to,ro) € I X U genau eine nicht fortsetzbare Ldsung
u(+;to, wg) € CH(I(tg, z0),U) des AWP

= f(t,x)
ZL‘(to) = X29-

(%)

Das mazimale Ezistenzintervall I(ty, zo) ist offen, d.h.
I(to, o) = (t~ (to, z0), t" (to, z0)),
und es gilt entweder
t= =t (to,mo) =infI baw. tT =t"(ty,9) =supl
oder

lim min{dist(u(t; to, 7o), OU), |[u(t; to, 0)|| "'} = 0.
t—tET0

Dabei ist
dist(z, ) = +oo
und fiir eine nicht leere abgeschlossene Menge A
dist(z, A) = inf{||z — y|| : y € A}.

BEWEIS. 1. SCHRITT: Sei (o, o) € I X U beliebig und im Folgen-
den fest. Wegen Satz XI.1.7 existiert ein £, > 0, so dass das AWP (x)

eine eindeutige Losung u auf Iy = [ty — 1,9 + £1] hat. Wegen Satz
XI.1.7 existiert weiter ein €5 > 0, so dass das AWP
z' = f<t7 $>

eine eindeutige Losung v auf I o = [to + 1 — €2,t + €1 + €2 besitzt.
Aus dem Beweis von Satz XI.1.7 folgt, dass auf I; N 115 gilt ©u = v.
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{u auf I,
Uy =

v auf [,

Folglich ist die durch

auf I; U I, 5 definierte Funktion eine Losung des AWP (%), die u echt
fortsetzt. Da wir ganz analog fiir ¢ty — €; argumentieren konnen, zeigt
dies, dass u echt nach links und rechts fortgesetzt werden kann.

2. SCHRITT: Wegen des 1. Schrittes ist folgende Definition sinnvoll

tT = t"(tg, o) = sup{B € I : (*) hat eine Losung auf [ty, 5]},

t~ =1t (to,xo) = inf{B € I : (%) hat eine Losung auf [, to]}.
Dann existiert genau eine Losung u = u(+; tg, z9) € C*((¢t~,¢),U) von
(%) und u kann nicht fortgesetzt werden. Das maximale Existenzinter-
vall I(tg,z0) = (t7,tT) ist offen, da wir sonst das Fortsetzungsargu-
ment aus Schritt 1 auf (¢, u(tt;tg, x0)) bzw. (7, u(t™;to, o)) anwen-
den koénnten.

3. SCHRITT: Wir nehmen an, dass t* < sup I ist, und wollen zeigen,
dass

() lim min{dist(u(t), OU), [u(t)]| "} =0

t—tt—0

ist. Wir nehmen dazu an, dass (x*) falsch ist. Dann gibt es ein € > 0
und eine Folge (t,)neny mit ¢, <t fiir alle n € N, lim ¢, = ¢t7 und

1
lu(ty)] < % und  dist(u(t,);0U) > 2¢ ¥n € N.
€
Dabei ist 0.E. €2 < % Sei
1
M = max{||f(t,z)] : to <t < T, ||z — x| < =, dist(z,dU) > ¢}
£

und 0 < 6 < 47
BEH.: Fiir alle n € N und alle s € [0, min{d, t" — ¢,,}] gilt

1
|u(t, + s)|| < B und  dist(u(t, +s),0U) > e.

BEW. DER BEH.: Angenommen, die BEH. ist falsch. Dann gibt es ein
k€ N* und ein 3 € (0,min{0,¢" — t;}] mit |Ju(ty + s)| < L und
dist(u(ty + s),0U) > ¢ fiir alle 0 < s < § und

llu(ty + B)|| = é oder dist(u(ty + 3),0U) = e.

Dann folgt
1 f(ts+s,ulty + )| <M Y0O<s<p

lu(ty + B8) — u(ty)|] = ‘ /ttw £(s, u(s))dsH
< Mp

und somit
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< oM
< €.
Folglich gilt

1 1
lute + Bl < & + u(t)| < e+ 5 < =

wegen 2 < % und

dist(u(ty + 5),0U) > dist(u(ty),0U) — ||u(te + B) — u(ts)]]
> 26 —¢

= E&.

Dies ist ein Widerspruch zur Wahl von e.
Wegen der BEH. gilt fiir alle k € N mit ¢ —t;, < §und alle s,t € [ty,t")
die Abschétzung

Ju(t) —u(s)| = \ /:f@“(T»dTH

< M|t — s].

Ist also (t/,)nen eine beliebige Folge mit ¢, < ¢ fiir alle n € N und
lim ¢, = t*, so zeigt dies, dass (u(t)))nen eine Cauchyfolge ist und

somit gegen ein y € R™ konvergiert. Da dist(u(t),0U) > ¢ ist fiir
alle ¢ hinreichend nahe bei t*, folgt y € U. Ebenso folgt aus obiger
Abschétzung, dass

t/

n

lim f(s,u(s))ds

n—oo tO

existiert. Sei nun (t!),en eine andere Folge mit ¢ < ¢* fiir alle n € N
und lim ¢ = ¢*. Dann folgt mit den gleichen Argumenten

n—oo

u(th) — z e U.

Aus obiger Abschéitzung folgt
ly— 2l = tim Ju(t}) — (e
< M lim |t —t,]
= 0.
Also gilt
y= lim u(t).

t—t+—0

Ganz analog folgt, dass

lim /t:f(s,u(s))ds = /tt+ f(s,u(s))ds

t—tt—0 o
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gilt, d.h. dass rechts stehende uneigentliche Integral existiert. Definiere

w(t) firt <t<th,
u(t) = o
Y firt=1¢t".

Dann folgt v € C((t~,t"],U) und
—a:o—l—/fsv ds YVt <t<tt.

Also ist v eine Losung des AWP (x), die u fortsetzt. Dies ist ein Wi-
derspruch. Also gilt t* = sup I oder

lim min{dist(u(t),o0), [u(t)]|"'} = 0.

t—tt—0

Ganz analog verfahren wir fiir ¢~. O

BEMERKUNG XI.1.10. Die Bezeichnungen und Voraussetzungen sei-
en wie in Satz XI.1.9. Definiere
’}/+(t0,ZEO) = {U(t, to, l’o) it e [t07t+(t0, IQ))},
7_(t0,x0) = {U(t, to, 170) it e (t_(to, l'()),to]}.
Dann gilt:

(1) Ist 4* beschriinkt, so ist t© = sup I bzw. ¢t~ = inf I oder es
gilt dist(u(t; o, z0), OU) — 0 fiir t — t= £ 0. D.h., die Losung
existiert entweder fiir alle Zeiten oder sie lduft gegen den Rand

von U.
(2) Ist v* in einer kompakten Menge enthalten, so ist t+ = sup I
bzw. ¢t~ =inf I.

BEMERKUNG XI.1.11. Die Funktion f sei linear beschriankt, d.h. es
gebe a, f € C(I,R}) mit

Lt o)l < a®)llzl +8() V(E,2) e I xU.

Dann folgt aus dem Lemma von Gronwall, Satz X1.1.6, dass jede Losung

von ' = f(t,x) beschriankt ist auf beschrénkten Intervallen. Ist insbe-
sondere U = R", so besitzt das AWP 2’ = f(t,z), z(ty) = x fiir alle
to € I,x9 € R™ eine eindeutige globale Losung.

XI.2. Elementare Losungsmethoden

BEeIspPIEL XI1.2.1 (EXAKTE GDGL, INTEGRIERENDER FAKTOR).
Sei U C R? offen, nicht leer, P,Q € C*(U,R) und (xg,yo) € U mit
Q(xo,y0) # 0. Wir betrachten das AWP

J(z) = _ P(z,y(x))
(X1.2.1) Q(z,y(x))
y(zo) = Yo
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oder dquivalent

Q(z,y(x))y'(x) + P(z,y(z)) =0

y(zo0) = Yo-
Sei
a = Pdx + Qdy.
Wir nehmen zunéchst an, « sei geschlossen, d.h.
orP 0Q
da=0 <— — = —.
“ By Oz

Dann gibt es in einer Umgebung V' von (xg, %) in U eine Funktion
F € C*(V,R?) mit

OF oF
=dF <— P=—,0Q0=—.
“ ox @ dy
O.E. konnen wir F' so wahlen, dass F(xg,yo) = 0 ist (F ist eindeutig
bis auf eine additive Konstante!). Wegen Q(xq,y0) = %—5(1’0,y0) #£0
folgt aus dem Satz iiber implizite Funktionen, Satz VIL.5.9 (S. 249),
dass die Menge

NOI{(LU,Z/) € VF<x7y) :0}

in einer Umgebung von (zg,yo) als Graph einer Funktion y von z
dargestellt werden kann. Es gibt also ein € > 0 und eine Funktion
y € CY((zg — ,70 + €), R) mit

F(z,y(z)) =0 Vl|z— x| <& und y(zo) = yo.

Aus der Kettenregel folgt, dass y das AWP (XI.2.1) 16st. Andererseits
erfiillt Problem (XI.2.1) die Voraussetzungen von Satz XI.1.7 (S. 433),
so dass y die eindeutige Losung ist. Die Losung von Problem (XI.2.1)
ist also durch die Niveaulinie einer Stammfunktion F' von a bestimmt.
Da o = dF, d.h. o exakt ist, nennt man Problem (XI.2.1) eine EXAKTE
GDGL.

Wir betrachten nun den Fall da # 0. Wir nehmen an, dass es eine Funk-
tion M € C1(U,R) gibt, so dass aM geschlossen ist. M heifit dann ein
INTEGRIERENDER FAKTOR. M muss die partielle Differentialgleichung

0 0
—(MP)=—(M
5, (MP) = 5. (MQ)
oM _OM (9P 9Q
= Qg -y =G -5

erfilllen. Da oM geschlossen ist, gibt es wieder eine Umgebung V' von
(20, y0) in U und eine Stammfunktion F' von aM, d.h.
~ F F
aM =dF <~ MP:a—,MQ:a—.

ox oy
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Wie oben folgt daher, dass die Losung von Problem (XI.2.1) durch die
Niveaulinie von F', auf der (zo,yo) liegt, gegeben ist.

BeispieL X1.2.2 (RAUBER-BEUTE-MODELL). Wir betrachten das
AWP aus Beispiel XI.1.3(2) (S. 430)

/ —_—

= —ax+ Biay

y' = oy — Py

z(0) = xg

y(0) = wo

mit o, s, B1, B2, To, Yo € R%. Die Funktion f : R% x R% — R? mit
f(z,y) = (—a1x + frazy, aoy — Poxy) ist offensichtlich C*° und erfiillt
wegen Bemerkung XI.1.5 (S. 432) die Voraussetzungen von Satz XI.1.7
(S. 433). Also gibt es ein € > 0, so dass Gleichung (XI.2.2) eine eindeu-
tige Losung (z,y) € C'((0,¢), R x R* ) besitzt. Multiplizieren wir die
erste Gleichung von Gleichung (XI.2.2) mit awy — fozy und die zweite
mit cyx — frzy und addieren beide Gleichungen, so folgt

y(az — Bo)a’ + x(an — Bry)y' = 0.
Die Differentialform o = y(ag — fox)dx + x(ay — f1y)dy ist nicht ge-

schlossen. Wie man leicht nachpriift, ist aber ﬁ ein integrierender Fak-
tor und

(X1.2.2)

(zy) o = (™! — Bo)dx + (ayy ™' — B1)dy = df
mit
flx,y) = aslnz — for + a1 Iny — Bry.
Aus Beispiel X1.2.1 folgt daher, dass die Losung von Gleichung (X1.2.2)
auf einer geeigneten Niveaulinie von f liegt. Da exp : R — R ein
Homoomorphismus ist, konnen wir dquivalent die Niveaulinien von

F=ewpof =2 L — ) uly)

e Py

betrachten. Sei also ¢ € RY und
N, ={(z,y) e R*: F(z,y) = c}.

Offensichtlich haben die Funktionen ¢ und % folgende Eigenschaften:

(1) ¢(0) = $(0) = 0,
(2) lm (=) = lim 4(z) =0,

(3) M, = sup ¢(2) = p(22),

z€R4 52
(4) My = sup $(z) = (=),
z€R L 61

(5) zu jedem pu € (0, M,) bzw. p € (0, My,) gibt es genau zwei

— as + — a1 + : ) —
Zahlen ziu <E <z bzw. z,, , < 5 < %, mit QD(Z%M) =p
bzw. ¥(zy; ) = p.
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Hieraus folgt unmittelbar:
(1) Ist ¢ > M,My, so ist N. = 0.
(2) Ist ¢ = MMy, so ist N = {(%2, )}
(3) Ist ¢ < MMy, so ist N, eine geschlossene ellipsenférmige Kur-
ve, die in dem Rechteck
Z;,CMdjl’ Z:;cMwli| X [Z;,CM;“ Z;Z,CM(;l]
liegt.
Fiir die Losung von Gleichung (X1.2.2) bedeutet dies wegen Bemerkung
XI.1.10(2) (S. 438):
(1) Ist (zo,y0) = (%%,54), soist (x(t),y(t)) fur alle ¢ > 0 konstant.
(2) Ist (20,y0) # (52, F), so existiert die Losung von Gleichung
(X1.2.2) fiir alle ¢ > 0 und liegt auf der Niveaulinie Np(y, y0)-
Wir wollen zeigen, dass im Fall (2) die Losung des AWP (XI.2.2) peri-
odisch ist, d.h., dass es ein T' > 0 gibt mit

(*) (@(t+T),y(t +T)) = (x(t),y(1)) vieR.
Dazu setzen wir C' = F'(xg, y9) und bezeichnen mit

Y0 = {(z(t),y(t)) : t € R}

die Trajektorie der Losung von Gleichung (XI.2.2) zum Anfangswert
(20, Yo). Dann ist geméfl obigem 79 C N¢. Aus Satz XI1.1.7 (S. 433)
folgt, dass 7o relativ offen ist in N¢. Sei nun (z1,71) € Ne'\v. Dann
besitzt das AWP (XI1.2.2) eine eindeutige Losung zum Anfangswert
(x1,11). Fiir die zugehorige Trajektorie v, gilt wegen Satz XI.1.7 (S.
433) 71 N = @ und ~; ist relativ offen in N¢. Also ist v auch relativ
abgeschlossen in Ng. Da Ng zusammenhéngend ist, folgt v = Ng.
Also gibt es ein T" > 0 mit

(=(T),y(T)) = (w0, y0) = (2(0),y(0)).
Hieraus und aus Satz XI.1.7 (S. 433) folgt dann die Beziehung (x).
Mit Hilfe der Periode T kénnen wir den Mittelwert der Réduber- bzw.
Beutepopulation durch

I I
T == t)dt Y= = t)dt
=g [ et g [

definieren. Dividieren wir die erste bzw. zweite Gleichung von Problem
(XI.2.2) durch = bzw. y und integrieren wir beide Gleichungen von 0
bis T', so erhalten wir wegen der Periodizitét

0=Inz(T) —Inz(0)
B T l"(t)
AL

/0 (—a + Buy(t))de

®
N
9'»—\

9
5

=




442 XI. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
= - T+ 6Ty
und

0=Iny(T) —Iny(0)
Y a40)
B /0 ok
:/0 (g — Box(t))dt

= OC2T — /BZTE

Also gilt fiir die Mittelwerte der Populationen

z o) _

AR
d.h., die mittlere Populationsdichte der Réuberspezies (Beutespezies)
héngt nur von dem Verhéltnis der relativen Geburts- und Sterberaten
der Beutespezies (Rauberspezies) ab. Dies hat eine interessante Konse-
quenz: Nehmen wir an, wir wollen die Beutespezies kiinstlich durch ein
Gift reduzieren, das - als Nebenwirkung - auch die Rduberspezies an-
greift. Dann miissen wir in Gleichung (X1.2.2) a3 und ay durch ag 4 &,
bzw. ag — g9 mit 1,9 > 0 ersetzen. Falls das Gift so schwach ist, dass
g — €5 > 0 ist, konnen wir unsere bisherigen Uberlegungen anwenden
und erhalten die neuen Mittelwerte
Qg — €9 . apter

TS5 0 VT

D.h., unser Eingriff ist kontraproduktiv und die Beutespezies nimmt
im Mittel sogar zu.

BEISPIEL XI.2.3 (TRENNUNG DER VARIABLEN). Seien I C R, J C
R offene, nicht leere Intervalle, f € C'(I,R), g € C(J,R) und zo € I,
Yo € J mit g(yo) # 0. Dann betrachten wir das AWP

y =f(x)gly) aufl
y(xo) = Yo
Dies ist ein Spezialfall von Beispiel X1.2.1 mit U = I x J und
1

P({L‘,y):f(l‘) ) Q(l',y):_@

Offensichtlich ist die zugehorige Differentialform

(X1.2.3)

1
a= f(x)dr — @dy

geschlossen und hat die Stammfunktion

F(z,y) = /x: f(u)du — /yj ﬁdv
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mit F'(xg,yo) = 0. Daher ist die Losung von Gleichung (XI.2.3) in einer
Umgebung von zy gegeben durch die Niveaulinie

No = {(z,y) € R*: F(z,y) = 0}.
Wegen Satz VII.5.9 (S. 249) und Satz IV.2.11 (S. 124) kénnen wir die
Losung in einer Umgebung von zy darstellen als
y(a) = ¢~ oy(x)

mit

viw) = | jf(U)du,

ply) = / ﬁdv'

BEIspIEL XI1.2.4 (CHEMISCHE REAKTIONSKINETIK). Wir betrach-
ten das AWP

v =r(a—u)b—u) ,t>0
u(0) =0
aus Beispiel XI.1.3(3) (S. 430) mit 7, a,b € R¥. Dies ist eine Gleichung
mit getrennten Verédnderlichen wie in Beispiel XI.2.3 mit
flay=r , g(y)=(a=y)(b-y)

Wir betrachten zunéchst den Fall a # b. Durch elementare Integration
bzw. Partialbruchzerlegung folgt

(X1.2.4)

W= [
pYy) = R R
o (a—v)(b=v)
1 Yro1 1
—a—b/o [b—v_a—v]dv
1 a—y a
=amilmG=,) G
Also lautet die Losung von Gleichung (XI1.2.4)

1— 67"(11—())15

b — gerla—bt’

u(t) = ab
Insbesondere folgt durch elementare Rechnung
tlim u(t) = min{a, b}.

Betrachte nun den Fall a = b. Dann folgt
(x) =rz
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Y 1
o(y) = /0 mdv
1 1

a—v a
Also lautet die Losung von Gleichung (XI1.2.4)
1
)=a— ——
W=
und es gilt wieder
lim u(t) = a.

t—o00

BeispieL XI1.2.5 (POPULATIONSDYNAMIK). Wir betrachten das
AWP

(X1.2.5)

aus Beispiel XI.1.3(1) (S. 430) mit «, y*, yo € R*.. Beispiel XI.2.3 liefert
v) =

mit f(u) =« und g( v(y* —v):
W(x) = /0 adu

el
* L * '
y -y Y — Yo
Also lautet die Losung von Gleichung (XI1.2.5)

ay*t

* yOe
y(t) =y ot
X Y* = Yo + Yo

Insbesondere konvergiert y(t) fiir t — oo gegen die Grenzpopulation y*,
und zwar monoton wachsend, wenn yg < y* ist, und monoton fallend,
wenn yoy > y* ist.

BEispIEL XI.2.6 (EINFLUSS DES LUFTWIDERSTANDES). Das AWP

U/ _ 5 _ LUQ
(X1.2.6) T m om
v(0) =0

aus Beispiel XI.1.3(5) (S. 430) kann wegen

P N
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- )

mit den gleichen Methoden gelést werden wie Beispiel XI1.2.4. Wir er-

halten die Losung
[K1—e2V it
T 1 +€_ Wt

, | K
tlggv(t) Vo

d.h., um eine Verdoppelung der Grenzgeschwindigkeit zu erhalten, muss
man die Antriebskraft vervierfachen oder den Luftwiderstand vierteln.

und

BEeIspIEL XI.2.7 (VARIATION DER KONSTANTEN). Seien a,b €
C(R,R) und tg, zg € R. Wir betrachten das AWP

¥ = a(t)r + b(t)
z(tog) = wo.
Wegen Satz XI.1.7 (S. 433) und Bemerkung XI.1.11 (S. 438) besitzt
dieses AWP eine eindeutige Losung = € C1(R, R).

Zur Konstruktion dieser Losung betrachten wir zunéchst den Fall b = 0.
Da wegen Satz XI.1.7 (S. 433) das AWP

Y = a(t)y
y(t1) =0

fiir beliebiges t; stets die eindeutige Losung y = 0 besitzt, folgt fiir die
Losung von Gleichung (XI.2.7) mit b = 0:

(1) 10 <0 <= 2z(t) <0 VteR,

(2) 10=0 < z(t) =0 VteR,

(3) 20 >0 < z(t) >0 VteR.
Sei 0.E. zp > 0. Dann kénnen wir Gleichung (XI1.2.7) mit b = 0 durch
x(t) dividieren und erhalten

(X1.2.7)

-2
= %ln x(t)
und somit
Inz(t) —Inxy = /ta(s)ds
to
also
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Offensichtlich ist dies auch die eindeutige Losung in Féllen xq = 0 und
Ty < 0.

Wir betrachten nun den Fall b # 0. Motiviert durch das Ergebnis im
Fall b = 0 machen wir den folgenden Ansatz, genannt VARIATION DER
KONSTANTEN:

x(t) = c(t) exp{/t a(s)ds}

to

mit ¢ € C'(R,R). Einsetzen in Gleichung (X1.2.7) liefert
o — l‘(to) = C(to)

und
Hieraus folgt

und daher

c(t) = xo + /ttb(s) exp{— /: CL(T)dT}dS.

0 0

Also lautet die Losung von Gleichung (XI1.2.7)

(1) = 20 exp{/t:a(s)ds} + /t:b(s) exp{/: a(r)dr }ds.

BEISPIEL XI.2.8 (AUTONOME LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUN-
GEN). Seien A € M, ,(R) und zy, € R". Wir betrachten das AWP

¥ = Az
z(0) = xy.
Aus Satz XI.1.7 (S. 433) und Bemerkung XI.1.11 (S. 438) folgt, dass
es eine eindeutige globale Losung x € C1(R, R™) besitzt.
Zur Konstruktion dieser Losung iiberlegen wir uns zunéchst, dass wir
o0.E. eine komplexe Losung von Gleichung (XI.2.8) betrachten kénnen.

Sei ndmlich z € C'(R,C") eine Losung von Gleichung (XI.2.8). Dann
folgt fiir u = Rez und v = Im z:

u,v € CH(R,R"),
u = Au,
u(0) = o,

v = Av,

(X1.2.8)
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v(0) = 0.

Aus Satz XI.1.7 (S. 433) und Bemerkung XI.1.11 (S. 438) folgt v(¢) = 0
fiir alle t € R, und u ist die eindeutige reelle Losung von Gleichung
(XI.2.8).

Sei also z € C'(R,C") die eindeutige Losung von Gleichung (X1.2.8).
Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass wir A auf Jordansche
Normalform transformieren kénnen. D.h., es gibt natiirliche Zahlen
k, Ny, ...,

n € N* mit ny + ... + ny = n und komplexe Zahlen A\{,... )\, € C
und eine regulidre Matrix U € M,, ,,(C) mit

UAU™! = J = diag(J(\1),..., J(\))

und
(\; falls n; = 1,
Ao 1
() € My, »,(C), fallsn; > 1.
o1
\ Ai
Die Zahlen Ay, ..., A\ sind die Eigenwerte von A. Es ist n; > 1 genau

dann, wenn die algebraische Vielfachheit des Eigenwertes \; grofler ist
als seine geometrische Vielfachheit. Setze

Z= UZ, g():UZ().

Dann folgt
7 =Us=UAz
(XI.2.9) =Jz
Z(0) = 2.

Da J Block-diagonal ist, zerfillt das AWP (XI1.2.9) in k voneinander
unabhéngige (entkoppelte) AWPe in R” der Form

w' = J(Nw
(X1.2.10)
w(0) = wy
mit A = \;, m = n; fiir ein ¢ € Nj.
Sei zunéchst m = 1. Dann folgt fiir die Losung von Gleichung (XI.2.10)

w(t) = wee.

Insbesondere gilt:
(1) ReA < 0= tlim w(t) =0,

(2) Re A =0 = |w(t)] ist konstant fiir alle t € R,
(3) ReA> 0= tlim |w(t)] = oo (sofern wy # 0).
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Sei nun m > 1. Dann gilt fiir die Komponenten wy, . .., w,, der Losung
von Gleichung (XI.2.10):
Wy, = AWy,

Aus Beispiel XI1.2.7 folgt daher rekursiv:

Wy (t) = wome’\t,

t
wy(t) = woe + / w1 (8)eNds  l=m—1,...,1.
0

Hieraus folgt durch Induktion fiir [ € N7,
m—l 1
wy (t) = 6)\t Z Wo,1+5 —'t]
7=0 I

Also gilt:
(4) ReA < 0= tlim wy(t)=0 VIeN; |

m 1/2
(5) ReA> 0= tliglo{z |wl(t)\2} = oo (sofern wy # 0).
Setzen wir die Losungen der AWPe (X1.2.10) geeignet zusammen und
transformieren zuriick, erhalten wir die Losung x = U~'Z von Glei-
chung (XI.2.8). Aus den Eigenschaften (1) — (5) folgt fiir das asympto-
tische Verhalten von z unabhéngig vom Anfangswert xg:

e lim z(t) = 0, falls alle Eigenwerte von A negativen Realteil

t—o00

haben,

e ||z(t)]| ist beschrinkt, falls alle Eigenwerte von A nicht-positi-
ven Realteil haben und bei den Eigenwerten mit Realteil 0 die
geometrische und algebraische Vielfachheit {ibereinstimmen.

Insbesondere gilt stets z‘/lim x(t) = 0, falls A symmetrisch und negativ
definit ist.

XI.3. Stetigkeits- und Differenzierbarkeitsséitze

Seien I C R ein offenes, nicht leeres Intervall, U C R", n € N*, eine
offene, nicht leere Menge und f € C(IxU,R™) auf I xU Lipschitz-stetig
bzgl. U. Aufgrund Satz XI.1.7 (S. 433) besitzt das AWP

o= f(t, (1))
Z)’J(to) = X9

fiir jedes (tg,x0) € I x U in einer Umgebung von t, eine eindeutige
Losung « = x(t; to, x9). Wir wollen zeigen, dass x(+; ¢y, zo) stetig und —
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unter zusétzlichen Annahmen an f — differenzierbar von xy abhéngt.
Dazu benutzen wir zunéchst, dass aus dem Beweis von Satz XI.1.7 (S.
433) folgt, dass es zu jedem (to,x¢) € I x U zwei Umgebungen J =
J(to) € U(tg) und V = V() € U(x() mit den folgenden Eigenschaften
gibt:

(1) f ist gleichmé&Big Lipschitz-stetig auf J x V.

(2) Zu jedem z; € V besitzt das AWP

' = f(t x(t))
x(to) = 21
eine eindeutige Losung z(+; tg, z1) € C*(J, V) auf J.
Daher konnen wir durch ¢(z) = x(+;to,2) eine Abbildung ¢ : V —
CY(J, V) definieren. Dann kénnen wir unser Ziel wie folgt formulie-
ren: ¢ € C(V,C(J,V)) bzw. — unter zusétzlichen Bedingungen an f —

p € CYV,C(J,V)). Dazu nehmen wir zur Vereinfachung an, dass J
beschrénkt ist.

SATZ XI1.3.1 (STETIGE ABHANGIGKEIT VON DEN ANFANGSWER-
TEN). Die Funktion ¢ ist gleichmdfig Lipschitz-stetig auf V :
lp(z1) = () llowy) < el — 2ol Vzi,2 € V.
Dabei ist d = sup{|s — t| : s,t € J} die Linge von J und L die
Lipschitz- Konstante von f.

BEWEIS. Seien z1, 25 € V und t € J. Dann gilt

z(t;to, 21) — x(t; to, 22) = 21 — 22

+ /t [f(s,x(s;to,m)) - f(s,x(s;to,@))]d&

to

und aus der Lipschitz-Stetigkeit von f folgt
[2(t; 20, 21) — 2(t; o, 22)[| < |21 — 2|

t
/ Ll (t; o, 1) —:c(t;to,z'Q)Hds’.

to
Zusammen mit dem Lemma von Gronwall, Satz XI.1.6 (S. 432), liefert
dies

+

|z(t; to, 21) — x(t;t0, 22)|| < [J21 — 22|

t
/ |21 — 29| Lel=2lds
to

Lit—to|

_|_

= ||lz1 — 22l

und somit

lp(21) — w(22)lcv) = Su? |2 (t; to, 21) — z(t; to, 22) |
te
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< eLd||21 — 25|

g

SATZ X1.3.2 (DIFFERENZIERBARE ABHANGIGKEIT VON DEN AN-
FANGSWERTEN). Die Funktion f(t,x) sei zusdtzlich auf J x V stetig
differenzierbar bzgl. der Variablen x und D, f Lipschitz-stetig bzgl. V.
Dann st ¢ stetig differenzierbar:

(Do(z)w)(t) = Z(t;ty, z)w Vte J,z e V,weR"™

Dabei ist Z(-;tg,2) € CH(J, M, ,(R)) die eindeutige Lisung des linea-
ren AWP
7' = D, f(t,a(t;to, )7
() Z(to) = Idgn.
BEWEIS. Aus den Voraussetzungen an f und aus Satz XI.1.7 (S.
433) folgt, dass das AWP (x) eine eindeutige Losung hat. Durch Ver-
kleinern von J und V' koénnen wir erreichen, dass gilt:
(1) f ist gleichméBig Lipschitz-stetig auf J x V' mit Lipschitz-
Konstanter L,
(2) D,f ist gleichméafBig Lipschitz-stetig auf J x V mit Lipschitz-
Konstanter K,

(3) supsup || D f(t,v)| cnrry < M.
teJ veV

Seien § > 0 und ¢ > 0 so gewihlt, dass gilt
[t0—5t0+5]CJ und B(Io, )CV

Fiir jedes 21,20 € B(xo,¢) und jedes t € [ty — d,to + 0] folgt dann aus
Satz XI.3.1

(85 to, 21) — 2(t; o, 22) || < €")l21 = 2.

Indem wir ¢ hinreichend klein wahlen, konnen wir somit erreichen, dass
gilt

(t'to,Zi) eV V|t — t0| < 5,2 =1,2.
Hieraus und aus (x) folgt

| Z(t; to, 21) || comn mmy

<1+ |/ | Dz f (5, 2(s;t0, 21)) || e &) | Z (85 to, 21) || £ n mmy 5|
to

¢
<1+ |/ M||Z(S;t0, Zl))||E(R”7R”)dS|'
to

Das Lemma von Gronwall, Satz XI.1.6 (S. 432), liefert daher die Schran-
ke

1 Z (0, 21)|| crrn gy < MeM? V[t —to| < 6.
Weiter gilt

x(t; to, 22) — x(t;t0, 21) — Z(t; b, 21) (22 — 21)
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¢
- / £ (5 2(s: o, 22))ds
t
-
-2z —/ f(s,x(s;t0, 21))ds
¢
’ t
— (20— 21) — / D, f(s,x(s;t0, 21))Z(8; t, 21)(22 — 21)ds
¢
t el i
- / / (D2 (s, 25310, 2) + O (s 0, 22) — (5310, 2)))]
tog JO
[m(s;to, 29) — x(s;to, 21) — Z (850, 21) (20 — zl)] dfds

+ /t/l [Dxf(s,x(s;to,zl) + 0(x(s;t0, 22) — (85 t0, 21)))

to JO
— D, f(s,z(s; o, zl))] Z(s;to, 21) (22 — z1)d0ds.

Hieraus und den schon bewiesenen Abschitzungen folgt

HI‘ t to,Zz (t to,Zl) Z(t;to,zl)(ZQ — Zl)”

< |/ / M||z(s;to, 20) — x(8;t0, 21) — Z(8;to, 21)(22 — 21)||dOds]|

+|/ / 0K ||x(s;to, 22) — x(s;to, 21)||[| Z (55 to, 21) || comn mmy-
to JO

- ||z2 — 21||dOds|
t
< |/ M||z(s; to, 22) — x(8;t0, 21) — Z(8;t0, 21)(22 — 21)ds]
to

t
+|/ K e MeMb| 2y — 2|2ds|
to
< SKMeLHM) 2y — 2|2
t
+ |/ M||z(s;to, z0) — x(s5t0, 21) — Z(8;t0, 21)(22 — 21)]|ds].
to

Das Lemma von Gronwall, Satz XI.1.6 (S. 432), liefert daher die Ab-
schétzung

sup ||xz(t;to, 22) — x(t; to, 21) — Z(t;t0, 21)(22 — 21)||
[t—to| <o

< MeM‘ScSKMe(L’LM)(SHzQ — 2%,
d.h.

, 1
im  ————[p(22) = w(21) = Z(:;t0, 21)(22 — 21)|lcav) = 0.
lz2—21]|—0 ||z2 — 21|
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Hieraus und aus der Definition der Differenzierbarkeit folgt die Behaup-
tung. U

BEMERKUNG XI.3.3. Die Ergebnisse der Satze XI.3.1 und XI.3.2
erlauben die Losung von RANDWERTPROBLEMEN, d.h. von Dglen

(X1.3.1) ¥ = f(t,z) auf [a,b]
unter der RANDBEDINGUNG
(X1.3.2) r(z(a),z(b)) =0

mit r € C(R" x R",R"). Mit der Notation dieses Paragraphen ist
namlich die Losung von Gleichungen (X1.3.1), (X1.3.2) dquivalent dazu,
einen Anfangswert z € U mit

(X1.3.3) r(z,z(b;a,z)) =0

zu finden. Diese Gleichung kann mit einer Fixpunktiteration gelost wer-
den. Falls sogar r differenzierbar ist und f die Voraussetzungen von
Satz XI1.3.2 erfiillt, kann Problem (XI.3.3) mit dem Newtonverfahren
gelost werden. In jedem Newtonschritt ist dann ein lineares AWP der
Form (x) zu losen.

Die Frage der Existenz und Eindeutigkeit einer Losung des Randwert-
problems (XI.3.1), (XI.3.2) kann nicht so einfach beantwortet werden
wie bei AWPen. Um dies einzusehen, betrachte das Beispiel

uw =wv

u(0) ; 0
u(l) =1

mit w € R*. (Die dquivalente gDgl 2. Ordnung lautet offensichtlich u” =
—w?u.) Fiir einen beliebigen Anfangswert z = («, 3) € R? erhalten wir
mit Beispiel XI1.2.8 (S. 446) die Losung

_ [ cos(wt) sin(wt) a
#(t:0,2) = (—w sin(wt)  w cos(wt) g '
Also ergibt Problem (XI.3.3) das lineare Gleichungssystem

a=0
acosw + —sinw =1,
w
woraus die Bedingung
fsinw = w

folgt. Falls w € 7Z\{0} ist, besitzt diese Gleichung offensichtlich keine
Losung. Ist dagegen w ¢ 7Z\{0}, so besitzt sie die eindeutige Losung

ﬁ_ w
sinw *

Betrachtet man die gleiche gDgl mit den Randbedingungen
u(0) = u(1) =0,
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so folgt mit den gleichen Argumenten, dass das Randwertproblem un-
endlich viele Losungen hat, falls w € 7Z\{0} ist, und nur die triviale
Losung u = 0 hat, falls w & 7Z ist.

XI.4. Stabilitéit

Sei U C R"™, n € N*| eine offene, nicht leere Menge und f € C'(R x
U,R™) auf R x U Lipschitz-stetig bzgl. U. Fiir beliebiges to € R und
o € U betrachten wir in diesem Abschnitt das AWP

x’ = f(tv C(Z(t))
x(ty) = .
Wir bezeichnen die geméf Satz XI.1.9 (S. 435) existierende eindeutige
globale Losung von Gleichung (XI.4.1) mit x(-; o, xo) und setzen vor-
aus, dass sie fiir alle Zeiten existiert, d.h., dass gilt t*(¢o, x¢) = 400 fiir
alle tg € R, zg € U. Ist speziell ty = 0, so lassen wir im Folgenden das

Argument ty, weg. Geméf Satz XI1.3.1 (S. 449) héngt x(-;to, zo) stetig
von xo ab, genauer: Fiir alle x1, 25 € U, ty,t € R gilt

(5 to, @1) — @ (t; to, @) || < €0l |y — |

(XL.4.1)

mit einem geeigneten ¢ € R%. Diese Ungleichung sagt aber nur iiber
die kurzzeitige Abhéngigkeit etwas Sinnvolles aus, da der Vorfaktor
exponentiell mit |t — ¢o| wéchst. Andererseits zeigt Beispiel X1.2.8 (S.
446), dass u. U. stets gilt

lim ||z (¢;to, 1) — x(¢;to, 22)|| = 0.

t—oo

Dieses Langzeitverhalten wollen wir nun genauer untersuchen.

DEFINITION XI.4.1. Die Losung z(+; ¢, x9) von Gleichung (XI.4.1)
heifit LIAPUNOV-STABIL, kurz STABIL, wenn es ein R > 0 und C' > 0
gibt, so dass fiir alle z; € B(zo, R) und alle t > ¢, gilt

[2(t; 0, 1) — 2(t; 0, 20)[| < Clwo — 21|
Andernfalls heiit die Losung x(-;tg, zo) INSTABIL. Die Losung z(-; o,
xo) heift ASYMPTOTISCH STABIL, wenn es ein R > 0 und eine Funktion
v € C([tg, 00), R, ) mit tlim v(t) = 0 gibt, so dass fiir alle 1 € B(xo, R)
und alle t > t, gilt
[2(t; to, 21) — x(t: o, zo) || < Y(8)[|wo — 4.

Der folgende Satz ist eine Umformulierung und teilweise Verschér-
fung der Ergebnisse von Beispiel XI.2.8 (S. 446).

SATz X1.4.2. Sei A € M, ,(R). Fiir xqg € R™ bezeichne x(-;xq) die

Lésung des linearen autonomen AWP
X1.4.2 o= A
(X1.4.2) z(0) = zo.

Dann gilt:
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(1) Die Realteile der Eigenwerte von A seien alle nicht positiv.
Zusdatzlich sei fir alle Eigenwerte mit verschwindendem Re-
alteil die algebraische gleich der geometrischen Vielfachheit.
Dann ist jede Lisung von Gleichung (X1.4.2) stabil.

(2) Die Realteile der Eigenwerte A seien alle negativ. Dann ist
jede Liosung von Gleichung (X1.4.2) asymptotisch stabil.

(3) A habe einen Eigenwert mit positivem Realteil. Dann ist jede
Lésung von Gleichung (X1.4.2) instabil.

BEWEIS. Seien x1, x5 € R" beliebig und
y=x(;22) —x( 7).
Dann gilt
y' = Ay
y(0) = xy — 1.
Also reicht es in allen drei Fillen, die Stabilitdt bzw. die Instabilitat
der Nulllésung zu untersuchen.
AD (1): Wegen obiger Vorbemerkung ist die Behauptung eine Umfor-
mulierung des Ergebnisses von Beispiel X1.2.8 (S. 446).
AD (2): Wie wir uns bereits in Beispiel XI1.2.8 (S. 446) iiberlegt haben,
konnen wir o. E. komplexe Losung von Gleichung (XI.4.3) betrach-

ten. Auferdem seien U und J wie in Beispiel XI.2.8 (S. 446), d.h.
UAU-! = J ist die Jordansche Normalform von A. Sei

(X1.4.3)

a:min{—%Re)\i 1< < k‘}

= —%maX{Re)\i 1< < k?}

1
=3 maX{Re)\ . A ist Eigenwert von A}.

Nach Voraussetzung ist a > 0, und fiir jeden Eigenwert A von A gilt
Re A < —2a.
Setze
D, = diag(Ds, ..., Dy)
mit

4

1 falls n; = 1,

€ My, »,(R) fallsn; > 1,

n;—1

«
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und
V =D.'U.
Dann ist
VAVt =D 'JD,
= dlag(Jan), ey Ja()\k))
mit
(\; falls n; =1,
)\i «
Ja >\z -
(i) falls n; > 1.
.«
\ /\l

Fiir jedes 7 € Nj und jedes w € C™ folgt dann mit der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung

w T, (M) w 4w T () P w
n;—1

= Z@kwk(>w + Xz) + o Z (mkwarl + @k+1’wk)
k=1 k=1

n;—1

=2Re )\ZHZUH2 + Z(wkwkﬂ —|—Ek+1wk)
k=1

< 2Re \i|lw|)* + 2ajw|?
< —2allw|?.
Also gilt fiir jedes z € C"
(XL.4.4) Mgz + 22 TH2 < 20|22
Durch
Izl = IV
wird eine Norm auf C" definiert. Da auf C" alle Normen #quivalent
sind, Satz I11.1.11 (S. 64), gibt es ein ¢ > 1 mit
1 n
Szl = lzlly < ef=ll vz € €.
Setze
p(t) = ly®Iy = Vv
=y()"VIVy(t).
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Dann gilt
/ Hy/H / 1Hy H
=y ViVy + ViV
(X1.4.5) R
=y VIVY + (V)" Vy
und

Vi =VAy=VAV 'Vy = J,Vy.
Zusammen mit Gleichung (XI.4.4) liefert dies
¢ =y VIILVy+ " VIIIVY
< —2a|Vy?
= —2ap.

Division durch ¢ und Integration von 0 bis ¢ liefert

nglt) ~ (o) = [ £

ds < —2at

und somit

ly@))1* < Ally@)I
= p(t)
< cze_go‘tgo(O)

c* ‘MH O

fem |y (0)]J*

4 2atH$l

=c'e — ]2

Also gilt

ot 22) — 2(t;20)[| < €™ lzz — a4
Dies ist die behauptete asymptotische Stabilitit mit v(t) = c?e™ .
AD (3): O.E. ist Re Ay > 0. Sei w ein Eigenvektor von A zum Eigenwert
A1. Dann folgt

z(t;w) = eMw
und somit
J(t; w)|| = e" M lw]| — oo,
t—oo

Wegen unserer Voriiberlegung beweist dies die behauptete Instabilitat
der Losungen von Gleichung (XI1.4.2). O

Die folgenden beiden Sétze sagen etwas aus iiber das Stabilitatsver-
halten der Losungen von Gleichung (XI.4.1), wenn Problem (XI.4.1)
eine ,kleine Storung® einer linearen autonomen gDgl ist.

SAaTz X1.4.3. Seien A € M, ,(R), g € C(R x R*",R™) und t; € R.
Es gelte:

(1) Alle Eigenwerte von A haben negativen Realteil.
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(2) Es gibt eine Funktion k € C(R,Ry) mit tlim k(t) =0 und

llg(t,u) — g(t,v)|| < k(t)||lu—2v| Vt>to,u,veR™
Dann ist jede Losung des AWP (X1.4.1) mit
ft,x) = Az + g(t,x)
asymptotisch stabil.

BEWEIS. Durch eine Translation der Zeitvariablen konnen wir er-
reichen, dass o.E. {5 = 0 ist. Entsprechend lassen wir im Folgenden
stets das Argument ¢y fort. Weiter konnen wir g durch

g(t,2) = g(t,Rez) € C"

zu einer Funktion aus C(R x C", C") fortsetzen. Mit dem gleichen Ar-
gument wie in Beispiel X1.2.8 (S. 446) konnen wir daher o.E. komplexe
Losungen von Gleichung (XI.4.1) betrachten.

Seien nun xq, xo € R™ beliebig und

y = x(t;xa) — x(t;21).
Dann gilt
y' = Ay + g(t, x(t; v2)) — g(t, x(t; 71))
y(O) —= Lo — X1.

Wir benutzen die gleichen Notationen wie im Beweis von Satz X1.4.2.
Dann gilt

I{VIg(t, x(t; 22)) — g(t, a(t; 20))]}7 |
= [VIg(t, 2(t; x2)) — g(t, x(t; 21))]|
< Vllz@nenllg(t, x(t; z2)) — g(t, x(t; 21))|
< |Vlle@nemk@llzt; x2) — 2zt 21)|
= IVl zer.cnyk@®)[1yl-
Zusammen mit Gleichungen (XI1.4.4) und (XI.4.5) folgt hieraus
¢ =yTVIVY + (V) TV
=y VI IVy +y"VIV[g(t, 2(t; 22)) — g(t, 2(t;21))]
(XI.4.6) +yTVIEIVy + {V][g(t, 2t 22)) — g(t x(t; 21))]} Vy
< =200 + 2|V ggen em b (0)1yl1?
< [=2a + 2||V| zcnomk(t) .

Wegen der Voraussetzung (2) gibt es ein t; > 0, derart dass fiir alle
t >ty gilt

—2a + QHVHL((Cn,(Cn)k(t)Cz S —Q.
Daher folgt aus Gleichung (X1.4.6) durch Division durch ¢ und Inte-
gration von t; bis t >t

o(t) < @(ty) - et > ¢,
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Wegen Satz XI.3.1 (S. 449) gibt es andererseits ein 4 > 0 mit
o(t) < Pp(0) Wt <t.

Also gilt fiir t > ¢,

p(t) < e oty
< efateah eﬁtlgp(o)

und fir t < ¢
p(t) < e Pp(0)
_ G_at6(6+a)tg0(0)
< e_ate(a+ﬁ)tlg0(0),

Wie im Beweis von Satz XI1.4.2 (2) folgt hieraus die behauptete asym-
ptotische Stabilitdt mit

y(t) = Pezloathg=zat
U

SATZ X1.4.4. Seien A € M, ,,(R) und g € C(R x R",R"™). Es gelte:

(1) Alle Figenwerte von A haben negativen Realteil.
(2) Es gibt eine monoton wachsende Funktion k € C(Ry, Ry ) mit
k(0) =0 und

lg(t, 2)|| < k(lzDll<]] vt € R,z € R™.

Dann ist die Losung des AWP (X1.4.1) mait

ft,z) = Az + g(t, )
und xog = 0 asymptotisch stabil.

BEWEIS. Wegen der Voraussetzung (2) gilt

g(t,0) =0 VteR.
Daher ist

z(t;0) =0 VteR.
Sei nun x; € R"™ zunéchst beliebig und

y = x(t; 21).

Mit den Bezeichnungen der vorigen Beweise gilt

IVt y DI = IVt y(®)]
< Vlle@nemk(ly@ DIy @1
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Zusammen mit Gleichungen (XI.4.4) und (XI1.4.5) folgt hieraus
o =y"TVIVY + (V) TVy
= y"VIILVy +y"VIVg(t y(t))
+y VI VY + [Vt )" Vy

(XL.4.7) < =20 + 2| V]| enemk(ly @) ) lyl®
< [=20 4 2| V]| gien emyk ([l ()]
< [=20 + 2|V || cienemk(clly(8) V)]
= [—2a + 2“V”/:((C",(C")C2E<90(t))]90

mit

k(u) = k(cu) Yu e R,.
Wegen der Voraussetzung (2) ist k stetig, monoton wachsend und
k(0) = 0. Insbesondere gibt es ein R > 0 mit

20|V | £enemych(u) < a V0 <u < R.
Sei nun x; so gewahlt, dass gilt
1
p(0) = [l i < o
Wegen Satz XI.3.1 (S. 449) gibt es ein T' > 0, so dass gilt

1
le(t I} <R Y0<t<T |2} < SR

Fir alle 0 < ¢ < T ist dann

—2a + 2||V | en emy PR (p(t)) < —a,
so dass aus Gleichung (XI1.4.7) folgt
(XI1.4.8) o(t) <e ™p(0) YO<t<T.

Insbesondere ist

| =

o(T) < e *Tp(0) < p(0) <

BN

R.
Daher kénnen wir obiges Argument mit y(7") an Stelle von z; wieder-

holen. Wegen
y(T'+t)=a(T +t;z1) =2(t;y(T)) VEt>0
erhalten wir die Abschétzung
AT +1) = ly(T + D)2
< e p(T)
< e_o‘(T+t)g0(0) VO<t<T,

d.h., die Abschétzung (X1.4.8) gilt fiir alle 0 < ¢ < 27" Durch Induktion
folgt dann, dass Gleichung (XI1.4.8) fur alle ¢t € R gilt. Hieraus folgt



460 XI. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

wie in den vorigen Beweisen die behauptete asymptotische Stabilitéat

mit y(t) = 220, O

BEMERKUNG XI1.4.5. Mit etwas zusétzlichem Aufwand kann man
folgende teilweise Umkehrung der Satze XI1.4.3 und XI.4.4 beweisen:
Besitzt A einen Eigenwert mit positivem Realteil und ist die Bedingung
(2) aus Satz X1.4.3 bzw. X1.4.4 erfiillt, so ist fir f(¢,z) = Az+g(t, ) je-
de Losung von Problem (XI1.4.1) bzw. die Lésung von Problem (XI.4.1)
zum Anfangswert xg = 0 instabil.

Zum Abschluss betrachten wir das autonome AWP
' = F(x)
z(0) = xo
mit F € CY(R™ R"). Ist zg eine Nullstelle von F, d.h. F(zg) = 0, so
folgt sofort, dass die Losung von Gleichung (XI.4.9) konstant ist:

z(t;xg) =29 VteR.

(X1.4.9)

Ist umgekehrt x(t;zo) eine stationédre Losung von Gleichung (XI1.4.9),
d.h., gibt es ein ty € R mit 2'(tg; z9) = 0, so gilt

F(x(to; xo)) = 0,
und aus dem Eindeutigkeitssatz folgt
x(t;zo) = x(to; o) Vit € R.

Stationdre Losungen von Gleichung (X1.4.9) sind also genau diejenigen
Losungen, die zu einem Anfangswert zo mit F'(zg) = 0 gehoren. Daher
heifilen die Nullstellen von F auch RUHEPUNKTE des AWP (XI1.4.9).
Der folgende Satz charakterisiert die Stabilitdt solcher Ruhepunkte.

SAatz X1.4.6. Sei xy ein Ruhepunkt von Gleichung (X1.4.9). Die
Jacobi Matriz DF (xy) habe lauter Eigenwerte mit negativem Realteil.
Dann ist die stationdre Lisung x(t;xo) = xo von Gleichung (X1.4.9)
asymptotisch stabil.

BEWEIS. Sei x; € R" beliebig und
y(t) = x(t;x1) — z(t; x0) = x(t; 1) — 0.

Dann gilt
y =2 (t; 1)
= F(x(t;x1))
= F(x(t;x1)) — F(xo)
= DF(xo)(x(t; x1) — x0)
+ F(z(t;z1)) — F(xo) — DF(x0)(x(t; 1) — x0)
= DF(x0)y + g(y)
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mit
g(u) = F(xo+ u) — F(xg) — DF(x¢)u.
Offensichtlich erfiillt g die Voraussetzung (2) von Satz XI1.4.4. Weiter

erfilllt A = DF(x¢) die Voraussetzung (1) von Satz XI.4.4. Damit folgt
die Behauptung aus Satz XI1.4.4. O

BEMERKUNG XI1.4.7. (1) Besitzt DF(z) einen Eigenwert mit posi-
tivem Realteil, so folgt aus obigem Beweis und Bemerkung XI.4.5, dass
die stationédre Losung z(t; zo) = x¢ von Gleichung (XI.4.9) instabil ist.
(2) Besitzt DF(xg) einen rein imagindren Eigenwert, so ist keine all-
gemein giiltige Aussage moglich.

Betrachte z.B. Gleichung (XI1.4.9) mit

F(z) = (=29 + 23,21 + 75).
Offensichtlich ist o = 0 die einzige Nullstelle, und

0 -1
hat die Eigenwerte +i. Sei x(t) eine Losung von Gleichung (XI1.4.9) zu
einem Anfangswert zo # 0. Fiir

r(t)? = (@O = 21(t)* + 22(t)
folgt dann
rr’ = 112 + w7k
= 21(—To + 2°) + 2o(2y + 23)
=z} + 7y
> 0.

Also ist r(t) > 0 und die Losung ,lduft von xy = 0 weg®, d.h., z¢ ist
instabil.
Betrachte nun Gleichung (XI.4.9) mit

F(x) = (-9 — :Jc:f,xl - $§’)

Wieder ist xg = 0 die einzige Nullstelle, und

DF () = (? _01)

hat wieder die Eigenwerte +i. Fiir z(¢) und r(t) wie oben folgt jetzt
rr! = 12 + 1o
= 11(—29 — %) + To(7] — 23)
——at s}
< 0.

Also ist 7'(t) < 0 und die Losung ,,1duft in o hinein®, d.h., z¢ ist stabil.
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BEISPIEL XI.4.8. (1) Betrachte das gedampfte mathematische Pen-
del
2" 4+ 2ax’ + Asinz =0
mit o, A € RY.. Die zugehorige gDgl 1. Ordnung ist
=

v' = —2av — Asinz.
Dies ist von der Form von Gleichung (XI1.4.9) mit
F(z,v) = (v, —Asinz — 2av).
Die Nullstellen sind offensichtlich genau die Punkte
(g, vg) = (km,0), keN.
Die Jacobi Matrix ist

0 1 0 1
DF (g, v) = (—Acosxk —20z> - (—(_1)k>‘ _QO‘)

und hat die Eigenwerte —a £ /a2 — A(—1)*. Mithin sind die Ruhe-
punkte zu geradem k asymptotisch stabil und die zu ungeradem k&
instabil.

(2) Betrachte Problem (XI.4.9) mit n = 2 und

—2? -z
Fla) = (—xi + xé) '

l’lzl’g

Aus F(z) = 0 folgt

und
0= —x5 — a9 = —ao(x5 + 1).
Also sind die Nullstellen
(0,0) und (1,-1).
Fiir die Jacobi Matrix ergibt sich

prw) - (77 )

0

und somit

DF(0,0) = ( 1 _01> mit den Eigenwerten =+ 1,

DF(1,-1) = (:? :;) mit den Eigenwerten — 3, —1.

Also ist (0,0) instabil und (1, —1) asymptotisch stabil.
(3) Betrachte Problem (XI.4.9) mit n = 2 und

2 2
_ (1T 2
F(I) o < 2!E11’2 ) ’
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Offensichtlich ist 0 die einzige Nullstelle und DF(0) = 0. Also erlauben
Satz XI1.4.6 und Bemerkung XI.4.7 keine Aussage iiber die Stabilitéit
oder Instabilitdt der Nulllosung.
Setze z(t) = x1(t) + iza(t). Dann gilt

2 =2 +irh = 22 — 13 + 2mm91 = 22
Also lautet die Losung von Gleichung X1.4.9 zum Anfangswert (g, 3o)

1
1) =
z(1) p—

mit
20 = (w0 + iyo) ™.
Hieraus folgt sofort:
(1) Ist zp € C\R4, so konvergiert z(t) fiir t — oo gegen Null.
(2) Ist zp € Ry, so explodiert die Losung in endlicher Zeit. Insbe-
sondere ist die Nulllosung instabil.






Zusammenfassung

I. Aufbau des Zahlsystems

1. Die natiirlichen Zahlen
Peano Axiome; Induktionsprinzip; Prinzip der rekursiven Definiti-
on; Fakultdt und Binomialkoeffizienten; Binomischer Lehrsatz; geo-
metrische Reihe; endliche, abzéhlbare, iiberabzdhlbare Mengen; Po-
tenzmenge P(N) nicht abzihlbar

2. Die ganzen Zahlen
Definition und Eigenschaften; Abzdhlbarkeit von Z

3. Die rationalen Zahlen
Definition und Eigenschaften; Abzihlbarkeit von Q

4. Die reellen Zahlen
v/2 nicht rational; Infimum und Supremum; Ordnungsvollstindig-
keit; Q ist nicht ordnungsvollstindig; Dedekindscher Hauptsatz;
Satz von Archimedes; Q und R\Q dicht in R; Existenz n-ter Wur-
zeln; Uberabzihlbarkeit von R; Betrag; Intervalle

5. Die komplexen Zahlen
Definition und Rechenregeln; geometrische Interpretation; Real- und
Imaginérteil, Betrag und konjugiert komplexe Zahl

II. Folgen und Reihen

1. Konvergenz von Folgen
Folgen; Haufungspunkt; Grenzwert; konvergente, divergente und
beschrénkte Folgen; konvergent = beschrankt; Grenzwert ist ein-
deutig; Teilfolgen; Charakterisierung von Grenzwert und Haufungs-
punkten durch Konvergenz von Teilfolgen; Nullfolgen; Rechenregeln
fiir Limites

2. Vollstandigkeit
monotone Folgen; monoton und beschrankt = konvergent; Satz von
Bolzano-Weierstral (beschrinkt = ex. Hiaufungspunkt); Cauchy-
folge; konvergent = Cauchyfolge = beschréinkt; Vollstdndigkeit; K
vollstandig; Q nicht vollstdndig

3. Uneigentliche Konvergenz
Definition R; Konvergenz in R; Rechenregeln fiir Limites in R; De-
finition lim sup, lim inf; lim sup = grofter Haufungspunkt; lim inf =
kleinster Haufungspunkt; konvergent genau dann wenn limsup =
lim inf

4. Reihen
Partialsummen; Reihen; Konvergenz und Grenzwerte von Reihen;
harmonische und geometrische Reihe; Y x,, konvergent = x,, Null-
folge; Cauchykriterium; Leibnizkriterium; alternierende harmoni-
sche Reihe
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5. Absolute Konvergenz
absolute und bedingte Konvergenz; Majoranten-, Wurzel- und Quo-
tientenkriterium; Umordnung absolut konvergenter Reihen; Cauchy-
produkt absolut konvergenter Reihen

6. Potenzreihen
Definition; Konvergenzradius; Wurzel- und Quotientenkriterium fiir
Konvergenzradius; Exponential- und geometrische Reihe; Rechenre-
geln fiir Potenzreihen

III. Stetige Funktionen

1. Normierte Vektorrdume
Vektorrdume und Normen; Beispiele: R, C, K", ¢, {5, { ; Grenzwer-
te, Haufungspunkte und Cauchyfolgen in normierten Vektorrdumen;
dquivalente Normen; Aquivalenz der Normen auf K”; Banachriume

2. Topologische Grundbegriffe
innere Punkte; offene Mengen; Rechnen mit offenen Mengen; ab-
geschlossene Mengen; Rechnen mit abgeschlossenen Mengen; Héu-
fungs- und Beriihrungspunkte von Mengen; Zusammenhang mit
Folgen; Abschluss, Inneres und Rand einer Menge; Hausdorffsches
Trennungsaxiom; relativ offene und abgeschlossene Mengen

3. Stetigkeit
Umgebungs-, e-0- und Folgendefinition der Stetigkeit; Rechenregeln
fiir stetige Funktionen; Stetigkeit von Polynomen und rationalen
Funktionen; C'(X,Y); Stetigkeit von Funktionen mit Werten in K",
links- und rechtsseitige Stetigkeit; gleichmé&fige Stetigkeit; gleichmé-
Big stetig = stetig

4. Kompaktheit
Definition; kompakt = beschréankt und abgeschlossen; in normierten
Vektorrdumen: kompakt = folgenkompakt; Satz von Heine-Borel
(kompakt = beschriinkt und abgeschlossen im K™); Heine-Borel gilt
nicht in allgemeinen normierten Vektorrdumen; stetige Funktionen
auf kompakten Mengen sind gleichméafig stetig; stetige Bilder kom-
pakter Mengen sind wieder kompakt; stetige, reellwertige Funktio-
nen auf kompakten Mengen nehmen Maximum und Minimum an;
Fundamentalsatz der Algebra

5. Zusammenhang
Definition; M C R zusammenhéngend < M Intervall; stetige Bilder
zusammenhéngender Mengen sind wieder zusammenhéngend; Zwi-
schenwertsatz; reelle Polynome ungeraden Grades besitzen mindes-
tens eine reelle Nullstelle; Wege; Wegzusammenhang; konvexe Men-
gen; M offen: M wegzusammenhéngend < M zusammenhingend;
Gebiete

6. Funktionen in R
monotone Funktionen; Sprungstellen; monotone Funktionen sind
stetig bis auf abzdhlbar viele Sprungstellen; streng monotone stetige
Funktionen sind bijektiv mit stetiger Umkehrabbildung

7. Exponentialfunktion und Verwandte
Definition von exp, sin, cos; Eigenschaften und Rechenregeln; Ad-
ditionstheoreme fiir sin und cos; Wachstumsverhalten von exp; De-
finition von In; Rechenregeln; Wachstumsverhalten von In; Verhal-
ten von exp fiir imagindres Argument; Polarkoordinatendarstellung
komplexer Zahlen und Anwendung auf Multiplikation; Eulersche
Darstellung von exp
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IV. Differentialrechnung einer Verinderlichen

1. Differenzierbarkeit
Definitionen fiir Differenzierbarkeit in einem Punkt; differenzierbar
= stetig; Differenzierbarkeit von Funktionen mit Werten in K";
Rechenregeln; Kettenregel; Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion;
perfekte Mengen; Riume C"(M,K), C>(M,K); Leibnizregel; Ab-
leitung von exp, sin, cos, In, a®, 22 sin(1/x); links- und rechtsseitige
Differenzierbarkeit; Eigenschaften von exp(1/x)

2. Mittelwertsétze
Satz von Rolle; Mittelwertsatz; Charakterisierung monotoner Funk-
tionen; Umkehrfunktionen differenzierbarer, monotoner Funktionen
sind wieder differenzierbar; arccos, arcsin; Charakterisierung und
Eigenschaften konvexer und konkaver Funktionen; Youngsche und
Holdersche Ungleichung; Regel von de 1‘Hopital

3. Taylorformeln
Taylorpolynom und Taylorreihe; Abschitzung des Restgliedes; Dar-
stellbarkeit einer Funktion durch ihre Taylorreihe; Taylorreihe von
In

4. Numerische Losung von Gleichungen
Fixpunkt; Kontraktion; Banachscher Fixpunktsatz; Newtonverfah-
ren; geometrische Interpretation; lokale, quadratische Konvergenz
des Newtonvefahrens; globale Konvergenz des Newtonverfahrens bei
strikt konvexen oder konkaven Funktionen; divisionsfreie Berech-
nung von 1/a; Heronverfahren fiir a!/"

V. Funktionenfolgen

1. Gleichméfige Konvergenz
punktweise und gleichméfige Konvergenz; gleichméfiig konvergent
= punktweise konvergent; Raum B(M,Y); Cauchykriterium fiir
gleichméflige Konvergenz; punktweise, absolute, gleichméfige, nor-
male Konvergenz von Funktionenreihen; Beziehungen zwischen den
Konvergenzbegriffen; Anwendung auf Potenzreihen

2. Vertauschen von Grenzprozessen
Stetigkeit der Grenzfunktion; lokal gleichméBige Konvergenz; Diffe-
renzierbarkeit der Grenzfunktion

3. Analytische Funktionen
Differentiation von Potenzreihen; K-analytische Funktionen; kon-
vergente Potenzreihen stellen analytische Funktionen dar; Stamm-
funktionen analytischer Funktionen; Binomialreihe; Reihendarstel-
lung von arcsin; Identitdtssatz fiir analytische Funktionen; Maxi-
mum- und Minimumprinzip; komplex-analytische Funktionen sind
gebietstreu

4. Sprungstetige Funktionen
Treppenfunktionen T'(I,Y); sprungstetige Funktionen S(I,Y"); mo-
notone Funktionen sind sprungstetig; Beziehungen zwischen R&u-
men T(1,Y), S(1,Y), B(I,Y) und C(I,Y); I kompakt = T'(I,Y)
dicht in S(1,Y) bzgl. || - [l

VI. Integralrechnung einer Variablen

1. Das (Riemann-) Integral

Integral einer Treppenfunktion; Linearitét und Beschrinktheit des

Integrals; die Rdume £(X,Y) und ihre Eigenschaften; Fortsetzung
stetiger, linearer Abbildungen auf den Abschluss eines Unterraumes;
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Integral sprungstetiger Funktionen; Approximation durch Riemann-
sche Summen; Zusammenhang mit dem Riemann-Integral

2. Eigenschaften des Integrals

gliedweise Integration von Funktionenfolgen; punktweise Konver-
genz nicht ausreichend; Stetigkeit und Linearitét des Integrals; ori-
entiertes Integral; Additivitdt und Monotonie des Integrals; Integra-
le komplex- und vektorwertiger Funktionen; stetige und differen-
zierbare Abhéngigkeit des Integrals von den Integrationsgrenzen;
Stammfunktion und unbestimmtes Integral; Hauptsatz der Diffe-
rential- und Integralrechnung; Mittelwertsatz der Integralrechnung

3. Integrationstechniken

Substitutionsregel; Darstellung mittels Differentialen; partielle Inte-
gration; Partialbruchzerlegung; Trapezregel und Fehlerabschéitzung;
Stirlingsche Formel

4. Uneigentliche Integrale

zuldssige Funktionen; uneigentliches Integral zulédssiger Funktionen;
Zusammenhang mit dem gewdchnlichen Integral; Integralkriterium
fir Reihen; absolut konvergente Integrale; Majorantenkriterium;
Eulersches Betaintegral; uneigentliche Integrale und gleichméfig
konvergente Funktionenfolgen

5. Die Eulersche Gammafunktion

Definition; Eigenschaften; logarithmisch konvexe Funktionen und
ihre Eigenschaften; Charakterisierung der Gammafunktion; Gauf-
sche Darstellung der Gammafunktion; Zusammenhang mit dem Eu-
lerschen Betaintegral

VII. Differentialrechnung mehrerer Variablen

1. Stetige lineare Abbildungen

Y vollstindig = L£(X,Y) vollstdndig; Isomorphismus, Isometrie;
dimX < oo = X 2 K4mX: dim X < oo = X ist vollstandig und
alle Normen auf X sind dquivalent; dim X < oo und Y beliebig =
jede lineare Abbildung X — Y ist stetig; Aussagen gelten nicht fiir
dim X = oo; Zusammenhang zwischen linearen Abbildungen und
Matrizen

2. Differenzierbarkeit

Differenzierbarkeit; Zusammenhang mit Funktionen einer Variablen;
differenzierbar = stetig; Richtungsableitung; differenzierbar = alle
Richtungsableitungen existieren und héngen linear von der Rich-
tung ab, Umkehrung gilt nicht; partielle Ableitungen; differenzier-
bar = alle partiellen Ableitungen existieren, Umkehrung gilt nicht;
Jacobi-/Funktionalmatrix, Gradient; Differenzierbarkeitskriterium;
Zusammenhang mit komplexer Differenzierbarkeit und Cauchy-Rie-
mannsche Differentialgleichungen

3. Eigenschaften differenzierbarer Funktionen

Linearitat der Ableitung; Kettenregel und ihre Matrixdarstellung;
Produktregel; Mittelwertsatz; gliedweise Differentiation von Funk-
tionenfolgen; notwendige Bedingung fiir lokale Extrema, kritische
Punkte

4. Hohere Ableitungen

m-te Ableitung; stetige, multilineare Abbildungen; m-te Ableitung
als stetige, m-lineare Abbildung; Symmetrie hoherer Ableitungen;
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Kettenregel; Taylorsche Formel; partielle Ableitungen hoherer Ord-
nung; Kriterium fiir Existenz hoherer Ableitungen; Taylorsche For-
mel fiir Funktionen auf R*; Hessesche Matrix; positiv definite Ma-
trizen und ihre Eigenwerte; hinreichende Bedingungen fiir lokale
Extrema

5. Umkehrabbildungen
Automorphismengruppe von X; Isom(X,Y) ist offen in £(X,Y)
und Abbildung A — A~! ist C*°; Satz iiber die Umkehrabbildung;
Diffeomorphismen; Satz tiber implizite Funktionen; reguldre Punk-
te; Anwendung auf Funktionen R* — R?; Berechnung lokaler Extre-
ma unter Nebenbedingungen mittels Lagrangescher Multiplikatoren

VIII. Kurven und Kurvenintegrale

1. Kurven und ihre Lénge
C™-Wege, rektifizierbare Wege; stetige Wege sind nicht notwendig
rektifizierbar; C'-Wege sind rektifizierbar; Umparametrisierungen;
Invarianz der Lange eines Weges unter Umparametrisierungen; C™-
Kurven; Beispiele

2. Tangente und Kriimmung
reguldre Wege; Tangenteneinheitsvektor; Parametrisierung nach der
Bogenliange; Orthogonalitit der ersten und zweiten Ableitung nach
der Bogenlinge; Kriimmung eines ebenen Weges; Frenetsche For-
meln

3. Kurvenintegrale
Wegintegral; Invarianz des Wegintegrals unter Umparametrisierun-
gen; Kurvenintegral; stiickweise C™-Kurven; Kurvenintegral fiir
stiickweise C"-Kurven; Eigenschaften; Gradientenfeld und Stamm-
funktion; f Gradientenfeld < das Kurvenintegral verschwindet fiir
jede geschlossene, stiickweise C'-Kurve; Lemma von Goursat; f €
C'(G,R"), G konvex: f Gradientenfeld < D f symmetrisch; Homo-
topie von Wegen; einfach zusammenhéngend; Invarianz des Wegin-
tegrals unter Homotopie; Satz von Poincaré

4. Komplexe Kurvenintegrale
komplexe Kurvenintegrale; holomorphe Funktionen; Cauchyscher
Integralsatz; Cauchysche Integralformel; f holomorph < f komplex-
analytisch; Cauchysche Ableitungsformel; Satz von Liouville; Lau-
rent-Reihen; Residuum und Hauptteil; Riemannscher Hebbarkeits-
satz; Residuensatz

IX. Integralrechnung mehrerer Veranderlicher

1. Nullmengen
Lebesgue-Mafl mehrdimensionaler Intervalle; Nullmengen; Beispie-
le; Teilmengen und abzéhlbare Vereinigungen von Nullmengen sind
Nullmengen; Cantorsches Diskontinuum; punktweise Konvergenz
fast iiberall

2. Das Lebesgue-Integral
Treppenfunktionen und ihre Darstellung; Lebesgue-Integral von
Treppenfunktionen; Eigenschaften des Integrals; monotone Folgen
von Treppenfunktionen und deren Integrale; Definition des
Lebesgue-Integrals; Eigenschaften des Lebesgue-Integrals; Integrier-
barkeitskriterien; Zusammenhang mit eigentlichem und uneigentli-
chem Riemann-Integral
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3. Eigenschaften des Lebesgue-Integrals

Satz von Fubini; Anwendungen; Satz von der monotonen Konver-
genz; Anwendungen; Satz von Lebesgue iiber die majorisierte Kon-
vergenz; Satz von Lebesgue iiber die beschriankte Konvergenz; Lem-
ma von Fatou; Vertauschen von Differentiation und Integration

4. Messbare Funktionen und Mengen

messbare Funktionen; Charakterisierungen; Eigenschaften; Zusam-
menhang mit Integrierbarkeit; Satz von Tonelli; messbare Mengen
und ihr Lebesgue-MafB; Eigenschaften; offene und abgeschlossene
Mengen sind messbar; Beispiel einer nicht messbaren Menge; Zu-
sammenhang zwischen Messbarkeit von Mengen und Funktionen;
Verkniipfung messbarer Funktionen

5. Der Transformationssatz

Messbarkeit transformierter Mengen; Transformationssatz fiir linea-
re Transformationen; Approximation durch lineare Transformatio-
nen; Transformationssatz; Anwendung auf Koordinatentransforma-
tionen

6. Die LP-Raume

Definition von LP, 1 < p < oo; Holdersche Ungleichung; Banach-
raum-Struktur; Abschneidefunktionen; Schrumpfungslemma; Parti-

tionen der Eins; C§° ist dicht in LP

X. Analysis auf Mannigfaltigkeiten

1. Mannigfaltigkeiten

Charakterisierung von Mannigfaltigkeiten als lokale Nullstellenmen-
gen, lokale Graphen, lokale Urbilder von Ebenen, lokale Bilder offe-
ner Mengen in R¥; Karten und Atlanten; Kartenwechsel; Beispiele

. Tangentialraum und Orientierung

Definition von Tangential- und Normalraum; orientierungserhalten-
de Diffeomorphismen; orientierte Atlanten; Orientierbarkeit einer
Mannigfaltigkeit; Einheitsnormalenfeld; Orientierbarkeit von Hy-
perflichen; Beispiele

. Integration auf Mannigfaltigkeiten

Maftensor und Gramsche Determinante; Definition des Integrals
auf Mannigfaltigkeiten; Eigenschaften des Integrals; Beispiele; Ver-
halten unter Transformationen; Zerlegung eines n-dimensionalen
Integrals in Radial- und Winkelanteil; Integral rotationssymmetri-
scher Funktionen; Kompakta mit stiickweise glattem Rand; Eigen-
schaften des glatten Randteils; Integralsatz von Gauf; Interpretati-
on der Divergenz; Greensche Formeln

. Multilineare Algebra

Definition und Charakterisierung alternierender r-Formen; dufleres
Produkt; Eigenschaften; pull-back; Eigenschaften

. Differentialformen

Definition und Eigenschaften von r-Formen; totales Differential;
duBleres Produkt; pull-back; duflere Ableitung; Eigenschaften; ge-
schlossene und exakte Formen; Satz von Poincaré fiir Vektorfelder
in R3

. Integration von Differentialformen

Integration von n-Formen in R™; Transformationssatz; Integrati-
on von k-Formen auf k-dimensionalen Mannigfaltigkeiten; Beispie-
le; Zusammenhang mit Integration von Funktionen auf Mannigfal-
tigkeiten; Integralsatz von Gauf}; Leibnizsche Sektorformel; Green-
Riemannsche Formel; Integration iiber Halbrdume; Kompakta mit
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glattem Rand relativ zu einer Mannigfaltigkeit; Eigenschaften; In-
tegralsatz von Stokes; klassische Form im Spezialfall R3; Beispiele
7. Die Fixpunktséitze von Brouwer und Schauder

Brouwerscher Fixpunktsatz; Nullstellen von Funktionen in R™; B,,
und S™ nicht homéomorph; beste Approximation durch konvexe
Teilmengen eines Hilbertraumes; Brouwerscher Fixpunktsatz in end-
lich dimensionalen Vektorrdumen; konvexe Hiille; 1. Schauderscher
Fixpunktsatz; relativ kompakt; 2. Schauderscher Fixpunktsatz; Satz
von Arzela-Ascoli; Existenzsatz von Peano fiir Losungen gewohnli-
cher Differentialgleichungen

XI. Gewohnliche Differentialgleichungen

1. Existenz- und Eindeutigkeitsséitze
gewOhnliche Differentialgleichungen; Anfangswertprobleme; autono-
me Differentialgleichungen; Beispiele; Lipschitz-Stetigkeit; Lemma
von Gronwall; Satz von Picard-Lindelof; globale Existenz und Ein-
deutigkeit; maximale Existenzintervalle

2. Elementare Losungsmethoden
Exakte Differentialgleichungen; integrierende Faktoren; R#uber-
Beute Modell; Trennung der Variablen; Chemische Reaktionskine-
tik; Populationsdynamik; Luftwiderstand; Variation der Konstan-
ten; autonome lineare Differentialgleichungen und asymptotisches
Verhalten

3. Stetigkeits- und Differenzierbarkeitssétze
Stetige Abhéngigkeit von den Anfangswerten; differenzierbare Ab-
héingigkeit von den Anfangswerten; Randwertprobleme

4. Stabilitét
(Lyapunov-) stabil, instabil, asymptotisch stabil; Stabilitdt der Lo-
sungen linearer Differentialgleichungen; Storungen linearer Differen-
tialgleichungen; Stabilitdt von Ruhepunkten autonomer Systeme;
Beispiele
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