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III.2. Topologische Grundbegriffe 68
III.3. Stetigkeit 74
III.4. Kompaktheit 82
III.5. Zusammenhang 88
III.6. Funktionen in R 94
III.7. Exponentialfunktion und Verwandte 97

Kapitel IV. Differentialrechnung einer Veränderlichen 111
IV.1. Differenzierbarkeit 111
IV.2. Mittelwertsätze 121
IV.3. Taylorformeln 131
IV.4. Numerische Lösung von Gleichungen 136

Kapitel V. Funktionenfolgen 147
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KAPITEL I

Aufbau des Zahlsystems

In diesem Kapitel setzen wir die natürlichen, ganzen, rationalen und
reellen Zahlen als im Prinzip bekannt voraus. Unser Ziel ist es, die we-
sentlichen Punkte des axiomatischen Aufbaus herauszuarbeiten, ohne
aber dabei bekannte Tatsachen wie z.B. die Assoziativität der Addition
formal aus den Axiomen herzuleiten.
Für einen streng axiomatischen Aufbau verweisen wir auf E. Landau:
Grundlagen der Analysis.
Die wesentlichen Kernpunkte unserer Darstellung sind das Induktions-
prinzip und die Vollständigkeit der reellen Zahlen.
Als nicht bekannt setzen wir die komplexen Zahlen voraus. Ihre Eigen-
schaften stellen wir etwas ausführlicher dar.

I.1. Die natürlichen Zahlen

Die intuitiven Vorstellungen von den natürlichen Zahlen N, die vom
Abzählen geprägt sind, lassen sich wie folgt zusammenfassen:

(1) Es gibt die kleinste Einheit 1.
(2) Jede Zahl kann man durch geeignetes

”
Zusammenzählen“ der

Einheit darstellen.
(3) Zu jeder Zahl gibt es eine noch größere.
(4) Es gibt eine

”
natürliche“ Anordnung, die festlegt, welche von

zwei Zahlen die
”
größere“ ist.

(5) Aus praktischen Gründen ist es sinnvoll, eine Zahl 0, die

”
nichts“ ist, hinzuzunehmen.

Diese intuitiven Vorstellungen werden in folgendem, auf G. Peano
(1858-1932) zurückgehenden Axiomensystem präzisiert.

Definition I.1.1 (Peano Axiome). Die natürlichen Zahlen N
erfüllen die folgenden Axiome:

(N1) (Unendlichkeitsaxiom) Es gibt eine Abbildung ν : N →
N∗ = N\{0}, die jeder natürlichen Zahl n eine natürliche Zahl
ν(n) 6= 0 zuordnet, mit der Eigenschaft (injektiv)

n 6= m =⇒ ν(n) 6= ν(m).

(N2) (Induktionsaxiom) Ist M eine Teilmenge von N mit den
Eigenschaften
(1) 0 ∈M
(2) n ∈M =⇒ ν(n) ∈M,

5



6 I. AUFBAU DES ZAHLSYSTEMS

dann ist M = N.

Wir nennen ν(0) = 1 und ν(n) = n+ 1 den Nachfolger von n.

Der folgende Satz, den wir nicht beweisen, zeigt, dass die durch die
Peano Axiome definierte Menge die Eigenschaften hat, die wir intuitiv
von den natürlichen Zahlen erwarten.

Satz I.1.2. Auf der Menge N können wir eindeutig eine Addition
+, eine Multiplikation · und eine Anordnung ≤ definieren, so dass die
folgenden Eigenschaften gelten:

(1) n+m = m+ n (Kommutativität)
(n+m) + k = n+ (m+ k) (Assoziativität)
n+ 0 = n (neutrales Element 0)

(2) n ·m = m · n (Kommutativität)
(n ·m) · k = n · (m · k) (Assoziativität)
n · 1 = n (neutrales Element 1)

(3) (n+m) · k = n · k +m · k (Distributivgesetz)
(4) m ≤ n ⇐⇒ ∃ l ∈ N : m+ l = n

m < n ⇐⇒ ∃ l ∈ N∗ : m+ l = n ⇐⇒ m ≤ n und m 6= n
l ist durch m und n eindeutig festgelegt und heißt Differenz
zwischen m und n, l = n−m.

(5) 0 · n = 0
ν(n) = n+ 1

(6) n ≤ n (Reflexivität)
n ≤ m und m ≤ k =⇒ n ≤ k (Transitivität)
n ≤ m und m ≤ n =⇒ n = m (Antisymmetrie)
0 ≤ n ∀n ∈ N

(7) Für alle n,m ∈ N gilt genau eine der Beziehungen
n < m oder n = m oder m < n (Totalordnung)

(8) ∀n ∈ N 6 ∃ k ∈ N mit n < k < n+ 1.
(9) m ≤ n ⇐⇒ m+ l ≤ n+ l ∀l ∈ N.

(10) m,n ∈ N∗ =⇒ m · n ∈ N∗.
(11) ∀m,n ∈ N ∀k ∈ N∗ gilt m ≤ n ⇐⇒ mk ≤ nk und m <

n ⇐⇒ mk < nk.

Die erste wichtige Konsequenz des Induktionsaxioms ist der folgen-
de Wohlordnungssatz.

Satz I.1.3. N ist wohlgeordnet, d.h., jede nicht leere Teilmenge
M von N besitzt ein Minimum.

Beweis. Sei M ⊂ N,M 6= ∅. Wir nehmen an, M besäße kein
Minimum. Dann gilt

0 ∈ N = {n ∈ N : n < m ∀m ∈M}.

Sei n ∈ N . Dann ist n+ 1 ≤ m für alle m ∈ M . Da M kein Minimum
besitzt, gilt n+ 1 /∈M . Also ist n+ 1 ∈ N .
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Aus dem Induktionsaxiom folgt N = N. Dies ist ein Widerspruch. Denn
nach Voraussetzung gibt es ein m ∈M . Dann gilt aber m+1 /∈ N . �

Definition I.1.4. Für n ∈ N sei

Nn = {0, 1, . . . , n}
und für n ∈ N∗ sei

N∗
n = {1, . . . , n}.

Satz I.1.5 (Induktionsprinzip, 1. Fassung). Für alle n ∈ N
sei A(n) eine Aussage. Es gelte:

(1) (Induktionsanfang; IA) A(0) ist richtig.
(2) (Induktionsschritt; IS) A(n) ist richtig =⇒ A(n + 1) ist

richtig.

Dann gilt:

A(n) ist für alle n ∈ N richtig.

Beweis. Sei

M := {n ∈ N : A(n) ist richtig}.
Dann gilt:

(1) 0 ∈M .
(2) n ∈M =⇒ n+ 1 ∈M .

Damit folgt aus dem Induktionsaxiom M = N. �

Wir wollen zwei einfache Beispiele für das Induktionsprinzip geben.
Dazu benötigen wir eine Bezeichnung.

Definition I.1.6. Seien m ≤ n ganze Zahlen und am, . . . , an reelle
Zahlen. Dann ist

n∑
k=m

ak = am + am+1 + . . .+ an

n∏
k=m

ak = am · am+1 · . . . · an.

Falls m > n ist, definieren wir
n∑

k=m

ak = 0 (leere Summe)

n∏
k=m

ak = 1 (leeres Produkt).

Beispiel I.1.7. Für alle n ∈ N gilt
n∑
k=0

k =
n(n+ 1)

2
(a)
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n∑
k=0

(2k + 1) = (n+ 1)2.(b)

Beweis. ad (a):

0∑
k=0

k = 0 = 0 · 1
2

(IA)

n+1∑
k=0

k =
n∑
k=0

k + (n+ 1)(IS)

=
n(n+ 1)

2
+ (n+ 1)

=
(n+ 1)(n+ 2)

2
.

ad (b):

0∑
k=0

(2k + 1) = 1 = (0 + 1)2(IA)

n+1∑
k=0

(2k + 1) =
n∑
k=0

(2k + 1) + [2(n+ 1) + 1](IS)

= (n+ 1)2 + 2n+ 3

= n2 + 2n+ 1 + 2n+ 3

= n2 + 4n+ 4

= (n+ 2)2.

�

Die folgende Abwandlung des Induktionsprinzips erlaubt den Be-
weis von Aussagen, die für alle natürlichen Zahlen n ≥ n0 gelten.

Satz I.1.8 (Induktionsprinzip, 2. Fassung). Es sei n0 ∈ N und
für alle n ≥ n0 sei A(n) eine Aussage. Es gelte:

(1) (Induktionsanfang; IA) A(n0) ist richtig.
(2) (Induktionsschritt; IS) n ≥ n0 und A(n) ist richtig =⇒

A(n+ 1) ist richtig.

Dann gilt:
A(n) ist für alle n ≥ n0 richtig.

Beweis. Wir nehmen an, dass es ein m ≥ n0 gibt, so dass A(m)
falsch ist, d.h.

M := {n ∈ N : n ≥ n0 und A(n) ist falsch} 6= ∅.
Gemäß Satz I.1.3 existiert

m0 = min(M).
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Aus (1) folgt m0 > n0. Also ist A(n) richtig für alle n mit n0 ≤ n ≤
m0− 1. Aus (2) folgt, dass A(m0) richtig ist im Widerspruch zur Kon-
struktion von m0. �

Beispiel I.1.9. Für alle natürlichen Zahlen n ≥ 5 gilt

n2 < 2n.

Beweis.

25 = 32 > 25 = 52(IA)

2n+1 = 2 · 2n(IS)

> 2n2 = n2 + n2

= n2 + 2n+ 1 + n2 − 2n− 1

= (n+ 1)2 + (n− 1)2 − 2

≥ (n+ 1)2 + 16− 2 (wegen n ≥ 5)

> (n+ 1)2.

�

Eine andere wichtige Konsequenz des Induktionsaxioms ist das
Prinzip der rekursiven Definition.

Satz I.1.10 (Prinzip der rekursiven Definition). Gegeben sei
eine Abbildung g : M → M einer Menge M in sich und ein Element
a ∈ M . Dann gibt es genau eine Abbildung f : N → M mit folgenden
Eigenschaften:

(1) f(0) = a
(2) f(n+ 1) = g(f(n)) ∀n ∈ N.

Beweis. 1. Schritt: Zu jedem n ∈ N gibt es genau eine Abbil-
dung fn : Nn →M mit

(i) fn(0) = a
(ii) fn(m+ 1) = g(fn(m)) ∀0 ≤ m < n.

Beweis des 1. Schrittes durch Induktion:
(IA): f0(0) = a legt f0 eindeutig fest.
(IS): Definiere fn+1 durch

fn+1(m) = fn(m) ∀0 ≤ m ≤ n

fn+1(n+ 1) = g(fn(n)).

Offensichtlich erfüllt fn+1 die Eigenschaften (i) und (ii). Sei nun f ′n+1

eine weitere Abbildung mit diesen Eigenschaften. Aus der Induktions-
voraussetzung folgt dann

fn+1(m) = f ′n+1(m) ∀0 ≤ m ≤ n.

Wegen (ii) gilt dann auch

fn+1(n+ 1) = f ′n+1(n+ 1).
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Damit ist der 1. Schritt bewiesen.
2. Schritt: Wir definieren eine Abbildung f : N→M durch

f(n) := fn(n).

Dann gilt nach Schritt 1

f(0) = f0(0) = a

f(n+ 1) = fn+1(n+ 1) = g(fn(n)) = g(f(n)).

Also leistet f das Gewünschte.
3. Schritt: Sei f ′ : N → M eine weitere Abbildung mit den Eigen-
schaften (1) und (2). Dann folgt

f(0) = a = f ′(0)

und

f(n) = f ′(n)

=⇒f(n+ 1) = g(f(n)) = g(f ′(n)) = f ′(n+ 1).

Aus dem Induktionsprinzip folgt, dass f und f ′ übereinstimmen. �

Mit Hilfe von Satz I.1.10 kann man zeigen, dass unsere intuitive De-
finition I.1.6 sinnvoll ist. Ebenso folgt, dass die Summen und Produkte
nicht von der Reihenfolge der Summanden bzw. Faktoren abhängen.
Wir werden später noch weitere Anwendungen des Rekursionsprinzips
kennen lernen.

Definition I.1.11. Für n ∈ N und k ∈ Nn definieren wir

n! =
n∏
k=1

k (Fakultät)(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
(Binomialkoeffizient).

Satz I.1.12. Für n ∈ N∗ ist n! gleich der Anzahl aller möglichen
Anordnungen einer n-elementigen Menge {A1, . . . , An}.

Beweis. (IA): n = 1 ist klar.
(IS): Für 1 ≤ k ≤ n + 1 sei Kk die Klasse aller Anordnungen von
{A1, . . . , An+1}, die Ak an erster Stelle haben. Offensichtlich sind dieKk

disjunkt, und jede Anordnung von {A1, . . . , An+1} gehört einer Klasse
Kk an. Nach Induktionsvoraussetzung hat jedes Kk genau n! Elemente.
Also gibt es

(n+ 1) · n! = (n+ 1)!

Anordnungen von {A1, . . . , An+1}. �

Lemma I.1.13. (1) Für n ∈ N und k ∈ Nn ist(
n

k

)
=

(
n

n− k

)
.
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(2) Für n ∈ N∗ und k ∈ N∗
n−1 ist(

n

k

)
=

(
n− 1

k − 1

)
+

(
n− 1

k

)
.

Beweis. ad (1): Folgt aus Definition 1.11.
ad (2):(

n− 1

k − 1

)
+

(
n− 1

k

)
=

(n− 1)!

(k − 1)!(n− k)!
+

(n− 1)!

k!(n− k − 1)!

=
k(n− 1)!

k!(n− k)!
+

(n− k)(n− 1)!

k!(n− k)!

=
n(n− 1)!

k!(n− k)!

=

(
n

k

)
.

�

Satz I.1.14. Für n ∈ N∗ und k ∈ Nn ist
(
n
k

)
die Zahl aller k-

elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge {A1, . . . , An}.
Beweis. Sei Cn

k die Zahl aller k-elementigen Teilmengen einer n-
elementigen Menge. Wir zeigen durch Induktion nach n, dass gilt Cn

k =(
n
k

)
.

(IA): C1
0 = 1 =

(
1
0

)
=
(
1
1

)
= C1

1 .

(IS): Wegen Cn+1
0 = 1 =

(
n+1

0

)
=
(
n+1
n+1

)
= Cn+1

n+1 können wir 1 ≤ k ≤ n
voraussetzen.
Sei K0 die Menge aller k-elementigen Teilmengen von {A1, . . . , An+1},
die An+1 nicht enthalten, und K1 die Menge aller k-elementigen Teil-
mengen von {A1, . . . , An+1}, die An+1 enthalten. Offensichtlich sind K0

und K1 disjunkt, und jede k-elementige Teilmenge von {A1, . . . , An+1}
ist in K0 oder K1 enthalten. Nach Induktionsvoraussetzung ist

|K0| = Cn
k =

(
n

k

)
|K1| = Cn

k−1 =

(
n

k − 1

)
.

Damit folgt die Behauptung aus Lemma I.1.13. �

Satz I.1.14 zeigt, dass die Zahlen
(
n
k

)
natürliche Zahlen sind, was

nicht direkt aus der Definition folgt.
Es gibt (

49

6

)
= 13′983′816

6-elementige Teilmengen einer 49-elementigen Menge. Also ist die
Chance, im Lotto 6 Richtige zu haben, ca. 1 : 14 Millionen.
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Satz I.1.15 (Binomischer Lehrsatz). Für alle reellen Zahlen
x, y und alle n ∈ N gilt

(x+ y)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
xkyn−k.

Beweis. Wir erinnern daran, dass für jede reelle Zahl z gilt

z0 = 1.

Außerdem benutzen wir die Beziehung

n∑
k=m

ak =
n+1∑

k=m+1

ak−1.

(IA): n = 0 klar.
(IS):

(x+ y)n+1 = (x+ y)(x+ y)n

= (x+ y)
n∑
k=0

(
n

k

)
xkyn−k

=
n∑
k=0

(
n

k

)
xk+1yn−k +

n∑
k=0

(
n

k

)
xkyn+1−k

=
n+1∑
k=1

(
n

k − 1

)
xkyn+1−k +

n∑
k=0

(
n

k

)
xkyn+1−k

=
n+1∑
k=0

(
n+ 1

k

)
xkyn+1−k

wegen Lemma I.1.13. �

Satz I.1.16 (Summenformel für die geometrische Reihe).
Für jede reelle Zahl x 6= 1 und jedes n ∈ N gilt

n∑
k=0

xk =
1− xn+1

1− x
.

Beweis. (IA): n = 0 klar
(IS):

n+1∑
k=0

xk =
n∑
k=0

xk + xn+1 =
1− xn+1

1− x
+ xn+1 =

1− xn+2

1− x
.

�

Zum Abschluss dieses Paragraphen kehren wir zum Problem des
Abzählens zurück. Intuitiv ist eine endliche Menge dadurch charakteri-
siert, dass wir ihre Elemente aufzählen können und irgendwann damit
fertig werden. Mathematisch heißt dies:
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Definition I.1.17. Eine Menge M heißt endlich, wenn es ein
m ∈ N und eine surjektive Abbildung f : Nm →M gibt.

Satz I.1.18. N ist nicht endlich.

Beweis. Angenommen, N wäre endlich. Dann gibt es ein m ∈ N
und eine surjektive Abbildung f : Nm → N. Definiere

k0 = f(0)

kn+1 = max{kn, f(n+ 1)} 0 ≤ n ≤ m− 1.

Offensichtlich gilt
km ≥ f(n) ∀n ∈ Nm.

Mithin ist km + 1 6∈ f(Nm); Widerspruch. �

N ist zwar nicht endlich, aber wir können die Elemente von N im-
merhin auf- bzw. abzählen. Dies führt zu:

Definition I.1.19. Eine Menge M heißt abzählbar, wenn es eine
surjektive Abbildung f : N→M gibt.

Bemerkung I.1.20. Eine endliche Menge M ist abzählbar. Setze
f : Nm →M durch

f(n) = f(m) ∀n ≥ m

auf ganz N fort.

Der folgende Satz zeigt, dass es nicht abzählbare Mengen gibt. Sein
Beweis verläuft nach dem Prinzip

”
Der Barbier, der alle Leute rasiert,

die sich nicht selbst rasieren“, das auf B. Russell (1872-1970) zurück-
geht.

Satz I.1.21. Die Potenzmenge P(N) von N ist nicht abzählbar.

Beweis. Wir nehmen an P(N) wäre abzählbar. Sei f : N→ P(N)
eine surjektive Abbildung. Definiere

M = {n ∈ N : n 6∈ f(n)}.
Dann gibt es ein m ∈ N mit M = f(m) (Surjektivität). Wir erhalten

m ∈M =⇒ m 6∈ f(m) = M

m 6∈M =⇒ m ∈ f(m) =⇒ m ∈M ;

in jedem Fall ein Widerspruch. �

I.2. Die ganzen Zahlen

In N können wir addieren, multiplizieren und Zahlen miteinander
vergleichen. Es gibt aber z.B. keine Zahl n ∈ N mit

n+ 5 = 3.

Um dieses Manko zu beheben, definieren wir negative Zahlen durch

(1) −m ist für m ∈ N∗, die Zahl mit m+ (−m) = 0.
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(2) −0 = 0.

Man kann zeigen, dass diese Definition sinnvoll ist. Die ganzen Zah-
len Z sind dann gegeben durch

Z = N ∪ {−m : m ∈ N∗}.

Als nächstes setzen wir die Addition, Multiplikation und die Relation
≤ auf Z wie folgt fest:

(−m) + (−n) = −(m+ n)

m+ (−n) = (−n) +m

=

{
l falls m ≥ n,m = n+ l,

−(n+ (−m)) falls m < n.

m · (−n) = (−n) ·m
= −(n ·m)

(−m) · (−n) = m · n
−m < 0 ∀m ∈ N∗

−m ≤ −n ⇐⇒ n ≤ m.

Man kann zeigen:

Satz I.2.1. (1) Die Addition auf Z ist kommutativ und assoziativ.
0 ist das neutrale Element. Für jedes p ∈ Z gilt:

p+ (−p) = 0.

(Z,+) ist eine Abelsche Gruppe.
(2) Die Multiplikation auf Z ist kommutativ und assoziativ mit neu-
tralem Element 1. (Z, ·) ist eine kommutative Halbgruppe.
(3) Es gilt das Distributivgesetz. (Z,+, ·) ist ein Ring.
(4) Die Ordnung ≤ ist reflexiv, transitiv und antisymmetrisch. (Z,≤)
ist totalgeordnet.
(5)

p ≤ q ⇐⇒ ∃ l ∈ N : p+ l = q

p < q ⇐⇒ ∃ l ∈ N∗ : p+ l = q

(6) ∀p ∈ Z 6 ∃ q ∈ Z mit

p < q < p+ 1.

(7) p ≤ q ⇐⇒ p+ r ≤ q + r ∀r ∈ Z
(8) ∀p, q ∈ Z ∀k ∈ N∗ gilt

p ≤ q ⇐⇒ kp ≤ kq ⇐⇒ (−k)q ≤ (−k)p
p < q ⇐⇒ kp < kq ⇐⇒ (−k)q < (−k)p.
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Satz I.1.3 (S. 6) kann in Z nicht mehr gelten, da

M = {p ∈ Z : p ≤ 0}

offensichtlich kein Minimum besitzt. Um eine adäquate Variante von
Satz I.1.3 zu beweisen, benötigen wir eine Definition.

Definition I.2.2. Eine Teilmenge M von Z heißt nach oben bzw.
nach unten beschränkt, wenn es ein p ∈ Z gibt mit

p > q ∀q ∈M

bzw.

p < q ∀q ∈M.

Satz I.2.3. Jede nach oben bzw. nach unten beschränkte Teilmenge
M von Z besitzt ein Maximum bzw. Minimum.

Beweis. Sei M nach oben beschränkt. Dann ist

N = {n ∈ N : n > q ∀q ∈M}

nicht leer und besitzt nach Satz I.1.3 (S. 6) ein Minimum n0.
Fall 1: n0 ≥ 1: Dann ist offensichtlich n0 − 1 das gesuchte Maximum
von M .
Fall 2: n0 = 0: Dann ist

N ′ = {n ∈ N : (−n) ∈M}

nicht leer und besitzt nach Satz I.1.3 (S. 6) ein Minimum n1. Wegen
n0 = 0 ist (−n1) das gesuchte Maximum von M .
Falls M nach unten beschränkt ist, folgt die Behauptung aus dem Ge-
zeigten und der leicht zu beweisenden Beziehung

minM = −max{−m : m ∈M}.

�

Wir haben Z in gewissem Sinn durch
”
Verdoppelung“ von N er-

halten. Der folgende Satz zeigt, dass N und Z die gleiche Mächtigkeit
haben.

Satz I.2.4. Z ist abzählbar.

Beweis. Definiere f : N→ Z durch

f(0) = 0,

f(2n) = n,

f(2n− 1) = −n.

Offensichtlich ist f surjektiv. �
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I.3. Die rationalen Zahlen

Die ganzen Zahlen erlauben uns die Lösung von Gleichungen der
Form

p+ q = r.

Jedoch gibt es keine ganze Zahl p mit

2p = 1.

Denn es gilt:

p = 0 =⇒ 2p = 0 6= 1.

p > 0 =⇒ p ≥ 1 =⇒ 2p ≥ 2 > 1.

p < 0 =⇒ p ≤ −1 =⇒ 2p ≤ −2 < 1.

Um dieses Manko zu beheben, definieren wir für p ∈ Z und q ∈ Z∗ =
Z\{0} als p

q
die Zahl x, die die Gleichung

qx = p

löst, und setzen

Q =

{
p

q
: p ∈ Z, q ∈ Z∗

}
.

Bei dieser Definition muss man natürlich alle Brüche der Form (rp)
(rq)

mit

r ∈ Z∗ mit p
q

identifizieren. Wir gehen hier auf diese Details aber nicht

ein, da wir nur an der prinzipiellen Konstruktion interessiert sind.
Wir setzen die Addition, Multiplikation und die Ordnung ≤ wie folgt
auf Q fort:

p

q
+
r

s
=
ps+ rq

qs
p

q
· r
s

=
pr

qs
p

q
≤ r

s
⇐⇒ sp ≤ rq

Man kann zeigen:

Satz I.3.1. (1) Die Addition auf Q ist kommutativ und assozia-
tiv mit neutralem Element 0. Zu jedem x ∈ Q gibt es ein y ∈ Q mit
x+ y = 0. (Q,+) ist eine Abelsche Gruppe.
(2) Die Multiplikation auf Q ist kommutativ und assoziativ mit neu-
tralem Element 1. Zu jedem x ∈ Q∗ = Q\{0} gibt es ein y ∈ Q∗ mit
x · y = 1. (Q∗, ·) ist eine Abelsche Gruppe.
(3) Es gilt das Distributivgesetz. (Q,+, ·) ist ein Körper.
(4) Die Relation ≤ ist reflexiv, transitiv und symmetrisch. Für je zwei
x, y ∈ Q ist genau eine der Beziehungen

x < y , x = y , y < x



I.4. DIE REELLEN ZAHLEN 17

erfüllt. Es gilt

x < y =⇒ x+ z < y + z ∀z ∈ Q(a)

x > 0, y > 0 =⇒ x · y > 0.(b)

(Q,+, ·,≤) ist ein angeordneter Körper.

Der folgende Satz zeigt, dass Q die gleiche Mächtigkeit wie Z und
N hat. Die Beweisidee ist als sog. Diagonalverfahren bekannt.

Satz I.3.2. Q ist abzählbar.

Beweis. Gemäß Satz I.2.4 (S. 15) ist Z abzählbar, d.h., wir können
Z in der Form

Z = {pi : i ∈ N}
darstellen, wobei wir o.E. p0 = 0 wählen können. Wir ordnen nun die
Elemente von Q in folgendem quadratischen Schema an und zählen sie
wie angedeutet ab:

0 1 2 6
0 −→ p1

p1
−→ p2

p1

p3
p1
−→ . . .

3 ↙ 5 ↗ . . .
p1
p2

p2
p2

p3
p2

. . .

↓ ↗
4
p1
p3

p2
p3

p3
p3

. . .
...

...
... . . .

�

I.4. Die reellen Zahlen

Satz I.4.1. Es gibt keine rationale Zahl x mit

x2 = 2.

Beweis. Angenommen, x ∈ Q löse obige Gleichung. Dann ist x 6=
0. O.E. können wir x > 0 voraussetzen, sonst gehen wir zu −x über.
Wir stellen x dar als

x =
p

q
mit teilerfremden Zahlen p, q ∈ Z∗. Dann folgt

x2 = 2 =⇒ p2

q2
= 2 =⇒ p2 = 2q2.

Da das Quadrat einer ungeraden Zahl stets ungerade ist, folgt p = 2n
mit n ∈ N∗. Also

2q2 = p2 = 4n2 =⇒ q2 = 2n2.

Mithin ist q = 2m mit m ∈ N∗, im Widerspruch zu Teilerfremdheit von
p und q. �
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Andererseits können wir eine Lösung der Gleichung x2 = 2 beliebig
gut durch rationale Zahlen

”
approximieren“. Um dies einzusehen, defi-

nieren wir Zahlen an, bn, n ∈ N, rekursiv wie folgt (Intervallschach-
telung):

a0 = 1, b0 = 2{
an+1 = 1

2
(an + bn), bn+1 = bn, falls (an+bn)2

4
< 2

an+1 = an, bn+1 = 1
2
(an + bn), falls (an+bn)2

4
> 2.

(Man beachte, dass wegen Satz I.4.1 der Fall (an+bn)2

4
= 2 nicht auftre-

ten kann.)
Durch Induktion zeigt man leicht:

an, bn ∈ Q ∀n ∈ N(1)

an < bn ∀n ∈ N(2)

a2
n < 2 ∀n ∈ N(3)

b2n > 2 ∀n ∈ N(4)

bn − an ≤ 2−n ∀n ∈ N(5)

Wenn wir uns die rationalen Zahlen auf einer Geraden angeordnet
denken, zeigt obige Konstruktion, dass diese Gerade

”
Lücken“ hat. Um

diese Beobachtung zu präzisieren, benötigen wir einige Bezeichnungen.

Definition I.4.2. Sei (K,+, ·,≤) ein angeordneter Körper und
M ⊂ K nicht leer.
(1) Die Menge M heißt nach oben bzw. nach unten beschränkt,
wenn es ein x ∈ K gibt mit

y ≤ x bzw. x ≤ y

für alle y ∈M . Jedes derartige x heißt obere bzw. untere Schran-
ke von M .
(2) Falls M nach oben bzw. nach unten beschränkt ist, heißt ein x ∈ K
Supremum bzw. Infimum von M , kurz x = supM bzw. x = infM ,
wenn x eine obere bzw. untere Schranke von M ist und für jede andere
obere bzw. untere Schranke x∗ von M gilt

x ≤ x∗ bzw. x∗ ≤ x.

Bemerkung I.4.3. Infimum und Supremum sind eindeutig.

Definition I.4.4. Ein angeordneter Körper heißt ordnungsvoll-
ständig, wenn jede nach oben beschränkte Teilmenge ein Supremum
hat.

Lemma I.4.5. Sei K ein angeordneter Körper. Folgende Aussagen
sind äquivalent:
(1) K ist ordnungsvollständig.
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(2) Jede nach unten beschränkte Teilmenge von K besitzt ein Infimum.
(3) Für je zwei nicht leere Teilmengen A,B von K mit

a ≤ b ∀a ∈ A, b ∈ B
gibt es ein c ∈ K mit

a ≤ c ≤ b ∀a ∈ A, b ∈ B.

Beweis. (1) =⇒ (2): Sei A ⊂ K,A 6= ∅ nach unten beschränkt.
Definiere

B = {x ∈ K : x ≤ a ∀a ∈ A}.
Dann ist B nicht leer und nach oben beschränkt. Wegen (1) existiert
b = supB. Konstruktionsgemäß ist b = inf A.
(2) =⇒ (3): Aus (2) folgt, dass m = inf B existiert. Wegen a ≤ b für
alle a ∈ A, b ∈ B folgt

a ≤ m ≤ b ∀a ∈ A, b ∈ B.
(3) =⇒ (1): Sei A ⊂ K,A 6= ∅ nach oben beschränkt. Definiere

B = {x ∈ K : x ≥ a ∀a ∈ A}.
Aus (3) folgt, dass es ein c ∈ K gibt mit

a ≤ c ≤ b ∀a ∈ A, b ∈ B.
Aus Definition I.4.2 folgt

c = supA.

�

Wir können nun unsere oben gewonnene intuitive Vorstellung von
der Lückenhaftigkeit von Q präzisieren.

Satz I.4.6. Q ist nicht ordnungsvollständig.

Beweis. Wir nehmen das Gegenteil an und definieren

A = {x ∈ Q : x > 0 und x2 < 2}
B = {x ∈ Q : x > 0 und x2 > 2}.

Dann ist 1 ∈ A und 2 ∈ B, und für a ∈ A, b ∈ B gilt

b− a =
b2 − a2

b+ a
> 0 =⇒ b > a.

Wegen unserer Annahme und wegen Lemma I.4.5 gibt es ein c ∈ Q mit
a ≤ c ≤ b für alle a ∈ A, b ∈ B. Definiere

x = c− c2 − 2

c+ 2
.

Dann folgt

x =
2c+ 2

c+ 2
> 0 (wegen c > 0)
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x2 − 2 =
2c2 − 4

(c+ 2)2
=

2(c2 − 2)

(c+ 2)2
.

1. Fall c2 > 2: =⇒ x2 > 2 und x < c ⇐⇒ x ∈ B und x < c
Widerspruch!
2. Fall c2 < 2: =⇒ x > c und x2 < 2 ⇐⇒ x ∈ A und x > c
Widerspruch!
Also ist c2 = 2 im Widerspruch zu Satz I.4.1. �

Wir kommen nun zum Hauptsatz über die reellen Zahlen. Sein Be-
weis stammt von R. Dedekind (1832-1916). Wir skizzieren hier nur
die wesentlichen Punkte der Dedekindschen Konstruktion und verwei-
sen für Details auf das Buch von Landau.

Satz I.4.7 (Dedekindscher Hauptsatz). Es gibt (bis auf Iso-
morphie) genau einen ordnungsvollständigen Körper, den Körper R der
reellen Zahlen, der Q enthält und auf Q die natürliche Ordnung
induziert.

Beweisidee. (1) Wir nennen eine nicht leere Teilmenge S von Q
einen Schnitt, wenn folgende Bedingungen erfüllt sind:

(i) s < q ∀s ∈ S, q ∈ Q\S
(ii) 6 ∃ s ∈ S mit s ≥ t ∀t ∈ S.

Schnitte sind also nach oben beschränkte Teilmengen von Q, die ihr
Supremum (sofern überhaupt existent) nicht enthalten.
(2) Zwei Schnitte heißen gleich, wenn Sie im mengentheoretischen Sinn
gleich sind.
(3) Man definiert S < T , falls es ein t ∈ T gibt mit t > s für alle s ∈ S.
(4) S + T = {s+ t : s ∈ S, t ∈ T} ist ein Schnitt.
(5) S · T = {s · t : s ∈ S, t ∈ T} ist ein Schnitt.
(6) Man zeigt, dass die Menge aller Schnitte zusammen mit +, · und
≤ ein angeordneter Körper ist.
(7) p ∈ Q =⇒ P = {q ∈ Q : q < p} ist ein Schnitt. Die Schnitte

”
umfassen“ also Q.

(8) Die Menge der Schnitte ist ordnungsvollständig. �

Bemerkung I.4.8. Wir haben folgende Kette natürlicher Inklusio-
nen

N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R
Ring Körper ordnungsvollst.

Körper.

Für das Weitere ist es sinnvoll, einige Bezeichnungen einzuführen.

Definition I.4.9. (1) R∗ = R\{0}, R+ = {x ∈ R : x ≥ 0},
R∗

+ = R+\{0}.
(2) Wir definieren zwei Symbole −∞ und +∞ mit der Eigenschaft

−∞ < x < +∞ ∀x ∈ R.
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(3) sup ∅ = −∞, inf ∅ = +∞.
(4) Sei M ⊂ R nicht leer. Dann setzen wir

infM = −∞⇐⇒M ist nicht nach unten beschränkt.

supM = +∞⇐⇒M ist nicht nach oben beschränkt.

Satz I.4.10 (Satz von Archimedes). (1) N ist in R nicht nach
oben beschränkt, d.h., zu jedem x ∈ R gibt es ein n ∈ N mit n > x.
(2) Zu jedem x ∈ R∗

+ gibt es ein n ∈ N mit

1

n
< x.

Beweis. ad (1): Offensichtlich ist nur für x > 0 etwas zu zeigen.
Definiere

A = {n ∈ N : n ≤ x}.
Wegen A 6= ∅ existiert s = supA. Aus der Definition des Supremums
folgt, dass es ein a ∈ A mit a > s− 1

2
gibt. Setze m = a+1 ∈ N. Wegen

m > s+
1

2

ist m 6∈ A und somit
x < m.

ad (2): Wegen x > 0 folgt die Behauptung aus Teil (a) angewandt auf
1
x
. �

Satz I.4.11. Die rationalen und die irrationalen Zahlen, d.h. Q und
R\Q, liegen dicht in R, d.h., zu a, b ∈ R mit a < b gibt es ein q ∈ Q
und ein x ∈ R\Q mit

a < q < b und a < x < b.

Beweis. Seien a, b ∈ R mit a < b. Wegen Satz I.4.10 gibt es ein
n ∈ N mit

n >
1

b− a
.

Also ist
nb > na+ 1.

Ebenso folgt aus Satz I.4.10, dass es ein m ∈ Z gibt mit

m− 1 ≤ na < m.

Damit folgt
na < m ≤ na+ 1 < nb

also

a <
m

n
< b.

Aus dem soeben Gezeigten folgt die Existenz von zwei rationalen Zah-
len r1, r2 mit

a < r1 < r2 < b.
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Definiere

x = r1 +
r2 − r1√

2
> r1.

Dann ist x ∈ R\Q. Denn andernfalls wäre
√

2 =
r2 − r1
x− r1

aus Q im Widerspruch zu Satz I.4.1. Außerdem ist

r2 − x = (r2 − r1)(1−
1√
2
) > 0.

Also ist

a < r1 < x < r2 < b.

�

Satz I.4.12. Für alle a ∈ R+ und alle n ∈ N∗ existiert genau ein
x ∈ R+ mit xn = a.

Beweis. Eindeutigkeit: Seien x, y zwei Lösungen. O.E. ist x <
y. Durch Induktion über n folgt xn < yn.
Existenz: Die Fälle n = 1 und a ∈ {0, 1} sind offensichtlich. Sei also
n ≥ 2 und a 6= 0, a 6= 1.
Fall a > 1: Definiere

A = {x ∈ R+ : xn ≤ a}.
Aus a > 1 folgt

1 ∈ A
und

x ≥ a =⇒ xn ≥ an > a

und somit

x ≤ a ∀x ∈ A.
Also existiert

s = supA.

Wir wollen zeigen: sn = a.
Ann. sn < a: Definiere

b =
n−1∑
k=0

(
n

k

)
sk > 0

und wähle

0 < ε < min{1, a− s
n

b
}.

Dann folgt

(s+ ε)n =
n−1∑
k=0

(
n

k

)
skεn−k + sn
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≤ ε
n−1∑
k=0

(
n

k

)
sk + sn

= εb+ sn

< a

Im Widerspruch zu s = supA.
Ann. sn > a: Definiere

c =
∑
j

0<2j−1≤n

(
n

2j − 1

)
sn−2j+1 > 0

und wähle

0 < ε < min{1, s
n − a
c
}.

Dann folgt

(s− ε)n = sn +
n−1∑
k=0

(−1)n−k
(
n

k

)
skεn−k

= sn +
n∑
l=1

(−1)l
(

n

n− l

)
︸ ︷︷ ︸

=(nl)

sn−lεl

= sn +
∑
j

0<2j≤n

(
n

2j

)
sn−2jε2j −

∑
j

0<2j−1≤n

(
n

2j − 1

)
sn−2j+1ε2j−1

≥ sn − ε
∑
j

0<2j−1≤n

(
n

2j − 1

)
sn−2j+1

= sn − εc
> a

im Widerspruch zu s = supA.
Also ist sn = a.
Fall a < 1: Gemäß Obigem gibt es genau ein y mit yn = 1

a
. x = 1

y
ist

die gesuchte Lösung. �

Bemerkung I.4.13. (1) Für a ∈ R∗
+ und n = 2k mit k ∈ N∗ hat

die Gleichung xn = a genau zwei Lösungen in R. Nämlich x = y und
x = −y, wobei y ∈ R∗

+ die eindeutige Lösung in R+ ist.
(2) Für n = 2k+1 mit k ∈ N hat die Gleichung xn = a für jedes a ∈ R
eine eindeutige Lösung in R. Für a ∈ R+ folgt dies aus Satz I.4.12, für
a < 0 aus Satz I.4.12 angewandt auf −a.
(3) Sei a ∈ R+ und x ∈ R+ die eindeutige Lösung von xn = a. Dann

schreibt man x = a
1
n = n
√
a. Für m ∈ Z ist

a
m
n = (a

1
n )m.
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Bemerkung I.4.14. Eine Zahl x ∈ R heißt algebraisch, wenn
es ein n ∈ N und rationale Zahlen a0, . . . , an gibt mit

a0 + a1x+ . . .+ anx
n = 0.

Insbesondere sind alle rationalen Zahlen algebraisch.
√

2 ist algebraisch,
aber nicht rational. Interessanterweise gibt es aber auch reelle Zahlen,
die nicht algebraisch sind. Solche Zahlen heißen transzendent. π ist
z.B. transzendent.

Der folgende Satz zeigt, dass die Dedekindsche Konstruktion die
Menge Q wesentlich vergrößert.

Satz I.4.15. R ist nicht abzählbar.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass die Menge

[0, 1] = {x ∈ R : 0 ≤ x und x ≤ 1}
nicht abzählbar ist.
Wir nehmen das Gegenteil an. Dann ist

[0, 1] = {x0, x1, . . .},
wobei o.E. x0 = 0 gilt. Wir können jedes xn als (unendlichen) Dezimal-
bruch in der Form

xn = 0.an1an2 . . .

mit ank ∈ N9 und ank 6= 0 für ein k ∈ N∗ darstellen. Wir definieren eine
neue Zahl

c = 0.c1c2 . . .

wie folgt

cn =

{
5, falls ann 6= 5

4, falls ann = 5

Offensichtlich ist 0 < c und c < 1 und c 6= xn für alle n ∈ N. Wider-
spruch. �

Zum Abschluss dieses Paragraphen führen wir noch einige nützliche
Bezeichnungen ein.

Definition I.4.16. Der Betrag einer reellen Zahl x ist definiert
als

|x| = max{x,−x} =

{
x falls x ≥ 0

−x falls x < 0

Satz I.4.17. Es seien x, y ∈ R und ε ∈ R∗
+. Dann gilt:

(1) |x| = | − x|.
(2) |x| ≥ 0, |x| = 0⇐⇒ x = 0.
(3) |x+ y| ≤ |x|+ |y| (Dreiecksungleichung).
(4) ||x| − |y|| ≤ |x− y|.
(5) |x− y| ≤ ε⇐⇒ y − ε ≤ x ≤ y + ε.
(6) |x · y| = |x| · |y|.
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Beweis. Übungsaufgabe. �

Definition I.4.18. Seien a, b ∈ R mit a < b. Dann definieren wir:

(1) [a, b] = {x ∈ R : a ≤ x ≤ b} (abgeschlossenes Inter-
vall).

(2) (a, b) = [a, b]\{a, b} (offenes Intervall).
(3) [a, b) = [a, b]\{b}.
(4) (a, b] = [a, b]\{a}.

I.5. Die komplexen Zahlen

Da für alle x ∈ R gilt x2 ≥ 0, besitzt die Gleichung

x2 = −1

keine reelle Lösung. Wir wollen einen möglichst kleinen Oberkörper von
R konstruieren, in dem diese Gleichung lösbar ist. Dazu gehen wir wie
folgt vor: Wir definieren formal die imaginäre Einheit i durch die
Beziehung

i2 = −1

und definieren die komplexen Zahlen C durch

C = {x+ iy : x, y ∈ R}.

Dabei vereinbaren wir sinnvollerweise

0 · i = 0,

so dass R in C enthalten ist. Wir setzen die Addition und Multiplikation
auf C durch

(x+ iy) + (u+ iv) = (x+ u) + i(y + v)

(x+ iy) · (u+ iv) = (xu− yv) + i(xv + uy)

fort. Man kann zeigen:

Satz I.5.1. (1) (C,+, ·) ist ein Oberkörper von R, in dem die Glei-
chung z2 = −1 genau die Lösungen z = ±i hat.
(2) Jeder Oberkörper von R, in dem die Gleichung z2 = −1 lösbar ist,
ist auch ein Oberkörper von C.

Der Beweis von Teil (1) ist langweilig. Beim Nachweis der Körperei-
genschaften, muss man u.a. zeigen, dass für x, y ∈ R∗ gilt

1

x+ iy
=

x− iy
x2 + y2

,

so dass wir die folgende Divisionsregel erhalten

u+ iv

x+ iy
=
xu+ yv

x2 + y2
+ i

xv − yu
x2 + y2

.
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Bemerkung I.5.2. Stellen wir komplexe Zahlen z = x + iy als
Vektoren in der x, y-Ebene dar, so entspricht die Addition zweier kom-
plexer Zahlen der Addition der entsprechenden Vektoren. Die Multi-
plikation w · z entspricht einer Drehung um den von z und der x-Achse
eingeschlossenen Winkel gefolgt von einer Streckung um den Faktor√
x2 + y2 (vgl. Abb. I.5.1).
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Abbildung I.5.1. Addition und Multiplikation von z =
2 + i und w = 1 + i

Bemerkung I.5.3. C kann nicht angeordnet werden. Denn sonst
würde für jedes z ∈ C gelten

z2 ≥ 0 6= −1.

Definition I.5.4. Sei z = x + iy, x, y ∈ R, eine komplexe Zahl.
Dann heißen

Re z = x der Realteil von z,

Im z = y der Imaginärteil von z

|z| =
√
x2 + y2 der Betrag von z,

z = x− iy die zu z konjugierte Zahl.

Satz I.5.5. Es gelten folgende Rechenregeln (z = x + iy, w = u +
iv, x, y, u, v ∈ R):

(1) Re z = 1
2
(z + z), Im z = 1

2i
(z − z)

(2) z ∈ R⇐⇒ z = z

(3) (z) = z
(4) z + w = z + w, z · w = z · w
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(5) |z|2 = z · z
(6) |z| ≥ 0, |z| = 0⇐⇒ z = 0
(7) z ∈ R =⇒ |z|C = |z|R
(8) |z + w| ≤ |z|+ |w| (Dreiecksungleichung)
(9) |z · w| = |z| · |w|

(10) ||z| − |w|| ≤ |z − w|
(11) |Re z| ≤ |z|, | Im z| ≤ |z|
(12) z 6= 0 =⇒ 1

z
= z

|z|2

Beweis. Übungsaufgabe. �

Übereinkunft: Im Folgenden bezeichnen wir mit K stets R oder
C.





KAPITEL II

Folgen und Reihen

In diesem Kapitel betrachten wir Folgen und Reihen in K. Wesent-
lich ist der Grenzwertbegriff und die Vollständigkeit von K.
Die Ergebnisse sind einerseits von eigenständigem Interesse, indem sie
wichtige Beweistechniken einführen. Andererseits sind sie Einleitung
zu späteren Kapiteln, indem sie z.B. nichttriviale Beispiele normierter
Vektorräume liefern oder den Begriff der Vollständigkeit motivieren.

II.1. Konvergenz von Folgen

Definition II.1.1. Eine Folge (in K) ist eine Abbildung von N in
K; jedem n ∈ N ist ein Wert xn ∈ K zugeordnet. Wir schreiben hierfür
(x0, x1, . . .) oder kürzer (xn)n∈N.

Bemerkung II.1.2. Die Folge (xn)n∈N ist von der Punktmenge
{xn : n ∈ N} zu unterscheiden.

Definition II.1.3. Sei (xn)n∈N eine Folge in K und a ∈ K. Dann
heißt a Häufungspunkt (kurz HP) von (xn)n∈N, wenn es zu jedem
ε > 0 eine unendliche Teilmenge Nε von N gibt mit

|xn − a| < ε ∀n ∈ Nε.

Der folgende Satz gibt eine äquivalente, häufig praktischere Defini-
tion des HP. Sein Beweis ist offensichtlich.

Satz II.1.4. Folgende Aussagen sind äquivalent:

(1) a ist HP von (xn)n∈N.
(2) ∀ε > 0 ∀n ∈ N ∃m ≥ n : |xm − a| < ε.

Beispiel II.1.5. (1) (xn)n∈N mit xn = a für alle n ∈ N hat den HP
a.
(2) (xn)n∈N mit xn = 1

n
hat den HP 0.

(3) ((−1)n)n∈N hat die HPe 1 und −1.
(4) (in)n∈N hat die HPe 1,−1, i,−i.
(5) (xn)n∈N mit xn = n hat keinen HP.
(6) (xn)n∈N mit x0 = 1, x1 = 1 und

xn = xn−1 + xn−2 ∀n ≥ 2

hat keinen HP. (Fibonacci Folge)
(7) (xn)n∈N sei eine Abzählung von Q. Dann ist jedes a ∈ R ein HP.

29
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Beweis. (1) Ist offensichtlich.
(2) Folgt aus Satz I.4.10 (S. 21).
(3)–(5) Trivial.
(6) Man zeigt durch Induktion xn ≥ n für alle n ≥ 1.
(7) Angenommen a ∈ R ist kein HP. Dann gibt es ein ε0 > 0 und ein
n0 ∈ N mit

|xn − a| ≥ ε0 ∀n > n0.

Insbesondere ist

δ = min{ε0,min{|xn − a| : n ≤ n0, xn 6= a}}

wohldefiniert und positiv. Dann enthält (a, a+ δ
2
) keine rationale Zahl

im Widerspruch zu Satz I.4.11 (S. 21). �

Definition II.1.6. Eine Folge (xn)n∈N heißt konvergent, wenn
es ein a ∈ K gibt mit:

∀ε > 0 ∃ nε ∈ N ∀n ≥ nε : |xn − a| < ε.

a heißt dann der Grenzwert von (xn)n∈N. Wir schreiben kurz

xn −→
n→∞

a oder a = lim
n→∞

xn.

Eine Folge, die keinen Grenzwert hat, heißt divergent.

Beispiel II.1.5 (Forts.). (1) lim
n→∞

xn = a

(2) lim
n→∞

xn = 0.

(3)–(7) Die Folgen sind divergent.

Definition II.1.7. Eine Folge (xn)n∈N heißt beschränkt, wenn
es ein c ∈ R+ gibt mit

|xn| ≤ c ∀n ∈ N.

Satz II.1.8. Jede konvergente Folge ist beschränkt.

Beweis. Sei a = lim
n→∞

xn. Dann existiert n1 ∈ N mit

|xn − a| ≤ 1 ∀n ≥ n1.

Also ist

|xn| ≤ |a|+ |xn − a| ≤ |a|+ 1 ∀n ≥ n1.

Setze

c = max{|a|+ 1,max{|xn| : n < n1}}.
Dann folgt

|xn| ≤ c ∀n ∈ N.
�

Beispiel II.1.9. Beispiele II.1.5 (3) und (4) zeigen, dass die Um-
kehrung von Satz II.1.8 i. a. falsch ist.
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Satz II.1.10. Es gelte xn−→
n→∞

a. Dann ist a der einzige HP von

(xn)n∈N. Insbesondere ist der Grenzwert einer konvergenten Folge ein-
deutig bestimmt.

Beweis. Aus den Definitionen II.1.3 und II.1.6 folgt, dass a HP
von (xn)n∈N ist. Sei b ∈ K\{a}. Setze ε = 1

2
|b − a|. Dann gibt es ein

n0 ∈ N mit

|xn − a| < ε ∀n ≥ n0.

Also ist

|xn − b| ≥ ||b− a| − |xn − a||
≥ |b− a| − |xn − a|
> 2ε− ε
= ε ∀n ≥ n0.

Mithin ist b kein HP von (xn)n∈N. �

Bemerkung II.1.11. Die Folge (1
2
, 2, 1

3
, 3, 1

4
, 4, . . .) zeigt, dass die

Umkehrung von Satz II.1.10 i. a. falsch ist.

Definition II.1.12. Seien (xn)n∈N eine Folge und ϕ : N → N eine
streng monoton wachsende Abbildung. Dann heißt

(xnk)k∈N = (xϕ(k))k∈N

eine Teilfolge von (xn)n∈N.

Beispiel II.1.13. Die Folge ((−1)n)n∈N hat die konstanten Teilfol-
gen ((−1)2k)k∈N und ((−1)2k+1)k∈N.

Satz II.1.14. Folgende Aussagen sind äquivalent:

(1) xn−→
n→∞

a

(2) xnk−→
k→∞

a für jede Teilfolge (xnk)k∈N von (xn)n∈N.

Beweis. (1) =⇒ (2): Sei (xnk)k∈N eine beliebige Teilfolge und ε >
0. Dann gibt es ein nε ∈ N mit

|xn − a| < ε ∀n ≥ nε.

Wegen der Monotonie von ϕ gibt es ein kε ∈ N mit

nk ≥ nε ∀k ≥ kε.

Damit folgt die Behauptung.
(2) =⇒ (1): Wähle für ϕ die identische Abbildung. �

Satz II.1.15. Folgende Aussagen sind äquivalent:

(1) a ist HP von (xn)n∈N.
(2) Es gibt eine Teilfolge (xnk)k∈N von (xn)n∈N mit xnk−→

k→∞
a.
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Beweis. (1) =⇒ (2): Wir konstruieren eine Teilfolge (xnk)k∈N re-
kursiv. Setze n0 = 0. Es seien n0 < n1 < . . . < nk−1 gewählt. Da a HP
von (xn)n∈N ist, existiert ein n ≥ nk−1 + 1 mit

|xn − a| <
1

k
.

Definiere

nk = min{n : n > nk−1 und |xn − a| <
1

k
}.

Offensichtlich ist die so konstruierte Abbildung k → nk streng monoton
wachsend.
Sei nun ε > 0. Dann existiert ein kε ∈ N mit

1

kε
< ε.

Konstruktionsgemäß gilt

|xnk − a| <
1

k
≤ 1

kε
< ε ∀k ≥ kε.

Also gilt xnk−→
k→∞

a.

(2) =⇒ (1): Folgt direkt aus den Definitionen II.1.3, II.1.6 und II.1.12.
�

Als nächstes leiten wir einige sehr nützliche Regeln für das Rechnen
mit konvergenten Folgen her. Dazu benötigen wir folgende Definition:

Definition II.1.16. Eine Folge (xn)n∈N heißt Nullfolge genau
dann, wenn gilt

lim
n→∞

xn = 0.

Lemma II.1.17. (1) (xn)n∈N ist Nullfolge ⇐⇒ (|xn|)n∈N ist Nullfol-
ge.
(2) xn−→

n→∞
a⇐⇒ (xn − a)n∈N ist Nullfolge.

(3) (xn)n∈N sei eine Folge in K und (rn)n∈N sei eine Nullfolge in R+.
Weiter gebe es ein n0 ∈ N mit

|xn| ≤ rn ∀n ≥ n0.

Dann ist (xn)n∈N auch eine Nullfolge.

Beweis. (1) und (2) sind klar.
ad(3): Sei ε > 0. Dann gibt es ein n′ε mit

|rn| = rn < ε ∀n ≥ n′ε.

Setze nε = max{n0, n
′
ε}. Dann folgt

|xn| < rn < ε ∀n ≥ nε.

�

Satz II.1.18. Seien (xn)n∈N und (yn)n∈N zwei Folgen und α ∈ K
eine Zahl. Dann gilt:
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(1) xn−→
n→∞

a =⇒ αxn−→
n→∞

αa

(2) xn−→
n→∞

a und yn−→
n→∞

b =⇒ xn + yn−→
n→∞

a+ b

(3) xn−→
n→∞

0 und (yn)n∈N beschränkt =⇒ xn · yn−→
n→∞

0

(4) xn−→
n→∞

a und yn−→
n→∞

b =⇒ xn · yn−→
n→∞

a · b
(5) xn−→

n→∞
a und a 6= 0 =⇒ es existiert ein n0 ∈ N mit xn 6= 0 für

alle n ≥ n0 und
1

xn
−→
n→∞
n≥n0

1

a
.

(6) xn−→
n→∞

a =⇒ |xn|−→
n→∞
|a|.

Beweis. (1) O.E. ist α 6= 0. Sei ε > 0. Dann gibt es ein nε ∈ N
mit

|xn − a| <
ε

|α|
∀n ≥ nε.

Dann folgt
|αxn − αa| = |α||xn − a| < ε ∀n ≥ nε.

(2) Sei ε > 0. Dann gibt es nε1 ∈ N und nε2 ∈ N mit

|xn − a| <
ε

2
∀n ≥ nε1

|yn − b| <
ε

2
∀n ≥ nε2 .

Setze nε = max{nε1 , nε2}. Dann folgt

|(xn + yn)− (a+ b)| ≤ |xn − a|+ |yn − b| < ε ∀n ≥ nε.

(3) Es existiert ein c > 0 mit

|yn| ≤ c ∀n ∈ N.
Sei ε > 0. Dann gibt es ein nε ∈ N mit

|xn| <
ε

c
∀n ≥ nε.

Dann folgt

|xn · yn| = |xn| · |yn| ≤ c|xn| < ε ∀n ≥ nε.

(4) Es ist

xn · yn − a · b = (xn − a)yn + a(yn − b) ∀n ∈ N.
Die Behauptung folgt somit aus Satz II.1.8 (yn ist beschränkt), Lemma
II.1.17 Teil (3) und Teil (2).
(5) Es gibt ein n0 ∈ N mit

|xn − a| <
|a|
2
∀n ≥ n0.

Daraus folgt

|xn| ≥ |a| − |xn − a| >
|a|
2
> 0 ∀n ≥ n0.
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Weiter folgt für alle n ≥ n0

| 1
xn
− 1

a
| = |xn − a|
|xn · a|

≤ 2

|a|2
|xn − a|.

Damit folgt die Behauptung aus Lemma II.1.17.
(6) Die Behauptung folgt aus Definition II.1.6 und

||xn| − |a|| ≤ |xn − a|.
�

Abschließend noch ein wichtiges Vergleichskriterium für konvergen-
te Folgen.

Satz II.1.19. (1) Seien (xn)n∈N und (yn)n∈N zwei konvergente Fol-
gen in R und a = lim

n→∞
xn, b = lim

n→∞
yn. Für unendlich viele n ∈ N

gelte
xn ≤ yn.

Dann ist
a ≤ b.

(2) Seien (xn)n∈N und (yn)n∈N zwei konvergente Folgen in R mit lim
n→∞

xn

= a = lim
n→∞

yn und (zn)n∈N eine dritte Folge in R. Es gebe ein n0 ∈ N
mit

xn ≤ zn ≤ yn ∀n ≥ n0.

Dann folgt, dass (zn)n∈N konvergent ist und

a = lim
n→∞

zn.

Beweis. (1) Sei ε > 0. Dann gibt es ein nε1 ∈ N und ein nε2 ∈ N
mit

|xn − a| < ε ∀n ≥ nε1
=⇒ a− ε < xn ∀n ≥ nε1

und

|yn − b| < ε ∀n ≥ nε2
=⇒ yn < b+ ε ∀n ≥ nε2 .

Weiter gibt es ein nε ≥ max{nε1 , nε2} mit

xnε ≤ ynε .

Damit folgt

a− ε < xnε ≤ ynε < b+ ε =⇒ a− b ≤ 2ε.

Da ε beliebig ist, folgt hieraus die Behauptung.
(2) Sei ε > 0. Dann gibt es nε1 ∈ N und nε2 ∈ N mit

|xn − a| <ε ∀n ≥ nε1 ,

|yn − a| <ε ∀n ≥ nε2 .
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Setze nε = max{nε1 , nε2 , n0}. Dann folgt

a− ε < xn ≤ zn ≤ yn < a+ ε ∀n ≥ nε.

Hieraus folgt die Behauptung. �

Bemerkung II.1.20. Die Folgen (xn)n∈N, (yn)n∈N mit xn = − 1
n

und yn = 1
n

zeigen, dass aus

xn < yn ∀n ∈ N
i. a. nicht folgt

lim
n→∞

xn < lim
n→∞

yn.

II.2. Vollständigkeit

Definition II.2.1. Eine Folge (xn)n∈N in R heißt monoton wach-
send bzw. monoton fallend, wenn für alle n ∈ N gilt

xn+1 ≥ xn bzw. xn+1 ≤ xn.

Satz II.2.2. Jede monoton wachsende bzw. monoton fallende, be-
schränkte Folge (xn)n∈N in R ist konvergent, und es gilt

lim
n→∞

xn = sup{xn : n ∈ N}

bzw.

lim
n→∞

xn = inf{xn : n ∈ N}).

Beweis. Wir beweisen die Behauptung nur für monoton wachsen-
de Folgen. Der Beweis für monoton fallende Folgen verläuft völlig ana-
log.
Sei also (xn)n∈N ⊂ R monoton wachsend und beschränkt. Wegen Satz
I.4.7 (S. 20) existiert

s = sup{xn : n ∈ N}.
Sei ε > 0. Aus der Definition des Supremums folgt, dass es ein nε ∈ N
gibt mit

s− ε < xnε ≤ s.

Wegen der Monotonie gilt diese Ungleichung für alle n ≥ nε. �

Beispiel II.2.3. (1) Sei a ∈ K. Dann gilt

an −→
n→∞

0, falls |a| < 1

an −→
n→∞

1, falls a = 1

(an)n∈N divergiert, falls |a| ≥ 1 und a 6= 1.

(2) Sei a ∈ K mit |a| < 1 und r ∈ N∗. Dann gilt

nran −→
n→∞

0.
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(3) lim
n→∞

n
√
n = 1.

(4) Sei a ∈ R∗
+. Dann ist lim

n→∞
n
√
a = 1.

(5) Die Folge
((

1 + 1
n

)n)
n∈N ist konvergent. Der Grenzwert heißt Eu-

lersche Zahl und wird mit e bezeichnet. Es ist

2 < e ≤ 3.

(6) lim
n→∞

n∑
k=0

1

k!
= e.

Beweis. (1) Angenommen (an)n∈N konvergiert. Sei α = lim
n→∞

an.

Für die Teilfolge (ank)k∈N mit nk = k + 1 gilt dann α = lim
k→∞

ak+1. Aus

den Rechenregeln für Grenzwerte folgt

α = lim
k→∞

ak+1

= lim
k→∞

(a · ak)

= a · lim
k→∞

ak

= αa.

Also ist α = 0 oder a = 1.
Sei |a| < 1. Dann ist (|a|n)n∈N monoton fallend und beschränkt, also
konvergent. Aus Obigem folgt

lim
n→∞

|a|n = 0.

Lemma II.1.17(3) (S. 32) liefert an−→
n→∞

0.

Sei |a| = 1 und a 6= 1. Angenommen (an)n∈N konvergiert. Dann ist
lim
n→∞

an = 0 und somit lim
n→∞
|a|n = 0 im Widerspruch zu |a|n = 1 für alle

n ∈ N.
Sei |a| > 1. Dann folgt

(
1
a

)n−→
n→∞

0. Also gibt es zu jedem ε > 0 ein

nε ∈ N mit
1

|an|
< ε ∀n ≥ nε.

Also ist (an)n∈N unbeschränkt. Damit folgt die Behauptung aus Satz
II.1.8 (S. 30).
(2) O.E. ist a 6= 0. Setze α = |a| und

xn = nrαn.

Dann gilt

xn > 0 ∀n ∈ N∗

und
xn+1

xn
=

(n+ 1)r

nr
αn+1

αn
= (1 +

1

n
)rα −→

n→∞
α.
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Sei β ∈ (α, 1). Dann gibt es ein n0 ∈ N∗ mit
xn+1

xn
≤ β ∀n ≥ n0,

d.h.
0 < xn+1 ≤ βxn ∀n ≥ n0.

Damit folgt durch Induktion

xn ≤ xn0β
n−n0 ∀n ≥ n0.

Also gilt
|nran| = xn ≤ xn0β

n−n0 −→
n→∞
n≥n0

0.

Hieraus folgt die Behauptung zusammen mit Lemma II.1.17 (S. 32).
(3): Sei ε > 0. Wegen 0 < 1

1+ε
< 1 folgt aus Teil (2):

lim
n→∞

n(
1

1 + ε
)n = 0.

Also gibt es ein n0 ∈ N∗ mit

0 < n(
1

1 + ε
)n < 1 ∀n ≥ n0

⇐⇒ 1 ≤ n < (1 + ε)n ∀n ≥ n0

⇐⇒ 1 ≤ n
√
n < 1 + ε ∀n ≥ n0.

Hieraus folgt die Behauptung mit Satz II.1.19 (S. 34).
(4): Wegen a > 0 gibt es ein n0 ∈ N mit

1

n
< a < n ∀n ≥ n0.

Hieraus folgt
1
n
√
n
< n
√
a < n
√
n ∀n ≥ n0.

Damit folgt die Behauptung aus Teil (3) und Satz II.1.19 (S. 34).
(5): Definiere

en = (1 +
1

n
)n n ∈ N∗.

Aus der Binomischen Formel folgt

en =
n∑
k=0

(
n

k

)
1

nk

= 1 +
n∑
k=1

(
n

k

)
1

nk

= 1 +
n∑
k=1

1

k!

n · (n− 1) · . . . · (n− k + 1)

nk

≤ 1 +
n∑
k=1

1

k!
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≤ 1 +
n∑
k=1

2−(k−1) wegen k! ≥ 2k−1

= 1 +
1− 2−n

1− 1
2

≤ 1 + 2

= 3.

Dies zeigt insbesondere

(∗) en ≤ 1 +
n∑
k=1

1

k!
≤ 3.

Aus der Bernoullischen Ungleichung

(1 + x)n ≥ 1 + nx ∀x > −1

folgt weiter

en
en−1

=

(
n+ 1

n

)n
·
(
n− 1

n

)n−1

=

(
n+ 1

n
· n− 1

n

)n
· n

n− 1

=

(
1− 1

n2

)n
n

n− 1

≥ (1− 1

n
)

n

n− 1
= 1 ∀n ≥ 2.

Also ist (en)n∈N monoton wachsend und durch 2 bzw. 3 nach unten
bzw. oben beschränkt. Hieraus folgt die Behauptung.
(6): Sei

xn =
n∑
k=0

1

k!
.

(xn)n∈N ist monoton wachsend und wegen (∗) nach oben durch 3 be-
schränkt. Mithin existiert

e′ = lim
n→∞

xn.

Weiter folgt aus (∗)
en ≤ xn ∀n ∈ N

und somit wegen Satz II.1.19 (S. 34)

e ≤ e′.

Sei nun m ∈ N beliebig. Für n > m folgt

en =

(
1 +

1

n

)n
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=
n∑
k=0

(
n

k

)
1

nk

>

m∑
k=0

(
n

k

)
1

nk

=
m∑
k=0

1

k!

n · (n− 1) · . . . · (n− k + 1)

nk

=
m∑
k=0

1

k!
1 · (1− 1

n
) · . . . · (1− k − 1

n
)

−→
n→∞

m∑
k=0

1

k!

= xm.

Also gilt

e ≥ xm ∀m ∈ N
und somit

e ≥ e′.

Damit ist die Behauptung bewiesen. �

Der folgende Satz ist das zentrale Ergebnis dieses Abschnitts. Es
geht auf B. Bolzano (1781-1848) und K. Weierstraß (1815-1897)
zurück.

Satz II.2.4 (Satz von Bolzano-Weierstraß). Jede beschränk-
te Folge in K besitzt mindestens einen Häufungspunkt.

Beweis. Sei zunächst K = R und (xk)k∈N eine beschränkte Folge
in R. Wir definieren rekursiv zwei Folgen (An)n∈N und (Bn)n∈N mit
folgenden Eigenschaften:

(1) An ≤ Bn für alle n ∈ N.
(2) Jedes Intervall [An, Bn] enthält unendlich viele Glieder der Fol-

ge (xk)k∈N.
(3) (An)n∈N ist monoton wachsend.
(4) (Bn)n∈N ist monoton fallend.
(5) Bn − An ≤ 2−n(B0 − A0) für alle n ∈ N.

Aus der Beschränktheit von (xk)k∈N folgt die Existenz von A0 und B0.
An und Bn seien konstruiert.
Fall 1: Es gibt unendlich viele k ∈ N mit

xk =
1

2
(An +Bn).

Dann ist c = 1
2
(An + Bn) offensichtlich ein HP von (xk)k∈N und wir

sind fertig.
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Fall 2: Unendlich viele Folgenglieder von (xk)k∈N liegen in [An,
1
2
(An+

Bn)]. Dann setzen wir

An+1 = An

Bn+1 =
1

2
(An +Bn).

Fall 3: Unendlich viele Folgenglieder von (xk)k∈N liegen in (1
2
(An +

Bn), Bn]. Dann setzen wir

An+1 =
1

2
(An +Bn)

Bn+1 = Bn.

Wegen der Eigenschaften (1), (3) und (4) und Satz II.2.2 sind die Folgen
(An)n∈N und (Bn)n∈N konvergent. Wegen der Eigenschaft (5) stimmen
ihre Grenzwerte überein. Sei also

c = lim
n→∞

An.

Wir müssen noch zeigen, dass c HP der Folge (xk)k∈N ist. Sei dazu
ε > 0 beliebig. Dann gibt es ein nε1 ∈ N und ein nε2 ∈ N mit

c− ε < An ≤ c ∀n ≥ nε1
c ≤ Bn < c+ ε ∀n ≥ nε2 .

Setze nε = max{nε1 , nε2}. Konstruktionsgemäß gibt es unendlich viele
k mit

c− ε < Anε ≤ xk ≤ Bnε < c+ ε.

Also ist c HP von (xk)k∈N.
Sei nun K = C und (xk)k∈N eine beschränkte Folge in C. Definiere für
k ∈ N

uk = Re xk

vk = Im xk

wegen

|Re z| ≤ |z|, | Im z| ≤ |z| ∀z ∈ C
sind (uk)k∈N und (vk)k∈N beschränkte Folgen in R. Gemäß Obigem gibt
es ein a ∈ R und eine Teilfolge (ukl)l∈N von (uk)k∈N, die gegen a kon-
vergiert. Dann gibt es aber auch eine Teilfolge (vklm )m∈N von (vkl)l∈N
und ein b ∈ R mit

b = lim
m→∞

vklm .

Wegen

|z| ≤ |Re z|+ | Im z|
folgt

lim
m→∞

xklm = a+ ib.

Damit ist die Behauptung bewiesen. �



II.2. VOLLSTÄNDIGKEIT 41

Der folgende, für praktische Anwendungen äußerst wichtige Begriff
geht auf A.L. Cauchy (1789-1857) zurück.

Definition II.2.5. Eine Folge (xk)k∈N heißt Cauchyfolge, kurz
CF, falls es zu jedem ε > 0 ein nε ∈ N gibt mit

|xn − xm| < ε ∀n,m ≥ nε.

Satz II.2.6. Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge.

Beweis. Sei ε > 0. Dann gibt es ein nε ∈ N mit

|xn − a| <
ε

2
∀n ≥ nε,

wobei a = lim
n→∞

xn ist. Für n,m ≥ nε folgt

|xn − xm| ≤ |xn − a|+ |xm − a| < ε.

�

Satz II.2.7. Jede Cauchyfolge ist beschränkt.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es ein n1 ∈ N mit

|xn − xm| < 1 ∀n,m ≥ n1.

Definiere
c = max{|xn|+ 1 : n ≤ n1}.

Für n ≤ n1 gilt trivialerweise

|xn| ≤ c.

Für n ≥ n1 folgt

|xn| ≤ |xn1|+ |xn − xn1|
< |xn1|+ 1

≤ c.

�

Satz II.2.8. Jede Cauchyfolge in K ist konvergent.

Beweis. Aus Satz II.2.4 und Satz II.2.7 folgt, dass die Cauchyfolge
(xk)k∈N einen HP a hat. Sei ε > 0. Dann gibt es ein nε ∈ N mit

|xn − xm| <
ε

2
∀n,m ≥ nε.

Außerdem gibt es ein kε ≥ nε mit

|xkε − a| <
ε

2
.

Damit folgt

|xn − a| ≤ |xkε − a|+ |xn − xkε| < ε ∀n ≥ nε.

�
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Bemerkung II.2.9. Die Aussage von Satz II.2.8 ist in Q i. a. falsch.
Um dies einzusehen, erinnern wir an die beiden Folgen (an)n∈N ⊂ Q
und (bn)n∈N ⊂ Q, die wir zu Beginn von Paragraph I.4 konstruiert
haben. (an)n∈N war monoton wachsend, (bn)n∈N war monoton fallend,
es galt

|an − bn| ≤ 2−n ∀n ∈ N
und

lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn =
√

2 6∈ Q.

Wegen Satz II.2.6 sind (an)n∈N und (bn)n∈N zwei Cauchyfolgen in Q,
die in Q nicht konvergieren. Man sagt auch, Q ist nicht vollständig.
Wir haben die reellen Zahlen als ordnungsvollständige Erweiterung
von Q konstruiert. Aus der Ordnungsvollständigkeit von R folgt dann
die Vollständigkeit, d.h. die Konvergenz von Cauchyfolgen. Man kann
R äquivalent auch als Vervollständigung von Q, d.h. als Obermenge,
in der alle Cauchyfolgen konvergieren, konstruieren. Die Ordnungs-
vollständigkeit folgt dann aus der Vollständigkeit. Schematisch können
wir diesen Sachverhalt wie folgt darstellen:

≤ K1 ordnungsvollständige Erweiterung
↗ ↓∼=

Q R
↘ ↑∼=
CF K2 vollständige Erweiterung

II.3. Uneigentliche Konvergenz

Wir erinnern an Definition I.4.9 (S. 20), in der wir zwei Symbole
+∞ und −∞ eingeführt haben mit

−∞ < x < +∞ ∀x ∈ R.

Definition II.3.1. Wir definieren R = R∪{−∞,+∞} und setzen
Addition und Multiplikation auf R wie folgt fort:

x+∞ = +∞ ∀x > −∞
x−∞ = −∞ ∀x < +∞

x · (+∞) =

{
+∞ falls x > 0

−∞ falls x < 0

x · (−∞) = −(x · (+∞))

0 · ∞ = 0
x

+∞
=

x

−∞
= 0 ∀x ∈ R

x

0
=

{
+∞ falls x > 0

−∞ falls x < 0.

Aus Definition I.4.9 (S. 20) folgt:
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Bemerkung II.3.2. Jede Teilmenge von R hat ein Infimum und
Supremum in R.

Definition II.3.3. Sei (xn)n∈N eine Folge in R. Wir sagen, dass
xn gegen +∞ bzw. gegen −∞ konvergiert, wenn es zu jedem
R ∈ R+ ein nR ∈ N gibt mit

xn > R ∀n ≥ nR

bzw.

xn < −R ∀n ≥ nR.

Beispiel II.3.4. (1) lim
n→∞

n = +∞
(2) lim

n→∞
(−n) = −∞

(3) Die Folge ((−1)nn)n∈N konvergiert nicht in R. Sie hat die beiden
HP +∞ und −∞.

Satz II.3.5. Sei (xn)n∈N eine Folge in R. Dann gilt:

xn −→
n→∞

+∞ oder xn −→
n→∞

−∞ =⇒ 1

xn
−→
n→∞

0.(1)

xn −→
n→∞

0 und xn > 0 für fast alle n =⇒ 1

xn
−→
n→∞

+∞.(2)

xn −→
n→∞

0 und xn < 0 für fast alle n =⇒ 1

xn
−→
n→∞

−∞.

Beweis. (1) Es gelte xn −→
n→∞

+∞. Sei ε > 0 beliebig. Dann gibt es

ein nε ∈ N mit

xn >
1

ε
∀n ≥ nε.

Dann folgt xn > 0 für alle n ≥ nε und

1

xn
< ε ∀n ≥ nε.

Also ist lim
n→∞

1

xn
= 0. Der Fall xn −→

n→∞
−∞ wird analog behandelt.

(2) Es gelte xn −→
n→∞

0 und xn > 0 für fast alle n ∈ N. Dann gibt es ein

n0 ∈ N mit
xn > 0 ∀n ≥ n0.

Sei R ∈ R∗ beliebig. Dann gibt es ein nε ∈ N mit

|xn| <
1

R
∀n ≥ nε.

Setze nR = max{n0, nε}. Dann gilt

1

xn
> R ∀n ≥ nR.

Der Fall xn < 0 für fast alle n wird analog behandelt. �
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Satz II.3.6. Jede monoton wachsende bzw. monoton fallende Folge
(xn)n∈N in R konvergiert in R und es gilt

lim
n→∞

xn = sup{xn : n ∈ N}

bzw.

lim
n→∞

xn = inf{xn : n ∈ N}.

Beweis. Wir betrachten nur monoton wachsende Folgen. Der Be-
weis für monoton fallende Folgen ist völlig analog.
Fall 1 xn = −∞ ∀n ∈ N: Dann ist natürlich

−∞ = lim
n→∞

xn und −∞ = sup{xn : n ∈ N}.

Fall 2 ∃ n0 ∈ N mit xn0 > −∞: Es reicht, die Folge (xn)n≥n0 zu
betrachten.
Angenommen (xn)n≥n0 ist beschränkt in R. Dann folgt die Behauptung
aus Satz II.2.2 (S. 35).
Angenommen (xn)n≥n0 ist nicht beschränkt in R. Sei R ∈ R∗. Dann
gibt es ein nR ≥ n0 mit

xnR > R.

Da (xn)n∈N monoton wachsend ist, folgt

xn > R ∀n ≥ nR.

Damit ist die Behauptung bewiesen. �

Sei nun (xn)n∈N eine Folge in R. Definiere für n ∈ N
yn = sup{xk : k ≥ n} ∈ R
zn = inf{xk : k ≥ n} ∈ R.

Dann ist (yn)n∈N eine monoton fallende Folge in R und (zn)n∈N eine
monoton wachsende Folge in R. Gemäß Satz II.3.6 sind daher beide
Folgen in R konvergent. Mithin ist die folgende Definition sinnvoll.

Definition II.3.7. Sei (xn)n∈N eine Folge in R. Dann ist

lim sup
n→∞

xn = lim
n→∞

sup{xk : k ≥ n} (Limes superior)

lim inf
n→∞

xn = lim
n→∞

inf{xk : k ≥ n} (Limes inferior).

Bemerkung II.3.8. Wegen

sup{xk : k ≥ n} ≥ inf{xk : k ≥ n} ∀n ∈ N
gilt stets

lim sup
n→∞

xn ≥ lim inf
n→∞

xn.

Satz II.3.9. Sei (xn)n∈N eine Folge in R. Dann ist lim sup
n→∞

xn bzw.

lim inf
n→∞

xn der größte bzw. kleinste HP der Folge in R.



II.3. UNEIGENTLICHE KONVERGENZ 45

Beweis. Wir beweisen die Behauptung nur für den Limes superior.
Der Beweis für den Limes inferior verläuft analog. Sei x = lim sup

n→∞
xn

und yn = sup{xk : k ≥ n} für alle n ∈ N.
Fall 1 x = +∞: Da (yn)n∈N monoton fallend ist, folgt

yn = +∞ ∀n ∈ N

und somit

∀R > 0 ∀n ∈ N ∃ kn ≥ n : xkn > R.

Also ist +∞ HP von (xn)n∈N. Für jeden anderen HP z gilt trivialerweise
z ≤ x.
Fall 2 x ∈ R: Sei ε > 0. Da (yn)n∈N monoton fallend ist, folgt

∃ nε ∈ N ∀n ≥ nε : yn < x+ ε

=⇒Anz{k ∈ N : xk ≥ x+ ε} <∞.

Also gilt für jeden HP z von (xn)n∈N

z < x+ ε.

Da ε beliebig ist, gilt für jeden HP z von (xn)n∈N

z ≤ x.

Weiter gilt

∀ε > 0 ∃ nε ∈ N ∀n ≥ nε : x ≤ yn < x+ ε

=⇒∀ε > 0 ∀n ∈ N ∃ k ≥ n : x− ε ≤ xk < x+ ε.

Also ist x auch HP von (xn)n∈N.
Fall 3 x = −∞: Sei R ∈ R+. Dann folgt

∃ nR ∈ N ∀n ≥ nR : yn < −R
=⇒ Anz{k ∈ N : xk ≥ −R} <∞.

Da R beliebig ist, folgt wieder, dass für jeden HP z von (xn)n∈N gilt

z = −∞.

Außerdem folgt

∀R ∈ R+ ∃ nR ∈ N ∀n ≥ nR : yn < −R
=⇒∀R ∈ R+ ∀n ∈ N ∃ k ≥ n : xk < −R

Also ist −∞ auch ein HP der Folge (xn)n∈N. �

Beispiel II.3.10. xn = (−1)n n
n+1

. Dann ist

lim sup
n→∞

xn = 1 , lim inf
n→∞

xn = −1.
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Satz II.3.11. Sei (xn)n∈N eine Folge in R. Dann sind folgende Aus-
sagen äquivalent:

xn −→
n→∞

a ∈ R(1)

lim sup
n→∞

xn ≤a ≤ lim inf
n→∞

xn.(2)

Beweis. (1) =⇒ (2): Folgt aus Satz II.3.9, da a einziger HP von
(xn)n∈N ist.
(2) =⇒ (1): Aus Bemerkung II.3.8 folgt

lim sup
n→∞

xn = lim inf
n→∞

xn = a ∈ R.

Wegen Satz II.3.9 ist a der einzige HP. Hieraus folgt

∀ε > 0 : Anz{n ∈ N : xn < a− ε} <∞
∀ε > 0 : Anz{n ∈ N : xn > a+ ε} <∞.

Also ist a = lim
n→∞

xn. �

II.4. Reihen

Definition II.4.1. Sei (xn)n∈N eine Folge in K. Wir definieren die
n-te Partialsumme sn durch

sn =
n∑
k=0

xk.

Die Folge (sn)n∈N heißt Reihe und wird zur Abkürzung mit dem Sym-
bol ∑

xn

bezeichnet. Die Reihe heißt konvergent bzw. divergent, wenn die
Folge (sn)n∈N konvergent bzw. divergent ist. Falls sn −→

n→∞
s ∈ R gilt,

schreiben wir kurz

s =
∞∑
n=0

xn.

Beispiel II.4.2. (1)
∑ 1

n!
ist konvergent, e =

∞∑
n=0

1

n!
.

(2)
∑
n≥1

1

n2
ist konvergent.

(3) Die harmonische Reihe
∑
n≥1

1

n
ist divergent.

(4) Die geometrische Reihe
∑

an ist genau dann konvergent, wenn

gilt |a| < 1. In diesem Fall ist
∞∑
n=0

an =
1

1− a
.
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Beweis. ad (1): Beispiel II.2.3(6) (S. 35).

ad (2): (sn)n∈N mit sn =
n∑
k=1

1

k2
ist monoton wachsend. Weiter gilt für

n ≥ 2

sn = 1 +
n∑
k=2

1

k2

≤ 1 +
n∑
k=2

1

k(k − 1)

= 1 +
n∑
k=2

(
1

k − 1
− 1

k
)

= 1 +
n−1∑
l=1

1

l
−

n∑
k=2

1

k

= 1 + 1− 1

n
≤ 2.

Damit folgt die Behauptung aus Satz II.2.2 (S. 35).
ad (3): Sei n ∈ N∗. Dann gilt

s2n − sn =
2n∑

k=n+1

1

k

≥
2n∑

k=n+1

1

2n

=
1

2
.

Also ist (sn)n∈N keine Cauchyfolge und die Behauptung folgt aus Satz
II.2.6 (S. 41).
ad (4): Für a = 1 ist

n∑
k=0

ak = n+ 1.

Für a 6= 1 ist gemäß Satz I.1.16 (S. 12)

n∑
k=0

ak =
1− an+1

1− a
.

Damit folgt die Behauptung aus Beispiel II.2.3(1) (S. 35). �

Satz II.4.3. Ist die Reihe
∑
xn konvergent, so ist (xn)n∈N eine

Nullfolge.
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Beweis. Ist
∑
xn konvergent, so ist definitionsgemäß (sn)n∈N kon-

vergent und damit eine Cauchyfolge. Daher gilt

∀ε > 0 ∃ nε ∈ N ∀n ≥ nε : |xn| = |sn − sn−1| < ε.

Hieraus folgt die Behauptung. �

Bemerkung II.4.4. Beispiel II.4.2 (3) zeigt, dass die Umkehrung
von Satz II.4.3 i. a. falsch ist.

Aus Definition II.4.1 und Satz II.1.18 (S. 32) folgen unmittelbar
folgende Rechenregeln für Reihen.

Satz II.4.5. Seien
∑
xn und

∑
yn zwei konvergente Reihen und

α ∈ K. Dann gilt:

(1)
∑

(αxn) ist konvergent und
∞∑
n=0

(αxn) = α
∞∑
n=0

xn.

(2)
∑

(xn + yn) ist konvergent und

∞∑
n=0

(xn + yn) =
∞∑
n=0

xn +
∞∑
n=0

yn.

Als nächstes geben wir einige Konvergenzkriterien für Reihen an.

Satz II.4.6 (Cauchykriterium).
∑
xn ist genau dann konver-

gent, wenn es zu jedem ε > 0 ein nε ∈ N gibt mit

|
n∑

k=m+1

xk| < ε ∀n > m ≥ nε.

Beweis. Die Behauptung folgt wegen

|sn − sm| = |
n∑

k=m+1

xk|

aus den Sätzen II.2.6 (S. 41) und II.2.8 (S. 41). �

Satz II.4.7. Sei
∑
xn eine Reihe in R mit xn ≥ 0 für alle n ∈ N.

Dann ist die Reihe genau dann konvergent, wenn die Folge der Parti-
alsummen beschränkt ist.

Beweis. Wegen xn ≥ 0 für alle n ∈ N ist (sn)n∈N monoton wach-
send. Damit folgt die Behauptung aus den Sätzen II.1.8 (S. 30) und
II.2.2 (S. 35). �

Satz II.4.8 (Leibnizkriterium). Sei (xn)n∈N eine monoton fal-
lende Folge in R mit xn ≥ 0 für alle n ∈ N. Dann ist die Reihe∑

(−1)nxn genau dann konvergent, wenn (xn)n∈N eine Nullfolge ist.
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Beweis. Die Notwendigkeit folgt aus Satz II.4.3. Sei also (xn)n∈N
eine monoton fallende Nullfolge mit nicht negativen Gliedern. Dann
folgt für n ∈ N

s2n+2 − s2n = x2n+2 − x2n+1 ≤ 0

s2n+3 − s2n+1 = −x2n+3 + x2n+2 ≥ 0.

Also sind (s2n)n∈N und (s2n+1)n∈N monoton fallende bzw. monoton
wachsende Folgen. Weiter gilt

s2n+1 − s2n = −x2n+1 ≤ 0 ∀n ∈ N.
Also sind (s2n)n∈N durch s1 nach unten und (s2n+1)n∈N durch s0 nach
oben beschränkt. Gemäß Satz II.2.2 (S. 35) sind sie konvergent. Sei

s = lim
n→∞

s2n , t = lim
n→∞

s2n+1.

Dann folgt aus Satz II.1.18 (S. 32)

s− t = lim
n→∞

(s2n − s2n+1) = lim
n→∞

x2n+1 = 0.

Sei nun ε > 0 beliebig. Dann gibt es ein n1 ∈ N und ein n2 ∈ N mit

|s2n − s| < ε ∀n ≥ n1.

und
|s2n+1 − s| < ε ∀n ≥ n2.

Sei nε = max{2n1, 2n2 + 1}. Dann folgt für n ≥ nε

|sn − s| < ε.

�

Beispiel II.4.9 (alternierende harmonische Reihe).
∞∑
n=1

(−1)n+1 1

n
= 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ . . . = log 2(1)

∞∑
n=0

(−1)n
1

2n+ 1
= 1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+ . . . =

π

4
.(2)

II.5. Absolute Konvergenz

Definition II.5.1. Eine Reihe
∑
xn heißt absolut konvergent,

wenn die Reihe
∑
|xn| konvergent ist. Eine konvergente Reihe, die nicht

absolut konvergent ist, heißt bedingt konvergent.

Satz II.5.2. Eine absolut konvergente Reihe ist stets konvergent.

Beweis. Sei
∑
xn absolut konvergent und ε > 0. Gemäß Satz II.4.6

(S. 48) gibt es ein nε ∈ N mit
n∑

k=m+1

|xk| < ε ∀n > m ≥ nε
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=⇒|
n∑

k=m+1

xk| ≤
n∑

k=m+1

|xk| < ε ∀n > m ≥ nε.

Also ist
∑
xn gemäß Satz II.4.6 (S. 48) konvergent. �

Bemerkung II.5.3. Die Umkehrung von Satz II.5.2 ist i. a. falsch.
Die alternierende harmonische Reihe ist nur bedingt konvergent.

Als nächstes geben wir einige wichtige Kriterien für die absolute
Konvergenz von Reihen an.

Satz II.5.4 (Majorantenkriterium). Sei (αn)n∈N eine Folge in
R+, derart dass

∑
αn konvergiert. Es gebe ein n0 ∈ N mit

|xn| ≤ αn ∀n ≥ n0.

Dann ist
∑
xn absolut konvergent.

Beweis. (
n∑
k=0

|xk|)n∈N ist monoton wachsend und durch

n0−1∑
k=0

|xk|+

∞∑
k=0

αk nach oben beschränkt. Damit folgt die Behauptung aus Satz

II.4.7 (S. 48). �

Beispiel II.5.5. Sei k ≥ 2 fest. Wegen Beispiel II.4.2(2) (S. 46)

und Satz II.5.4 ist
∑
n≥1

1

nk
absolut konvergent.

Satz II.5.6 (Wurzelkriterium). Sei

α = lim sup
n→∞

n
√
|xn|.

Dann gilt:

(1) Falls α < 1 ist, ist
∑
xn absolut konvergent.

(2) Falls α > 1 ist, ist
∑
xn divergent.

(3) Für α = 1 ist keine Aussage möglich.

Beweis. ad (1): Sei α < 1 und q ∈ (α, 1). Wegen Satz II.3.9 (S.
44) gibt es ein nq ∈ N mit

n
√
|xn| ≤ q ∀n ≥ nq

=⇒|xn| ≤ qn ∀n ≥ nq.

Also ist die geometrische Reihe mit a = q eine konvergente Majorante.
ad (2): Sei α > 1. Dann folgt

Anz{n ∈ N : n
√
|xn| ≥ 1} =∞

=⇒ Anz{n ∈ N : |xn| ≥ 1} =∞.



II.5. ABSOLUTE KONVERGENZ 51

Also ist (xn)n∈N keine Nullfolge. Damit folgt die Behauptung aus Satz
II.4.3 (S. 47).
ad (3):

∑
1
n2 ist absolut konvergent und

lim
n→∞

n

√
1

n2
=
(

lim
n→∞

n
√
n
)−2

= 1.∑
1
n

ist divergent und

lim
n→∞

n

√
1

n
=
(

lim
n→∞

n
√
n
)−1

= 1.

�

Satz II.5.7 (Quotientenkriterium). Es gebe ein k0 ∈ N mit
xn 6= 0 für alle n ≥ k0.

(1) Gilt

lim sup
n→∞
n≥k0

|xn+1

xn
| < 1,

so ist
∑
xn absolut konvergent.

(2) Gibt es ein k1 ≥ k0 mit

|xn+1

xn
| ≥ 1 ∀n ≥ k1,

so ist
∑
xn divergent.

Beweis. ad (1): Wegen Satz II.3.9 (S. 44) gibt es ein q ∈ (0, 1)
und ein nq ≥ k0 mit

|xn+1

xn
| ≤ q ∀n ≥ nq.

Durch Induktion folgt

|xn| ≤ |xnq |qn−nq =
|xnq |
qnq

qn ∀n ≥ nq.

Also ist
∑
cqn mit c =

|xnq |
qnq

eine konvergente Majorante.

ad (2): Für n ≥ k1 folgt

|xn| ≥ |xk1| > 0.

Also ist (xn)n∈N keine Nullfolge. �

Beispiel II.5.8. (1)
∑

n2

2n
ist absolut konvergent.

(2)
∑

(1
2
)n+(−1)n ist absolut konvergent.

(3)
∑

zn

n!
ist für jedes z ∈ C absolut konvergent. Die Funktion exp :

C→ C, die jedem z ∈ C die Zahl
∞∑
n=0

zn

n!
zuordnet, heißt Exponenti-

alfunktion. Es gilt exp(R) ⊂ R.
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Beweis. ad (1):

|xn+1

xn
| = (n+ 1)2

2n+1

2n

n2
=

1

2
(
n+ 1

n
)2 −→

n→∞

1

2
.

ad (2):

|xn+1

xn
| = 2−(n+1)−(−1)n+1+n+(−1)n

= 2−1+2(−1)n

=

{
2, falls n gerade
1
8
, falls n ungerade

Daher ist das Quotientenkriterium nicht anwendbar. Wegen

n
√
|xn| = 2−1− 1

n
(−1)n

=

{
1
2
n

√
1
2
, falls n gerade

1
2
n
√

2, falls n ungerade

folgt aber lim supn→∞
n
√
|xn| < 1, so dass das Wurzelkriterium die be-

hauptete Konvergenz liefert.
ad (3): Sei o.E. z 6= 0. Dann folgt

|xn+1

xn
| = |z|n+1

(n+ 1)!

n!

|z|n
=
|z|
n+ 1

−→
n→∞

0.

�

Definition II.5.9. Sei σ : N→ N eine bijektive Abbildung. Dann
heißt

∑
xσ(n) eine Umordnung von

∑
xn.

Beispiel II.5.10. Betrachte die alternierende harmonische Reihe

s =
∞∑
n=1

(−1)n+1 1

n

und die Umordnung σ : N∗ → N∗ definiert durch

σ(n) =


2m+ 1 falls n = 3m+ 1,m ≥ 0,

4m+ 2 fals n = 3m+ 2,m ≥ 0,

4m falls n = 3m,m ≥ 1.

Dann folgt

∞∑
n=1

xσ(n) = 1− 1

2
− 1

4
+

1

3
− 1

6
− 1

8
+

1

5
− 1

10
− 1

12
+

1

7
. . .

= (1− 1

2
)− 1

4
+ (

1

3
− 1

6
)− 1

8
+ (

1

5
− 1

10
)− 1

12
+ . . .
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=
1

2
− 1

4
+

1

6
− 1

8
+

1

10
− 1

12
+ . . .

=
1

2
s.

Also ist die Addition bei unendlich vielen Summanden i.a. nicht kom-
mutativ.

Satz II.5.11. Die Reihe
∑
xn sei absolut konvergent. Dann ist jede

Umordnung auch absolut konvergent und es gilt
∞∑
n=0

xn =
∞∑
n=0

xσ(n) ∀σ : N→ N bijektiv.

Beweis. Sei σ : N→ N eine beliebige bijektive Abbildung und im
Folgenden fest. Sei ε > 0. Dann gibt es ein nε ∈ N mit

n∑
k=m+1

|xk| < ε ∀n > m ≥ nε.

Sei

rε = max{k : σ(k) ≤ nε}.
Dann gilt

Nnε ⊂ σ(Nrε).

Für r ≥ rε und n ≥ nε folgt daher mit N = max{r, σ(0), . . . , σ(r)}

|
r∑

k=0

xσ(k) −
n∑
k=0

xk| ≤
N∑

k=nε+1

|xk| < ε.

Also gilt für r ≥ rε

|
r∑

k=0

xσ(k) −
∞∑
k=0

xk| < ε.

Mithin konvergiert
∑
xσ(n) und

∞∑
k=0

xσ(n) =
∞∑
n=0

xn.

Analog folgt für r ≥ rε und n ≥ nε

|
r∑

k=0

|xσ(k)| −
n∑
k=0

|xk|| ≤
N∑

k=nε+1

|xk| < ε

und somit

|
r∑

k=0

|xσ(k)| −
∞∑
k=0

|xk|| < ε.

Also ist
∑
xσ(n) auch absolut konvergent. �
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Bemerkung II.5.12 (Satz von Riemann). Sei
∑
xn bedingt

konvergent in R und z ∈ R beliebig. Man kann zeigen, dass es dann
eine Umordnung von

∑
xn gibt mit

∞∑
n=0

xσ(n) = z.

Als nächstes wenden wir uns dem Problem zu, das Produkt zweier
konvergenter Reihen zu berechnen. Für die Partialsummen erhalten wir

(
n∑
k=0

xk) · (
n∑
l=0

yl) =
n∑
k=0

n∑
l=0

(xkyl)

=
2n∑
m=0

(
∑

0≤k,l≤n
k+l=m

xkyl)(∗)

=
n∑

m=0

(
m∑
k=0

xkym−k) +
2n∑

m=n+1

(
∑

0≤k,l≤n
k+l=m

xkyl).

Formal erhalten wir somit

(
∑

xn) · (
∑

yk) =
∑

zn

mit

zn =
∑

0≤k,l≤n
k+l=n

xkyl =
n∑
k=0

xkyn−k =
n∑
k=0

xn−kyk.

Der Ausdruck zn heißt Cauchyprodukt.
Der folgende Satz präzisiert unsere formale Argumentation.

Satz II.5.13. Die Reihen
∑
xn und

∑
yn seien absolut konvergent.

Dann ist die Reihe
∑
zn mit

zn =
n∑
k=0

xkyn−k

ebenfalls absolut konvergent und es gilt

(
∞∑
n=0

xn) · (
∞∑
n=0

yn) =
∞∑
n=0

zn.

Beweis. Durch Anwenden von (∗) auf
∑
|xn| und

∑
|yn| erhalten

wir
n∑

m=0

|zm| ≤
n∑

m=0

∑
0≤k,l≤n
k+l=m

|xk||yl|

≤ (
n∑
k=0

|xk|) · (
n∑
l=0

|yl|)
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≤ (
∞∑
k=0

|xk|) · (
∞∑
l=0

|yl|).

Hieraus und aus Satz II.2.2 (S. 35) folgt die absolute Konvergenz von∑
zn.

Sei

a =
∞∑
k=0

|xk| , b =
∞∑
k=0

|yk|.

O.E. ist a > 0 und b > 0. Sei ε > 0. Dann gibt es ein n1 ∈ N und ein
n2 ∈ N mit

n∑
k=m+1

|xk| <
ε

2b
∀n > m ≥ n1

und

n∑
k=m+1

|yk| <
ε

2a
∀n > m ≥ n2.

Setze nε = max{n1, n2}+ 1. Dann folgt für n ≥ 2nε

|
n∑
k=0

zk − (
n∑
k=0

xk) · (
n∑
k=0

yk)|

=|
2n∑

m=n+1

(
∑

0≤k,l≤n
k+l=m

xkyl)| wegen (∗)

≤
2n∑

m=n+1

∑
0≤k,l≤n
k+l=m

|xk||yl|

≤
2n∑

m=n+1

n∑
k=0

|xk||ym−k|

=
n∑
k=0

|xk|(
2n−k∑

l=n+1−k

|yl|)

≤
nε∑
k=0

|xk|(
2n∑

l=nε+1

|yl|) +
n∑

k=nε+1

|xk|(
2n−k∑

l=n+1−k

|yl|)

≤a ·
2n∑

l=n2+1

|yl|+ b ·
2n∑

k=n1+1

|xk|

<ε.
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Also ist (
n∑
k=0

zk − (
n∑
k=0

xk) · (
n∑
k=0

yk)

)
n∈N

eine Nullfolge. Damit folgt die Behauptung aus Lemma II.1.17 (S. 32)
und Satz II.1.18 (S. 32). �

Bemerkung II.5.14. (1) Wenn die Reihen
∑
xn und

∑
yn nur

bedingt konvergent sind, ist Satz II.5.13 i. a. falsch. Um dies einzusehen,
betrachte

xn = yn =
(−1)n√

n
∀n ∈ N∗.

Wegen Satz II.4.8 (S. 48) ist
∑ (−1)n√

n
konvergent. Wegen

1√
n
≥ 1

n
∀n ∈ N∗

und Beispiel II.4.2(3) (S. 46) ist
∑ (−1)n√

n
nur bedingt konvergent. Für

dieses Beispiel ist

|zn| =|
n−1∑
k=1

(−1)k√
k

(−1)n−k√
n− k

|

=
n−1∑
k=1

1√
k(n− k)

≥
n−1∑
k=1

2

k + n− k
wegen

√
ab ≤ a+ b

2

=2
n− 1

n
≥1 ∀n ≥ 2.

Also ist
∑
zn nicht konvergent.

(2) Man kann zeigen, dass Satz II.5.13 gültig bleibt, wenn eine der
Reihen absolut und die andere bedingt konvergent ist.

Beispiel II.5.15. Für die Exponentialfunktion aus Beispiel II.5.8
(3) gilt

ez1+z2 = exp(z1 + z2)

= exp(z1) exp(z2)

= ez1ez2 ∀z1, z2 ∈ C

Insbesondere gilt

e−z =
1

ez
∀z ∈ C.
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Beweis. Aus Satz II.5.13 und der Binomischen Formel folgt

ez1 · ez2 =

(
∞∑
n=0

zn1
n!

)
·

(
∞∑
n=0

zn2
n!

)

=
∞∑
n=0

{
n∑
k=0

zk1
k!

zn−k2

(n− k)!

}

=
∞∑
n=0

1

n!

{
n∑
k=0

(
n

k

)
zk1z

n−k
2

}
= ez1+z2 .

Insbesondere gilt für jedes z ∈ C

1 = e0 = ez−z = ez · e−z.
Also ist ez 6= 0 für alle z ∈ C und

e−z =
1

ez
.

�

II.6. Potenzreihen

Definition II.6.1. Sei (an)n∈N eine Folge in K und z0 ∈ K. Dann
heißt die Reihe

∑
an(z − z0)

n mit z ∈ K eine Potenzreihe mit Ko-
effizienten an und Entwicklungspunkt z0.

Beispiel II.6.2. (1)
∑

zn

n!
; an = 1

n!
, z0 = 0. Die Potenzreihe kon-

vergiert für alle z ∈ C absolut.
(2)

∑
zn; an = 1 ,z0 = 0. Die Potenzreihe konvergiert für alle z ∈ C

mit |z| < 1 absolut.
(3)

∑
n!zn; an = n!, z0 = 0. Wegen

|(n+ 1)!zn+1

n!zn
| = (n+ 1)|z| −→

n→∞
∞ ∀z 6= 0

konvergiert die Potenzreihe nur für z = 0.

Satz II.6.3. Sei
∑
an(z − z0)

n eine Potenzreihe und

ρ =
1

lim sup
n→∞

n
√
|an|
∈ [0,∞].

Dann gilt:

(1) Die Potenzreihe konvergiert absolut für alle z ∈ K mit |z −
z0| < ρ.

(2) Die Potenzreihe divergiert für alle z ∈ K mit |z − z0| > ρ.

Die Zahl ρ heißt Konvergenzradius der Potenzreihe; die Menge
{z ∈ K : |z − z0| < ρ} heißt Konvergenzkreis der Potenzreihe.
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Beweis. Wegen

lim sup
n→∞

n
√
|an||z − z0|n

=|z − z0| lim sup
n→∞

n
√
|an|

=
|z − z0|

ρ

folgt die Behauptung aus Satz II.5.6 (S. 50). �

Satz II.6.4. Sei
∑
an(z − z0)

n eine Potenzreihe und es existiere

lim
n→∞

|an|
|an+1|

in R. Dann gilt für den Konvergenzradius der Potenzreihe

ρ = lim
n→∞

|an|
|an+1|

.

Beweis. Sei α = lim
n→∞

|an|
|an+1|

. Dann folgt

|an+1(z − z0)
n+1

an(z − z0)n
| = |an+1|

|an|
|z − z0| −→

n→∞

|z − z0|
α

.

Damit folgt die Behauptung aus Satz II.5.7 (S. 51). �

Beispiel II.6.5.∑ zn

n!
(1)

=⇒ |an|
|an+1|

=
(n+ 1)!

n!
= n+ 1 −→

n→∞
∞

=⇒ρ =∞.∑
nmzn m ∈ N fest(2)

=⇒ |an|
|an+1|

=
nm

(n+ 1)m
= (

n

n+ 1
)m −→

n→∞
1

=⇒ρ = 1.∑ zn
2

n!
(3)

=⇒an =

{
1
j!

n = j2

0 sonst

=⇒ lim sup
n→∞

n
√
|an| = lim sup

j→∞
(
1

j!
)1/j2

1 ≤ j! ≤ jj =⇒ 1

jj
≤ 1

j!
≤ 1

=⇒1 ≥ lim sup
j→∞

(
1

j!
)1/j2 ≥ lim sup

j→∞
((

1

jj
)1/j)1/j = lim sup

j→∞

1
j
√
j

= 1
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=⇒ρ = 1.

Bemerkung II.6.6. Über das Konvergenzverhalten einer Potenz-
reihe auf dem Rand ihres Konvergenzkreises kann keine allgemeine Aus-
sage getroffen werden:

(1)
∑
zn =⇒ ρ = 1 und Divergenz für alle z mit |z| = 1.

(2)
∑

zn

n
=⇒ ρ = 1 und Konvergenz für z = −1 und Divergenz

für z = 1.
(3)

∑
zn

n2 =⇒ ρ = 1 und absolute Konvergenz für alle z mit |z| =
1.

Die folgenden Rechenregeln sind eine unmittelbare Konsequenz der
Sätze II.4.5 (S. 48) und II.5.13 (S. 54).

Satz II.6.7. Seien α ∈ K und
∑
an(z−z0)

n und
∑
bn(z−z0)

n zwei
Potenzreihen mit gleichem Entwicklungspunkt z0 und Konvergenzradien
ρ1 und ρ2. Dann gilt:

∞∑
n=0

αan(z − z0)
n(1)

=α
∞∑
n=0

an(z − z0)
n ∀|z − z0| < ρ1

∞∑
n=0

(an + bn)(z − z0)
n(2)

=
∞∑
n=0

an(z − z0)
n +

∞∑
n=0

bn(z − z0)
n ∀|z − z0| < min{ρ1, ρ2}

∞∑
n=0

(
n∑
k=0

akbn−k)(z − z0)
n(3)

=(
∞∑
n=0

an(z − z0)
n)(

∞∑
n=0

bn(z − z0)
n) ∀|z − z0| < min{ρ1, ρ2}.

Sei
∑
an(z − z0)

n eine Potenzreihe mit Konvergenzradius ρ > 0.
Dann wird durch

z 7→ f(z) =
∞∑
n=0

an(z − z0)
n

eine Funktion {z ∈ K : |z − z0| < ρ} → K definiert. Die Potenzreihe
stellt die Funktion f auf dem Konvergenzkreis dar.
Die Funktion

f(z) =
1

1− z
ist auf C\{1} definiert. Auf {z ∈ C : |z| < 1} wird sie durch die Po-
tenzreihe

∑
zn dargestellt.
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Darstellungen von Funktionen als Potenzreihen werden in späteren Ab-
schnitten eine wichtige Rolle spielen.



KAPITEL III

Stetige Funktionen

Im Zentrum dieses Kapitels steht der Begriff der Stetigkeit von
Funktionen zwischen normierten Vektorräumen. Zunächst führen wir
den Begriff eines normierten Vektorraumes ein und leiten einige topolo-
gische Grundbegriffe her. Danach führen wir den Begriff der Stetigkeit
ein und leiten Folgerungen daraus ab. Dann betrachten wir Funktio-
nen auf zusammenhängenden und kompakten Mengen und daraus re-
sultierende Konsequenzen. Zum Abschluss stellen wir einige spezielle
Eigenschaften von stetigen Funktionen von K nach K bzw. R nach R
zusammen.

III.1. Normierte Vektorräume

Definition III.1.1. Eine Menge X heißt K-Vektorraum, wenn
es zwei Abbildungen

+ : X ×X → X und · : K×X → X

mit folgenden Eigenschaften gibt:

(VR1) (X,+) ist eine Abelsche Gruppe mit neutralem Element o.
(VR2) Für alle α, β ∈ K und alle x, y ∈ X gelten die Distributivge-

setze

α · (x+ y) = (α · x) + (α · y)
(α+ β) · x = (α · x) + (β · x)
α · (β · x) = (αβ) · x

(VR3) 1 · x = x für alle x ∈ X.

Bemerkung III.1.2. Aus obigen Axiomen folgt insbesondere

0 · x = o ∀x ∈ X
(−1) · x = x̃ ∀x ∈ X,

wobei x̃ das inverse Element zu x in (X,+) ist.

Beispiel III.1.3. Beispiele für Vektorräume:

(1) C ist ein R-Vektorraum.
(2) Km = K× . . .×K︸ ︷︷ ︸

m− mal

,m ∈ N∗, ist ein K-Vektorraum.

(3) Der Raum KN der Folgen in K ist ein K-Vektorraum.

61
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(4) Der Raum `∞ aller beschränkten Folgen in K ist ein K-Vektor-
raum.

(5) Der Raum `1 aller (xn)n∈N ∈ KN derart, dass
∑
xn absolut

konvergiert, ist ein K-Vektorraum.
(6) Der Raum `2 aller (xn)n∈N ∈ KN derart, dass

∑
|xn|2 konver-

giert, ist ein K-Vektorraum.

Beweis. ad (1)–(4): Sind klar.
ad (5): Folgt aus Satz II.4.5 (S. 48), der Dreiecksungleichung in K und
Satz II.5.4 (S. 50).
ad (6): Folgt aus Satz II.4.5 (S. 48), der Abschätzung

|a+ b|2 ≤ 2(|a|2 + |b|2) ∀a, b ∈ K
und Satz II.5.4 (S. 50). �

Definition III.1.4. SeiX ein K-Vektorraum. Eine Abbildung ‖·‖ :
X → R heißt Norm, wenn gilt:

‖x‖ ≥ 0 ∀x ∈ X und ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0,(N1)

‖αx‖ = |α|‖x‖ ∀x ∈ X,α ∈ K,(N2)

‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ ∀x, y ∈ X. (Dreiecksungleichung)(N3)

(X, ‖ · ‖) heißt normierter K Vektorraum.

Bemerkung III.1.5. Aus der Dreiecksungleichung folgt die sog.
umgekehrte Dreiecksungleichung

|‖x‖ − ‖y‖| ≤ ‖x− y‖.
Denn:

‖x‖ = ‖y + (x− y)‖ ≤ ‖y‖+ ‖x− y‖
‖y‖ = ‖x+ (y − x)‖ ≤ ‖x‖+ ‖x− y‖

=⇒‖x‖ − ‖y‖ ≤ ‖x− y‖ und ‖y‖ − ‖x‖ ≤ ‖x− y‖
=⇒|‖x‖ − ‖y‖| = max{‖x‖ − ‖y‖, ‖y‖ − ‖x‖} ≤ ‖x− y‖.

Beispiel III.1.6. Beispiele für Normen:

(1) | · | ist eine Norm auf R bzw. C.

(2) ‖x‖∞ = max
1≤k≤n

|xk|, ‖x‖1 =
n∑
k=1

|xk|, ‖x‖2 = {
n∑
k=1

|xk|2}1/2 sind

Normen auf Kn. Für alle x ∈ Kn gilt:
(a) ‖x‖∞ ≤ ‖x‖1 ≤ n‖x‖∞,
(b) ‖x‖∞ ≤ ‖x‖2 ≤

√
n‖x‖∞,

(c) 1√
n
‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤

√
n‖x‖1.

(3) ‖x‖∞ = sup
n∈N
|xn| ist eine Norm auf `∞.

(4) ‖x‖1 =
∞∑
n=0

|xn| ist eine Norm auf `1.
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(5) ‖x‖2 = {
∞∑
n=0

|xn|2}1/2 ist eine Norm auf `2.

Beweis. ad (1): Ist klar.
ad (2): Die Normeigenschaften von ‖ · ‖1 und ‖ · ‖∞ sind klar, ebenso
(N1) und (N2) für ‖ · ‖2. Die Dreiecksungleichung folgt mittels der
Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

n∑
k=1

akbk ≤ {
n∑
k=1

a2
k}1/2{

n∑
k=1

b2k}1/2

für alle a1, . . . , an, b1, . . . , bn ∈ R+. Abschätzungen (a) und (b) sind
offensichtlich. Die erste Ungleichung (c) folgt aus der Cauchy-Schwarz-
schen Ungleichung, die zweite Ungleichung (c) folgt aus (a) und (b).
ad (3): Ist klar.
ad (4), (5): (N1) und (N2) sind klar. (N3) folgt wie bei (2) zunächst
für die Partialsummen und dann durch Grenzübergang. �

Im Folgenden sei stets (X, ‖ · ‖) ein normierter K-Vektorraum. Die
folgende Vereinbarung erleichtert die Notationen.

Definition III.1.7. Für x0 ∈ X und r ∈ R∗
+ heißt

B(x0; r) = {x ∈ X : ‖x− x0‖ < r}
der (offene) Ball um x0 mit Radius r. B(0; 1) heißt auch Einheits-
ball.

In Abbildung III.1.1 sind die Einheitsbälle in R2 für die Normen
‖ · ‖1, ‖ · ‖2 und ‖ · ‖∞ skizziert.

- - -

6 6 6

x x x

y y y

&%
'$

�
�

@
@

@
@

�
�

Abbildung III.1.1. Einheitsbälle in R2 für die Normen
‖ · ‖1, ‖ · ‖2 und ‖ · ‖∞ (v.l.n.r)

Bemerkung III.1.8. In einem normierten Vektorraum kann man
ganz analog zu K die Begriffe Folge, konvergente Folge, Häufungspunkt
einer Folge, Cauchyfolge, Reihe, absolute Konvergenz einer Reihe defi-
nieren. Man muss überall den Betrag | · | durch die Norm ‖ · ‖ ersetzen.
So erhält man z.B.

(xn)n∈N ⊂ X konvergiert gegen x ∈ X
⇐⇒ ∀ε > 0 ∃nε ∈ N ∀n ≥ nε : ‖xn − x‖ < ε
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oder

(xn)n∈N ⊂ X ist eine Cauchyfolge

⇐⇒ ∀ε > 0 ∃nε ∈ N ∀n,m ≥ nε : ‖xn − xm‖ < ε.

Beispiel III.1.6 zeigt, dass man auf einen Vektorraum verschiedene
Normen definieren kann. Dann stellt sich natürlich die Frage, ob z.B.
eine Folge, die bezüglich der einen Norm konvergiert, auch bezüglich
einer anderen Norm konvergiert. Dies ist sicherlich der Fall, wenn zwi-
schen den Normen eine Abschätzung analog zu denen in Beispiel III.1.6
(2) gilt. Dies führt auf folgende Definition:

Definition III.1.9. Seien X ein K-Vektorraum und ‖ ·‖a und ‖ ·‖b
zwei Normen auf X. Dann heißen ‖ · ‖a und ‖ · ‖b äquivalent, wenn
es zwei Konstanten c und c mit c > 0, c > 0 und

c‖x‖a ≤ ‖x‖b ≤ c‖x‖a ∀x ∈ X
gibt.

Bemerkung III.1.10. (1) Beispiel III.1.6 (2) zeigt, dass die Nor-
men ‖ · ‖1, ‖ · ‖2 und ‖ · ‖∞ auf Kn äquivalent sind.
(2) Sind ‖·‖a und ‖·‖b zwei äquivalente Normen auf dem K-Vektorraum
X, so ist eine Folge in X genau dann bzgl. ‖ · ‖a konvergent, wenn sie
bzgl. ‖·‖b konvergent ist. Gleiches gilt natürlich auch für Cauchyfolgen,
Häufungspunkte usw.

Bemerkung III.1.10 zeigt, wie wesentlich der folgende Satz ist.

Satz III.1.11. Sei n ∈ N∗. Auf Kn sind alle Normen äquivalent.

Beweis. Wie man sich leicht überlegt, reicht es zu zeigen, dass jede
Norm ‖ · ‖ auf Kn zu ‖ · ‖1 äquivalent ist. Sei also ‖ · ‖ eine beliebige
Norm auf Kn.
Für 1 ≤ i ≤ n sei

ei = (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸
i-te Komponente

, 0, . . . , 0)

der i-te Einheitsvektor. Dann ist

x =
n∑
i=1

xiei ∀x ∈ Kn.

Definiere

Ci = ‖ei‖ 1 ≤ i ≤ n

C = max{C1, . . . , Cn}.
Dann folgt aus der Dreiecksungleichung

‖x‖ = ‖
n∑
i=1

xiei‖
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≤
n∑
i=1

|xi|‖ei‖

≤ C‖x‖1.

Also ist c = C.
Sei nun

M = {‖x‖ : x ∈ Kn, ‖x‖1 = 1} ⊂ R.
M ist nicht leer (Ci ∈ M, 1 ≤ i ≤ n) und durch 0 nach unten be-
schränkt. Also existiert

ρ = infM

und es ist ρ ≥ 0.
Angenommen, es wäre ρ = 0. Dann existiert eine Folge (xk)k∈N ⊂ Kn

mit

‖xk‖ ≤
1

k
, ‖xk‖1 = 1 ∀k ∈ N∗.

Da für die i-te Komponente xk,i von xk gilt

|xk,i| ≤ ‖xk‖1 = 1,

folgt aus Satz II.2.4 (S. 39), dass es ein x∗ ∈ Kn und eine Teilfolge
(xkl)l∈N von (xk)k∈N gibt mit

xkl,i−→
l→∞

x∗i ∀1 ≤ i ≤ n.

Also gilt

‖x∗‖ ≤ ‖xkl‖+ ‖x∗ − xkl‖

≤ 1

kl
+ C‖x∗ − xkl‖1

−→
l→∞

0.

Mithin ist ‖x∗‖ = 0 und somit x∗ = 0. Andererseits gilt

‖x∗‖1 ≥ ‖xkl‖1 − ‖x∗ − xkl‖1
= 1− ‖x∗ − xkl‖1
−→
l→∞

1.

Dies ist ein Widerspruch. Also ist ρ > 0.
Sei nun x ∈ Kn, x 6= 0, beliebig. Dann folgt ‖ 1

‖x‖1x‖ ∈M und somit

1

‖x‖1
‖x‖ = ‖ 1

‖x‖1
x‖ ≥ ρ > 0

und somit

ρ‖x‖1 ≤ ‖x‖ ∀x ∈ Kn, x 6= 0.(∗)

Da (∗) offensichtlich für 0 gilt, ist die Behauptung damit bewiesen. �
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Bemerkung III.1.12. Satz III.1.11 gilt in unendlich dimensionalen
Räumen i. a. nicht. So ist z.B. ‖ · ‖∞ auch eine Norm auf `1. Für die

Folgen (x
(m)
n )n∈N mit

x(m)
n =

{
1 n ≤ m

0 n > m

gilt

‖x(m)‖∞ = 1 und ‖x(m)‖1 = m+ 1.

Daher können ‖ · ‖1 und ‖ · ‖∞ auf `1 nicht äquivalent sein.

Wir haben in Satz II.2.8 (S. 41) gezeigt, dass in K jede Cauchy-
folge konvergent ist. Diese Eigenschaft ist so zentral, dass normierte
Vektorräume mit dieser Eigenschaft besonders bezeichnet werden.

Definition III.1.13. Ein normierter K-Vektorraum (X, ‖ · ‖) heißt
vollständig oder kurz (K)-Banachraum, wenn jede Cauchyfolge
in X konvergent ist.

Satz III.1.14. Die folgenden normierten K-Vektorräume sind voll-
ständig:

(1) K,
(2) Kn, n ∈ N∗,
(3) (`1, ‖ · ‖1),
(4) (`2, ‖ · ‖2),
(5) (`∞, ‖ · ‖∞).

Beweis. ad (1): Satz II.2.8 (S. 41).
ad (2): Wegen Satz III.1.11 brauchen wir die Behauptung nur für die
Norm ‖ ·‖∞ zu zeigen. Sei also (xk)k∈N eine Cauchyfolge in (Kn, ‖ ·‖∞).
Dann ist für jedes i ∈ N∗

n die Folge (xk,i)k∈N der i-ten Komponenten
eine Cauchyfolge in K und konvergiert gemäß Satz II.2.8 (S. 41) gegen
ein x∗i ∈ K. Sei x∗ = (x∗1, . . . , x

∗
n) ∈ Kn und ε > 0 beliebig. Dann gibt

es Zahlen kεi ∈ N, 1 ≤ i ≤ n, mit

|x∗i − xk,i| < ε ∀k ≥ kεi , 1 ≤ i ≤ n.

Sei

kε = max
1≤i≤n

kεi .

Dann gilt für alle k ≥ kε

‖x∗ − xk‖∞ = max
1≤i≤n

|x∗i − xk,i| < ε.

Damit ist die Behauptung bewiesen.
ad (3): Sei (xk)k∈N ⊂ `1 eine Cauchyfolge bzgl. ‖ · ‖1. Wir bezeichnen
mit xk,n die n-te Komponente von xk, n ∈ N. Dann gilt:

∀ε > 0 ∃ kε ∈ N ∀k, l ≥ kε : ‖xk − xl‖1 =
∞∑
n=0

|xk,n − xl,n| < ε
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=⇒∀ε > 0 ∃ kε ∈ N ∀k, l ≥ kε ∀n ∈ N : |xk,n − xl,n| < ε.

Wegen Satz II.2.8 (S. 41) gibt es also zu jedem n ∈ N ein x∗n ∈ K mit

xk,n −→
k→∞

x∗n.

Sei x∗ = (x∗n)n∈N ∈ KN. Wir wollen zunächst zeigen, dass x∗ ∈ `1 ist.
Aus Bemerkung III.1.5 folgt, dass (‖xk‖1)k∈N eine Cauchyfolge in R
und somit beschränkt ist. Also gilt

C = sup
k∈N
‖xk‖1 <∞.

Sei nun N ∈ N beliebig. Dann gibt es Zahlen kε0 , . . . , kεN ∈ N mit

|x∗i − xk,i| <
1

N + 1
∀k ≥ kεi , 0 ≤ i ≤ N.

Sei kε = max
1≤i≤N

kεi . Dann folgt

N∑
i=0

|x∗i | ≤
N∑
i=0

|x∗i − xkε,i|+
N∑
i=0

|xkε,i|

≤
N∑
i=0

1

N + 1
+ ‖xkε‖1

≤ 1 + C.

Da C nicht von N abhängt undN beliebig war, folgt, dass
∑
x∗i absolut

konvergiert, d.h., x∗ ∈ `1.
Wir müssen noch zeigen: ‖x∗ − xk‖1 −→

k→∞
0. Angenommen, dies gelte

nicht. Dann gibt es ein ε0 > 0, so dass gilt

(i) ∀k ∈ N ∃ m ≥ k : ‖x∗ − xm‖1 > ε0.

Da (xk)k∈N ⊂ `1 eine Cauchyfolge ist, gibt es ein k0 ∈ N mit

(ii) ‖xk − xl‖1 <
ε0

4
∀k, l ≥ k0.

Zu k0 gibt es wegen (i) ein m0 ≥ k0 mit

(iii) ‖x∗ − xm0‖1 > ε0.

Da
∑
|x∗i −xm0,i| absolut konvergiert, gibt es gemäß Satz II.4.6 (S. 48)

ein n0 ∈ N mit

(iv)
∞∑
i=n0

|x∗i − xm0,i| <
ε0

4
.

Wegen xk,i → x∗i für i ∈ N gibt es ein l0 ≥ k0 mit

(v) |xl0,i − x∗i | <
ε0

4n0

∀0 ≤ i ≤ n0 − 1.
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Aus (i)–(v) folgt

ε0 < ‖x∗ − xm0‖1 ≤
n0−1∑
i=0

|x∗i − xm0,i|+
ε0

4

≤
n0−1∑
i=0

|x∗i − xl0,i|+
n0−1∑
i=0

|xl0,i − xm0,i|+
ε0

4

≤
n0−1∑
i=0

ε0

4n0

+ ‖xl0 − xm0‖1 +
ε0

4

≤ 3

4
ε0.

Dies ist wegen ε0 > 0 ein Widerspruch. Also gilt ‖x∗ − xk‖1 −→
k→∞

0.

Damit ist die Vollständigkeit von (`1, ‖ · ‖1) gezeigt.
ad (4),(5): Übungsaufgabe, Beweis analog zu (3). �

III.2. Topologische Grundbegriffe

Im Folgenden bezeichnet (X, ‖·‖) stets einen normierten K-Vektor-
raum.

Definition III.2.1. (1) Sei M ⊂ X,M 6= ∅. Ein Punkt x ∈ M
heißt innerer Punkt von M , wenn es ein ε > 0 gibt mit B(x; ε) ⊂
M .
(2) M ⊂ X heißt offen, falls jedes x ∈M innerer Punkt von M ist.
(3) Sei x ∈ X und U ⊂ X offen mit x ∈ U . Dann heißt U eine
Umgebung von x. Die Menge aller Umgebungen von x wird mit U(x)
bezeichnet.

Beispiel III.2.2. Der Ball B(x0; r) mit x0 ∈ X, r > 0, ist offen.

Beweis. Sei x ∈ B(x0; r). Dann ist

ε =
1

2
(r − ‖x− x0‖) > 0.

Für y ∈ B(x; ε) folgt

‖x0 − y‖ ≤ ‖x0 − x‖+ ‖x− y‖

< ‖x0 − x‖+
1

2
(r − ‖x0 − x‖)

=
1

2
r +

1

2
‖x0 − x‖

< r.

�

Bemerkung III.2.3. (1) Der Begriff
”
offen“ hängt vom umgeben-

den Vektorraum ab. So ist z.B. das Intervall (0, 1) offen in R aber nicht
in R2 (in R2 wird (0, 1) dabei mit (0, 1)× {0} identifiziert).



III.2. TOPOLOGISCHE GRUNDBEGRIFFE 69

(2) Sind ‖ · ‖a und ‖ · ‖b zwei äquivalente Normen auf X, so ist jede
bzgl. ‖ · ‖a offene Menge auch bzgl. ‖ · ‖b offen und umgekehrt.

Satz III.2.4. Sei O ⊂ P(X) die Menge aller offenen Mengen in
X. Dann gilt:

(1) ∅ ∈ O, X ∈ O.

(2) Oα ∈ O, α ∈ A (A beliebige Indexmenge) =⇒
⋃
α∈A

Oα ∈ O.

(Beliebige Vereinigungen offener Mengen sind offen.)
(3) O1, O2 ∈ O −→ O1 ∩O2 ∈ O.

(Endliche Durchschnitte offener Mengen sind offen.)

Beweis. Ist offensichtlich. �

Bemerkung III.2.5. Sei X 6= ∅ eine beliebige Menge und T ⊂
P(X) eine Menge mit den Eigenschaften (1)–(3) von Satz III.2.4. Dann
heißt T eine Topologie auf X und (X, T ) ein topologischer
Raum. Viele der Eigenschaften, die wir für normierte Vektorräume
beweisen, gelten allgemein für topologische Räume.

Bemerkung III.2.6. Der abzählbare Durchschnitt offener Mengen
ist i. a. nicht offen. So ist z.B.⋂

n∈N∗
B(0;

1

n
) = {0}

nicht offen.

Definition III.2.7. M ⊂ X heißt abgeschlossen genau dann,
wenn M c = X\M offen ist.

Satz III.2.8. Es gilt:

(1) ∅, X sind abgeschlossen.
(2) Beliebige Durchschnitte abgeschlossener Mengen sind wieder

abgeschlossen.
(3) Endliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen sind wieder

abgeschlossen.

Beweis. ad (1) Ist klar.
ad (2) (

⋂
α∈AMα)

c =
⋃
α∈A(Mα)

c

ad (3) (M1 ∪M2)
c = M c

1 ∩M c
2 . �

Bemerkung III.2.9.Beliebige Vereinigungen abgeschlossener Men-
gen sind i. a. nicht abgeschlossen. So ist z.B.⋃

n∈N∗
B(x;

1

n
)c = X\{x}

nicht abgeschlossen.



70 III. STETIGE FUNKTIONEN

Definition III.2.10. Sei M ⊂ X. Ein Punkt x ∈ X heißt Berüh-
rungspunkt bzw. Häufungspunkt vonM , wenn für jedes U ∈ U(x)
gilt

U ∩M 6= ∅ bzw. M ∩ U\{x} 6= ∅.
Wir definieren

M = {x ∈ X : x ist Berührungspunkt von M}.

Beispiel III.2.11. (1) M = { 1
n

: n ∈ N} ⊂ R. Dann ist M =
M ∪ {0} und 0 ist einziger Häufungspunkt von M .
(2) M = B(0; 1). Dann ist M = {x ∈ X : ‖x‖ ≤ 1} und jeder
Berührungspunkt ist auch Häufungspunkt.

Beweis. ad (1) Ist klar.
ad (2)

‖x‖ < 1 : =⇒ x ∈M =⇒ x ∈M

‖x‖ = 1 : ε > 0 beliebig =⇒ xε = (1− ε

2
)x ∈M

und ‖x− xε‖ =
ε

2
< ε.

‖x‖ > 1 : Sei y ∈ B(x; r) mit r =
1

2
(‖x‖ − 1) > 0.

=⇒ ‖y‖ ≥ ‖x‖ − ‖x− y‖

> ‖x‖ − 1

2
(‖x‖ − 1)

=
1

2
‖x‖+

1

2
> 1

=⇒ B(x; r) ∩M = ∅.
�

Satz III.2.12. (1) Es ist M ⊂M .
(2) Es ist M = M genau dann, wenn M abgeschlossen ist.

Beweis. ad (1): Ist klar.
ad (2):

”
=⇒“:

x ∈M c = (M)c =⇒ ∃U ∈ U(x) U ∩M = ∅
=⇒ U ⊂M c

=⇒M c offen

=⇒M = (M c)c abgeschlossen

”
⇐=“:

M abgeschlossen =⇒ M c offen

=⇒ ∀x ∈M c ∃ U ∈ U(x) U ⊂M c

=⇒ ∀x ∈M c ∃ U ∈ U(x) U ∩M = ∅
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=⇒M c ⊂ (M)c

=⇒M ⊂M

=⇒M = M wegen (1).

�

Satz III.2.13. Es gilt:

(1) x ist Häufungspunkt von M genau dann, wenn es eine Folge
(xn)n∈N ⊂M gibt mit xn 6= x für alle n ∈ N und xn −→

n→∞
x.

(2) x ist Berührungspunkt von M genau dann, wenn es eine Folge
(xn)n∈N ⊂M gibt mit xn −→

n→∞
x.

Beweis. ad (1):
”
=⇒“: Da x Häufungspunkt vonM ist, gibt es für

jedes n ∈ N∗ ein xn in B(x; 1
n
)∩M\{x}. (xn)n∈N leistet das Gewünschte.

”
⇐=“: Sei U ∈ U(x). Dann gibt es ein k ∈ N mit xk ∈ U und xk 6= x.

Also ist x Häufungspunkt.
ad (2): Folgt aus (1). �

Satz III.2.14. Folgende Aussagen sind äquivalent:

(1) M ⊂ X ist abgeschlossen.
(2) M enthält alle seine Häufungspunkte.
(3) Für jede konvergente Folge (xn)n∈N ⊂M gilt lim

n→∞
xn ∈M .

Beweis. (1) =⇒ (2): Aus Definition III.2.10 folgt

M = M ∪M ′ mit

M ′ = {x ∈ X : x ist Häufungspunkt von M}.

Damit folgt die Behauptung aus Satz III.2.12.
(2) =⇒ (3): Folgt aus Satz III.2.13 (1).
(3) =⇒ (1): Folgt aus Satz III.2.13 (1) und Satz III.2.12. �

Satz III.2.15. M ist die kleinste abgeschlossene Obermenge von M ,
d.h.

M =
⋂
{A : A ⊃M,A ist abgeschlossen}.

Beweis. Sei

B =
⋂
{A : A ⊃M,A ist abgeschlossen}.

Gemäß Satz III.2.8 (2) ist B abgeschlossen. Außerdem ist M ⊂ B. Sei
x ∈ Bc. Dann gibt es ein U ∈ U(x) mit U ⊂ Bc. Also ist

U ∩B = ∅ =⇒ U ∩M = ∅.

Mithin ist x 6∈M . Dies zeigt

Bc ⊂ (M)c =⇒M ⊂ B.
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Sei nun umgekehrt x ∈ (M)c. Dann gibt es ein U ∈ U(x) mit U∩M = ∅.
U c ist abgeschlossen, x 6∈ U c und M ⊂ U c. Also ist x 6∈ B. Dies zeigt

(M)c ⊂ Bc =⇒ B ⊂M.

�

Satz III.2.16. Es gilt:

(1) A ⊂ B =⇒ A ⊂ B,

(2) (A) = A,
(3) A ∪B = A ∪B.

Beweis. ad (1): B ⊃ B ist abgeschlossene Obermenge von A. Da-
mit folgt die Behauptung aus Satz III.2.15.
ad (2): A ist gemäß Satz III.2.15 abgeschlossen. Damit folgt die Be-
hauptung aus Satz III.2.12.
ad (3): A ∪B ⊃ A, A ∪B ⊃ B =⇒ (mit (1)) A ∪B ⊃ A ∪B.
A ∪B abgeschlossen, A ∪B ⊂ A ∪B =⇒ A ∪B ⊂ A ∪B. �

Definition III.2.17. Wir definieren für M ⊂ X
◦
M = {x ∈ X : x ist innerer Punkt von M}.

Aus der Definition von
”
offen“ folgt unmittelbar.

Satz III.2.18. (1)
◦
M ⊂M .

(2)
◦
M = M ⇐⇒ M ist offen.

In Analogie zu den Sätzen III.2.15 und III.2.16 erhalten wir.

Satz III.2.19.
◦
M ist die größte offene Teilmenge von M , d.h.
◦
M =

⋃
{O : O ⊂M,O ist offen}.

Beweis. Gemäß Satz III.2.4 (2) ist

B =
⋃
{O : O ⊂M,O ist offen}

eine offene Teilmenge von M . Sei x ∈ B. Dann ist x innerer Punkt von
B und wegen B ⊂M auch innerer Punkt von M . Also ist

B ⊂
◦
M.

Sei x ∈
◦
M . Dann gibt es ein U ∈ U(x) mit U ⊂ M . Konstruktions-

gemäß ist U ⊂ B. Also ist auch
◦
M ⊂ B.

�

Satz III.2.20. Es gilt:

(1) A ⊂ B =⇒
◦
A ⊂

◦
B.
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(2) (
◦
A)◦ =

◦
A.

(3) (A ∩B)◦ =
◦
A ∩

◦
B.

Beweis. ad (1): Folgt aus Satz III.2.19.
ad (2): Folgt aus Satz III.2.18 und III.2.19.

ad (3): A ∩B ⊂ A =⇒ (mit (1)) (A ∩B)◦ ⊂
◦
A

A ∩B ⊂ B =⇒ (mit (1)) (A ∩B)◦ ⊂
◦
B

Satz III.2.4 =⇒
◦
A ∩

◦
B offene Teilmenge von A ∩B

=⇒
◦
A ∩

◦
B ⊂ (A ∩B)◦. �

Definition III.2.21. Der Rand ∂M einer Menge M ist definiert
durch

∂M = M\
◦
M.

Satz III.2.22. Es gilt:

(1) ∂M ist abgeschlossen.
(2) Es ist x ∈ ∂M genau dann, wenn es für jedes U ∈ U(x) gilt

U ∩M 6= ∅ und U ∩M c 6= ∅.

Beweis. ad (1): ∂M = M ∩ (
◦
M)c.

ad (2): x 6∈
◦
M ⇐⇒ ∀U ∈ U(x) : U ∩M c 6= ∅

x ∈M ⇐⇒ ∀U ∈ U(x) : U ∩M 6= ∅. �

Beispiel III.2.23. (1) M = B(0; 1). Dann ist

M =
◦
M

M = {x ∈ X : ‖x‖ ≤ 1},
∂M = {x ∈ X : ‖x‖ = 1}.

(2) M = B(0; 1)\{0}. Dann ist

M =
◦
M

M = {x ∈ X : ‖x‖ ≤ 1},
∂M = {x ∈ X : ‖x‖ = 1} ∪ {0}.

Das folgende Hausdorffsche Trennungsaxiom ist für normier-
te Vektorräume trivial. Für allgemeine topologische Räume muss es
separat als Axiom gefordert werden. Ohne seine Gültigkeit sind viele
wesentliche Sätze falsch.

Satz III.2.24 (Hausdorffsches Trennungsaxiom). Sei x, y ∈
X mit x 6= y. Dann gibt es zwei Umgebungen Ux ∈ U(x) und Uy ∈ U(y)
mit

Ux ∩ Uy = ∅.
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Beweis. Sei r = ‖x− y‖ > 0. Setze

Ux = B(x;
r

2
) , Uy = B(y;

r

2
).

Dann gilt für z ∈ Uy
‖x− z‖ ≥ ‖x− y‖ − ‖y − z‖

> ‖x− y‖ − r

2

=
r

2
.

Also ist Ux ∩ Uy = ∅. �

Eine einfache Konsequenz aus Satz III.2.24 ist:

Satz III.2.25. Sei x ∈ X. Dann ist {x} abgeschlossen.

Zum Abschluss führen wir noch einen, für das Folgende sehr hilf-
reichen Begriff ein.

Definition III.2.26. Sei M ⊂ X, M 6= ∅, und A ⊂M . Dann heißt
A relativ offen bzw. relativ abgeschlossen in M , wenn es eine
offene bzw. abgeschlossene Menge B in X gibt mit A = B ∩M.

Beispiel III.2.27. SeiX = R undM = [0, 1). Dann ist [0, 1
2
) relativ

offen in M und [1
2
, 1) relativ abgeschlossen in M .

III.3. Stetigkeit

Im Folgenden seien (X, ‖ · ‖X), (Y, ‖ · ‖Y ) und (Z, ‖ · ‖Z) normierte
Vektorräume.

Definition III.3.1. Sei D ⊂ X nicht leer und f : D → Y eine
Funktion. f heißt stetig in x0 ∈ D, wenn es zu jedem V ∈ U(f(x0))
ein U ∈ U(x0) gibt mit f(U ∩ D) ⊂ V . f heißt stetig in D′ ⊂ D,
D′ 6= ∅, wenn f stetig ist in jedem Punkt x ∈ D′. Ist insbesondere f
stetig in D, so sagen wir auch kurz

”
f ist stetig“.

Bevor wir Beispiele stetiger und nicht stetiger Abbildungen geben,
wollen wir einige andere äquivalente Definitionen der Stetigkeit ange-
ben.

Satz III.3.2. Sei f : D → Y,D ⊂ X, eine Funktion und x0 ∈ D.
Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(1) f ist stetig in x0.
(2) ∀ε > 0 ∃ δ > 0 : x ∈ D, ‖x−x0‖ < δ =⇒ ‖f(x)−f(x0)‖Y < ε.
(3) ∀(xn)n∈N ⊂ D mit lim

n→∞
xn = x0 gilt

lim
n→∞

f(xn) = f(x0).
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Beweis. (1) =⇒ (2): Sei ε > 0 und V = B(f(x0); ε) ∈ U(f(x0)).
Dann gibt es ein U ∈ U(x0) mit f(U ∩D) ⊂ V . Da U offen ist, gibt es
ein δ > 0 mit B(x0; δ) ⊂ U . Wegen f(B(x0; δ) ∩D) ⊂ f(U ∩D) ⊂ V
folgt die Behauptung.
(2) =⇒ (3): Sei (xn)n∈N ⊂ D mit lim

n→∞
xn = x0 und ε > 0. Sei δ wie in

Teil (2). Dann gibt es ein nδ ∈ N mit ‖xn − x0‖X < δ für alle n ≥ nδ.
Dann gilt aber auch

‖f(xn)− f(x0)‖Y < ε ∀n ≥ nδ.

Also ist f(x0) = lim
n→∞

f(xn).

(3) =⇒ (1): Angenommen, f ist nicht stetig in x0. Dann folgt

∃ V ∈ U(f(x0)) ∀U ∈ U(x0) : f(U ∩D) 6⊂ V

=⇒∃ V ∈ U(f(x0)) ∀n ∈ N∗ : f(B(x0;
1

n
) ∩D) 6⊂ V

=⇒∃ V ∈ U(f(x0)) ∀n ∈ N∗ : ∃ xn ∈ B(x0;
1

n
) ∩D : f(xn) 6∈ V

=⇒∃ (xn)n∈N ⊂ D, lim
n→∞

xn = x0 und f(xn) 6→ f(x0)

Widerspruch. �

Satz III.3.3. Sei f : D → Y , D ⊂ X, D 6= ∅, eine Funktion und
D′ ⊂ D nicht leer. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(1) f ist stetig in D′.
(2) Für jede offene Teilmenge V von Y ist f−1(V ) relativ offen in

D′.
(3) Für jede abgeschlossene Teilmenge A von Y ist f−1(A) relativ

abgeschlossen in D′.

Beweis. (1) =⇒ (2): O.E. ist D′ ∩ f−1(V ) 6= ∅. Sei x ∈ D′ ∩
f−1(V ). Dann ist V ∈ U(f(x)). Also gibt es ein U ∈ U(x) mit

f(D′ ∩ U) ⊂ f(D ∩ U) ⊂ V

d.h. D′∩U ⊂ f−1(V ). Also ist x relativ innerer Punkt von D′∩f−1(V ).
(2) =⇒ (3): Sei A ⊂ Y abgeschlossen. Dann ist V = Y \A offen. Wegen

f−1(V ) = f−1(Y \A) = D\f−1(A)

istD\f−1(A) relativ offen inD′ und damit f−1(A) relativ abgeschlossen
in D′.
(3) =⇒ (1): Sei x ∈ D′ und V ⊂ U(f(x)). Dann ist Y \V abgeschlossen
und damit nach Voraussetzung

f−1(Y \V ) = D\f−1(V )

relativ abgeschlossen in D′. Also ist f−1(V ) relativ offen in D′, d.h., es
gibt ein U ∈ U(x) mit

f−1(V ) ∩D′ = U ∩D′.
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Also ist
f(U ∩D′) ⊂ V.

Damit ist die Behauptung bewiesen. �

Beispiel III.3.4. (1) f : X → R+ mit f(x) = ‖x‖ ist stetig.
(2) f : R+ → R+ mit f(x) =

√
x ist stetig.

(3) f : R→ R mit f(x) = dxe = max{k ∈ Z : k ≤ x} ist stetig für alle
x ∈ R\Z.
(4) f : R→ R mit

f(x) =

{
1 x ∈ Q
0 x 6∈ Q

ist in keinem Punkt stetig.
(5) f : Km → K mit f((x1, . . . , xm)) = xj, 1 ≤ j ≤ m, ist stetig. Dies
gilt für allgemeine Produkträume X1 ×X2 × . . .×Xm.
(6) Die Funktionen z → Re(z) und z → Im(z) von C nach R sind
stetig.
(7) Sei Y = X und ‖ · ‖Y zu ‖ · ‖X äquivalent. Dann ist die identische
Abbildung x→ x von X → Y stetig.
(8) Sei f : X → R stetig und r ∈ R. Dann sind die Mengen

{x ∈ X : f(x) < r} , {x ∈ X : f(x) > r}
offen und die Mengen

{x ∈ X : f(x) ≤ r} , {x ∈ X : f(x) ≥ r}
abgeschlossen.

Beweis. ad (1): Folgt aus Bemerkung III.1.5 (S. 62).
ad (2): (a)

”
x0 = 0“: Sei ε < 0 gegeben, setze δ = δ(ε) = ε2. Dann gilt

0 ≤ x < δ =⇒ |
√
x0 −

√
x| =

√
x <
√
δ = ε,

(b)
”
x0 > 0“: Sei ε > 0 gegeben, setze δ = δ(ε, x0) = ε

√
x0. Dann gilt

|x− x0| < δ =⇒ |
√
x0 −

√
x| = |x0 − x|√

x0 +
√
x
≤ |x0 − x|√

x0

< ε.

ad (3):

x 6∈ Z =⇒∃ δ > 0 : (x− δ, x+ δ) ⊂ R\Z
=⇒f |(x−δ,x+δ) ist konstant,

x ∈ Z =⇒f(y) ≤ x− 1 ∀y < x

f(y) ≥ x ∀y ≥ x.

ad (4): Folgt aus Satz I.4.11 (S. 21).
ad (5): Folgt aus Teil (7) und

|xj − yj| ≤ {
n∑
i=1

|xi − yi|2}1/2 = ‖x− y‖2.
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ad (6): Folgt aus Satz I.5.5 (S. 26).
ad (7): Folgt aus der Definition III.1.9 (S. 64)

‖x− y‖X ≤ c‖x− y‖Y ∀x, y ∈ X.
ad (8): Folgt aus Satz III.3.3. �

Satz III.3.5. Seien Df ⊂ X, Dg ⊂ X, x0 ∈ Df ∩Dg, f : Df → Y
und g : Dg → Y in x0 stetig, sowie α ∈ K. Dann gilt:

(1) αf : x 7→ αf(x) ist stetig in x0.
(2) f + g : x 7→ f(x) + g(x) ist stetig in x0.
(3) Y = K; f · g : x 7→ f(x) · g(x) ist stetig in x0.

(4) Y = K und g(x0) 6= 0; f
g

: x 7→ f(x)
g(x)

ist stetig in x0.

Beweis. Die Behauptung folgt aus Satz III.3.2 und Satz II.1.18 (S.
32), sowie Bemerkung III.1.8 (S. 63). �

Wegen Satz III.3.5 ist die folgende Bezeichnung sinnvoll.

Definition III.3.6. SeiM ⊂ X,M 6= ∅. Dann bezeichnet C(M,Y )
den Vektorraum aller stetigen Funktionen vonM in Y . Ist insbesondere
Y = K, so schreiben wir kurz C(M) statt C(M,K).

Aus Satz III.3.5 folgt unmittelbar:

Satz III.3.7. Alle Polynome, d.h. Funktionen der Form

f(x) =
n∑
k=0

akx
k, ak ∈ K, n ∈ N,

und alle rationalen Funktionen, d.h. Funktionen der Form

f(x) =
p(x)

q(x)
, p, q Polynome,

sind auf ihrem Definitionsbereich stetig.

Satz III.3.8. Seien f : Df → Y , Df ⊂ X, und g : Dg → Z, Dg ⊂
Y , zwei Funktionen mit f(Df ) ⊂ Dg. Dann ist die Komposition oder
Verknüpfung g ◦ f : Df → Z definiert durch

g ◦ f : x 7→ g(f(x)).

Ist f in x0 ∈ Df stetig und g in y0 = f(x0) ∈ Dg stetig, so ist g ◦ f in
x0 stetig.

Beweis. Sei W ∈ U(g(y0)). Dann folgt

g stetig in y0 =⇒ ∃ V ∈ U(y0) : g(Dg ∩ V ) ⊂ W

f stetig in x0 =⇒ ∃ U ∈ U(x0) : f(Df ∩ U) ⊂ V.

Wegen
g ◦ f(Df ∩ U) ⊂ g(Dg ∩ V ) ⊂ W

ist die Behauptung damit bewiesen. �



78 III. STETIGE FUNKTIONEN

Beispiel III.3.9. (1) Sei f : D → Y , D ⊂ X, stetig. Dann ist
‖f‖Y : D → R+ mit x 7→ ‖f(x)‖Y stetig.
(2) Sei f : D → K, D ⊂ X, stetig. Dann ist f 2 : D → K mit x 7→ f(x)2

stetig.
(3) Sei f : D → R+, D ⊂ X, stetig. Dann ist

√
f : D → R+ mit

x 7→
√
f(x) stetig.

Satz III.3.10. (1) f = (f1 . . . , fn) : D → Kn, D ⊂ X, ist genau
dann stetig in x0 ∈ D, wenn alle Komponentenfunktionen fi, 1 ≤ i ≤
n, in x0 stetig sind.
(2) f : D → C, D ⊂ X, ist genau dann in x0 ∈ D stetig, wenn Re f
und Im f in x0 stetig sind.

Beweis. ad (1):
”
=⇒“ folgt aus Satz III.3.8 und Beispiel III.3.4

(5).

”
⇐=“ Sei ε > 0. Dann gibt es nach Voraussetzung Zahlen δj(ε) >

0, 1 ≤ j ≤ n, mit

|fj(x)− fj(x0)| <
ε

n
∀‖x− x0‖X < δj.

Setze δ(ε) = min
1≤j≤n

δj(ε). Dann folgt für x ∈ B(x0; δ)

‖f(x)− f(x0)‖Kn = {
n∑
j=1

|f(xj)− f(x0)|2}1/2 < ε.

ad (2): Folgt wegen C ∼= R2 mit f1 = Re f, f2 = Im f aus Teil (1). �

Definition III.3.11. Sei f : D → Y , D ⊂ X, eine Funktion.
Zu x0 ∈ X gebe es eine Folge (xn)n∈N ⊂ D mit lim

n→∞
xn = x0. Dann

definieren wir
y = lim

x→x0

f(x),

wenn für jede Folge (zn)n∈N ⊂ D mit zn −→
n→∞

x0 gilt f(zn) −→
n→∞

y.

Satz III.3.12. Folgende Aussagen sind äquivalent:

(1) y = lim
x→x0

f(x).

(2) ∀V ∈ U(y) ∃ U ∈ U(x0) : f(D ∩ U) ⊂ V .

Beweis. (1) =⇒ (2): Angenommen, es existiert ein V ∈ U(y) mit
f(D ∩ U) 6⊂ V für alle U ∈ U(x0). Dann gilt

∀n ∈ N∗ f(D ∩B(x0;
1

n
)) 6⊂ V

=⇒∀n ∈ N∗ ∃ xn ∈ D ∩B(x0;
1

n
) : f(xn) 6∈ V

=⇒∃(xn)n∈N ⊂ D mit xn → x0 und f(xn) 6→ y0.

Widerspruch.
(2) =⇒ (1): Sei (xn)n∈N ⊂ D mit lim

n→∞
xn = x0 und ε > 0. Dann
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gibt es ein U ∈ U(x0) mit f(D ∩ U) ⊂ B(y0; ε). Zu U gibt es aber ein
nU ∈ N mit xn ∈ U für alle n ≥ nU . Also gilt

f(xn) ∈ B(y0; ε) ∀n ≥ nU .

Mithin konvergiert f(xn) gegen y0. �

Bemerkung III.3.13. (1) Sei f : D → Y , D ⊂ X, und x0 ∈ D.
Dann gilt lim

x→x0

f(x) = f(x0) genau dann, wenn f in x0 stetig ist.

(2) Sei f : D → Y , D ⊂ X, x0 6∈ D und es existiere y = lim
x→x0

f(x).

Dann können wir eine Erweiterung f̃ : D ∪ {x0} → Y von f durch

f̃(x) =

{
f(x) falls x 6= x0

y falls x = x0

definieren. f̃ ist dann in x0 stetig und heißt daher stetige Ergän-
zung von f in x0.

Beispiel III.3.14. (1) X = Y = R, D = X\{1} und

f(x) =
xn − 1

x− 1
, n ∈ N∗.

Aus Satz I.1.16 (S. 12) folgt

f(x) =
n−1∑
k=0

xk ∀x ∈ X\{1}

und damit

lim
x→1

f(x) = n.

f̃ : R→ R mit

f̃(x) =

{
xn−1
x−1

falls x 6= 1

n falls x = 1

ist die stetige Ergänzung von f .
(2) X = Y = C, D = C\{0} und

f(z) =
ez − 1

z
.

Da für alle z ∈ C mit |z| < 1 gilt

|f(z)− 1| = |
∞∑
n=1

zn−1

n!
− 1|

= |
∞∑
m=1

1

(m+ 1)!
zm|

≤
∞∑
m=1

1

(m+ 1)!
|z|m
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≤
∞∑
m=1

1

2
|z|m

≤ 1

2
|z| 1

1− |z|
,

ist

lim
z→0

f(z) = 1.

Die stetige Ergänzung von f ist also

f̃(z) =

{
ez−1
z

z 6= 0

1 z = 0.

Wir kommen nun zu einer Besonderheit stetiger Funktionen auf R,
die mit der Anordnung von R zusammenhängt.

Definition III.3.15. Die Funktion f : D → Y , D ⊂ R, heißt
linksseitig stetig bzw. rechtsseitig stetig in x0 ∈ D genau
dann, wenn es zu jedem V ∈ U(f(x0)) ein δ > 0 gibt mit

f(D ∩ (x0 − δ, x0]) ⊂ V bzw. f(D ∩ [x0, x0 + δ)) ⊂ V.

Beispiel III.3.16. Die Funktion dxe aus Beispiel III.3.4 (3) ist
rechtsseitig stetig in jedem x ∈ R.

Satz III.3.17. Sei f : D → Y , D ⊂ R, eine Funktion und x0 ∈ D.
Dann sind folgende Aussagen äquivalent,

(1) f ist linksseitig bzw. rechtsseitig stetig in x0.
(2) ∀ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x0 − δ < x ≤ x0 : ‖f(x)− f(x0)‖Y < ε

bzw.
∀ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x0 ≤ x < x0 + δ : ‖f(x)− f(x0)‖Y < ε.

(3) ∀(xn)n∈N ⊂ D mit xn ≤ x0 für alle n ∈ N bzw. xn ≥ x0 für
alle n ∈ N und lim

n→∞
xn = x0 gilt

lim
n→∞

f(xn) = f(x0).

Beweis. Übungsaufgabe (analog zum Beweis von Satz III.3.2). �

Satz III.3.18. Die Funktion f : D → Y , D ⊂ R, ist genau dann in
x0 ∈ D stetig, wenn sie in x0 linksseitig und rechtsseitig stetig ist.

Beweis.
”
=⇒“: Folgt aus Satz III.3.2 und III.3.17.

”
⇐=“: Sei V ∈ U(f(x0)). Dann gibt es nach Voraussetzung ein δ1 > 0

mit

f(D ∩ (x0 − δ1, x0]) ⊂ V

und ein δ2 > 0 mit

f(D ∩ [x0, x0 + δ2)) ⊂ V.
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Für δ = min{δ1, δ2} folgt

f(D ∩B(x0; δ)) = f(D ∩ (x0 − δ, x+ δ)) ⊂ V.

Damit ist die Behauptung bewiesen. �

Bei der Definition der Stetigkeit hängt das δ neben ε auch von
dem Punkt x, der gerade betrachtet wird, ab. Für viele praktische und
theoretische Ergebnisse ist der Fall von Bedeutung, dass δ unabhängig
von x gewählt werden kann. Dies führt zu folgender Definition.

Definition III.3.19. Sei f : D → Y , D ⊂ X, eine Funktion und
D′ ⊂ D nicht leer. Dann heißt f auf D′ gleichmäßig stetig, wenn
es zu jedem ε > 0 ein δ > 0 gibt mit

‖f(x)− f(y)‖Y < ε ∀x, y ∈ D′ mit ‖x− y‖X < δ.

Bemerkung III.3.20. Eine gleichmäßig stetige Funktion ist auch
stetig.

Beispiel III.3.21. (1) f : X → R+ mit f(x) = ‖x‖ ist gleichmäßig
stetig.
(2) f : R∗ → R∗ mit f(x) = 1

x
ist nicht gleichmäßig stetig.

(3) f : [−1, 1]→ R mit f(x) = x2 ist gleichmäßig stetig.
(4) f : R→ R mit f(x) = x2 ist nicht gleichmäßig stetig.

Beweis. ad (1): Folgt aus Bemerkung III.1.5 (S. 62).
ad (2): Wegen Satz III.3.5 ist f stetig. Sei δ > 0 und n ∈ N∗ mit
n > 1

2δ
. Dann folgt

| 1
n
− 1

2n
| = 1

2n
< δ

und

|f(
1

n
)− f(

1

2n
)| = n ≥ 1.

Also kann f nicht gleichmäßig stetig sein.
ad (3): Für x, y ∈ [−1, 1] gilt

|x2 − y2| = |x− y||x+ y| ≤ 2|x− y|.
Also ist f gleichmäßig stetig auf [−1, 1].
ad (4): Sei δ > 0 und n ∈ N∗ mit n > 1

δ
. Dann folgt für x ≥ n und

y = x+ δ
2

:

|x− y| < δ

und

|f(x)− f(y)| = δx+
δ2

4
> δn > 1.

Also ist f nicht gleichmäßig stetig auf R. �
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III.4. Kompaktheit

Im Folgenden seien (X, ‖ · ‖X) und (Y, ‖ · ‖Y ) stets normierte Vek-
torräume.

Definition III.4.1. Sei M ⊂ X.

(1) Eine Menge {Oα : α ∈ A} ⊂ P(x) heißt offene Überde-
ckung von M , wenn gilt M ⊂

⋃
α∈AOα und alle Oα sind

offen.
(2) M heißt kompakt, wenn jede offene Überdeckung {Oα : α ∈

A} von M eine endliche Teilüberdeckung enthält, d.h., es gibt
ein n ∈ N und α0, . . . , αn ∈ A mit M ⊂

⋃
0≤i≤nOαi .

Beispiel III.4.2. (1) ∅ ist kompakt.
(2) {0} ∪ { 1

n
: n ∈ N∗} ⊂ R ist kompakt.

(3) { 1
n

: n ∈ N∗} ⊂ R ist nicht kompakt.

Beweis. ad (1): Ist offensichtlich.
ad (2): Setze M = {0} ∪ { 1

n
: n ∈ N∗}. Sei {Oα : α ∈ A} eine offene

Überdeckung von M . Dann gibt es ein α0 ∈ A mit 0 ∈ Oα0 . Wegen
1
n
−→
n→∞

0 gibt es ein n0 ∈ N mit 1
n
∈ Oα0 für alle n ≥ n0. Schließlich

gibt es Zahlen α1, . . . , αn0 ∈ A mit 1
k
∈ Oαk , 1 ≤ k ≤ n0. Dann ist

{Oαk : 0 ≤ k ≤ n0} eine endliche Teilüberdeckung von M .
(3) {B( 1

n
; 1

2n2 ) : n ∈ N∗} ist eine offene Überdeckung von { 1
n

: n ∈ N∗}
durch paarweise disjunkte Kugeln und enthält daher keine endliche
Teilüberdeckung. �

Satz III.4.3. M ⊂ X sei kompakt. Dann gilt:

(1) M ist beschränkt, d.h., es gibt ein R > 0 mit M ⊂ B(0;R).
(2) M ist abgeschlossen.

Beweis. ad (1): {B(0; r) : r ∈ R∗
+} ist eine offene Überdeckung

von M . Damit folgt die Behauptung unmittelbar aus der Definition der
Kompaktheit.
ad (2): Sei x ∈ M c. Dann ist {B(y; 1

2
‖y − x‖X) : y ∈ M} eine offene

Überdeckung von M . Sei {B(yi;
1
2
‖yi− x‖X) : 0 ≤ i ≤ n} eine endliche

Teilüberdeckung. Definiere

r = min
0≤i≤n

1

2
‖yi − x‖X .

Dann ist r > 0 und

B(x; r) ∩B(yi; r) = ∅ ∀0 ≤ i ≤ n.

Also ist B(x; r) ⊂M c und somit x innerer Punkt von M c. �

Satz III.4.4. Folgende Aussagen sind äquivalent:

(1) M ⊂ X ist kompakt.
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(2) Jede Folge (xn)n∈N ⊂M in M besitzt einen Häufungspunkt in
M .

Beweis. (1) =⇒ (2): Angenommen (2) wäre falsch. Dann gibt
es eine Folge (xn)n∈N ⊂ M , die keinen HP in M hat. D.h., zu jedem
x ∈ M gibt es ein ε(x) > 0, so dass B(x; ε(x)) nur endlich viele Fol-
genglieder enthält. {B(x; ε(x)) : x ∈ M} ist eine offene Überdeckung
von M . Sei {B(yi; ε(yi)) : 0 ≤ i ≤ n} eine endliche Teilüberdeckung.
Da jedes B(yi; ε(yi)) nur endlich viele Folgenglieder enthält, enthält⋃

0≤i≤nB(yi; ε(yi)) auch nur endlich viele Folgenglieder. Widerspruch.
(2) =⇒ (1): Wir zeigen zunächst, dass für jedes r ∈ R∗

+ die offene

Überdeckung
Br = {B(x; r) : x ∈M}

von M eine endliche Teilüberdeckung enthält.
Angenommen dies sei nicht der Fall. Dann gibt es ein R > 0, so dass
jede endliche Teilmenge von BR die Menge M nicht überdeckt. Sei
x0 ∈ M beliebig. Dann gibt es ein x1 ∈ M\B(x0;R). Weiter gibt es
ein x2 ∈M\[B(x0;R)∪B(x1;R)]. Durch Induktion zeigen wir, dass es
eine Folge (xn)n∈N ⊂M gibt mit

xn+1 ∈M\
⋃

0≤i≤n

B(xi;R).

Gemäß (2) besitzt (xn)n∈N einen HP x∗ ∈ M . Dann enthält B(x∗; R
2
)

unendlich viele Folgenglieder (xni)i∈N. Für je zwei solche Folgenglieder
xn1 und xn2 gilt

‖xn1 − xn2‖X ≤ ‖xn1 − x∗‖X + ‖xn2 − x∗‖X < R

im Widerspruch zur Konstruktion.
Sei nun {Oα : α ∈ A} eine beliebige offene Überdeckung von M . Wir
nehmen an, dass sie keine endliche Teilüberdeckung enthält. Wie wir
oben gezeigt haben, enthält B 1

n
für jedes n ∈ N∗ eine endliche Teilüber-

deckung. Da {Oα, α ∈ A} keine endliche Teilüberdeckung enthält, gibt
es somit für jedes n ∈ N∗ ein xn ∈ M , so dass B(xn;

1
n
) ∩ M nicht

durch endlich viele Oα’s überdeckt werden kann. Die Folge (xn)n∈N be-
sitzt gemäß (2) einen HP x∗ in M . Dann gibt es ein α∗ ∈ A und ein
ε∗ ∈ R∗

+ mit
x∗ ∈ Oα∗ und B(x∗; ε∗) ⊂ Oα∗ .

Da x∗ HP von (xn)n∈N ist, gibt es zu N > ( ε
∗

2
)−1 ein m ≥ N mit

‖xm − x∗‖X <
ε∗

2
.

Für x ∈ B(xm; 1
m

) folgt

‖x− x∗‖X ≤ ‖x− xm‖X + ‖xm − x∗‖

<
1

m
+
ε∗

2
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≤ 1

N
+
ε∗

2
< ε∗.

Also ist

B(xm;
1

m
) ⊂ B(x∗; ε∗) ⊂ Oα∗ .

Widerspruch. �

Bemerkung III.4.5. Eine Menge M mit der Eigenschaft (2) aus
Satz III.4.4 nennt man auch folgenkompakt. Satz III.4.4 sagt also,
dass in einem normierten Vektorraum eine Menge genau dann kom-
pakt ist, wenn sie folgenkompakt ist. Diese Aussage ist in allgemeinen
topologischen Räumen i. a. falsch; dort kann man Beispiele folgenkom-
pakter, nicht kompakter Mengen konstruieren.

Wir kommen nun zu einer wesentlichen topologischen Charakteri-
sierung des Km. Sie geht auf E. Heine (1821-1881) und E. Borel
(1871-1956) zurück.

Satz III.4.6 (Satz von Heine-Borel). Eine Teilmenge M des
Km ist genau dann kompakt, wenn sie beschränkt und abgeschlossen ist.

Beweis.
”
=⇒“: Satz III.4.3.

”
⇐=“: Sei M ⊂ Km beschränkt und abgeschlossen und (xn)n∈N eine

Folge in M . Gemäß Satz II.1.15 (S. 31) und Satz II.2.4 (S. 39) gibt es
ein x∗ ∈ Km und eine Teilfolge (xnk)k∈N von (xn)n∈N mit

xnk,i −→
k→∞

x∗i ∀1 ≤ i ≤ m,

d.h., xnk −→
k→∞

x∗ in Km. Da M abgeschlossen ist, gilt x∗ ∈ M . Damit

folgt die Behauptung aus Satz III.4.4. �

Bemerkung III.4.7. Der Satz von Heine-Borel gilt für unendlich
dimensionale Vektorräume nicht. So sind z.B. die abgeschlossenen Ein-
heitskugeln B(0; 1) in `1, `2 und `∞ nicht kompakt. Denn für die Folge
(en)n∈N∗ der

”
Einheitsvektoren“ mit

en,k = δk,n =

{
1 für k = n,

0 für k 6= n,

gilt
‖en‖1 = ‖en‖2 = ‖en‖∞ = 1

und

‖en − em‖1 = 2

‖en − em‖2 =
√

2

‖en − em‖∞ = 1

für alle n 6= m, so dass sie keinen HP besitzen kann.
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Als nächstes befassen wir uns mit dem Zusammenhang zwischen
Kompaktheit und Stetigkeit.

Satz III.4.8. Sei M ⊂ X, M 6= ∅, kompakt und f ∈ C(M,Y ).
Dann ist f gleichmäßig stetig.

Beweis. Sei ε > 0 beliebig. Da f stetig ist, gibt es zu jedem x ∈M
ein δ(x) > 0 mit

f(M ∩B(x; δ(x))) ⊂ B(f(x);
ε

2
).

{B(x; 1
2
δ(x)) : x ∈ M} ist eine offene Überdeckung von M . Sei

{B(xi;
1
2
δ(xi)) : 0 ≤ i ≤ n} eine endliche Teilüberdeckung. Dann ist

δ = min
0≤i≤n

1

2
δ(xi) > 0.

Seien nun x, y ∈ M mit ‖x − y‖X < δ beliebig. Dann gibt es ein xi,
0 ≤ i ≤ n, mit x ∈ B(xi,

1
2
δ(xi)). Es folgt

‖y − xi‖X ≤ ‖y − x‖X + ‖xi − x‖X

< δ +
1

2
δ(xi)

≤ δ(xi)

und daher

‖f(x)− f(y)‖Y ≤ ‖f(x)− f(xi)‖Y + ‖f(xi)− f(y)‖Y

<
ε

2
+
ε

2
= ε.

Da ε > 0 beliebig war, ist hiermit die gleichmäßige Stetigkeit von f
gezeigt. �

Satz III.4.9. Sei M ⊂ X, M 6= ∅, kompakt und f ∈ C(M,Y ).
Dann ist f(M) kompakt.

Beweis. Sei {Vα : α ∈ A} eine offene Überdeckung von f(M). Da
Vα offen und f stetig ist, gibt es zu jedem Vα eine offene Menge Uα mit

f−1(Vα) = Uα ∩M.

Da {Vα : α ∈ A} die Bildmenge f(M) überdeckt, ist {Uα : α ∈ A} eine
offene Überdeckung der Urbildmenge M . Also gibt es eine endliche
Teilüberdeckung {Uαi : 0 ≤ i ≤ n} von M . Dann ist aber {Vαi : 0 ≤
i ≤ n} eine endliche Teilüberdeckung von f(M). �

Eine einfache Konsequenz der Sätze III.4.3 und III.4.9 ist der fol-
gende Satz:
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Satz III.4.10. Sei M ⊂ X, M 6= ∅, kompakt und f ∈ C(M,R).
Dann nimmt f auf M sein Minimum und Maximum an, d.h., es gibt
ein x ∈M und ein x ∈M mit

f(x) ≤ f(x) ≤ f(x) ∀x ∈M.

Beweis. f(M) ⊂ R ist kompakt und damit beschränkt und abge-
schlossen. Also gilt

−∞ < ρ = inf f(M) ≤ sup f(M) = R < +∞.
Aus der Definition des Supremums folgt, dass es eine Folge (xn)n∈N ⊂
M gibt mit

R = lim
n→∞

f(xn).

Da M kompakt ist, besitzt (xn)n∈N einen HP x in M . Da f stetig ist,
gilt

f(x) = R.

Analog folgt die Existenz eines x ∈M mit

f(x) = ρ.

�

Bemerkung III.4.11. Sei M ⊂ X, M 6= ∅, kompakt und f ∈
C(M,Y ). Wegen Beispiel III.3.9(1) (S. 78) und Satz III.4.10 ist

‖f‖∞ = ‖f‖C(M,Y ) = max
x∈M
‖f(x)‖Y

wohldefiniert. Wie man leicht nachrechnet, ist ‖ · ‖C(M,Y ) eine Norm
auf C(M,Y ).

Eine weitere wichtige Konsequenz aus Satz III.4.10 ist:

Satz III.4.12 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes nicht
konstante Polynom besitzt eine Nullstelle in C.

Beweis. Sei

p(z) =
n∑
k=0

akz
k, ak ∈ C,

ein nicht konstantes Polynom. O.E. können wir an = 1 und n ≥ 2
annehmen. Sei

R = 1 +
n∑
k=0

|ak|.

Für |z| ≥ R folgt

|p(z)| ≥ |z|n −
n−1∑
k=0

|ak||z|k

≥ |z|n −
n−1∑
k=0

|ak||z|n−1
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= |z|n−1{|z| − (R− 1)}
≥ |z|n−1

≥ |R|n−1

≥ R.

Weiter ist

|p(0)| = |a0| < R.

Also gilt wegen Satz III.4.10

inf
z∈C
|p(z)| = inf

z∈B(0;R)
|p(z)|

= min
z∈B(0;R)

|p(z)| = |p(z0)|

mit |z0| ≤ R. Wir nehmen an, dass p(z0) 6= 0 ist. Dann ist

q(z) =
1

p(z0)
p(z0 + z)

ein Polynom vom Grade n mit

(∗) |q(z)| ≥ 1 ∀z ∈ C

und

q(0) = 1.

Also können wir q in der Form

q(z) = 1 + bzk + zk+1ρ(z)

mit k ≥ 1, b ∈ C∗ und einem Polynom ρ schreiben. Wie wir in Para-
graph III.7 genauer sehen werden, können wir −1

b
in der Form

−1

b
= r cosω + ir sinω

mit r ∈ R∗
+ und ω ∈ [0, 2π) darstellen, und für

z∗ = k
√
r cos

ω

k
+ i k
√
r sin

ω

k

gilt dann

(z∗)k = −1

b
.

Die Funktion

t 7→ |(z∗)k+1ρ(tz∗)|
nimmt gemäß Satz III.4.10 auf dem Intervall [0, 1] ihr Maximum an.
Sei m dieses Maximum. O.E. ist m ≥ 1. Für t ∈ (0, 1

2m
) folgt dann

|q(tz∗)| ≤ |1 + b(tz∗)k|+ |(tz∗)k+1ρ(tz∗)|
≤ |1− tk|+ tk+1m

= 1− tk(1− tm)
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≤ 1− 1

2
tk

< 1.

Dies ist ein Widerspruch zu (∗). �

III.5. Zusammenhang

Im Folgenden seien (X, ‖·‖X) und (Y, ‖·‖Y ) normierte Vektorräume.

Definition III.5.1. Eine Teilmenge M von X heißt zusammen-
hängend, wenn es keine zwei in M relativ offenen Mengen O1, O2 gibt
mit

O1 6= ∅, O2 6= ∅, O1 ∩O2 = ∅, O1 ∪O2 = M.

Satz III.5.2. Folgende Aussagen sind äquivalent:

(1) M ⊂ X ist zusammenhängend.
(2) Für jede Teilmenge O von M , die gleichzeitig relativ offen und

relativ abgeschlossen in M ist, gilt O = ∅ oder O = M .

Beweis. (1) =⇒ (2): Sei O ⊂ M relativ offen und relativ abge-
schlossen in M . Setze O′ = M\O. Dann sind O und O′ relativ offen in
M und erfüllen

O ∩O′ = ∅, O ∪O′ = M.

Da M zusammenhängend ist, gilt O = ∅ oder O′ = ∅, d.h., O = M .
(2) =⇒ (1): Angenommen M ist nicht zusammenhängend. Dann gibt
es zwei nicht leere, in M relativ offene Mengen O1, O2 mit

O1 ∩O2 = ∅ und O1 ∪O2 = M.

Also ist O1 = M\O2 und somit auch relativ abgeschlossen in M . Aus
(2) folgt O1 = ∅ oder O1 = M , d.h., O2 = ∅; Widerspruch. �

Der Begriff des Zusammenhangs führt u.a. zu einem wichtigen Be-
weisprinzip:

Sei P (x) eine Eigenschaft, die man für alle x aus einer
Menge M beweisen will. Dann zeigt man sukzessive:
(1) M ist zusammenhängend,
(2) {x ∈M : P (x) gilt} 6= ∅,
(3) {x ∈M : P (x) gilt} ist offen in M ,
(4) {x ∈M : P (x) gilt} ist abgeschlossen in M .

Wegen Satz III.5.2 gilt dann P (x) für alle x ∈M .

Als nächstes geben wir eine wesentliche topologische Charakterisie-
rung der Intervalle in R.

Satz III.5.3. Folgende Aussagen sind äquivalent:

(1) M ⊂ R ist zusammenhängend.
(2) M ist ein Intervall.
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Beweis. (1) =⇒ (2): Sei

a = infM ∈ R , b = supM ∈ R.

Dann ist

M ⊂ [a, b].

Wir müssen noch

(a, b) ⊂M

nachweisen. Angenommen, dies sei nicht der Fall. Dann gibt es ein c
mit

a < c < b und c 6∈M.

Definiere

O1 = [a, c) ∩M , O2 = (c, b] ∩M.

Dann sind O1 und O2 relativ offen in M . Wegen der Definition von
a, b, c und wegen c 6∈M gilt

O1 ∪O2 = M,O1 ∩O2 = ∅, O1 6= ∅, O2 6= ∅,

im Widerspruch zum Zusammenhang von M .
(2) =⇒ (1): Angenommen M ist nicht zusammenhängend. Dann exis-
tieren in M relativ offene Mengen O1 und O2 mit

O1 6= ∅, O2 6= ∅, O1 ∩O2 = ∅, O1 ∪O2 = M.

Seien x ∈ O1 und y ∈ O2. O.E. ist x < y. Sei

z = sup(O1 ∩ [x, y]) ∈ R.

Ann. z ∈ O1 :=⇒ ∃ δ > 0 : [z, z + δ] ⊂ O1 ∩ [x, y] =⇒ Widerspruch.
Ann. z ∈ O2 :=⇒ ∃ δ > 0 : [z − δ, z] ⊂ O2 ∩ [x, y] =⇒ Widerspruch.
Also ist z 6∈ O1 ∪O2 = M . Andererseits gilt

M 3 x ≤ z ≤ y ∈M

im Widerspruch zur Voraussetzung, dass M ein Intervall ist. �

Als nächstes beschäftigen wir uns mit den Auswirkungen des Zu-
sammenhangs auf stetige Funktionen.

Satz III.5.4. Sei M ⊂ X, M 6= ∅, zusammenhängend und f ∈
C(M,Y ). Dann ist f(M) zusammenhängend.

Beweis. Sei V ⊂ f(M) nicht leer und in f(M) relativ offen und
relativ abgeschlossen. Da f stetig ist, ist U = f−1(V ) in M relativ
offen und relativ abgeschlossen. Wegen ∅ 6= V ⊂ f(M) ist U 6= ∅. Da
M zusammenhängend ist, folgt U = M . Also ist

V = f(U) = f(M).

Damit folgt die Behauptung aus Satz III.5.2. �
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Satz III.5.5 (Zwischenwertsatz). Sei M ⊂ X, M 6= ∅, zu-
sammenhängend, f ∈ C(M,R) und x, y ∈ M mit f(x) < f(y). Dann
nimmt f jeden Wert zwischen f(x) und f(y) an, d.h., zu jedem a ∈
[f(x), f(y)] gibt es ein z ∈M mit f(z) = a.

Beweis. Wegen Satz III.5.3 und Satz III.5.4 ist f(M) ein Intervall.
Daher gilt [f(x), f(y)] ⊂ f(M). �

Eine Konsequenz des Zwischenwertsatzes ist:

Satz III.5.6. Sei p(x) =
n∑
k=0

akx
k ein Polynom mit reellen Koeffi-

zienten und ungeradem Grad n, d.h., ak ∈ R, an 6= 0 und n = 2` + 1,
` ∈ N. Dann besitzt p eine reelle Nullstelle.

Beweis. O.E. ist n ≥ 3 und an = 1. Sei

R = 1 +
n−1∑
k=0

|ak|.

Dann folgt

p(R) ≥ Rn −
n−1∑
k=0

|ak|Rk

≥ Rn −
n−1∑
k=0

|ak|Rn−1

= Rn−1(R− (R− 1))

≥ R

und

p(−R) ≤ (−R)n +
n−1∑
k=0

|ak|Rk

≤ −Rn +
n−1∑
k=0

|ak|Rn−1

= −Rn−1(R− (R− 1))

= −Rn−1

< 0.

Damit folgt die Behauptung aus Satz III.5.5. �

Bemerkung III.5.7. Satz III.5.6 ist für Polynome mit geradem
Grad i. a. falsch, wie das Beispiel p(x) = x2 + 1 zeigt.

Wir kommen nun zu einigen Abwandlungen des Zusammenhangbe-
griffes.
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Definition III.5.8. (1) Eine Funktion ω ∈ C([0, 1], X) heißt (steti-
ger) Weg in X. Die Punkte ω(0) ∈ X und ω(1) ∈ X heißen Anfangs-
und Endpunkt des Weges. Die Menge ω([0, 1]) ⊂ X heißt Spur des
Weges.
(2) Eine nicht leere Teilmenge M von X heißt wegzusammenhän-
gend, wenn es zu jedem x ∈ M und jedem y ∈ M einen Weg mit
Anfangspunkt x und Endpunkt y gibt, der ganz in M verläuft, d.h.,
ω([0, 1]) ⊂M .

Aus Satz III.5.4 folgt:

Bemerkung III.5.9. Die Spur eines Weges ist zusammenhängend.

Satz III.5.10. Jede wegzusammenhängende Menge M ist zusam-
menhängend.

Beweis. Wir nehmen an M ⊂ X, M 6= ∅, sei wegzusammenhän-
gend, aber nicht zusammenhängend. Dann gibt es zwei nicht leere,
disjunkte, in M offene Mengen O1, O2 mit O1 ∪ O2 = M . Seien x ∈
M ∩ O1 und y ∈ M ∩ O2. Dann gibt es einen Weg ω, der ganz in M
verläuft mit Anfangspunkt x und Endpunkt y. Sei S die Spur von ω.
Dann folgt

(O1 ∩ S) ∪ (O2 ∩ S) = M ∩ S = S

(O1 ∩ S) ∩ (O2 ∩ S) = ∅
O1 ∩ S 6= ∅, O2 ∩ S 6= ∅
Oi ∩ S ist relativ offen in S, i = 1, 2.

Dies ist ein Widerspruch zu Bemerkung III.5.9. �

Definition III.5.11. Eine nicht leere Teilmenge M von X heißt
konvex, wenn für alle x, y ∈M gilt (vgl. Abbildung III.5.1)

{tx+ (1− t)y : 0 ≤ t ≤ 1} ⊂M.

@
@

@
@@

x

y

Abbildung III.5.1. Beispiel einer konvexen (links) und
einer nicht konvexen (rechts) Menge

Bemerkung III.5.12. (1) Eine konvexe Menge ist wegzusammen-
hängend und damit zusammenhängend.
(2) B(a; r) und B(a; r) sind für jedes a ∈ X und r ∈ R∗

+ konvex.
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Beweis. ad (1): ω ∈ C([0, 1],M) mit ω(t) = tx+ (1− t)y ist ein
Weg mit Anfangspunkt y und Endpunkt x.
ad (2): Für x, y ∈ B(a; r) und t ∈ [0, 1] gilt

‖a− (tx+ (1− t)y)‖X = ‖ta− tx+ (1− t)a− (1− t)y‖X
≤ t‖a− x‖+ (1− t)‖a− y‖
< tr + (1− t)r
= r.

Analog für x, y ∈ B(a; r). �

Lemma III.5.13. Durch

”
x ∼ y für x, y ∈ M genau dann, wenn es einen Weg in M

mit Anfangspunkt x und Endpunkt y gibt“

wird eine Äquivalenzrelation ∼ auf M definiert.

Beweis. (1) x ∼ x : ω(t) = x für alle t ∈ [0, 1] ist stetig.
(2) x ∼ y =⇒ y ∼ x : ω ∈ C([0, 1],M) ω(0) = x, ω(1) = y =⇒ w∗(t) =
ω(1− t) leistet das Gewünschte.
(3) x ∼ y, y ∼ z =⇒ x ∼ z :

x ∼ y =⇒ ∃ ω1 ∈ C([0, 1],M) mit ω1(0) = x, ω1(1) = y

y ∼ z =⇒ ∃ ω2 ∈ C([0, 1],M) mit ω2(0) = y, ω2(1) = z.

=⇒ω(t) =

{
ω1(2t) 0 ≤ t ≤ 1

2

ω2(2t− 1) 1
2
< t ≤ 1

leistet das Gewünschte. �

Satz III.5.14. M ⊂ X, M 6= ∅, sei offen. Dann sind folgende
Aussagen äquivalent:

(1) M ist zusammenhängend.
(2) M ist wegzusammenhängend.

Beweis. (1) =⇒ (2): Sei a ∈M beliebig und

U = {x ∈M : x ∼ a}.
Dann ist a ∈ U .
Sei x ∈ U . Da M offen ist, gibt es ein ε > 0 mit B(x; ε) ⊂ M . Sei
y ∈ B(x; ε). Gemäß Bemerkung III.5.12 (2) gilt y ∼ x und wegen
x ∼ a auch y ∼ a. Also ist B(x; ε) ⊂ U . Mithin ist U offen in M .
Sei x ∈M\U . DaM offen ist, gibt es wieder ein ε > 0 mit B(x; ε) ⊂M .
Dann ist auch B(x; ε)∩U = ∅. Denn sonst gäbe es ein y ∈ B(x; ε) mit
y ∼ a; wegen y ∼ x folgte x ∼ a ein Widerspruch zu x 6∈ U . Mithin ist
U auch abgeschlossen in M .
Da M zusammenhängend ist, folgt U = M . Also ist M wegzusam-
menhängend.
(2) =⇒ (1): Satz III.5.10. �
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Bemerkung III.5.15. Auf die Voraussetzung
”
M offen“ kann in

Satz III.5.14 nicht verzichtet werden. Denn sei X = R2

X ′ = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y < 1}

Yn = {(x, y) ∈ R2 : x =
1

n
, 0 ≤ y < 1− 1

n
}

und
M = X ′\

⋃
n∈N∗

Xn.

Die MengeM (vgl. Abbildung III.5.2) ist zusammenhängend aber nicht
wegzusammenhängend.

Abbildung III.5.2. Skizze der Menge M aus Bemer-
kung III.5.15. Dicke Linien gehören zu M , dünne Linien
nicht.

Beweis. (1): (0, 0) 6∼ (1, 0). Angenommen ω = (ω1, ω2) ∈ C([0, 1],
M) erfüllt ω(0) = (0, 0), ω(1) = (1, 0). Aus Satz III.4.10 (S. 86) folgt

m = max
0≤t≤1

ω2(t) < 1.

Sei n ∈ N so, dass 1 − 1
n
> m ist. Aus Satz III.5.5 folgt, dass es ein

t∗ ∈ (0, 1) gibt mit

ω1(t
∗) =

1

n
.

Dann ist
ω(t∗) ∈ Yn ⇐⇒ ω(t∗) 6∈M.

Dies ist ein Widerspruch.
(2): (0, y1) ∼ (0, y2) für alle y1, y2 ∈ [0, 1).
(3): (x1, y1) ∼ (x2, y2) für alle (x1, y1), (x2, y2) ∈M mit x1 > 0, x2 > 0.
Sei nun N ⊂ M nicht leer und in M relativ offen und in M relativ
abgeschlossen.
(4): Bemerkung III.5.7 impliziert:

(x1, y1) ∼ (x2, y2) in M und (x1, y1) ∈ N =⇒ (x2, y2) ∈ N.
(5): N relativ offen in M =⇒ ∃ (x, y) ∈ N mit x > 0.
(6): (3), (4), (5) =⇒ ∀x > 0 ∀y ∈ [0, 1) : (x, y) ∈ N .
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(7): (6) =⇒ (
√

2
n
, 1

2
) ∈ N ∀n ≥ 2.

N relativ abgeschlossen in M und

lim
n→∞

(

√
2

n
,
1

2
) = (0,

1

2
) ∈M =⇒ (0,

1

2
) ∈ N

(8): (2), (4), (7) =⇒ (0, y) ∈ N ∀y ∈ [0, 1)
Also ist N = M und M somit zusammenhängend. �

Definition III.5.16. Eine nicht leere, offene und zusammenhän-
gende Teilmenge von X heißt Gebiet.

III.6. Funktionen in R

Im Folgenden sei I ⊂ R stets ein nicht leeres Intervall.

Definition III.6.1. Eine Funktion f : I → R heißt

(a) monoton wachsend,
(b) streng monoton wachsend,
(c) monoton fallend,
(d) streng monoton fallend,

wenn für alle x, y ∈ I mit x < y gilt

(a) f(x) ≤ f(y),
(b) f(x) < f(y),
(c) f(x) ≥ f(y),
(d) f(x) > f(y).

Eine monoton wachsende oder monoton fallende Funktion heißt mo-
noton.

Beispiel III.6.2. (1) f(x) = x2 ist streng monoton fallend auf

(−∞, 0] und streng monoton wachsend auf [0,+∞). Falls 0 ∈
◦
I ist, ist

f auf I nicht monoton.
(2) Die Funktion f(x) = dxe aus Beispiel III.3.4(3) (S. 76) ist monoton
wachsend.
(3) Die Funktion

f(x) =

{
1 x ∈ Q
0 x 6∈ Q

aus Beispiel III.3.4(4) (S. 76) ist nicht monoton.

Satz III.6.3. Sei f : I → R monoton und α = inf I ∈ R, β =
sup I ∈ R. Dann existieren in R die Grenzwerte

f(α+ 0) = lim
x→α+0

f(x) = lim
x→α
x>α

f(x)

f(β − 0) = lim
x→β−0

f(x) = lim
x→β
x<β

f(x)
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und es gilt

f(α+ 0) =

{
inf{f(x) : x ∈ (α, β]} falls f wachsend,

sup{f(x) : x ∈ (α, β]} falls f fallend,

f(β − 0) =

{
sup{f(x) : x ∈ [α, β)} falls f wachsend,

inf{f(x) : x ∈ [α, β)} falls f fallend.

Beweis. Sei f monoton wachsend und

b = sup f(I) ∈ R.

Sei (xn)n∈N ⊂ I eine Folge mit lim
n→∞

xn = β und xn < β für alle n ∈ N.

Dann gibt es zu jedem η < b ein ζ ∈ I, ζ < β, mit f(ζ) = η. Zu ζ gibt
es ein nζ ∈ N mit

ζ ≤ xn < β ∀n ≥ nζ .

Da f monoton wachsend ist, folgt

η = f(ζ) ≤ f(xn) ≤ b ∀n ≥ nζ .

Also gilt lim
n→∞

f(xn) = b. Also existiert f(β − 0) und ist gleich b.

Ganz analog zeigt man die Existenz von f(α+0) und geht für monoton
fallendes f vor. �

Definition III.6.4. Seien D ⊂ R, D 6= ∅, Y ein normierter Vek-
torraum und f : D → Y ein Funktion. Ein Punkt x0 ∈ R mit x0 ∈
D ∩ (−∞, x0) ∩ D ∩ (x0,+∞) heißt Sprungstelle von f , wenn die
Grenzwerte lim

x→x0±0
f(x) = f(x0 ± 0) existieren und verschieden sind.

Beispiel III.6.5. Für die Funktion f aus Beispiel III.6.2 (2) ist
jedes k ∈ Z eine Sprungstelle. Es ist

f(k + 0)− f(k − 0) = 1 ∀k ∈ Z.

Satz III.6.3 zeigt, dass für eine monotone Funktion f : I → R für

jedes x0 ∈
◦
I die Grenzwerte f(x0 ± 0) existieren. Der folgende Satz

zeigt, dass eine solche Funktion bis auf abzählbar viele Sprungstellen
stetig ist. Beispiel III.6.5 zeigt, dass umgekehrt auch abzählbar viele
Sprungstellen auftreten können.

Satz III.6.6. Sei f : I → R monoton. Dann ist f bis auf abzählbar
viele Sprungstellen stetig.

Beweis. O.E. ist f monoton wachsend. Sonst gehen wir zu −f
über. Definiere

M = {x ∈
◦
I : f(x+ 0) 6= f(x− 0)}.

Wir müssen zeigen, dassM abzählbar ist. Dazu genügt es, eine injektive
Abbildung von M in eine abzählbare Menge zu konstruieren. Sei dazu
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x ∈M . Da f monoton wachsend ist, ist f(x+ 0) > f(x− 0). Also gibt
es ein

qx ∈ Q ∩ (f(x− 0), f(x+ 0)).

x 7→ qx ist eine Abbildung von M in Q. Seien nun x, y ∈M mit x < y.
Da f monoton wachsend ist, folgt

f(x+ 0) ≤ f(y − 0).

Also gilt

qx < f(x+ 0) ≤ f(y − 0) < qy.

Mithin ist die Abbildung injektiv. Damit folgt die Behauptung aus Satz
I.3.2 (S. 17). �

Der folgende Satz zeigt, dass stetige, monotone Funktionen sehr
gutartig sind. Er wird uns im nächsten Paragraphen gute Dienste leis-
ten.

Satz III.6.7. Sei f : I → R stetig und streng monoton wachsend
bzw. fallend. Dann gilt

(1) J = f(I) ist ein Intervall.
(2) f : I → J ist bijektiv.
(3) Die Umkehrabbildung f−1 : J → I ist stetig und streng mono-

ton wachsend bzw. fallend.

Beweis. ad (1): Folgt aus Satz III.5.3 (S. 88) und III.5.4 (S. 89).
ad (2): Die Surjektivität folgt aus der Definition von J , die Injektivität
aus der strengen Monotonie.
ad (3): Sei g = f−1 : J → R. O.E. setzen wir voraus, dass f streng
monoton wachsend ist. Andernfalls gehen wir zu −f über.
Sei y1, y2 ∈ J mit y1 < y2. Angenommen es ist g(y1) ≥ g(y2). Da f
streng monoton wachsend ist, folgt

y2 = f(g(y2)) ≤ f(g(y1)) = y1.

Also ist g streng monoton wachsend.

Sei nun y0 ∈
◦
I. Gemäß Satz III.6.3 existieren die Grenzwerte

g(y0 + 0) und g(y0 − 0).

Wir müssen zeigen, dass sie mit g(y0) übereinstimmen. Sei (yk)k∈N ⊂ J
eine monoton wachsende Folge mit

lim
n→∞

yk = y0 und yk < y0 ∀k ∈ N.

Dann ist (xk)k∈N mit xk = g(yk) eine monoton wachsende Folge mit

xk < x0 = g(y0) ∀k ∈ N.

Sei

x = lim
k→∞

xk.
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Dann ist
x ≤ x0 und x ∈ I.

Angenommen es wäre, x < x0. Dann folgt aus der Stetigkeit und der
strengen Monotonie von f

y0 = lim
k→∞

yk = lim
k→∞

f(xk)

= f(x)

< f(x0) = y0

Also ist x = x0 und somit

g(y0 − 0) = g(y0).

Ganz analog folgt g(y0 + 0) = g(y0). Also ist g stetig. �

Beispiel III.6.8. Sei n ≥ 2 und f : R+ → R+ definiert durch

f(x) = xn.

Für 0 ≤ x < y gilt

f(y)− f(x) = yn − xn

= yn(1− (
x

y
)n)

= yn︸︷︷︸
>0

(1− (
x

y
)︸ ︷︷ ︸

>0

)
n−1∑
k=0

(
x

y
)k︸︷︷︸

>0

> 0.

Also ist f streng monoton wachsend.
Wegen 0 ≤ f(x) = xn ≤ x für alle 0 ≤ x ≤ 1 gilt

lim
x→0+

f(x) = 0.

Wegen f(x) = xn ≥ x für alle x ≥ 1 gilt

lim
x→+∞

f(x) = +∞.

Also ist gemäß Satz III.6.7 f : R+ → R+ bijektiv und es gibt eine
stetige, streng monoton wachsende Umkehrfunktion g : R+ → R+. Es
ist

g(x) = n
√
x.

III.7. Exponentialfunktion und Verwandte

Definition III.7.1. Durch

exp(z) = ez =
∞∑
n=0

zn

n!

cos(z) =
∞∑
n=0

(−1)n
z2n

(2n)!
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sin(z) =
∞∑
n=0

(−1)n
z2n+1

(2n+ 1)!

werden drei Funktionen von C in C, genannt Exponentialfunktion,
Cosinus und Sinus, definiert.

Satz III.7.2. Es gilt:

(1) Die Potenzreihen in Definition III.7.1 haben alle den Konver-
genzradius ∞.

(2) exp, sin, cos sind reellwertig auf R.
(3) ez1+z2 = ez1 · ez2 für alle z1, z2 ∈ C.
(4) ez 6= 0 für alle z ∈ C; e−z = 1

ez
für alle z ∈ C

(5) eiz = cos z + i sin z für alle z ∈ C.
(6) cos ist gerade, d.h., cos(−z) = cos(z) für alle z ∈ C.

sin ist ungerade, d.h., sin(−z) = − sin(z) für alle z ∈ C.
(7) cos(z) = 1

2
(eiz + e−iz) für alle z ∈ C.

sin(z) = 1
2i

(eiz − e−iz) für alle z ∈ C.
(8) cos(x) = Re(eix) für alle x ∈ R.

sin(x) = Im(eix) für alle x ∈ R.
(9) exp, cos, sin sind stetig.

Beweis. ad (1): Folgt aus Satz II.6.4 (S. 58).
ad (2): Ist klar.
ad (3): Beispiel II.5.15 (S. 56).
ad (4): Beispiel II.5.15 (S. 56).
ad (5):

eiz =
∞∑
n=0

(iz)n

n!

=
∞∑
k=0

(i)2k z2k

(2k)!
+

∞∑
k=0

(i)2k+1 z2k+1

(2k + 1)!
wg. abs. Konv. mögl.

=
∞∑
k=0

(−1)k
z2k

(2k)!
+ i

∞∑
k=0

(−1)k
z2k+1

(2k + 1)!

= cos(z) + i sin(z).

ad (6): Ist offensichtlich.
ad (7):

1

2
(eiz + e−iz) =

1

2
(cos(z) + i sin(z) + cos(−z) + i sin(−z))

= cos(z)

1

2i
(eiz − e−iz) =

1

2i
(cos(z) + i sin(z)− cos(−z)− i sin(−z))

= sin(z).
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ad (8): Folgt aus (2) und (5).
ad (9): Gemäß Beispiel III.3.14(2) (S. 79) gibt es ein ρ > 0 mit

|ez − 1|
|z|

≤ 2 ∀|z| < ρ.

Sei nun z0 ∈ C und ε > 0. Wähle

δ = min{ρ, ε

2|ez0|
} > 0.

Dann folgt für z ∈ C mit |z − z0| < δ

|ez − ez0| = |ez0| · |e
(z−z0) − 1|
|z − z0|

|z − z0|

≤ 2|ez0 ||z − z0|
< ε.

Also ist exp stetig. Wegen Satz III.3.8 (S. 77) ist dann auch

z 7→ exp(−z)
stetig. Damit folgt die Stetigkeit von Sinus und Cosinus aus (7) und
Satz III.3.5 (S. 77). �

Satz III.7.3 (Additionstheoreme). Für alle z, w ∈ C gilt:

(1) cos(z ± w) = cos(z) cos(w)∓ sin(z) sin(w).
sin(z ± w) = sin(z) cos(w)± cos(z) sin(w).

(2) sin(z)− sin(w) = 2 cos( z+w
2

) sin( z−w
2

).
cos(z)− cos(w) = −2 sin( z+w

2
) sin( z−w

2
).

(3) cos2(z) + sin2(z) = 1.

Beweis. ad (1):

cos(z + w) =
1

2
(ei(z+w) + e−(z+w))

=
1

2
[eizeiw + e−ize−iw]

=
1

4
[(eiz + e−iz)(eiw + e−iw)

+ (eiz − e−iz)(eiw − e−iw)]

= cos(z) cos(w)− sin(z) sin(w)

Die Identität für cos(z − w) folgt aus cos(z − w) = cos(z + (−w)) und
Satz III.7.2 (6). Der Beweis der Identität für sin(z±w) ist völlig analog.
ad (2): Setze u = z−w

2
, v = z+w

2
. Dann ist

z = u+ v, w = v − u.
Damit folgt aus (1) und Satz III.7.2 (6)

sin(z)− sin(w) = sin(u+ v) + sin(u− v)
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= 2 sin(u) cos(v)

= 2 sin(
z − w

2
) cos(

z + w

2
)

Die zweite Identität folgt analog.
ad (3): Aus (1) folgt

cos2(z) + sin2(z) = cos(z − z) = cos(0) = 1.

�

Wegen ex+iy = ex · eiy ist das Verhalten der Exponentialfunktion
auf C festgelegt durch ihr Verhalten auf R ⊂ C und iR ⊂ C. Wir
betrachten zunächst die reelle Exponentialfunktion.

Satz III.7.4. Es gilt:

(1) 0 < ex < 1 für alle x < 0;
ex > 1 für alle x > 0.

(2) exp : R→ R∗
+ ist streng monoton wachsend.

(3) lim
x→+∞

x−nex = +∞ für alle n ∈ N,

lim
x→−∞

ex = 0.

Beweis. ad (1): Für x > 0 folgt

ex = 1 +
∞∑
n=1

xn

n!
> 1.

Für x < 0 folgt

ex = e−(−x) =
1

e−x
∈ (0, 1).

ad (2): Für x < y folgt aus (1)

ey = exey−x > ex.

ad (3): Für n ∈ N und x > 0 folgt

x−nex > x−n
xn+1

(n+ 1)!
=

x

(n+ 1)!
−→
x→+∞

+∞.

Schließlich gilt

lim
x→−∞

ex = lim
x→+∞

e−x = lim
x→+∞

1

ex
= 0.

�

Wegen Satz III.7.4 und Satz III.6.7 (S. 96) ist die folgende Definition
sinnvoll.

Definition III.7.5. Die Umkehrfunktion der reellen Exponential-
funktion heißt (natürlicher) Logarithmus und wird mit ln be-
zeichnet;

ln = (exp |R)−1 : R∗
+ → R.
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Satz III.7.6. (1) Der Logarithmus ist eine stetige, streng monoton
wachsende Funktion mit

lim
x→+∞

ln(x) = +∞, lim
x→0+

ln(x) = −∞.

(2) Für alle x, y ∈ R∗
+ gilt

ln(x · y) = ln(x) + ln(y)

ln(
x

y
) = ln(x)− ln(y).

Beweis. ad (1): Folgt aus Satz III.6.7 (S. 96) und Satz III.7.4.
ad (2): Sei a = ln(x), b = ln(y). Dann folgt aus Satz III.7.2 und der
Definition des Logarithmus

x · y = ea · eb = ea+b

=⇒ ln(x) + ln(y) = a+ b = ln(x · y)

Analog für ln(x
y
). �

Sei a > 0. Dann folgt

a = eln(a)

und damit

an = (eln(a))n = en ln(a) ∀n ∈ N

a−n =
1

an
=

1

en ln(a)
= e−n ln(a) ∀n ∈ N.

Sei n ∈ N∗ und x = e
1
n

ln(a) ∈ R∗
+. Dann folgt

xn = en
1
n

ln(a) = eln(a) = a.

Also gilt
n
√
a = e

1
n

ln(a) ∀n ∈ N∗.

Hieraus folgt für r = p
q
∈ Q mit p ∈ Z, q ∈ N∗

a
p
q = e

p
q

ln(a).

Dies führt zu folgender Definition.

Definition III.7.7. Für a > 0 und x ∈ R sei

ax = ex ln(a).

Satz III.7.8. Seien a, b ∈ R∗
+ und x, y ∈ R dann gilt:

(1) axay = ax+y, ax

ay
= ax−y.

(2) axbx = (ab)x, ax

bx
= (a

b
)x.

(3) (ax)y = ax·y.
(4) ln(ax) = x ln(a).

Beweis. Übungsaufgabe. �
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Der folgende Satz sagt etwas aus über das asymptotische Verhalten
des Logarithmus für x→ 0+ und x→ +∞.

Satz III.7.9. Für α ∈ R∗
+ gilt

lim
x→+∞

x−α ln(x) = 0, lim
x→0+

xα ln(x) = 0.

Beweis. Da aus x→ +∞ folgt y = ln(x)→ +∞ erhalten wir mit
Satz III.7.4 (3)

lim
x→+∞

x−α ln(x) = lim
y→+∞

y

eαy

=
1

α
lim

y→+∞

αy

eαy

=
1

α
lim

z→+∞

z

ez
(z = αy)

= 0.

Ebenso folgt

lim
x→0+

xα ln(x) = lim
y→+∞

y−α ln(
1

y
) (x =

1

y
)

= − lim
y→+∞

y−α ln(y)

= 0.

�

Als nächstes untersuchen wir das Verhalten der Exponentialfunkti-
on auf iR ⊂ C. Um Schreibarbeit zu sparen, definieren wir für x ∈ R

ixp(x) = eix ∀x ∈ R.

Satz III.7.10. ixp(R) = S1 = {z ∈ C : |z| = 1}.

Beweis. Wegen Satz III.7.3 (3) ist ixp(R) ⊂ S1. Um die Gleichheit
zu zeigen, beweisen wir zunächst:
Beh.: cos(R) = [−1, 1].
Bew. der Beh.: Wegen Satz III.5.3 (S. 88) und Satz III.5.4 (S. 89)
ist I = cos(R) ein Intervall. Wegen cos(0) = 1 ist 1 ∈ I. Wegen

cos 1 = 1 +
∞∑
k=1

{ (−1)2k−1

(4k − 2)!
+

(−1)2k

(4k)!
}

= 1−
∞∑
k=1

{ 1

(4k − 2)!
− 1

(4k)!
}

< 1

ist I 6= {1} und

a = inf I < 1.
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Wegen Satz III.7.3 (3) ist a ≥ −1. Angenommen a > −1. Dann ist
α = a+1

2
∈ I und es gibt ein x mit cos(x) = α. Mit Satz III.7.3 folgt

cos(2x) = cos2(x)− sin2(x)

= 2 cos2(x)− 1

= 2(
a+ 1

2
)2 − 1

= a− 1− a2

2
< a.

Also ist a = −1. Insbesondere ist 0 ∈ I und es gibt ein xmit cos(x) = 0.
Mit Satz III.7.3 folgt wieder

cos(2x) = 2 cos2(x)− 1 = −1.

Damit ist Beh. bewiesen.
Sei nun z ∈ S1. Dann gibt es gemäß Behauptung ein x ∈ R mit

cos(x) = Re z ∈ [−1, 1].

Dann gilt aber eix = z oder (eix) = e−ix = z, d.h.,

ixp(x) = z oder ixp(−x) = z.

Damit ist die Behauptung bewiesen. �

Satz III.7.11. Die Menge M = {x ∈ R∗
+ : ixp(x) = 1} besitzt ein

positives Minimum. Wir definieren

π =
1

2
min{x ∈ R∗

+ : ixp(x) = 1}.

Beweis. Wegen Satz III.7.10 gibt es ein x mit

ixp(x) = −1.

Wegen ixp(0) = 1 ist x 6= 0. Wegen

ixp(−x) = [ixp(x)]−1 = −1

ist o.E. x > 0. Wegen

ixp(2x) = [ixp(x)]2 = 1

ist M 6= ∅. Für x ∈ (0, 1) gilt weiter

sin(x) =
∞∑
k=0

{(−1)2kx4k+1

(4k + 1)!
+

(−1)2k+1x4k+3

(4k + 3)!
}

=
∞∑
k=0

x4k+1[
1

(4k + 1)!
− x2

(4k + 3)!
]
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≥
∞∑
k=0

x4k+1[
1

(4k + 1)!
− 1

(4k + 3)!
]

> 0.

Also ist

M = ϕ−1({1})
mit ϕ = ixp |[1,∞). Hieraus folgt die Behauptung. �

Satz III.7.12. Es gilt:

(1) ez = 1 ⇐⇒ z ∈ 2πiZ ⇐⇒ ∃ k ∈ Z : z = 2kπi.
(2) ez = −1 ⇐⇒ z ∈ πi+ 2πiZ ⇐⇒ ∃ k ∈ Z : z = (2k + 1)πi.

Beweis. ad (1):
”
⇐=“: e2kπi = (e2πi)k = 1k = 1

”
=⇒“: z = x+ iy, x, y ∈ R, ez = 1

=⇒1 = |ez| = |ex||eiy| = ex =⇒ x = 0

y = 2kπ + r mit 0 ≤ r < 2π

=⇒1 = ez = e2kπieir = eir =⇒ r = 0 nach Def. von π.

ad (2):
”
⇐=“: e(2k+1)πi = eπi = a

a2 = e2πi = 1 =⇒ a = ±1 =⇒ a = −1 nach Def. von π.

”
=⇒“:

ez = −1 =⇒ e2z = 1 =⇒2z ∈ 2πiZ
=⇒z ∈ πiZ
=⇒z = (2`+ 1)πi mit ` ∈ Z wegen (1).

�

Aus Satz III.7.12 folgt

ez = ez+2kπi ∀z ∈ C, k ∈ Z.

Falls es für eine Funktion f : K→ K ein p ∈ K∗ gibt mit

f(x+ p) = f(x) ∀x ∈ K,

sagt man, f sei p-periodisch. exp ist also 2πi periodisch.

Satz III.7.13. Für jedes a ∈ R gilt

ixp : [a, a+ 2π)→ S1

und

ixp : (a, a+ 2π]→ S1

sind bijektiv.
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Beweis. Injektiv:

ixp(x) = ixp(y) ⇐⇒ ixp(x− y) = 1

⇐⇒ x− y = 2kπ für ein k ∈ Z (Satz III.7.12)

⇐⇒ x = y da |x− y| < 2π ∀x, y ∈ [a, a+ 2π)

bzw. ∀x, y ∈ (a, a+ 2π].

Surjektiv: Zu z ∈ S1 gibt es nach Satz III.7.10 ein x ∈ R mit ixp(x) =
z. x lässt sich in der Form x = a + 2kπ + r mit k ∈ Z und r ∈ [0, 2π)
darstellen. Damit folgt

z = ixp(x) = ixp(a+ r) · ixp(2kπ)

= ixp(a+ r).

Wegen a+ r ∈ [a, a+ 2π) folgt die Surjektivität. �

Satz III.7.14. Es gilt:

(1) cos(z + 2kπ) = cos(z), sin(z + 2kπ) = sin(z) für alle z ∈ C,
k ∈ Z.

(2) cos(z) = 0 ⇐⇒ z ∈ π
2

+ πZ,
sin(z) = 0 ⇐⇒ z ∈ πZ.

(3) sin(x) > 0 für alle x ∈ (0, π),
sin(x) ist streng monoton wachsend auf (0, π

2
).

(4) cos(z + π) = − cos(z), sin(z + π) = − sin(z) für alle z ∈ C.
(5) cos(z) = sin(π

2
− z), sin(z) = cos(π

2
− z) für alle z ∈ C.

(6) cos(R) = sin(R) = [−1, 1].

Beweis. ad (1): Folgt aus Satz III.7.2 (7) und Satz III.7.12.
ad (2):

cos(z) = 0 ⇐⇒ eiz = −e−iz

⇐⇒ e2iz = −1

⇐⇒ 2zi ∈ πi+ 2πiZ wegen Satz III.7.12

⇐⇒ z ∈ π
2

+ πZ

sin(z) = 0 ⇐⇒ eiz = e−iz

⇐⇒ e2iz = 1

⇐⇒ 2iz ∈ 2πiZ wegen Satz III.7.12

⇐⇒ z ∈ πZ.

ad (3): Im Beweis von Satz III.7.11 wurde gezeigt

sin(x) > 0 ∀x ∈ (0, 1).

Damit folgt aus Teil (2) und Satz III.5.5 (S. 90)

sin(x) > 0 ∀x ∈ (0, π).
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Mit dem gleichen Argument folgt aus cos(0) = 1

cos(x) > 0 ∀x ∈ (0,
π

2
).

Sei nun 0 < x < y < π
2
. Dann folgt aus Satz III.7.3

sin(y)− sin(x) = 2 cos(
x+ y

2
) sin(

x− y
2

) > 0.

ad (4): Folgt aus Satz III.7.12 und Satz III.7.3.
ad (5): Folgt aus (2), (3) und Satz III.7.3.
ad (6): Aus Satz III.7.10 folgt cos(R) = [−1, 1]. Aus (5) folgt dann
sin(R) = [−1, 1]. �

Bemerkung III.7.15. (1) Die reellen Funktionen cos und sin sind
durch die Werte von sin(x) für x ∈ [0, π

2
] eindeutig festgelegt.

(2) Die Zahl π ist irrational, ja sie ist sogar transzendent (Beweis von
Lindemann 1882), d.h., es gibt kein Polynom p mit rationalen Koef-
fizienten und p(π) = 0.
(3) Die Zahl π

2
ist die kleinste positive Nullstelle des Cosinus. Um sie

numerisch zu berechnen, benutzen wir die Identität

cos(x) =
n∑
k=0

(−1)k
x2k

(2k)!
+ r2n+2(x)

mit

r2n+2(x) =
∞∑

k=n+1

(−1)k
x2k

(2k)!

und die (zu beweisende!) Abschätzung

|r2n+2(x)| ≤
|x|2n+2

(2n+ 2)!
∀|x| ≤ 2n+ 3.

Für 0 < x ≤ 5 folgt hieraus

cos(x) = 1− x2

2
+ r4

≤ 1− x2

2
+
x4

24

= 1− x2

2
(1− x2

12
)

< 1 ∀ 0 < x <
√

12.

Also ist 2π ≥
√

12 und damit π ≥
√

3 > 1.5. Für x = 1.5 und x = 1.6
erhalten wir

cos(1.5) = 0.070′737′201′63± 20 · 10−11 > 0

cos(1.6) = −0.029′199′522′39± 20 · 10−11 < 0.
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Also ist 1.5 < π
2
< 1.6. Sei

a = 1.5 + 0.1
cos(1.5)

cos(1.5)− cos(1.6)
= 1.57078 . . . .

a ist der Schnittpunkt der Geraden durch (1.5, cos(1.5)) und (1.6,
cos(1.6)) mit der x-Achse. Wir erhalten

cos(1.5707) = 0.000′096′326′73± 20 · 10−11 > 0

cos(1.5708) = −0.000′003′673′26± 20 · 10−11 < 0.

Wegen

cos y − cosx = −2 sin(
y + x

2
) sin(

x− y
2

)

< 0 ∀ 0 < x < y < π

ist der Cosinus auf (0, π) streng monoton fallend. Daher folgt aus obiger
Abschätzung

1.5707 <
π

2
< 1.5708.

Sei

b = 1.5707 + 0.0001
cos(1.5707)

cos(1.5707)− cos(1.5708)

= 1.570′796′326′ . . . .

Wir erhalten

cos(1.570′796′326) = 0.000′000′000′73± 20 · 10−11 > 0

cos(1.570′796′327) = −0.000′000′000′27± 20 · 10−11 < 0.

Also gilt

1.570′796′326 <
π

2
< 1.507′796′327

d.h.
π = 3.141′592′653± 10−9.

Satz III.7.16. Für jedes a ∈ R gilt

exp : R× [a, a+ 2π)i→ C∗

exp : R× (a, a+ 2π]i→ C∗

ist bijektiv.

Beweis. Injektiv: Für z = x + iy, w = u + iv mit x, y, u, v ∈ R
folgt

ez = ew ⇐⇒ exeiy = eueiv

=⇒ |exeiy| = |eueiv|
=⇒ ex = eu =⇒ x = u
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=⇒ eiy = eiv

=⇒ ei(y−v) = 1

=⇒ y − v ∈ 2πZ
=⇒ y = v.

Surjektiv: Sei z ∈ C∗. Dann ist |z| > 0 und z
|z| ∈ S1. Also gibt es

nach Satz III.7.6 und Satz III.7.10 ein x ∈ R und ein y ∈ [a, a + 2π)
bzw. y ∈ (a, a+ 2π] mit

ex = |z|, eiy =
z

|z|
.

Hieraus folgt die Behauptung. �

Hieraus folgt unmittelbar die Polarkoordinatendarstellung
der komplexen Zahlen.

Satz III.7.17 (Polarkoordinatendarstellung der komple-
xen Zahlen). Zu jedem z ∈ C∗ gibt es genau ein α ∈ [0, 2π) mit

z = |z|eiα.
α heißt das Argument von z, kurz α = arg(z).

Bemerkung III.7.18. Seien z, u ∈ C∗ und

z = reiϕ, u = seiψ

mit r, s ∈ R∗
+, ϕ, ψ ∈ [0, 2π). Dann folgt

z · u = (r · s)ei(ϕ+ψ).

Also

arg(z · u) = arg(z) + arg(u) mod 2π.

Zwei komplexe Zahlen werden also miteinander multipliziert, indem
ihre Beträge multipliziert und ihre Argumente modulo 2π addiert wer-
den.

Satz III.7.19 (komplexe Wurzeln). Für jedes a ∈ C∗ und jedes
n ∈ N∗ besitzt die Gleichung zn = a genau die n komplexen Lösungen

zk = |a|1/nei(arg(a)+2πk)/n 0 ≤ k ≤ n− 1.

Beweis. Sei z eine Lösung der Gleichung zn = a. Dann ist z ∈ C∗

und somit

z = reiϕ mit r ∈ R∗
+ und ϕ ∈ [0, 2π).

Es folgt

zn = rneinϕ = a = |a|ei arg(a)

⇐⇒ rn = |a|
⇐⇒ r = |a|1/n
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und

nϕ− arg(a) ∈ 2πZ

⇐⇒ ϕ =
1

n
(arg(a) + 2kπ) 0 ≤ k ≤ n− 1.

�

Zum Abschluss beweisen wir noch eine andere Darstellung der Ex-
ponentialfunktion.

Satz III.7.20. Für alle z ∈ C ist

ez = lim
n→∞

(1 +
z

n
)n.

Beweis. Für n ∈ N∗ und z ∈ C gilt

ez − (1 +
z

n
)n = (e

z
n )n − (1 +

z

n
)n

= [e
z
n − (1 +

z

n
)]
n−1∑
k=0

e
z
n
k(1 +

z

n
)n−1−k

= A ·B.
Weiter ist

A = e
z
n − (1 +

z

n
)

=
z

n
[
e
z
n − 1
z
n

− 1]

=
z

n
rn(z).

Gemäß Beispiel III.3.14(2) (S. 79) gilt

lim
n→∞

rn(z) = 0.

Weiter gilt

|e
z
n | ≤ e

|z|
n

|1 +
z

n
| ≤ 1 +

|z|
n

≤ e
|z|
n .

Damit folgt

|B| ≤
n−1∑
k=0

e
|z|
n
k|1 +

z

n
|n−1−k

≤
n−1∑
k=0

e
|z|
n

(k+n−1−k)

≤ ne|z|
n−1
n
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≤ ne|z|.

Insgesamt erhalten wir

|e
z
n − (1 +

z

n
)n| ≤ |z|

n
|rn(z)|ne|z|

= |z|e|z||rn(z)|
−→
n→∞

0.

�



KAPITEL IV

Differentialrechnung einer Veränderlichen

Zunächst führen wir den Begriff der Differenzierbarkeit einer Funk-
tion von M ⊂ K in einen normierten Vektorraum ein und betrachten
darauf aufbauende Begriffe. Danach leiten wir Mittelwertsätze her und
befassen uns mit Konsequenzen wie z.B. der Regel von de l’Hôpital.
Anschließend beweisen wir Taylorformeln und ziehen daraus Konse-
quenzen.
Als Anwendung betrachten wir die numerische Lösung von Gleichun-
gen. Wir beweisen den Banachschen Fixpunktsatz, leiten das Newton-
verfahren her und beweisen seine Konvergenz.

IV.1. Differenzierbarkeit

Im Folgenden sei, sofern nicht anders vermerkt, (Y, ‖ · ‖Y ) ein nor-
mierter Raum, M ⊂ K eine nicht leere Menge, x0 ∈ M ein Häufungs-
punkt von M und f : M → Y eine Funktion.

Definition IV.1.1. Die Funktion f : M → Y heißt im Punkt
x0 ∈M differenzierbar, wenn der Grenzwert

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

in Y existiert. Falls f in x0 differenzierbar ist, nennen wir

f ′(x0) = Df(x0) =
df

dx
(x0)

= lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

= lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
∈ Y

die Ableitung von f im Punkte x0.

Bevor wir Eigenschaften differenzierbarer Funktionen untersuchen
einige Beispiele.

Beispiel IV.1.2. (1) f : C → C, f(z) = zn, n ∈ N∗ ist differen-
zierbar für jedes z ∈ C und f ′(z) = nzn−1.
(2) f : C → C, f(z) = ez ist differenzierbar für jedes z ∈ C und
f ′(z) = ez.
(3) f : R∗ → R, f(x) = 1

x
ist differenzierbar für jedes x ∈ R∗ und

f ′(x) = − 1
x2 .

111
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(4) f : R→ R2, f(x) = (x, x2)t ist differenzierbar für jedes x ∈ R und
f ′(x) = (1, 2x)t.
(5) f : R→ R+, f(x) = |x| ist in x0 = 0 nicht differenzierbar.
(6) f : C→ R, f(z) = Re z ist in keinem Punkt z ∈ C differenzierbar.

Beweis. ad (1):

zn − zn0
z − z0

=
n−1∑
k=0

zkzn−k−1
0

−→
z→z0

n−1∑
k=0

zk0z
n−k−1
0 = nzn−1

0 .

ad (2):
ez − ez0
z − z0

= ez0
ez−z0 − 1

z − z0

−→
z→z0

ez0 .

ad (3):
1

x0+h
− 1

x0

h
=

−h
hx0(x0 + h)

= − 1

x0(x0 + h)
−→
h→0
− 1

x2
0

.

ad (4):

‖f(x0 + h)− f(x0)

h
− (1, 2x0)

t‖ = ‖(1, 2x0 + h)t − (1, 2x0)
t‖

=
√

(1− 1)2 + (2x0 + h− 2x0)2

= |h|
−→
h→0

0

ad (5):

lim
n→∞

f( 1
n
)− f(0)

1
n

= lim
n→∞

1
n
1
n

= 1

lim
n→∞

f(− 1
n
)− f(0)

− 1
n

= lim
n→∞

1
n

− 1
n

= −1.

Für x ∈ R∗ folgt analog, dass f differenzierbar ist mit

f ′(x) =

{
1 falls x > 0

−1 falls x < 0.

ad (6): Sei z = x+ iy mit x, y ∈ R. Dann ist

f(z + 1
n
)− f(z)
1
n

=
1
n
1
n

= 1 ∀ n ∈ N∗

f(z + i
n
)− f(z)
i
n

= 0 ∀ n ∈ N∗.

�
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Satz IV.1.3. Folgende Aussagen sind äquivalent.

(1) f ist differenzierbar in x0.
(2) Es gibt ein c ∈ Y mit

lim
x→x0

f(x)− f(x0)− c(x− x0)

x− x0

= 0.

(3) Es gibt ein c ∈ Y und eine Abbildung r : M → Y , die in x0

stetig ist und r(x0) = 0 erfüllt, mit

f(x) = f(x0) + c(x− x0) + r(x)(x− x0) ∀x ∈M.

In den Fällen (2) und (3) ist c eindeutig bestimmt und c = f ′(x0).

Beweis. (1) =⇒ (2): Ist offensichtlich.
(2) =⇒ (3): Definiere r : M → Y durch

r(x) =

{
f(x)−f(x0)−c(x−x0)

x−x0
x 6= x0

0 x = x0.

Aus (2) folgt dann, dass r in x0 stetig ist.
(3) =⇒ (1): Ist offensichtlich. �

Aus Satz IV.1.3 folgt unmittelbar:

Satz IV.1.4. Ist f in x0 differenzierbar, so ist f in x0 stetig.

Beweis. Gemäß Satz IV.1.3 (3) ist

f(x) = f(x0) + c(x− x0) + r(x)(x− x0)

mit einer in x0 stetigen Funktion r. Also ist

lim
x→x0

f(x) = f(x0).

�

Bemerkung IV.1.5. (1) Beispiele IV.1.2 (5) und (6) zeigen, dass
die Umkehrung von Satz IV.1.4 i. a. falsch ist.
(2) Eine Funktion der Form x→ f(x0)+f

′(x0)(x−x0) ist affin. Mithin
besagt Satz IV.1.3, dass eine in x0 differenzierbare Funktion f in der
Nähe von x0 durch eine affine Funktion bis auf einen Fehler R(x) mit

(∗) lim
x→x0

R(x)

x− x0

= 0,

d.h. einen Fehler höherer Ordnung, approximiert werden kann. Sei nun
umgekehrt h : M → Y eine affine Funktion, R : M → Y eine Funktion,
die (∗) erfüllt, und

f(x) = h(x) +R(x) ∀x ∈M.

Da h affin ist, gilt für alle x ∈M
h(x) = h(0) + cx
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mit c ∈ Y . Daher gilt

f(x)− f(x0) = h(x) +R(x)− h(x0)−R(x0)︸ ︷︷ ︸
=0

= h(0) + cx+R(x)− h(0)− cx0

= c(x− x0) +R(x)

=⇒ lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

= c.

Also ist f in x0 differenzierbar.
Mithin ist also eine Funktion genau dann in x0 differenzierbar, wenn sie
dort linear approximierbar, d.h. durch eine affine Funktion bis auf Ter-
me höherer Ordnung darstellbar ist. Geometrisch bedeutet dies, dass
der Graph von f durch eine Gerade approximiert werden kann.
(3) Ist f : M ⊂ C → C in x0 ∈ M ∩ R differenzierbar, ist weiter x0

ein Häufungspunkt von M ∩ R und ist f(M ∩ R) ⊂ R, so ist f |M∩R
als Funktion von R in R in x0 differenzierbar. Beispiel IV.1.2 (6) zeigt,
dass die Umkehrung i. a. falsch ist.
(4) Ist f : M ⊂ R→ R2 in x0 differenzierbar, so ist f aufgefasst als Ab-
bildung von R in C auch in x0 differenzierbar und die Ableitungen stim-
men unter Berücksichtigung der Konvention R2 3 (x, y) ∼ x + iy ∈ C
überein.

Satz IV.1.6. f = (f1, . . . , fm)t : M → Km ist genau dann in x0

differenzierbar, wenn jede Komponentenfunktion fj, 1 ≤ j ≤ m, in x0

differenzierbar ist. In diesem Fall gilt

f ′(x0) = (f ′1(x0), . . . , f
′
m(x0))

t.

Beweis. Wegen

f(x)− f(x0)

x− x0

=

(
f1(x)− f1(x0)

x− x0

, . . . ,
fm(x)− fm(x0)

x− x0

)t
folgt die Behauptung aus Satz III.3.10 (S. 78) und Bemerkung III.3.13
(S. 79). �

Satz IV.1.7. Seien f : M → Y , g : M → Y in x0 differenzierbar
und α, β ∈ K. Dann gilt:

(1) αf + βg ist in x0 differenzierbar und

(αf + βg)′(x0) = αf ′(x0) + βg′(x0),

d.h., die in x0 differenzierbaren Funktionen bilden einen K-
Vektorraum.

(2) Ist Y = K, so ist auch f · g in x0 differenzierbar und

(f · g)′(x0) = f ′(x0) · g(x0) + f(x0) · g′(x0).
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(3) Ist Y = K und g(x0) 6= 0 so ist auch f
g

in x0 differenzierbar

und

(
f

g
)′(x0) =

f ′(x0)g(x0)− f(x0)g
′(x0)

g(x0)2
.

Beweis. ad (1): Ist offensichtlich.
ad (2):

f(x) · g(x)− f(x0) · g(x0)

x− x0

=
f(x)− f(x0)

x− x0

· g(x) + f(x0)
g(x)− g(x0)

x− x0

−→
x→x0

f ′(x0)g(x0) + f(x0)g
′(x0) wg. Satz IV.1.4

ad (3): Wegen Satz IV.1.4 gibt es eine Umgebung U ∈ U(x0) mit
g(x) 6= 0 für alle x ∈ U . Für x ∈ U folgt

f(x)
g(x)
− f(x0)

g(x0)

x− x0

=
f(x)g(x0)− f(x0)g(x)

g(x)g(x0)(x− x0)

=
1

g(x)g(x0)

[
f(x)− f(x0)

x− x0

g(x0)− f(x0)
g(x)− g(x0)

x− x0

]
−→
x→x0

f ′(x0)g(x0)− f(x0)g
′(x0)

g(x0)2
.

�

Satz IV.1.8 (Kettenregel). f : M → K sei in x0 differenzier-
bar, y0 = f(x0) sei ein Häufungspunkt von N ⊂ K und g : N → Y sei
differenzierbar in y0. Dann ist g ◦ f in x0 differenzierbar und es gilt

(g ◦ f)′(x0) = g′(f(x0)) · f ′(x0).

Beweis. Es ist gemäß Satz IV.1.3

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + r(x)(x− x0) ∀x ∈M
g(y) = g(y0) + g′(y0)(y − y0) + s(y)(y − y0) ∀y ∈ N

mit in x0 bzw. y0 stetigen Funktionen r und s und r(x0) = 0, s(y0) = 0.
Damit folgt

g ◦ f(x) = g ◦ f(x0) + g′(f(x0))(f(x)− f(x0))

+ s ◦ f(x)(f(x)− f(x0))

= g ◦ f(x0) + g′(f(x0)) · f ′(x0)(x− x0)

+ [g′(f(x0))r(x)

+ s ◦ f(x) · f ′(x0) + s ◦ f(x)r(x)](x− x0).
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Da die Funktion ϕ : M → Y mit

ϕ(x) = g′(f(x0))r(x) + s ◦ f(x) · f ′(x0) + s ◦ f(x) · r(x)
gemäß Satz III.3.5 (S. 77) und Satz III.3.8 (S. 77) in x0 stetig ist und
ϕ(x0) = 0 erfüllt, folgt die Behauptung. �

Satz IV.1.9 (Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion).
Sei f : M → K in x0 differenzierbar und injektiv. Weiter sei f−1 :
N → K mit N = f(M) in y0 = f(x0) stetig. Dann ist f−1 in y0

differenzierbar genau dann, wenn gilt f ′(x0) 6= 0. In diesem Fall ist

(f−1)′(y0) =
1

f ′(x0)
.

Beweis. Gemäß Satz IV.1.4 ist f stetig in x0. Sei (xn)n∈N ⊂ M
eine Folge mit xn 6= x0 für alle n ∈ N und xn −→

n→∞
x0. Dann gilt

f(xn) 6= f(x0) für alle n ∈ N und f(xn) −→
n→∞

f(x0). Also ist y0 ein

Häufungspunkt von N , so dass es sinnvoll ist, von Differenzierbarkeit
in y0 zu sprechen.

”
=⇒“: Für alle x ∈M gilt

f−1 ◦ f(x) = x.

Damit folgt aus Satz IV.1.8

1 = (f−1 ◦ f)′(x0) = (f−1)′(y0)f
′(x0).

Hieraus folgt f ′(x0) 6= 0 und (f−1)′(y0) = 1
f ′(x0)

.

”
⇐=“:

f−1(y)− f−1(y0)

y − y0

=
y=f(x)

x− x0

f(x)− f(x0)

=
1

f(x)−f(x0)
x−x0

−→
y→y0

(⇐⇒x→x0)

1

f ′(x0)
.

Dabei wurde ausgenutzt, dass wegen der Injektivität von f gilt

y 6= y0 ⇐⇒ x 6= x0,

und dass wegen der Stetigkeit von f−1 in y0 gilt

y → y0 ⇐⇒ f−1(y)→ f−1(y0) = x0.

�

Bemerkung IV.1.10. Sei M 6= ∅, M 6= {x0}, M ⊂ R ein Intervall,
f : M → R streng monoton, stetig, in x0 differenzierbar und f ′(x0) 6= 0.
Dann ist f−1 in y0 = f(x0) differenzierbar und (f−1)′(y0) = 1

f ′(x0)
.

Beweis. Die Behauptung folgt aus Satz III.6.7 (S. 96) und Satz
IV.1.9. �
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Beispiel IV.1.11. ln : R∗
+ → R ist für jedes y0 ∈ R∗

+ differenzierbar
und

d

dx
ln(y0) =

1

y0

∀y0 ∈ R∗
+.

Beweis. Wegen Satz III.7.4 (S. 100) und Beispiel IV.1.2 (2) sind
die Voraussetzungen von Satz IV.1.9 erfüllt. Damit folgt

d

dx
ln(y0) =

1

exp(x0)
(exp(x0) = y0)

=
1

y0

.

�

Definition IV.1.12. Eine Teilmenge M eines normierten Vektor-
raumes heißt perfekt, wenn jeder Punkt von M Häufungspunkt von
M ist.

Beispiel IV.1.13. (1) M offen =⇒M perfekt.
(2) M ⊂ R Intervall. M 6= ∅,M 6= {x} =⇒M perfekt.
(3) {x} ⊂ R ist nicht perfekt.

Definition IV.1.14. Sei M ⊂ K perfekt.

(1) f : M → Y heißt differenzierbar (in M), wenn f in jedem
Punkt x ∈M differenzierbar ist.

(2) f : M → Y heißt stetig differenzierbar (in M), wenn f
differenzierbar und f ′ stetig ist.

(3) f (0) = f , f (1) = Df = f ′,
f (n+1) = Dn+1f = (f (n))′ ∀n ∈ N, sofern definiert.

(4) f heißt n-mal stetig differenzierbar, n ∈ N∗, wenn f (n)

existiert und stetig ist.
(5) Cn(M,Y ) = {f ∈ C(M,Y ) : f ist n-mal stetig differenzier-

bar}, n ∈ N∗,

C∞(M,Y ) =
⋂
n∈N

Cn(M,Y ).

Bemerkung IV.1.15. (1) Cn(M,Y ) ist ein K-Vektorraum.
(2) C(M,Y )⊃

6=
C1(M,Y )⊃

6=
C2(M,Y ) · · · .

(3) Falls M perfekt und kompakt ist, ist

‖f‖Cn(M,Y ) = max
0≤k≤n

‖f (k)‖C(M,Y )

wohldefiniert und eine Norm auf Cn(M,Y ).

Beweis. ad (1): Folgt durch Induktion über n aus Satz IV.1.7.
ad (2): Cn(M,Y ) ⊂ Cn−1(M,Y ) für alle n ∈ N∗ folgt durch Induktion
aus Satz IV.1.3. |x|xn−1 ist in Cn−1(R,R) aber nicht in Cn(R,R), n ∈
N∗.
ad (3): Übungsaufgabe. �
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Satz IV.1.16 (Leibnizregel). Sei n ∈ N∗ und f, g ∈ Cn(M,K)
mit M ⊂ K perfekt. Dann ist f · g ∈ Cn(M,K) und

(f · g)(n) =
n∑
k=0

(
n

k

)
f (k) · g(n−k).

Beweis. Induktion über n.
n = 1 : Satz IV.1.7 (2).
n→ n+ 1 :

(f · g)(n+1) =
(
(f · g)(n)

)′
=
( n∑
k=0

(
n

k

)
f (k)g(n−k)

)′
=

n∑
k=0

(
n

k

)
[f (k+1)g(n−k) + f (k)g(n+1−k)]

=
n+1∑
l=1

(
n

l − 1

)
f (l)g(n+1−l) +

n∑
k=0

(
n

k

)
f (k)g(n+1−k)

= f (n+1)g(0) + f (0)g(n+1)

+
n∑
k=1

[

(
n

k − 1

)
+

(
n

k

)
]f (k)g(n+1−k)

=
n+1∑
k=0

(
n+ 1

k

)
f (k)g(n+1−k).

�

Beispiel IV.1.17. (1) M ⊂ R, f : M → C. Dann ist f = g + ih
mit g, h : M → R. Es gilt: f differenzierbar in x0 ⇐⇒ g und h
differenzierbar in x0.

f ′(x0) = g′(x0) + ih′(x0).

(2) p =
n∑
k=0

akx
k mit ak ∈ K. Dann ist p ∈ C∞(K,K) mit

p′ =
n∑
k=0

kakx
k−1 =

n−1∑
l=0

al+1(l + 1)xl

und

p(m) = 0 ∀m > n.

(3) p =
n∑
k=0

akx
k, q =

m∑
k=0

bkx
k mit ak, bk ∈ K und q(x) 6= 0 für alle
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x ∈M , M perfekt. Dann ist p
q
∈ C∞(M,K).

(4) exp ∈ C∞(K,K), exp′ = exp.
(5) sin, cos ∈ C∞(K,K)

cos′ = − sin , sin′ = cos .

(6) ln ∈ C∞(R∗
+,R),

ln(k)(x) =
(−1)k−1(k − 1)!

xk
, k ∈ N∗.

(7) a > 0. Dann ist x 7→ ax ∈ C∞(R,R)

(ax)′ = ax · ln(a).

(8)

f(x) =

{
x2 sin( 1

x
) , x ∈ R∗

0 , x = 0

ist auf R differenzierbar, aber f ′ ist nicht stetig.

Beweis. ad (1): Folgt aus Satz IV.1.6 und Bemerkung IV.1.5 (4).
ad (2): Folgt aus Satz IV.1.7 und Beispiel IV.1.2 (1).
ad (3): Folgt aus (2) und Satz IV.1.7.
ad (4): Beispiel IV.1.2 (2).
ad (5): Folgt aus (4) und Satz III.7.2(7) (S. 98).
ad (6): Folgt aus Beispiel IV.1.11 und Satz IV.1.7.
ad (7): Folgt aus Satz IV.1.8 und ax = exp(x ln(a)).
ad (8): Aus

|f(x)

x
| = |x|| sin(

1

x
)| ≤ |x|

folgt die Differenzierbarkeit in 0 und f ′(0) = 0. Für x 6= 0 folgt aus
Satz IV.1.7, Satz IV.1.8 und Teil (5)

f ′(x) = 2x sin(
1

x
)− cos(

1

x
).

Damit folgt

f ′(
1

2nπ
) =

1

nπ
sin(2nπ)− cos(2nπ) = −1.

Also ist f ′ in 0 nicht stetig. �

Definition IV.1.18. Sei M ⊂ R und x0 ein Häufungspunkt von
M . Dann heißt f in x0 linksseitig bzw. rechtsseitig differen-
zierbar, falls der Grenzwert

D−f(x0) = lim
x→x0−0

f(x)− f(x0)

x− x0



120 IV. DIFFERENTIALRECHNUNG EINER VERÄNDERLICHEN

bzw.

D+f(x0) = lim
x→x0+0

f(x)− f(x0)

x− x0

existiert.

Beispiel IV.1.19. Sei f(x) = |x|. Dann ist

D−f(0) = −1, D+f(0) = 1.

Satz IV.1.20. Sei M ⊂ R. Dann ist f : M → Y genau dann in
x0 ∈ M differenzierbar, wenn es links- und rechtsseitig differenzierbar
ist und

D+f(x0) = D−f(x0)

ist.

Beweis.
”
=⇒:“ Ist offensichtlich.

”
⇐=:“ Definiere ϕ : M → Y durch

ϕ(x) =

{
f(x)−f(x0)

x−x0
, x 6= x0,

D+f(x0) , x = x0.

Wegen D+f(x0) = D−f(x0) ist ϕ in x0 stetig. Damit folgt die Behaup-
tung aus der Definition der Differenzierbarkeit. �

Beispiel IV.1.21. Die Funktion

f(x) =

{
0 für x ≤ 0,

e−
1
x für x > 0

ist in C∞(R,R) und es gilt

f (n)(0) = 0 ∀n ∈ N.

Beweis. Offensichtlich ist f ∈ C∞((−∞, 0],R) und

f (n)(x) = 0 ∀n ∈ N, x ≤ 0.

Beh.: ∀n ∈ N ∃ p2n Polynom vom Grad ≤ 2n mit:

f (n)(x) = p2n(
1

x
)e−

1
x ∀x > 0.

Bew. der Beh.: Induktion über n.
n = 0 : p0(y) = 1.
n→ n+ 1 :

[p2n(
1

x
)e−

1
x ]′ = − 1

x2
p′2n(

1

x
)e−

1
x +

1

x2
p2n(

1

x
)e−

1
x

= p2n+2(
1

x
)e−

1
x

mit

p2n+2(y) = y2p2n(y)− y2p′2n(y).
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Aus Beh. folgt f ∈ C∞(R∗
+,R).

Wegen Satz IV.1.20 müssen wir noch zeigen, dass für n ∈ N gilt

lim
x→0+

f (n)(x) = 0.

Wegen Beh. und Satz III.7.4 (S. 100) gilt aber

lim
x→0+

f (n)(x) = lim
x→0+

p2n(
1

x
)e−

1
x

= lim
y→+∞
y= 1

x

p2n(y)e
−y

=
2n∑
k=0

a2n,k lim
y→∞

yk

ey
(mit p2n =

∑
a2n,kx

k)

= 0.

�

IV.2. Mittelwertsätze

Definition IV.2.1. Sei f : M → R eine Funktion der nicht leeren
Teilmenge M des normierten Vektorraumes (X, ‖ · ‖X) in die reellen
Zahlen. Dann hat f in x0 ∈M ein lokales Minimum bzw. lokales
Maximum, wenn es eine Umgebung U ∈ U(x0) gibt mit

f(x) ≥ f(x0) ∀x ∈ U ∩M

bzw.

f(x) ≤ f(x0) ∀x ∈ U ∩M.

Ein lokales Minimum oder Maximum nennen wir auch lokales Ex-
tremum.

Satz IV.2.2. Sei M ⊂ R und x0 ∈
◦
M . Die Funktion f : M → R

habe in x0 ein lokales Extremum und sei in x0 differenzierbar. Dann
gilt

f ′(x0) = 0.

Beweis. O.E. habe f in x0 ein lokales Minimum. Sonst gehen wir
zu −f über. Dann gibt es ein ε > 0 mit

f(x) ≥ f(x0) ∀x ∈ (x0 − ε, x0 + ε).

Daher ist

D+f(x0) = lim
x→x0+0

f(x)− f(x0)

x− x0

≥ 0

und

D−f(x0) = lim
x→x0−0

f(x)− f(x0)

x− x0

≤ 0.

Damit folgt die Beh. aus Satz IV.1.20 (S. 120). �
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Im Weiteren setzen wir, soweit nicht anders gesagt, voraus, dass

(V) f ∈ C([a, b],R) in (a, b) differenzierbar

ist mit −∞ < a < b < +∞.

Bemerkung IV.2.3. (1) Falls (V ) gilt, ist

max
a≤x≤b

f(x) = max{f(a), f(b), f(x) : f ′(x) = 0, x ∈ (a, b)}

min
a≤x≤b

f(x) = min{f(a), f(b), f(x) : f ′(x) = 0, x ∈ (a, b)}.

(2) Falls x0 6∈
◦
M , ist, ist Satz IV.2.2 i. a. falsch, wie das Beispiel

f(x) = x, M = [0, 1], x0 = 1 zeigt.

Der folgende, fundamentale Satz geht auf M. Rolle (1652-1719)
zurück.

Satz IV.2.4 (Satz von Rolle). Es gelte (V ) und f(a) = f(b).
Dann gibt es ein ζ ∈ (a, b) mit

f ′(ζ) = 0.

Beweis. O.E. ist f nicht konstant. Gemäß Satz III.4.10 (S. 86)
nimmt f sein Minimum m und sein Maximum M in einem Punkt
xm ∈ [a, b], bzw. xM ∈ [a, b] an. Da f nicht konstant ist und f(a) = f(b)
gilt, ist mindestens einer der beiden Punkte ein innerer Punkt von [a, b].
Damit folgt die Behauptung aus Satz IV.2.2. �

Der folgende Satz ist für das Weitere zentral.

Satz IV.2.5 (Mittelwertsatz). Es gelte (V ). Dann gibt es ein
ζ ∈ (a, b) mit

f(b) = f(a) + f ′(ζ)(b− a).

Beweis. Definiere g ∈ C([a, b],R) durch

g(x) = f(x)− f(b)− f(a)

b− a
(x− a).

Dann ist g in (a, b) differenzierbar und erfüllt

g(a) = f(a) = g(b).

Damit folgt die Behauptung aus Satz IV.2.4. �

Satz IV.2.6. Sei I ⊂ R ein perfektes Intervall, f ∈ C(I,R) in
◦
I

differenzierbar und f ′(x) = 0 für alle x ∈
◦
I. Dann ist f auf I konstant.

Beweis. Seien a, b ∈ I mit a < b. Dann ist (a, b) ⊂
◦
I. Damit folgt

die Behauptung aus Satz IV.2.5. �
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Satz IV.2.7. Sei I ⊂ R ein perfektes Intervall und f ∈ C(I,R) in
◦
I differenzierbar. Dann gilt

f ist monoton fallend (wachsend)(1)

⇐⇒ f ′(x) ≤ 0 (bzw. f ′(x) ≥ 0) ∀x ∈
◦
I,

f ′(x) < 0 (bzw. f ′(x) > 0) ∀x ∈
◦
I(2)

=⇒ist streng monoton fallend (wachsend).

Beweis. ad (1):
”
=⇒:“ O.E. ist f monoton fallend, sonst gehe zu

−f über. Sei x0 ∈
◦
I und x ∈ I. Dann gilt

x > x0 =⇒ f(x)− f(x0)

x− x0

≤ 0

=⇒ D+f(x0) ≤ 0

x < x0 =⇒ f(x)− f(x0)

x− x0

≤ 0

=⇒ D−f(x0) ≤ 0.

Hieraus folgt die Behauptung.

”
⇐=:“ Seien x, y ∈ I mit x < y. Dann ist (x, y) ⊂

◦
I und wegen Satz

IV.2.5 gibt es ein ζ ∈ (x, y) mit

f(y) = f(x) + f ′(ζ)(y − x) ≤ f(x).

Hieraus folgt die Behauptung.
(2): Folgt wie

”
⇐=“ in (1). �

Bemerkung IV.2.8. f : [−1, 1] → R mit f(x) = x3 ist streng
monoton wachsend und in (−1, 1) differenzierbar. Aber es ist f ′(0) = 0.
Dies zeigt, dass in Satz IV.2.7 (2) die Umkehrung i. a. nicht gilt.

Satz IV.2.9. Sei I ⊂ R ein perfektes Intervall, f ∈ C(I,R) in
◦
I

differenzierbar und f ′(x) 6= 0 für alle x ∈
◦
I. Dann ist f injektiv.

Beweis. Angenommen, f ist nicht injektiv. Dann gibt es a, b ∈ I
mit f(a) = f(b). O.E. ist a < b. Dann ist (a, b) ⊂

◦
I und aus Satz IV.2.4

folgt
f ′(ζ) = 0

für ein ζ ∈ (a, b); Widerspruch. �

Bemerkung IV.2.10. Satz IV.2.9 ist für Funktionen f : I → C i.
a. falsch. Z. B. ist ixp : [0, 2π]→ C mit

ixp(x) = eix

nicht injektiv und erfüllt

ixp′(x) = ieix 6= 0 ∀x ∈ (0, 2π).
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Satz IV.2.11. Sei I ⊂ R ein perfektes Intervall und f ∈ C(I,R) in
◦
I differenzierbar mit f ′(x) 6= 0 für alle x ∈

◦
I. Dann gilt:

(1) f ist streng monoton,
(2) J = f(I) ist ein perfektes Intervall,

(3) f−1 : J → I ist differenzierbar in
◦
J und

(f−1)′(y) =
1

f ′(x)
für y = f(x).

Beweis. Gemäß Satz IV.2.9 ist f injektiv. Wegen Satz III.5.5 (S.
90) ist J ein Intervall. Angenommen f wäre nicht streng monoton.
Dann gibt es x, y, z ∈ I mit x < y < z und

f(x) < f(y) und f(y) > f(z)

oder

f(x) > f(y) und f(y) < f(z).

Daher hat f in (x, z) ein Extremum. Wegen Satz IV.2.2 ist dies ein

Widerspruch zur Annahme f ′(u) 6= 0 für alle u ∈
◦
I. Also ist f streng

monoton. Da f streng monoton ist, besteht J nicht aus einem Punkt,
ist also perfekt. Der Rest folgt aus Bemerkung IV.1.10 (S. 116). �

Beispiel IV.2.12. Es ist

cos′(x) = − sin(x) 6= 0 auf (0, π)

sin′(x) = cos(x) 6= 0 auf (−π
2
,
π

2
).

Also existieren

arccos = (cos |(0,π))
−1 : (−1, 1)→ (0, π)

arcsin = (sin |(−π
2
,π
2
))
−1 : (−1, 1)→ (−π

2
,
π

2
).

Es gilt

arccos′(x) =
x=cos y

1

cos′(y)

=
−1

sin(y)

=
−1√

1− cos2(y)

=
−1√
1− x2

∀x ∈ (−1, 1)

arcsin′(x) =
x=sin y

1

sin′(y)

=
1

cos(y)
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=
1√

1− sin2(y)

=
1√

1− x2
∀x ∈ (−1, 1).

Durch Induktion folgt hieraus

arccos ∈ C∞((−1, 1), (0, π)),

arcsin ∈ C∞((−1, 1), (−π
2
,
π

2
)).

Definition IV.2.13. Sei (X, ‖ ·‖X) ein normierter Vektorraum, M
⊂ X konvex und f : M → R eine Funktion. Dann heißt

(1) f konvex,
(2) f strikt konvex,
(3) f konkav,
(4) f strikt konkav,

wenn gilt

(1) f((1− t)x+ ty) ≤ (1− t)f(x) + tf(y),
(2) f((1− t)x+ ty) < (1− t)f(x) + tf(y),
(3) f((1− t)x+ ty) ≥ (1− t)f(x) + tf(y),
(4) f((1− t)x+ ty) > (1− t)f(x) + tf(y)

für alle x, y ∈M,x 6= y, und alle t ∈ (0, 1).

Bemerkung IV.2.14. (1) f ist genau dann (strikt) konvex, wenn
−f (strikt) konkav ist.
(2) Ist f konvex, so ist die Menge

{(x, u) : x ∈M,u ∈ R, u ≥ f(x)}

konvex.
(3) Ist M ⊂ R, so ist f genau dann (strikt) konvex, wenn für alle
a, b ∈M mit a < b und alle x ∈ (a, b) gilt

f(x) ≤
(<)
f(a) +

f(b)− f(a)

b− a
(x− a).

(4) Ist M ⊂ R, so ist f genau dann (strikt) konvex, wenn für alle
a, b ∈M mit a < b und alle x ∈ (a, b) gilt

f(x)− f(a)

x− a
≤
(<)

f(b)− f(a)

b− a
≤
(<)

f(b)− f(x)

b− x
.

Beweis. ad (1), (2): Sind klar.
ad (3): Sei a, b ∈ M,a < b, und x ∈ (a, b). Dann ist x = (1− t)a+ tb
mit t = x−a

b−a ∈ (0, 1). Damit folgt

f(x) = f((1− t)a+ tb) ≤
(<)

(1− t)f(a) + tf(b)
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= f(a) +
f(b)− f(a)

b− a
(x− a).

ad (4): Die erste Ungleichung ist offensichtlich äquivalent zu (3). Sei
a, b ∈ M , a < b, und x ∈ (a, b). Dann ist x = (1 − t)b + ta mit
t = b−x

b−a ∈ (0, 1). Damit folgt

f(x) = f((1− t)b+ ta)

≤
(<)
f(b) +

f(a)− f(b)

b− a
(b− x).

Das ist offensichtlich äquivalent zur zweiten Ungleichung. �

Satz IV.2.15. (1) Sei I ⊂ R ein perfektes Intervall und f in
◦
I

differenzierbar. Dann ist f genau dann (strikt) konvex, wenn f ′ (streng)
monoton wachsend ist.

(2) Sei I ⊂ R ein perfektes Intervall und f in
◦
I zweimal differenzierbar.

Dann ist f genau dann konvex, wenn f ′′(x) ≥ 0 ist für alle x ∈
◦
I. Gilt

f ′′(x) > 0 für alle x ∈
◦
I, so ist f strikt konvex.

Beweis. ad (1):
”
=⇒:“ Sei a, b ∈

◦
I mit a < b. Dann folgt aus

Bemerkung IV.2.14 (4)

f(x)− f(a)

x− a
≤ f(b)− f(a)

b− a
≤ f(b)− f(x)

b− x

=⇒ f ′(a) = D+(a) ≤ f(b)− f(a)

b− a
≤ D−f(b) = f ′(b).

Also ist f ′ monoton wachsend. Sei nun f strikt konvex.
Ann.: f ′ ist nicht streng monoton wachsend. Da f ′ monoton wachsend

ist, gibt es dann x, y ∈
◦
I mit x < y und

f ′(x) = f ′(z) = f ′(y) ∀z ∈ [x, y].

Sei z ∈ (x, y). Dann folgt aus der strikten Konvexität von f und Satz
IV.2.5

f(z) <f(x) +
f(y)− f(x)

y − x
(z − x)

=f(x) + f ′(η1)(z − x)

mit η1 ∈ (x, y). Andererseits gibt es wegen Satz IV.2.5 ein η2 ∈ (x, y)
mit

f(z) = f(x) + f ′(η2)(z − x).
Wegen f ′(η1) = f ′(η2) ist dies ein Widerspruch.

”
⇐=:“ Seien a, b ∈ I mit a < b und x ∈ (a, b). Dann ist x ∈

◦
I und
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gemäß Satz IV.2.5 gibt es ein ζ ∈ (a, x) und ein η ∈ (x, b) mit

f(x)− f(a)

x− a
= f ′(ζ)

und

f(b)− f(x)

b− x
= f ′(η).

Wegen der (strengen) Monotonie von f ′ folgt

f(x)− f(a)

x− a
≤
(<)

f(b)− f(x)

b− x

=⇒ f(x)
b− a

(x− a)(b− x)
≤
(<)

f(a)

x− a
+

f(b)

b− x

=⇒ f(x) ≤
(<)
f(a)

b− x
b− a

+ f(b)
x− a
b− a

.

Also gilt für t ∈ (0, 1)

f((1− t)a+ tb) ≤
(<)

(1− t)f(a) + tf(b).

Mithin ist f (strikt) konvex.
ad (2): Folgt aus Teil (1) und Satz IV.2.7. �

Beispiel IV.2.16. (1) exp : R → R ist streng monoton wachsend
und strikt konvex.
(2) ln : R∗

+ → R ist streng monoton wachsend und strikt konkav.
(3) x 7→ xα : R∗

+ → R ist streng monoton wachsend und konvex für
α > 1, streng monoton wachsend und konkav für 0 < α < 1, streng
monoton fallend und konvex für α < 0.
(4) Sei 1 < p <∞ und p′ = p

p−1
. Dann gilt für alle x, y ∈ R∗

+

x · y ≤ 1

p
xp +

1

p′
yp

′
. (Youngsche Ungleichung)

(5) Sei 1 < p <∞ und p′ = p
p−1

. Für x = (x1, . . . , xn) ∈ Kn definiere

‖x‖p = {
n∑
k=1

|xk|p}1/p.

Dann gilt für x, y ∈ Kn

n∑
k=1

|xk||yk| ≤ ‖x‖p‖y‖p′ . (Höldersche Ungleichung)

Insbesondere ist ‖ · ‖p eine Norm auf Kn.
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Beweis. ad (1): exp = exp′ = exp′′ > 0 auf R.
ad (2):

ln′ =
1

x
> 0 auf R∗

+,

ln′′ = − 1

x2
< 0 auf R∗

+.

ad (3):

(xα)′ = αxα−1

{
> 0 auf R∗

+ , für α > 0,

< 0 auf R∗
+ , für α < 0

(xα)′′ = α(α− 1)xα−2

{
> 0 auf R∗

+ , für α > 1 und α < 0

< 0 auf R∗
+ , für 0 < α < 1

ad (4): Aus (2) folgt

ln(
1

p
xp +

1

p′
yp

′
) = ln(

1

p
xp + (1− 1

p
)yp

′
)

≥ 1

p
ln(xp) + (1− 1

p
) ln(yp

′
)

= ln(x) + ln(y)

= ln(x · y).

ad (5): O.E. ist ‖x‖p 6= 0, ‖y‖p′ 6= 0. Dann folgt aus (4)

n∑
k=1

|xk|
‖x‖p

|yk|
‖y‖p′

≤ 1

p

n∑
k=1

|xk|p

‖x‖pp
+

1

p′

n∑
k=1

|yk|p
′

‖y‖p′p′

=
1

p
+

1

p′

= 1

und somit

n∑
k=1

|xk||yk| ≤ ‖x‖p‖y‖p′ .

Offensichtlich muss man von den Norm-Eigenschaften nur noch die
Dreiecksungleichung beweisen. Für x, y ∈ Kn folgt

‖x+ y‖pp =
n∑
k=1

|xk + yk|p

≤
n∑
k=1

|xk + yk|p−1[|xk|+ |yk|]

=
n∑
k=1

|xk + yk|p−1|xk|+
n∑
k=1

|xk + yk|p−1|yk|
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≤
Hölder

‖x‖p{
n∑
k=1

|xk + yk|(p−1)p′}1/p′

+ ‖y‖p{
n∑
k=1

|xk + yk|(p−1)p′}1/p′

= [‖x‖p + ‖y‖p]‖x+ y‖p−1
p .

Hieraus folgt die Behauptung. �

Bemerkung IV.2.10 zeigt, dass der Mittelwertsatz IV.2.5 für Funk-
tionen mit Werten in C oder Kn, n ≥ 2, nicht gelten kann. Man kann
allerdings eine Abschwächung beweisen.

Satz IV.2.17. Sei M ⊂ K konvex und f : M → Kn, n ∈ N∗, in
◦
M

differenzierbar. Dann gibt es für alle a, b ∈M ein θ ∈ (0, 1) mit

‖f(b)− f(a)‖2 ≤ ‖f ′((1− θ)a+ θb)‖2|b− a|,

wobei ‖ · ‖2 die euklidische Norm auf Kn ist.

Beweis. Seien a, b ∈ M . Wir definieren einen Vektor v ∈ Kn mit
‖v‖2 = 1 wie folgt

vk =

{
1√
n

, falls f(b) = f(a),
fk(b)−fk(a)
‖f(b)−f(a)‖2 , falls f(b) 6= f(a),

1 ≤ k ≤ n. Außerdem definieren wir eine Funktion ϕ : [0, 1]→ R durch

ϕ(t) = Re

(
n∑
k=1

fk((1− t)a+ tb)vk

)
.

Dann gilt

ϕ(1)− ϕ(0) = Re

(
n∑
k=1

[fk(b)− fk(a)]vk

)
= ‖f(b)− f(a)‖2.

Offensichtlich ist ϕ in (0, 1) differenzierbar mit

ϕ′(t) = Re

(
n∑
k=1

(b− a)f ′k((1− t)a+ tb)vk

)
.

Gemäß Satz IV.2.5 gibt es ein θ ∈ (0, 1) mit

‖f(b)− f(a)‖2 = ϕ(1)− ϕ(0)

= ϕ′(θ)

= Re

(
n∑
k=1

(b− a)f ′k((1− θ)a+ θb)vk

)
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≤ |b− a|
n∑
k=1

|f ′k((1− θ)a+ θb)||vk|

≤ |b− a|‖f ′((1− θ)a+ θb)‖2.

�

Bemerkung IV.2.18. Man kann die Aussage von Satz IV.2.17 auch
für beliebige andere Normen auf Kn und für Funktionen mit Werten in
beliebigen normierten Vektorräumen beweisen.

Zum Abschluss beweisen wir noch eine Variante des Mittelwertsat-
zes, die mit der Regel von de l’Hôpital (1661-1704) eine besonders
wichtige praktische Konsequenz hat.

Satz IV.2.19. Seien I ⊂ R ein perfektes Intervall und f, g ∈
C(I,R) in

◦
I differenzierbar mit g′(x) 6= 0 für alle x ∈

◦
I. Dann gibt

es für alle a, b ∈ I mit a < b ein ζ ∈ (a, b) mit

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=
f ′(ζ)

g′(ζ)
.

Beweis. Wegen Satz IV.2.4 ist g(b) 6= g(a). Daher ist

h(x) = f(x)− f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
(g(x)− g(a))

in [a, b] stetig und in (a, b) differenzierbar. Wegen

h(a) = f(a) = h(b)

folgt die Behauptung aus Satz IV.2.4. �

Satz IV.2.20 (Regel von de l’Hôpital). Seien a, b ∈ R mit
a < b und f, g ∈ C([a, b],R) in (a, b) differenzierbar mit f(a) = g(a) =
0 und g′(x) 6= 0 für alle a < x < b. Existiert

lim
x→a+0

f ′(x)

g′(x)
,

so existiert auch lim
x→a+0

f(x)

g(x)
und es gilt

lim
x→a+0

f(x)

g(x)
= lim

x→a+0

f ′(x)

g′(x)
.

Beweis. Wegen Satz IV.2.4 ist g(x) 6= 0 für alle x ∈ (a, b). Wegen
Satz IV.2.19 existiert zu jedem x ∈ (a, b) ein ζ(x) ∈ (a, x) mit

f(x)

g(x)
=
f ′(ζ(x))

g′(ζ(x))
.

Wegen ζ(x)→ a für x→ a folgt hieraus die Behauptung. �
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Bemerkung IV.2.21. (1) Die Voraussetzungen von Satz IV.2.20
sind insbesondere erfüllt, wenn f, g ∈ C1([a, b],R) sind mit g′(a) 6= 0.
(2) Eine analoge Aussage gilt auch für die linksseitigen Grenzwerte
x→ b− 0.

Beispiel IV.2.22.

lim
x→a

xn − an

xm − am
= lim

x→a

nxn−1

mxm−1
(1)

=
n

m
an−m.

lim
x→∞

( n
√
xn + a1xn−1 + . . .+ an−1x+ an − x)(2)

= lim
x→∞

n
√

1 + a1x−1 + . . .+ an−1x−(n−1) + anx−n − 1
1
x

=
y= 1

x

lim
y→0

n
√

1 + a1y + . . .+ anyn − 1

y

= lim
y→0

1

n
(1 + a1y + . . .+ any

n)−1+ 1
n (a1 + 2a2y + . . .+ nany

n−1)

=
a1

n
.

IV.3. Taylorformeln

Sei I ⊂ R ein perfektes Intervall, f ∈ Cn(I,R) und x0 ∈
◦
I. Wir

möchten f
”
möglichst gut“ durch ein Polynom p der Form

p(x) =
n∑
k=0

ck(x− x0)
k

approximieren. Dabei stellen wir uns vor, dass die Annäherung gut ist,
wenn f und p in x0 mit allen Ableitungen bis und mit Ordnung n
übereinstimmen. Dies liefert

f(x0) = p(x0) ⇐⇒ c0 = f(x0)

f ′(x0) = p′(x0) ⇐⇒ c1 = f ′(x0)

f (k)(x0) = p(k)(x0) ⇐⇒ k!ck = f (k)(x0), 1 ≤ k ≤ n,

d.h., p ist notwendigerweise von der Form

p(x) =
n∑
k=0

1

k!
f (k)(x0)(x− x0)

k.

Offensichtlich können wir diese Argumentation auch durchführen, wenn
I eine konvexe, perfekte Teilmenge von K ist und wenn f Werte in
einem normierten Vektorraum (Y, ‖ · ‖Y ) hat. Dies führt auf folgende
Definition.
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Definition IV.3.1. Sei M ⊂ K konvex und perfekt und (Y, ‖ · ‖Y )
ein normierter Vektorraum.
(1) Sei f ∈ Cn(M,Y ), n ∈ N∗. Dann heißt

Tn(f, x0)(x) =
n∑
k=0

1

k!
f (k)(x0)(x− x0)

k

das n-te Taylorpolynom von f mit Entwicklungspunkt x0.
(2) Sei f ∈ C∞(M,Y ). Dann heißt

T (f, x0)(x) =
∑ 1

k!
f (k)(x0)(x− x0)

k

die Taylorreihe von f mit Entwicklungspunkt x0.
Man spricht in beiden Fällen auch kurz von der Taylorentwicklung
von f um x0.

Wir wenden uns zunächst der Frage zu, wie gut f durch seine Tay-
lorpolynome approximiert wird.

Satz IV.3.2 (Taylorsche Formel, B. Taylor (1685-1731)).

(1) Sei I ⊂ R ein perfektes Intervall, f ∈ Cn(I,R) und f (n) in
◦
I

differenzierbar. Dann gibt es zu jedem x, x0 ∈ I ein ζ ∈
◦
I mit

f(x) = Tn(f, x0)(x) +
f (n+1)(ζ)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1.

(2) Sei M ⊂ K konvex und perfekt, f ∈ Cn(M,Km) und f (n) in
◦
M

differenzierbar. Dann gibt es zu jedem x, x0 ∈M ein θ ∈ (0, 1) mit

‖f(x)− Tn(f, x0)(x)‖2

≤ 1

(n+ 1)!
‖f (n+1)((1− θ)x0 + θx)‖2|x− x0|n+1.

Beweis. ad (1): Seien x, x0 ∈ I. O.E. ist x 6= x0. Sei

ρ = [f(x)− Tn(f, x0)(x)]
(n+ 1)!

(x− x0)n+1

und

ϕ(t) = f(x)−
n∑
k=0

1

k!
f (k)(x0 + t(x− x0))(1− t)k(x− x0)

k

− ρ(1− t)n+1 (x− x0)

(n+ 1)!

n+1

.

Dann gilt

ϕ(0) = f(x)− Tn(f, x0)(x)− ρ
(x− x0)

(n+ 1)!

n+1

= 0

ϕ(1) = f(x)− f(x) = 0
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und

ϕ′(t) = −
n∑
k=0

1

k!
[f (k+1)(x0 + t(x− x0))(1− t)k(x− x0)

k+1

− f (k)(x0 + t(x− x0))k(1− t)k−1(x− x0)
k]

+ ρ(1− t)n (x− x0)

n!

n+1

= − 1

n!
f (n+1)(x0 + t(x− x0))(1− t)n(x− x0)

n+1

+ ρ
1

n!
(1− t)n(x− x0)

n+1.

Gemäß Satz IV.2.4 (S. 122) gibt es ein θ ∈ (0, 1) mit

ϕ′(θ) = 0

=⇒ρ = f (n+1)(x0 + θ(x− x0)).

Hieraus folgt die Behauptung mit ζ = x0 + θ(x− x0).
ad (2): Seien x, x0 ∈M und o.E. x 6= x0. Wir definieren ρ wie in Teil
(1). Man beachte, dass jetzt ρ ∈ Km ist. Wir definieren den Vektor
v ∈ Km durch

vk =

{
1√
m

falls ρ = 0,
ρk
‖ρ‖2 falls ρ 6= 0,

1 ≤ k ≤ m. Sei

ψ(t) = Re

(
m∑
l=1

vl

{
fl(x)−

n∑
k=0

1

k!
f

(k)
l (x0 + t(x− x0)) · (1− t)k(x− x0)

k

−ρl
1

(n+ 1)!
(1− t)n+1(x− x0)

n+1
})

.

Dann ist ψ : [0, 1]→ R. Wie in Teil (1) folgt

ψ(0) = 0

ψ(1) = 0

ψ′(t) = Re

(
n∑
l=1

vl

{
ρl − f (n+1)

l (x0 + t(x− x0))
} 1

n!
(x− x0)

n+1

)
.

Gemäß Satz IV.2.4 (S. 122) gibt es wieder ein θ ∈ (0, 1) mit ψ′(θ) = 0.
Wegen der Definition von v folgt

‖ρ‖2 = Re

(
n∑
l=1

ρlvl

)
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= Re

(
n∑
l=1

f
(n+1)
l (x0 + θ(x− x0))vl

)
≤ ‖f (n+1)(x0 + θ(x− x0))‖2

und somit

‖f(x)− Tn(f, x0)x‖2 =
1

(n+ 1)!
|x− x0|n+1‖ρ‖2

≤ 1

(n+ 1)!
|x− x0|n+1‖f (n+1)(x0 + θ(x− x0))‖2.

Damit ist die Behauptung bewiesen. �

Bemerkung IV.3.3. Ebenso wie Satz IV.2.17 (S. 129) kann man
Satz IV.3.2 (2) auch für jede andere Norm des Km und für Funktio-
nen mit Werten in einem beliebigen normierten Vektorraum (Y, ‖ · ‖Y )
beweisen.

Bemerkung IV.3.4. (1) Sei I ⊂ R ein perfektes Intervall und
f ∈ C2(I,R) konvex. Dann gilt für alle x0, x ∈ I

f(x) ≥ f(x0) + f ′(x0)(x− x0).

(2) Sei I ⊂ R ein perfektes Intervall, f ∈ Cn(I,R) und x0 ∈
◦
I mit

f (1)(x0) = . . . = f (n−1)(x0) = 0, f (n)(x0) 6= 0, n ≥ 2.

Dann gilt:

(a) Ist n ungerade, so ist x0 kein lokales Extremum von f .
(b) Ist n gerade, so ist x0 ein lokales Extremum von f und zwar

ein lokales Minimum, falls f (n)(x0) > 0 ist, und ein lokales
Maximum, falls f (n)(x0) < 0 ist.

Beweis. ad (1): Wegen Satz IV.2.15(2) (S. 126) und Satz IV.3.2

gilt für x, x0 ∈ I mit einem ζ ∈
◦
I

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
1

2
f ′′(ζ)(x− x0)

2

≥ f(x0) + f ′(x0)(x− x0).

ad (2): O.E. ist f (n)(x0) > 0; sonst gehen wir zu −f über. Da f (n)

stetig ist, gibt es ein δ > 0 mit (x0 − δ, x0 + δ) ⊂ I und

f (n)(x) > 0 ∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ).

Wegen Satz IV.3.2 gibt es zu jedem x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) ein ζ ∈ (x0 −
δ, x0 + δ) mit

f(x) = f(x0) +
1

n!
f (n)(ζ)(x− x0)

n.

Falls n ungerade ist, folgt

f(x) > f(x0) ∀x ∈ (x0, x0 + δ)
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f(x) < f(x0) ∀x ∈ (x0 − δ, x0).

Falls n gerade ist, folgt

f(x) > f(x0) ∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ).

�

Bemerkung IV.3.5. (1) Die Taylorreihe von f ist eine Potenzreihe
und konvergiert in ihrem Konvergenzkreis. Für ein x 6= x0 aus dem
Konvergenzkreis gilt f(x) = T (f, x0)(x) genau dann, wenn gilt

lim
n→∞

|f(x)− Tn(f, x0)(x)| = 0.

(2) Für die Funktion f : R→ R mit

f(x) =

{
0 für x ≤ 0

e−1/x für x > 0

aus Beispiel IV.1.21 (S. 120) gilt

T (f, 0)(x) = 0 ∀x ∈ R.
Die Taylorreihe stellt also die Funktion in keinem Punkt x ∈ R∗

+ dar,
obwohl sie den Konvergenzradius ∞ hat.

Beispiel IV.3.6. Es gilt:

(1) ln(1 + x) =
∞∑
n=0

(−1)n−1x
n

n
für alle x ∈ [−1

2
, 1].

(2) ln(1− x) = −
∞∑
n=1

xn

n
für alle x ∈ [−1, 1

2
].

(3) ln(1+x
1−x) = 2

∞∑
k=0

x2k+1

2k + 1
für alle x ∈ [−1

2
, 1

2
].

(4) Möchte man ln(2) mit Hilfe der Darstellungen (1) oder (2) auf
10-Stellen genau berechnen, so benötigt man ca. 1010 Sum-
manden. Benutzt man dagegen die Darstellung (3) mit x = 1

3
,

so kommt man mit ca. 11 Summanden aus.

Beweis. ad (1): Gemäß Beispiel IV.1.17(6) (S. 118) gilt für

ϕ(x) = ln(1 + x) , x ∈ (−1,+∞)

ϕ(0) = 0

ϕ(k)(0) = (−1)k−1(k − 1)! ∀k ∈ N∗.

Also ist

T (ln(1 + x), 0) =
∑
n≥1

(−1)n−1x
n

n
.

Aus Satz IV.3.2 folgt weiter

| ln(1 + x)−
m∑
n=1

(−1)n−1x
n

n
| = 1

m+ 1
(
|x|

1 + ζ
)m+1
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mit x < ζ < 0 falls x ≤ 0 und 0 < ζ < x sonst. Für x ∈ [−1
2
, 1] gilt

daher

|x|
1 + ζ

≤ |x|
1− |x|

≤ 1 falls x < 0

x

1 + ζ
≤ x ≤ 1 falls x ≥ 0.

ad (2): Folgt aus Teil (1) durch Ersetzen von x durch −x.
ad (3): Folgt durch Subtraktion von (2) von (1).
ad (4): Folgt aus

| ln(2)−
m∑
n=1

(−1)n−1 1

n
| ≤ 1

m+ 1

bzw.

| ln(2)− 2
m−1∑
k=0

1

2k + 1
(
1

3
)2k+1| ≤ 2

3
· 9−m · 1

1− 1
9

=
3

4
· 9−m.

�

IV.4. Numerische Lösung von Gleichungen

Im Folgenden sei stets (X, ‖ · ‖X) ein Banachraum, M ⊂ X nicht
leer und f : M → X eine Funktion.

Definition IV.4.1. (1) Ein Punkt a ∈M heißt Fixpunkt von f ,
wenn gilt f(a) = a.
(2) Die Funktion f heißt eine Kontraktion in M , wenn gilt f(M) ⊂
M und wenn es ein κ ∈ (0, 1) gibt mit

‖f(x)− f(y)‖X ≤ κ‖x− y‖X ∀x, y ∈M.

Die Zahl κ heißt Kontraktionsrate von f .

Bemerkung IV.4.2. (1) Eine Kontraktion ist stets stetig. Die Um-
kehrung ist natürlich i. a. falsch.
(2) Falls M ⊂ K und f ∈ C1(M,M) ist mit

|f ′(x)| ≤ κ < 1 ∀x ∈M,

so ist f eine Kontraktion in M .

Der folgende Satz hat vielfältige Anwendungen, die weit über die
Beispiele dieses Paragraphen hinausgehen. So werden wir z. B. später
mit seiner Hilfe die Lösbarkeit von Differentialgleichungen beweisen.
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Satz IV.4.3 (Banachscher Fixpunktsatz). M sei abgeschlos-
sen und f sei eine Kontraktion in M mit Kontraktionsrate κ. Dann
besitzt f genau einen Fixpunkt x∗ in M . Für beliebiges x0 ∈ M kon-
vergiert die Folge (xn)n∈N mit

(∗) xn = f(xn−1) ∀n ∈ N∗ (Fixpunktiteration)

gegen x∗ und es gelten die Fehlerabschätzungen

‖xn − x∗‖X ≤
κn

1− κ
‖x1 − x0‖X (a priori Abschätzung)

und

‖xn − x∗‖X ≤
κ

1− κ
‖xn − xn−1‖X . (a posteriori Abschätzung)

Beweis. Eindeutigkeit: Seien x∗, y∗ ∈ M zwei Fixpunkte von
f . Dann folgt

‖x∗ − y∗‖X = ‖f(x∗)− f(y∗)‖X ≤ κ‖x∗ − y∗‖X
=⇒x∗ = y∗.

Existenz: Sei x0 ∈M beliebig und (xn)n∈N ⊂M gemäß (∗) definiert.
Dann folgt

‖xn+k − xn+k+1‖X = ‖f(xn+k−1)− f(xn+k)‖X
≤ κ‖xn+k−1 − xn+k‖X .

und somit

‖xn+k − xn+k+1‖X ≤ κk‖xn − xn+1‖X .(i)

Aus (i) folgt weiter für m ∈ N∗

‖xn+m − xn‖X ≤
m−1∑
k=0

‖xn+k+1 − xn+k‖X

≤
m−1∑
k=0

κk‖xn − xn+1‖X

≤ 1

1− κ
‖xn − xn+1‖X

≤ κ

1− κ
‖xn − xn−1‖X(ii)

≤ κn

1− κ
‖x1 − x0‖X .(iii)

Da κ ∈ (0, 1) ist, folgt aus (iii), dass (xn)n∈N eine Cauchyfolge ist. Da
M ⊂ X abgeschlossen ist, konvergiert (xn)n∈N gegen ein x∗ ∈ M . Aus
der Stetigkeit von f folgt

x∗ = lim
n→∞

xn = lim
n→∞

f(xn−1) = f(x∗).
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Die Fehlerabschätzungen folgen schließlich, indem man in (ii) bzw. (iii)
n festhält und m gegen ∞ streben lässt. �

Als nächstes zeigen wir eine für Anwendungen besonders praktische
Variante des Banachschen Fixpunktsatzes.

Satz IV.4.4. Zu der Abbildung f : X → X gebe es ein x0 ∈ X und
zwei Zahlen κ ∈ (0, 1) und r ∈ R∗

+ mit

‖f(x0)− x0‖x ≤ (1− κ)r

und

‖f(x)− f(y)‖X ≤ κ‖x− y‖X ∀x, y ∈ B(x0, r).

Dann besitzt f einen eindeutigen Fixpunkt x∗ in B(x0, r), die Folge
(xn)n∈N mit

xn = f(xn−1) ∀n ∈ N∗

konvergiert gegen x∗ und es gelten die Fehlerabschätzungen von Satz
IV.4.3.

Beweis. Offensichtlich reicht es zu zeigen, dass f die Menge M =
B(x0, r) in sich abbildet. Für x ∈M folgt

‖f(x)− x0‖X ≤ ‖f(x)− f(x0)‖X + ‖f(x0)− x0‖X
≤ κ‖x− x0‖X + (1− κ)r
≤ κr + (1− κ)r
= r.

�

Beispiel IV.4.5. Die Strahlungsintensität eines schwarzen Körpers
bei der absoluten Temperatur T und der Wellenlänge λ beträgt

J(λ) =
c2h

λ5(ech/λkT − 1)
,

wobei c die Lichtgeschwindigkeit, h die Plancksche und k die Boltz-
mannsche Konstante ist. Gesucht ist die maximale Strahlungsintensität
und die zugehörige Wellenlänge. Wegen

J(λ) =
k5T 5

c3h4
f(
kT

ch
λ)

müssen wir das Maximum von

f(x) =
1

x5(e1/x − 1)
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auf R∗
+ bestimmen.

Wegen Satz III.7.4(3) (S. 100) ist

lim
x→0+

f(x) =
y= 1

x

lim
y→∞

1

y−5(ey − 1)

= 0.

Wegen Satz IV.2.20 (S. 130) ist

lim
x→+∞

f(x) =
y= 1

x

lim
y→0+

y5

ey − 1

= lim
y→0+

5y4

ey

= 0.

Wegen f(1) > 0 besitzt f mindestens ein Maximum x∗ in R∗. Dort gilt
wegen Satz IV.2.2 (S. 121)

f ′(x∗) = 0.

Wegen

f ′(x) = −5x4(e
1
x − 1)− x3e

1
x

x10(e
1
x − 1)2

gilt

f ′(x∗) = 0 ⇐⇒ 5x∗(e1/x
∗ − 1) = e1/x

∗

⇐⇒ 5
1

t∗
(et

∗ − 1) = et
∗
, t∗ =

1

x∗

⇐⇒ 5(1− e−t∗) = t∗, t∗ =
1

x∗
.

Also haben wir unser Problem darauf reduziert, einen Fixpunkt von

g(t) = 5(1− e−t)
zu finden. Wegen

g′(t) = 5e−t

gilt

g′(t) > 1 für 0 < t < ln(5)

g′(t) < 1 für t > ln(5).

Also ist g(t)− t auf (0, ln(5)) streng monoton wachsend und auf (ln(5),
+∞) streng monoton fallend. Wegen g(0) = 0 hat g daher höchstens
einen Fixpunkt t∗ in R∗

+. Wegen

g(4) = 4.90 . . . > 4 und g(5) = 4.96 . . . < 5

gilt 4 < t∗ < 5.
Wir wollen Satz IV.4.4 mit t0 = 5 und r = 1 anwenden. Wegen

|g′(t)| = 5e−t ≤ 5e−4 = 0.09157 . . . ∀t ∈ [4, 6]
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und Bemerkung IV.4.2 (S. 136) ist κ ≤ 0.092. Wegen

|g(5)− 5| = 0.04 . . . < 1− κ

sind die Voraussetzungen von Satz IV.4.4 erfüllt. Die a posteriori Feh-
lerabschätzung liefert

|t∗ − tn| ≤
κ

1− κ
|tn − tn−1| ≤ |tn − tn−1|.

Bei Rechnung mit 6 Dezimalstellen erhalten wir folgende Tabelle:

n tn
0 5.0
1 4.96631
2 4.965155
3 4.965115
4 4.965114
5 4.965114

Also ist

t∗ = 4.965114± 10−6.

Für die gesuchte Wellenlänge ergibt sich

λ∗ =
1

t∗
ch

kT
= (0.2014052± 10−7)

ch

kT
.

Die entsprechende Strahlungsintensität ist

J(λ∗) = 21.201442
k5T 5

c3h4
.

Sei nun f : K→ K. Gesucht ist eine Nullstelle x∗ von f . Für jedes
a ∈ K∗ gilt

f(x∗) = 0 ⇐⇒ af(x∗) = 0

⇐⇒ x∗ − af(x∗) = x∗.

Das Problem ist also äquivalent dazu, einen Fixpunkt von g(x) = x−
af(x) zu bestimmen. Falls f und damit g differenzierbar ist, wissen wir
auf Grund von Bemerkung IV.4.2, dass wir a so wählen sollten, dass
zumindest in der Nähe von x∗

|g′(x)| = |1− af ′(x)|

möglichst klein ist. Dies ist offensichtlich für a = 1
f ′(x∗)

der Fall. Da wir

aber x∗ nicht kennen, ist dieses Verfahren nicht praktikabel. Allerdings
könnten wir versuchen, bei der Berechnung der n + 1-ten Iterierten
a = 1

f ′(xn)
zu setzen.

Dieser Ansatz wird auch durch folgende Überlegung gestützt: In der
Nähe der n-ten Iterierten xn gilt

f(x) ≈ f(xn) + f ′(xn)(x− xn).
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Setzen wir diese Approximation in die Bedingung f(xn+1) = 0 ein,
erhalten wir

f(xn) + f ′(xn)(xn+1 − xn) = 0 ⇐⇒ xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
.

Diese Überlegungen führen uns zu folgendem Verfahren:

Definition IV.4.6 (Newtonverfahren). Sei M ⊂ K perfekt
und f ∈ C1(M,K). Für x0 ∈ M ist das Newtonverfahren mit
Startwert x0 gegeben durch

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
n ∈ N,

solange f ′(xn) 6= 0 ist.

Bemerkung IV.4.7. Sei K = R. Dann ist xn+1 der Schnittpunkt
mit der x-Achse der Geraden durch (xn, f(xn)) mit Steigung f ′(xn).

Satz IV.4.8. Sei M ⊂ K perfekt und f ∈ C2(M,K). Es gebe ein

x∗ ∈
◦
M mit f(x∗) = 0 und f ′(x∗) 6= 0. Dann gibt es ein δ > 0, so dass

B(x∗, δ) ⊂
◦
M ist und dass das Newtonverfahren für jeden Startwert

x0 ∈ B(x∗, δ) durchführbar ist und gegen x∗ konvergiert. Die Konver-
genz ist quadratisch, d.h., es gibt eine Konstante c > 0 mit

|xn+1 − x∗| ≤ c|xn − x∗|2 ∀n ∈ N.

Beweis. Wegen f ′(x∗) 6= 0 gibt es ein δ1 > 0 mit B(x∗; δ1) ⊂
◦
M

und

|f ′(x)| ≥ 1

2
|f ′(x∗)| ∀x ∈ B(x∗; δ1).

Setze

m =
1

2
|f ′(x∗)|.

Auf B(x∗; δ1) definieren wir eine Funktion g durch

g(x) = x− f(x)

f ′(x)
.

Es ist offensichtlich

g(x∗) = x∗.

Außerdem ist g differenzierbar mit

g′(x) = 1− f ′(x)

f ′(x)
+
f(x)f ′′(x)

f ′(x)2
=
f(x)f ′′(x)

f ′(x)2
.

Gemäß Satz III.4.10 (S. 86) existieren

M1 = max
x∈B(x∗;δ1)

|f ′(x)|
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und

M2 = max
x∈B(x∗;δ1)

|f ′′(x)|.

Wegen f(x∗) = 0 folgt mit Satz IV.2.17 (S. 129) für alle x ∈ B(x∗; δ1)

|g′(x)| ≤ M2

m2
|f(x)− f(x∗)| ≤ M1M2

m2
|x− x∗|.

Wähle

δ = min{δ1,
m2

2M1,M2

}.

Dann gilt gemäß Bemerkung IV.4.2 für alle x, y ∈ B(x∗; δ)

|g(x)− g(y)| ≤ 1

2
|x− y|

|g(x)− x∗| = |g(x)− g(x∗)|

≤ 1

2
|x− x∗|.

Also erfüllen g und B(x∗; δ) die Voraussetzungen von Satz IV.4.3.
Hieraus folgt, dass das Newtonverfahren für jeden Startwert x0 ∈
B(x∗; δ) durchführbar ist und gegen x∗ konvergiert. Aus Satz IV.2.17
(S. 129) folgt schließlich für ein θ ∈ (0, 1):

|xn+1 − x∗| = |g(xn)− g(x∗)|
≤ |g′((1− θ)x∗ + θxn)||xn − x∗|

≤ M1M2

m2
θ|xn − x∗|2

≤ M1M2

m2
|xn − x∗|2.

�

Bemerkung IV.4.9. Die Konvergenz des Newtonverfahrens ist i.
a. nur lokal gegeben. Betrachte z. B. die Funktion f = arctan : R →
(−π

2
, π

2
) mit der eindeutigen Nullstelle x∗ = 0. Es ist

f ′(x) =
1

1 + x2
.

Wegen

lim
|x|→+∞

| arctan(x)| = π

2

und

lim
|x|→+∞

3|x|
1 + x2

= 0
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gibt es ein R ∈ R∗
+ mit

| arctan(x)| ≥ 3|x|
1 + x2

∀|x| ≥ R.

Sei |x0| ≥ R. Dann ist

x1 = x0 −
f(x0)

f ′(x0)

und somit

|x1| ≥ −|x0|+ | arctan(x0)|(1 + x2
0)

≥ −|x0|+ 3|x0|
= 2|x0|.

Also divergiert das Newtonverfahren mit Startwert x0.
Für den Startwert x0 = 2 erhalten wir z. B. folgende Ergebnisse:

n xn
0 2.000000
1 -3.535747
2 13.950959
3 -279.344067
4 122016.998918

Unter bestimmten Voraussetzungen lässt sich jedoch die globale
Konvergenz des Newtonverfahrens beweisen. Hierzu ein Beispiel.

Satz IV.4.10. Sei I ⊂ R ein perfektes Intervall und f ∈ C2(I,R)

strikt konvex bzw. strikt konkav. Es gebe eine Nullstelle x∗ ∈
◦
I von f.

Dann konvergiert das Newtonverfahren für jeden Startwert x0 ∈ I mit
f(x0) > 0 bzw. mit f(x0) < 0 monoton gegen x∗.

Beweis. O.E. sei f konvex, sonst gehen wir zu −f über. Wegen
Satz IV.2.4 (S. 122) hat f höchstens zwei Nullstellen z1, z2 in I.
Fall 1: x∗ ist einzige Nullstelle. Sei x0 ∈ I mit f(x0) > 0.
Fall 1a: x0 > x∗: Sei x eine Nullstelle von f ′. Aus Bemerkung IV.3.4
(S. 134) folgt

0 = f(x∗) ≥ f(x) + f ′(x)(x∗ − x) = f(x).

Wegen f(x0) > 0 folgt aus Satz IV.2.15 (S. 126)

x ≤ x∗.

Also gilt

f ′(x) > 0 ∀x > x∗

f(x) > 0 ∀x > x∗.

Damit folgt

x1 = x0 −
f(x0)

f ′(x0)
< x0
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und

x1 − x∗ =
f(ζ)f ′′(ζ)

f ′(ζ)2
(x0 − x∗) (mit x∗ < ζ < x0)

> 0.

Also konvergiert das Newtonverfahren monoton fallend gegen x∗.
Fall 1b: x0 < x∗: Dann folgt wie oben

f ′(x) < 0 ∀x < x∗

f(x) > 0 ∀x < x∗

und somit

x1 = x0 −
f(x0)

f ′(x0)
> x0

und

x1 − x∗ =
f(ζ)f ′′(ζ)

f ′(ζ)2
(x0 − x∗) (mit x0 < ζ < x∗)

< 0.

Also konvergiert das Newtonverfahren monoton wachsend gegen x∗.
Fall 2: Es gibt zwei Nullstellen z1 < z2: Dann gibt es gemäß
Satz IV.2.4 (S. 122) ein z0 ∈ (z1, z2) mit f ′(z0) = 0. Es folgt

f ′(x) > 0 ∀x > z0

f ′(x) < 0 ∀x < z0

f(x) < 0 ∀x ∈ (z1, z2)

f(x) > 0 ∀x > z2 oder x < z1.

Falls x0 > z2 ist, folgt die Behauptung wie in Fall 1a, andernfalls wie
in Fall 1b. �

Beispiel IV.4.11. (1) Wir wenden das Newtonverfahren auf Bei-
spiel IV.4.5 an. Es ist

f(t) = t− 5(1− e−t).

Wegen f ′′(t) = 5e−t sind die Voraussetzungen von Satz IV.4.10 erfüllt.
Mit dem Startwert t0 = 5 erhalten wir folgende Tabelle:

n tn
0 5.0
1 4.9651356
2 4.9651142
3 4.9651142

(2) (Divisionsfreie Berechnung von 1
a
). Sei a ∈ R∗

+ und f(x) =
1
x
− a. Wegen f ′′(x) = 2

x3 sind die Voraussetzungen von Satz IV.4.10
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auf R∗
+ erfüllt. Die Iterationsvorschrift des Newtonverfahrens lautet

xn+1 = xn −
1
xn
− a
− 1
x2
n

= xn + (xn − ax2
n)

= 2xn − ax2
n

= xn(2− axn).
Sie erlaubt somit die divisionsfreie Berechnung von 1

a
.

(3) (Verfahren von Heron). Sei a ∈ R∗
+, k ≥ 2 und f(x) = xk −

a. Wegen f ′′(x) = k(k − 1)xk−2 sind die Voraussetzungen von Satz
IV.4.10 auf R∗

+ erfüllt. Die Nullstelle von f ist offensichtlich k
√
a. Die

Iterationsvorschrift des Newtonverfahrens lautet

xn+1 = xn −
xkn − a
kxk−1

n

=
k − 1

k
xn +

a

kxk−1
n

.

Sie erlaubt somit die Berechnung von k
√
a mittels der 4 Grundrechen-

arten.
Für k = 2, a = 2, x0 = 2 erhalten wir z. B. folgende Tabelle:

n xn
0 2.0
1 1.5
2 1.416
3 1.4142156
4 1.4142135
5 1.4142135





KAPITEL V

Funktionenfolgen

In diesem Abschnitt beschäftigen wir uns mit Funktionenfolgen und
deren Konvergenzverhalten. Im Mittelpunkt stehen Sätze über das Ver-
tauschen von Grenzprozessen, d.h. Sätze der Form

”
fn konvergiert ge-

gen f , fn ist stetig =⇒ f ist stetig“. Als Anwendung kommen wir auf
Potenzreihen zurück und betrachten analytische Funktionen.
Zur Vorbereitung des nächsten Kapitels betrachten wir schließlich Trep-
penfunktionen, d.h. stückweise konstante Funktionen, und ihre Grenz-
werte.

V.1. Gleichmässige Konvergenz

Definition V.1.1. Sei M ⊂ X, M 6= ∅, und f, fn, n ∈ N, Abbil-
dungen von M in Y . Wir sagen fn konvergiert punktweise gegen

f , kurz fn
pkt−→
n→∞

f , wenn für jedes x ∈M gilt

lim
n→∞

fn(x) = f(x).

Wir sagen fn konvergiert gleichmäßig gegen f , kurz fn
glm−→
n→∞

f ,

wenn gilt

∀ε > 0 ∃Nε ∈ N ∀n ≥ Nε ∀x ∈M : ‖fn(x)− f(x)‖Y < ε.

Bemerkung V.1.2. Es gilt:

(1) fn
pkt−→

n→∞
f =⇒ (fn(x))n∈N ist für jedes x ∈M eine Cauchyfolge.

(2) fn
pkt−→

n→∞
f ⇐⇒ ∀ε > 0 ∀x ∈ M ∃Nε,x ∈ N ∀n ≥ Nε,x:

‖fn(x)− f(x)‖Y < ε.

(3) fn
glm−→

n→∞
f =⇒ fn

pkt−→
n→∞

f .

Beispiel V.1.3 zeigt, dass die Umkehrung i.a. falsch ist.

Beweis. Ist offensichtlich. �

Beispiel V.1.3. (1) M = [0, 1], fn(x) = xn,

f(x) =

{
0 0 ≤ x < 1

1 x = 1.

147
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Es gilt fn
pkt−→
n→∞

f , aber fn
glm

6−→
n→∞

f .

(2) M = [0, 1] und

fn(x) =


2nx 0 ≤ x ≤ 1

2n

2− 2nx 1
2n
< x ≤ 1

n

0 1
n
< x ≤ 1

und

f(x) = 0.

Dann gilt

fn
pkt−→

n→∞
f aber fn

glm

6−→
n→∞

f.

(3) M = R und

fn =

{
1
n

n ≤ x < n+ 1

0 sonst.

Dann gilt fn
glm−→

n→∞
0.

(4) M = R∗
+ und fn(x) = 1

nx
. Dann gilt

(1) fn
pkt−→
n→∞

0,

(2) fn
glm−→
n→∞

0 auf [c,∞) für alle c > 0,

(3) fn
glm

6−→
n→∞

0 auf R∗
+.

Beweis. ad (1): Folgt aus Beispiel II.2.3(1) (S. 35) und der Iden-
tität

sup
0≤x≤1

|fn(x)− f(x)| = sup
0≤x≤1

|xn| = 1 ∀n ∈ N.

ad (2): Es ist fn(0) = 0 für alle n ∈ N und für x > 0 gilt

∃nx ∈ N
1

nx
< x ⇐⇒ fn(x) = 0 ∀n ≥ nx.

Hieraus folgt fn
pkt−→
n→∞

0.

Für alle n ∈ N ist aber

sup
x∈[0,1]

|fn(x)− f(x)| = 1.

Also gilt fn
glm

6−→
n→∞

f .

ad (3): Wähle zu ε > 0 ein Nε so, dass 1
Nε

< ε ist. Dann gilt

|fn(x)− f(x)| ≤ 1

n
< ε ∀x ∈ R, n ≥ Nε.
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ad (4):

(1) Ist klar.
(2) Für ε > 0 und c > 0 wähle Nε so, dass 1

Nε
< cε ist. Dann folgt

|fn(x)| ≤
1

nc
< ε ∀n ≥ Nε, x ∈ [c,∞).

(3) fn(
1
n
) = 1 =⇒ fn

glm

6−→ 0.

�

Definition V.1.4. B(M,Y ) bezeichnet die Menge aller beschränk-
ten Abbildungen von M in Y . Für f ∈ B(M,Y ) setze

‖f‖∞ = sup
x∈M
‖f(x)‖Y .

Bemerkung V.1.5. (1) B(M,Y ) ist eine Verallgemeinerung von
`∞.

(2) fn
glm−→
n→∞

f ⇐⇒ ‖fn − f‖∞ −→
n→∞

0.

(3) Es kann gelten fn
glm−→
n→∞

f und fn, f 6∈ B(M,Y ). Betrachte dazu z.B.

M = Y = R und

fn(x) = x+
1

n
, f(x) = x.

Die Funktionen f, fn sind nicht beschränkt, aber fn konvergiert gleich-
mäßig gegen f .

Satz V.1.6. Y sei ein Banachraum, dann ist (B(M,Y ), ‖ · ‖∞)
ebenfalls ein Banachraum.

Beweis. Offensichtlich ist B(M,Y ) ein Vektorraum und ‖ · ‖∞ ei-
ne Norm auf B(M,Y ). Sei (fn)n∈N ⊂ B(M,Y ) eine Cauchyfolge in
B(M,Y ). Dann ist (fn(x))n∈N ⊂ Y für jedes x ∈ M eine Cauchyfolge
in Y . Da Y vollständig ist, existiert somit

f(x) = lim
n→∞

fn(x) ∀x ∈M.

Wegen Bemerkung III.1.5 (S. 62) ist (‖fn‖∞)n∈N ⊂ R auch eine Cauchy-
folge und somit beschränkt. Sei

C = sup
n∈N
‖fn‖∞.

Zu x ∈M gibt es ein nx ∈ N mit

‖f(x)− fnx(x)‖Y ≤ 1.

Damit folgt

‖f(x)‖Y ≤ ‖fnx(x)‖Y + 1

≤ ‖fnx‖∞ + 1

≤ C + 1.
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Also ist f ∈ B(M,Y ). Sei nun ε > 0. Dann gibt es ein nε ∈ N mit
‖fn − fm‖∞ < ε für alle n,m ≥ nε. Damit folgt für alle x ∈ M und
n ≥ nε

‖f(x)− fn(x)‖Y = ‖ lim
m→∞

fm(x)− fn(x)‖Y
= lim

m→∞
‖fm(x)− fn(x)‖Y

≤ lim sup
m→∞

‖fm − fn‖∞

< ε.

Also gilt auch lim
n→∞

‖f − fn‖∞ = 0. �

Aus Satz V.1.6 folgt das folgende wichtige Konvergenzkriterium.
Man beachte, dass dabei die Abbildungen fn und f nicht in B(M,Y )
liegen müssen.

Satz V.1.7 (Cauchykriterium für gleichmäßige Konver-
genz). Folgende Aussagen sind äquivalent:

(1) Die Funktionenfolge (fn)n∈N konvergiert gleichmäßig.
(2) ∀ε > 0 ∃Nε ∈ N ∀n,m ≥ Nε : ‖fn − fm‖∞ < ε.

Beweis. (1) =⇒ (2): Es gelte fn
glm−→
n→∞

f . Dann ist (fn−f)n∈N eine

Nullfolge und damit eine Cauchyfolge in B(M,Y ). Wegen

(fn − f)− (fm − f) = fn − fm
folgt hieraus die Behauptung.
(2) =⇒ (1): Es gibt ein N1 ∈ N mit

‖fn − fN1‖∞ ≤ 1 ∀n ≥ N1.

Setze zur Abkürzung f̂ = fN1 . Dann ist (fn − f̂)n∈N eine Cauchyfolge

in B(M,Y ). Wegen Satz V.1.6 konvergiert fn − f̂ gleichmäßig gegen

ein f̃ ∈ B(M,Y ). Damit folgt

fn
glm−→

n→∞
f̃ + f̂ .

�

Definition V.1.8. Die Funktionenreihe
∑
fn heißt

(1) punktweise konvergent,
(2) absolut konvergent,
(3) gleichmäßig konvergent,
(4) normal konvergent,

wenn gilt

(1)
∑
fn(x) konvergiert für jedes x ∈M ,

(2)
∑
‖fn(x)‖Y konvergiert für jedes x ∈M ,
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(3) die Folge sn =
n∑
k=0

fk der Partialsummen konvergiert gleich-

mäßig,

(4)
∞∑
n=0

‖fn‖∞ <∞.

Bemerkung V.1.9. Es gilt:

(1)
∑
fn absolut konvergent =⇒

∑
fn punktweise konvergent.

(2)
∑
fn gleichmäßig konvergent 6=⇒

∑
fn absolut konvergent,∑

fn absolut konvergent 6=⇒
∑
fn gleichmäßig konvergent.

(3)
∑
fn absolut und gleichmäßig konvergent 6=⇒

∑
fn normal

konvergent.

Beweis. ad (1): Folgt aus Satz II.5.2 (S. 49).

ad (2): Sei fn(x) = (−1)n

n
für alle n ∈ N und alle x ∈ M , dann gilt∑

fn konvergiert gleichmäßig aber nicht absolut.
Sei M = (−1, 1), Y = R und fn(x) = xn. Dann ist

∑
fn absolut

konvergent, aber

‖
m∑

k=n+1

fk‖∞ = sup
−1<x<1

|
m∑

k=n+1

xk|

= sup
−1<x<1

|1− x
m−n

1− x
xn+1|

= lim
x→1−0

|xn+1 1− xm−n

1− x
|

= m− n.

Also ist
∑
fn nicht gleichmäßig konvergent.

ad (3): Sei M = Y = R und

fn(x) =

{
1
n

n ≤ x < n+ 1

0 sonst.∑
fn ist gleichmäßig und absolut konvergent, aber

∑
‖fn‖∞ =

∑
1
n

ist
divergent. �

Satz V.1.10. Jede normal konvergente Funktionenreihe konvergiert
absolut und gleichmäßig.

Beweis. Sei
∑
fn normal konvergent. Dann ist für jedes x ∈ M∑

‖fn‖∞ eine konvergente Majorante zu
∑
‖fn(x)‖Y . Wegen Satz

II.5.4 (S. 50) ist
∑
fn absolut konvergent. Sei nun ε > 0. Da

∑
‖fn‖∞

konvergiert, gibt es ein Nε ∈ N mit
m∑

k=n+1

‖fk‖∞ < ε ∀n,m ≥ Nε.
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Wegen

‖
m∑

k=n+1

fk‖∞ ≤
m∑

k=n+1

‖fk‖∞

folgt damit die gleichmäßige Konvergenz von
∑
fn aus Satz V.1.7. �

Beispiel V.1.11.
∑ cos(nx)

n2 konvergiert gleichmäßig und absolut auf

R, da
∑

1
n2 eine konvergente Majorante ist.

Satz V.1.12. Sei
∑
ak(x−x0)

k eine Potenzreihe in K mit Konver-
genzradius ρ > 0. Dann konvergiert

∑
ak(x− x0)

k für jedes r ∈ (0, ρ)

normal und damit gleichmäßig und absolut in B(x0; r).

Beweis. Sei r ∈ (0, ρ), M = B(x0; r), Y = K und fk = ak(x−x0)
k.

Dann ist

‖fk‖∞ = |ak|rk.
Wegen Satz II.6.3 (S. 57) ist

lim sup
k→∞

k
√
‖fk‖∞ = r lim sup

k→∞

k
√
|ak| =

r

ρ
< 1.

Damit folgt die Behauptung aus Satz II.5.6 (S. 50). �

V.2. Vertauschen von Grenzprozessen

Satz V.2.1. Seien f, fn Funktionen von M ⊂ X, M 6= ∅, in Y und
x0 ∈M . Es gelte

(1) fn
glm−→
n→∞

f ,

(2) fn ist für jedes n ∈ N in x0 stetig.

Dann ist f in x0 stetig.

Beweis. Sei ε > 0 beliebig. Gemäß Bemerkung V.1.5(2) (S. 149)
gibt es ein Nε ∈ N mit

‖fNε − f‖∞ <
ε

3
.

Zu fNε gibt es eine Umgebung U ∈ U(x0) mit

‖fNε(x)− fNε(x0)‖Y <
ε

3
∀x ∈ U ∩M.

Damit folgt

‖f(x)− f(x0)‖Y ≤ ‖f(x)− fNε(x)‖Y + ‖fNε(x)− fNε(x0)‖Y
+ ‖fNε(x0)− f(x0)‖Y

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε ∀x ∈ U ∩M.

�
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Bemerkung V.2.2. Beispiel V.1.3(1) (S. 147) zeigt, dass die Aus-
sage des Satzes falsch ist, wenn fn nur punktweise gegen f konvergiert.

Definition V.2.3. Wir sagen fn konvergiert lokal gleich-
mäßig gegen f , wenn es zu jedem x ∈M eine Umgebung U ∈ U(x)
gibt, so dass fn|U∩M gleichmäßig auf U ∩M gegen f konvergiert.

Bemerkung V.2.4. Es gilt:

(1) fn
glm−→
n→∞

f =⇒ fn
lokal glm−→
n→∞

f .

(2) fn
lokal glm−→
n→∞

f und M kompakt =⇒ fn
glm−→
n→∞

f .

Beweis. ad (1): Ist klar.
ad (2): Sei ε > 0 beliebig. Zu jedem x ∈M gibt es dann ein Ux ∈ U(x)
und ein Nε,x ∈ N mit

‖fn(y)− f(y)‖Y < ε ∀n ≥ Nε,x, y ∈ Ux ∩M.

Da {Ux : X ∈ M} eine offene Überdeckung von M und M kompakt
ist, gibt es eine endliche Teilüberdeckung {Uxi : 1 ≤ i ≤ k}. Sei

Nε = max
1≤i≤k

Nε,xi .

Dann gilt
‖fn(y)− f(y)‖Y < ε ∀n ≥ Nε, y ∈M.

�

Satz V.2.5. Die Folge (fn)n∈N ⊂ C(M,Y ) konvergiere lokal gleich-
mäßig gegen f . Dann ist f ∈ C(M,Y ).

Beweis. Folgt aus Satz V.2.1, da die Stetigkeit eine lokale Eigen-
schaft ist. �

Bemerkung V.2.6. (1) Seien f und fn wie in Beispiel V.1.3(2) (S.

147). Dann gilt fn, f ∈ C(M,Y ) und fn
pkt−→
n→∞

f , aber fn konvergiert in

keiner Umgebung von 0 gleichmäßig gegen f .
(2) Seien fn ∈ C(M,Y ),

∑
fn konvergiere lokal gleichmäßig. Dann ist

∞∑
n=0

fn ∈ C(M,Y ).

(3) Seien fn ∈ C(M,Y ),
∑
fn konvergiere lokal gleichmäßig und es sei

x0 ∈M . Dann gilt

lim
x→x0

(
∞∑
n=0

fn(x)) =
∞∑
n=0

( lim
x→x0

fn(x))

=
∞∑
n=0

fn(x0).

(4) Jede Potenzreihe stellt im Innern ihres Konvergenzkreises eine ste-
tige Funktion dar.
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Beweis. ad (1): Ist klar.
ad (2): Folgt aus Satz V.2.5.

ad (3): f =
∞∑
n=0

fn ist stetig.

ad (4): Wegen Satz V.1.12 (S. 152) konvergiert jede Potenzreihe im
Innern ihres Konvergenzkreises lokal gleichmäßig. �

Definition V.2.7. Definiere BC(M,Y ) = B(M,Y )∩C(M,Y ) und
‖ · ‖BC(M,Y ) = ‖ · ‖∞.

Aus Satz V.2.5 folgt:

Satz V.2.8. (1) BC(M,Y ) ist ein abgeschlossener Untervektor-
raum von B(M,Y ).
(2) Falls M kompakt ist, gilt BC(M,Y ) = C(M,Y ).

Beweis. ad (1): Dass BC(M,Y ) ein Untervektorraum von B(M,
Y ) ist, ist offensichtlich. Dass BC(M,Y ) in B(M,Y ) abgeschlossen ist,
folgt aus Satz V.2.5 und Satz III.2.14 (S. 71).
ad (2): Aus Satz III.4.10 (S. 86) folgt C(M,Y ) ⊂ B(M,Y ). �

Als nächstes möchten wir zeigen, dass unter geeigneten Vorausset-
zungen der Grenzwert einer Folge differenzierbarer Funktionen eben-
falls differenzierbar ist. Dazu benötigen wir folgenden Hilfssatz.

Lemma V.2.9. Sei −∞ < a < b < +∞ und ϕ : [a, b] → Y diffe-
renzierbar. Dann gilt

‖ϕ(b)− ϕ(a)− ϕ′(a)(b− a)‖Y ≤ sup
0≤x≤b

‖ϕ′(x)− ϕ′(a)‖Y |b− a|.

Beweis. Definiere ψ : [a, b]→ Y durch

ψ(x) = ϕ(x)− ϕ′(a)(x− a).
Dann ist ψ differenzierbar und

ψ′(x) = ϕ′(x)− ϕ′(a)
ψ(b)− ψ(a) = ϕ(b)− ϕ(a)− ϕ′(a)(b− a).

Damit folgt die Behauptung aus Satz IV.2.17 (S. 129) und Bemerkung
IV.2.18 (S. 130). �

Satz V.2.10. Es sei M ⊂ K offen und (fn)n∈N ⊂ C1(M,Y ). Es
gelte:

(1) fn
pkt−→
n→∞

f ,

(2) f ′n
lokal glm−→
n→∞

g.

Dann gilt:

(1) f ∈ C1(M,Y ),
(2) f ′ = g,
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(3) fn
lokal glm−→
n→∞

f .

Beweis. Sei x0 ∈ M und r > 0, so dass B(x0; r) ⊂ M ist und f ′n
auf B(x0; r) gleichmäßig gegen g konvergiert. Sei x ∈ B(x0; r) beliebig.
Definiere

ϕn(t) = fn(x0 + t(x− x0)).

Dann ist ϕn ∈ C1([0, 1], Y ) und

ϕn(0) = fn(x0)

ϕn(1) = fn(x)

ϕ′n(t) = f ′n(x0 + t(x− x0))(x− x0).

Aus Lemma V.2.9 folgt

‖fn(x)− fn(x0)− f ′n(x0)(x− x0)‖Y
=‖ϕn(1)− ϕn(0)− ϕ′n(0)‖Y
≤ sup

0≤t≤1
‖ϕ′n(t)− ϕ′n(0)‖Y

= sup
0≤t≤1

‖f ′n(x0 + t(x− x0))− f ′n(x0)‖Y |x− x0|.

Wegen fn
pkt−→f und f ′n

glm−→g auf B(x0; r) folgt

‖f(x)− f(x0)− g(x0)(x− x0)‖Y
≤ sup

0≤t≤1
‖g(x0 + t(x− x0))− g(x0)‖Y |x− x0|.

Wegen f ′n ∈ C(M,Y ) und f ′n
lokal glm−→ g folgt aus Satz V.2.5 g ∈ C(M,Y ).

Daher gilt

lim
x−x0

‖f(x)− f(x0)− g(x0)(x− x0)‖Y
|x− x0|

≤ lim
x→x0

sup
0≤t≤1

‖g(x0 + t(x− x0))− g(x0)‖Y

=0.

Also ist f in x0 differenzierbar und f ′(x0) = g(x0). Da x0 ∈M beliebig
war, sind damit (1) und (2) bewiesen.
Weiter gilt für x0 ∈M , r ∈ R∗

+ mit B(x0; r) ⊂M und x ∈ B(x0; r)

‖fn(x)− f(x)‖Y
≤‖fn(x)− f(x)− fn(x0) + f(x0)‖Y + ‖fn(x0)− f(x0)‖Y
≤ sup

0≤t≤1
‖f ′n(x0 + t(x− x0))− f ′(x0 + t(x− x0))‖Y |x− x0|

+ ‖fn(x0)− f(x0)‖Y
≤r‖f ′n − f ′‖∞,B(x0;r) + ‖fn(x0)− f(x0)‖Y ,

Wegen f ′ = g und f ′n
lokal glm−→ g und fn

pkt−→f folgt hieraus (3). �
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Ganz analog gilt:

Satz V.2.11. Sei M ⊂ K offen und (fn)n∈N ⊂ C1(M,Y ). Es gelte:

(1)
∑
fn konvergiert punktweise,

(2)
∑
f ′n konvergiert lokal gleichmäßig.

Dann gilt:

(1)
∑
fn konvergiert lokal gleichmäßig,

(2) f =
∞∑
n=0

fn ∈ C1(M,Y ),

(3) f ′ =
∞∑
n=0

f ′n.

Beweis. Folgt aus Satz V.2.10 angewandt auf die Folge der Parti-
alsummen. �

Bemerkung V.2.12. (1) fn, f ∈ C1(M,Y ) und fn
glm−→f , impliziert

nicht die Konvergenz von f ′n gegen f ′. Dies zeigt das Beispiel M = Y =
R

fn(x) =
1

n
sin(nx), f(x) = 0.

(2) fn ∈ C1(M,Y ) und
∑
fn gleichmäßig konvergent impliziert nicht

die gleichmäßige Konvergenz von
∑
f ′n. Dies zeigt das Beispiel M =

Y = R
fn(x) =

1

n2
sin(nx).

(3) Satz V.2.10 gilt auch unter folgenden Voraussetzungen:

(1) M ist ein Gebiet,
(2) fn : M → Y differenzierbar,

(3) f ′n
lokal glm−→ g.

(4) Satz V.2.10 gilt auch, wenn M konvex und perfekt ist, z.B. für
M = [a, b) mit a < b.

V.3. Analytische Funktionen

Wir beginnen mit einer Aussage über die gliedweise Differentiation
von Potenzreihen.

Satz V.3.1. Sei
∑
an(x− x0)

n eine Potenzreihe in K mit Konver-
genzradius ρ > 0. Dann hat die Potenzreihe

∑
nan(x−x0)

n−1 ebenfalls
den Konvergenzradius ρ und es gilt(

∞∑
n=0

an(x− x0)
n

)′
=

∞∑
n=0

nan(x− x0)
n−1, ∀x ∈ B(x0, ρ),

d.h., Potenzreihen dürfen im Innern des Konvergenzkreises gliedweise
differenziert werden.
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Beweis. Sei ρ′ der Konvergenzradius von
∑
nan(x − x0)

n. Dann
folgt aus Satz II.6.3 (S. 57) und Beispiel II.2.3(3) (S. 35)

ρ′ =
1

lim sup
n→∞

n
√
n|an|

=
1

lim
n→∞

n
√
n
· 1

lim sup
n→∞

n
√
|an|

= ρ.

Damit folgt die Behauptung aus Bemerkung V.2.6(4) (S. 153) und Satz
V.2.11 (S. 156). �

Aus Satz V.3.1 folgt unmittelbar:

Satz V.3.2. Sei
∑
an(x − x0)

n eine Potenzreihe mit Konvergenz-
radius ρ > 0 und

f(x) =
∞∑
n=0

an(x− x0)
n ∀x ∈ B(x0; ρ).

Dann ist f ∈ C∞(B(x0; ρ),K) und
∑
an(x− x0)

n = T (f, x0), d.h., die
Potenzreihe mit Entwicklungspunkt x0 stimmt mit der Taylorreihe mit
Entwicklungspunkt x0 der durch sie dargestellten Funktion überein.

Definition V.3.3. Sei M ⊂ K, M 6= ∅, offen. Dann heißt eine
Funktion f : M → K K-analytisch, wenn es zu jedem x0 ∈ M eine
Potenzreihe mit Entwicklungspunkt x0 und Konvergenzradius ρ > 0
gibt, die f in einer Umgebung von x0 darstellt. Die Gesamtheit aller
K-analytischen Funktionen von M in K wird mit Cω(M,K) bezeichnet.

Bemerkung V.3.4. (1) Sei f ∈ Cω(M,K) und x0 ∈ M . Dann
ist die f darstellende Potenzreihe mit Entwicklungspunkt x0 eindeutig
bestimmt und stimmt mit der Taylorreihe T (f, x0) überein.
(2) Cω(M,K)⊂

6=
C∞(M,K). Die Funktion f aus Beispiel IV.1.21 (S.

120) erfüllt
f ∈ C∞(R,R)\Cω(R,R).

(3) Die Analytizität ist eine lokale Eigenschaft, d.h., es ist f ∈ Cω(M,
K) genau dann, wenn es zu jedem x0 ∈ M eine Umgebung U ∈ U(x0)
gibt mit f |U ∈ Cω(U,K).
(4) Cω(M,K) ist ein K-Vektorraum. Für f, g ∈ Cω(M,K) ist auch
f · g ∈ Cω(M,K) und f

g
∈ Cω(M,K), sofern zusätzlich g(x) 6= 0 ist für

alle x ∈M .

Beispiel V.3.5. (1) Polynome sind analytisch.
(2) f(x) = 1

x
∈ Cω(K∗,K).

Beweis. ad (1): Sei p(x) =
n∑
k=0

akx
k und x0 beliebig. Dann folgt

p(x) =
n∑
k=0

ak(x− x0 + x0)
k
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=
n∑
k=0

k∑
l=0

ak

(
k

l

)
(x− x0)

lxk−l0

=
n∑
l=0

{
n∑
k=l

ak

(
k

l

)
xk−l0

}
(x− x0)

l.

ad (2): Sei x0 ∈ K∗. Dann folgt für x ∈ K mit |x− x0| < |x0|
1

x
=

1

x− x0 + x0

=
1

x0

1

1 + x−x0

x0

=
1

x0

∞∑
k=0

(−1)kx−k0 (x− x0)
k

=
∞∑
k=0

(−1)kx−1−k
0 (x− x0)

k.

�

Satz V.3.6. Konvergente Potenzreihen stellen im Innern des Kon-
vergenzkreises analytische Funktionen dar.

Beweis. Sei
∑
an(x−x0)

n eine Potenzreihe mit Konvergenzradius
ρ > 0 und

f(x) =
∞∑
n=0

an(x− x0)
n ∀x ∈ B(x0; ρ).

Sei y0 ∈ B(x0; ρ) beliebig und r = 1
2
(ρ− |x0 − y0|) > 0. Dann gilt

1

n!
f (n)(y0) =

1

n!

∞∑
k=n

akk · (k − 1) · . . . · (k − n+ 1)(y0 − x0)
k−n

=
∞∑
k=n

ak

(
k

n

)
(y0 − x0)

k−n.

Also ist

T (f, y0)(x) =
∑{

∞∑
k=n

ak

(
k

n

)
(y0 − x0)

k−n

}
(x− y0)

n.

Wir zeigen zunächst, dass T (f, y0) in B(y0; r) normal konvergiert. Es
ist

∞∑
n=0

‖{
∞∑
k=n

ak

(
k

n

)
(y0 − x0)

k−n}(x− y0)
n‖∞,B(y0;r)

≤
∞∑
n=0

{
∞∑
k=n

|ak|
(
k

n

)
|y0 − x0|k−n}rn

=
∞∑
k=0

|ak|

{
k∑

n=0

(
k

n

)
|y0 − x0|k−nrn

}
(∗)



V.3. ANALYTISCHE FUNKTIONEN 159

=
∞∑
k=0

|ak|(r + |y0 − x0|)k

=
∞∑
k=0

|ak|(
1

2
(ρ+ |y0 − x0|︸ ︷︷ ︸

<ρ

))k

<∞.

Dabei haben wir an der Stelle (∗) ausgenutzt, dass eine absolut kon-
vergente Doppelreihe beliebig umgeordnet werden kann (Beweis siehe
Heuser Satz 45.1 bzw. 45.2).
Da T (f, y0)(x) insbesondere für jedes x ∈ B(y0; r) absolut konvergiert,
erhalten wir mit dem gleichen Argument

T (f, y0)(x) =
∞∑
n=0

{
∞∑
k=0

ak

(
k

n

)
(y0 − x0)

k−n

}
(x− y0)

n

=
∞∑
k=0

ak

{
k∑

n=0

(
k

n

)
(y0 − x0)

k−n(x− y0)
n

}

=
∞∑
k=0

ak(x− x0)
k

= f(x).

Also konvergiert T (f, y0) in B(y0; r) und stellt dort f dar. Da y0 ∈
B(x0; ρ) beliebig war folgt hieraus die Behauptung. �

Bemerkung V.3.7. Aus Satz V.3.6 folgt:

(1) exp, sin, cos ∈ Cω(K,K).
(2) f ∈ Cω(M,K) =⇒ f ′ ∈ Cω(M,K).

Definition V.3.8. Sei M ⊂ K offen und f : M → Y eine Abbil-
dung. Dann heißt eine Abbildung F : M → Y Stammfunktion von
f genau dann, wenn gilt F ′ = f .

Bemerkung V.3.9. (1) Ist M ⊂ K ein Gebiet, so unterscheiden
sich zwei Stammfunktionen von f höchstens um eine additive Konstan-
te.
(2) Ist

f(x) =
∞∑
n=0

an(x− x0)
n

in B(x0; ρ), so ist

F (x) =
∞∑
n=0

1

n+ 1
an(x− x0)

n+1

eine Stammfunktion von f in B(x0; ρ).
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Beweis. ad (1): Seien F1 und F2 zwei Stammfunktionen von f .
Dann gilt

(F1 − F2)
′ = 0 in M.

Sei x0 ∈M beliebig,

c = F1(x0)− F2(x0)

und

N = {x ∈M : F1(x)− F2(x) = c}.
Dann ist N 6= ∅. Sei x ∈ N und r ∈ R∗

+ so, dass B(x; r) ⊂M ist. Dann
folgt für y ∈ B(x; r) und

ϕ(t) = F1(x+ t(y − x))− F2(x+ t(y − x)) ∀t ∈ [0, 1]

die Identität

ϕ′(t) = 0 ∀t ∈ [0, 1].

Aus Satz IV.2.17 (S. 129) und Bemerkung IV.2.18 (S. 130) folgt

ϕ(1) = F1(y)− F2(y)

= ϕ(0)

= F1(x)− F2(x)

= c.

Also ist N offen in M . Da F1−F2 stetig ist, ist N aber auch abgeschlos-
sen in M . Da M zusammenhängend ist, folgt N = M , d.h., F1−F2 ist
konstant auf M .
ad (2): Folgt direkt aus Satz V.3.1. �

Satz V.3.10. Ist f ∈ Cω(M,K) und F eine Stammfunktion von f ,
so ist F ∈ Cω(M,K).

Beweis. Sei x0 ∈M und

f(x) =
∞∑
n=0

an(x− x0)
n in B(x0; r)

mit r > 0. Dann folgt aus Bemerkung V.3.9

F (x) = c+
∞∑
n=0

1

n+ 1
an(x− x0)

n+1

mit einem geeigneten c ∈ K. Hieraus folgt die Behauptung. �

Beispiel V.3.11. (1) ln ∈ Cω(R∗
+,R) und

ln(x) = ln(x0)+
∞∑
n=0

(−1)n

(n+ 1)xn+1
0

(x− x0)
n+1

∀x0 ∈ R∗
+, |x− x0| < x0.
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(2) Für α ∈ R sei
(
α
0

)
= 1 und für n ∈ N∗(

α

n

)
=
α(α− 1) . . . (α− n+ 1)

n!
.

Es ist

(Binomialreihe) (1 + x)α =
∞∑
n=0

(
α

n

)
xn ∀|x| < 1.

Insbesondere ist xα ∈ Cω(R∗
+,R) und

xα =
∞∑
n=0

(
α

n

)
xα−n0 (x− x0)

n ∀x0 ∈ R∗
+, |x− x0| < x0.

(3) Sei arcsin : (−1, 1)→ (−π
2
, π

2
) die Umkehrfunktion von sin |(−π

2
,π
2
).

Dann ist arcsin ∈ Cω((−1, 1) : R) und

arcsin(x) =
∞∑
n=0

1 · 3 · . . . · (2n− 1)

2 · 4 · . . . · (2n)

x2n+1

2n+ 1
∀|x| < 1.

Beweis. ad (1): Folgt aus Beispiel V.3.5 (2) und Satz V.3.10 zu-
sammen mit ln′ = 1

x
.

ad (2): Es ist

lim
n→∞

∣∣∣∣∣
(
α
n

)(
α
n+1

)∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

n+ 1

|α− n|
= 1.

Also hat die Reihe
∑(

α
n

)
xn gemäß Satz II.6.4 (S. 58) den Konvergenz-

radius 1. Für |x| < 1 sei

g(x) =
∞∑
n=0

(
α

n

)
xn.

Aus Satz V.3.1 folgt für |x| < 1

g′(x) =
∞∑
n=0

(
α

n

)
nxn−1

=
∞∑
n=1

(
α

n

)
nxn−1

=
∞∑
m=0

(
α

m+ 1

)
(m+ 1)xm

=
∞∑
m=0

α · (α− 1) · . . . · (α−m)

m!
xm

= α
∞∑
m=0

(
α− 1

m

)
xm.
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Damit folgt

(1 + x)g′(x) = α

∞∑
m=0

(
α− 1

m

)
xm(1 + x)

= α

[
∞∑
m=0

(
α− 1

m

)
xm +

∞∑
k=1

(
α− 1

k − 1

)
xk

]

= α

[
1 +

∞∑
m=1

[(
α− 1

m

)
+

(
α− 1

m− 1

)]
xm

]

= α

[
1 +

∞∑
m=1

(
α

m

)
xm

]
= αg(x)

und somit

0 = (1 + x)−α−1[(1 + x)g′(x)− αg(x)]
= (1 + x)−αg′(x)− α(1 + x)−α−1g(x)

=
(
(1 + x)−αg(x)

)′
.

Also ist (1 + x)−αg(x) auf (−1, 1) konstant. Wegen

1α = 1 = g(0)

folgt

g(x) = (1 + x)α.

Für x0 ∈ R∗
+ und |x− x0| < x0 folgt nun

xα = (x− x0 + x0)
α

= (
x− x0

x0

+ 1)αxα0

= xα0

∞∑
n=0

(
α

n

)
(
x− x0

x0

)n

=
∞∑
n=0

(
α

n

)
xα−n0 (x− x0)

n.

ad (3): Da sin auf (−π
2
, π

2
) streng monoton wachsend ist, existiert

arcsin. Wegen

sin′ = cos =
√

1− sin2 auf (−π
2
,
π

2
)

folgt

arcsin′ =
1√

1− x2
.
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Aus Teil (2) folgt mit α = −1
2

für |x| < 1

(1 + x)−
1
2 =

∞∑
n=0

(
−1

2

n

)
xn.

Nun ist für n ∈ N∗(
−1

2

n

)
=

(−1
2
) · (−1

2
− 1) · . . . · (−1

2
− n+ 1)

n!

=
(−1)n1 · 3 · . . . · (2n− 1)

2nn!

= (−1)n
1 · 3 · . . . · (2n− 1)

2 · 4 · . . . · (2n)
.

Substitution x→ −x2 liefert

1√
1− x2

=
∞∑
n=0

1 · 3 · . . . · (2n− 1)

2 · 4 · . . . · (2n)
x2n.

Zusammen mit Satz V.3.10 folgt hieraus die Behauptung. �

Satz V.3.12 (Identitätssatz für analytische Funktionen).
Sei M ⊂ K ein Gebiet und f, g ∈ Cω(M,K). Es gebe eine nicht leere,
offene Teilmenge U von M mit f |U = g|U . Dann ist f = g auf M .

Beweis. Sei h = f − g. Dann ist h ∈ Cω(M,K) und h|U = 0. Wir
müssen zeigen h = 0. Sei

N = {x ∈M : ∃ U ∈ U(x) : h|U = 0}.

Nach Voraussetzung ist N 6= ∅.
Konstruktionsgemäß ist N offen.
Um zu zeigen, dass N abgeschlossen ist, sei x0 ∈M ein Häufungspunkt
von N und (xn)n∈N ⊂M\{x0} eine Folge in N mit lim

n→∞
xn = x0. Wegen

h ∈ Cω(M,K) gibt es ein ρ > 0 mit

h(x) =
∞∑
n=0

ak(x− x0)
k ∀x ∈ B(x0; ρ).

O.E. ist (xn)n∈N ⊂ B(x0; ρ). Wir nehmen an, es sei {k ∈ N : ak 6= 0} 6=
∅. Sei K = min{k : ak 6= 0}. Dann gilt für x ∈ B(x0; ρ)\{x0}

h(x)

(x− x0)K
=

∞∑
k=K

ak(x− x0)
K−k

=
∞∑
l=0

aK+l(x− x0)
l.
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Da
∑
ak+l(x−x0)

l in B(x0; ρ) eine analytische Funktion darstellt, also
insbesondere stetig ist, folgt

aK = lim
n→∞

h(xn)

(xn − x0)K
= 0.

Also ist h|B(x0;ρ) = 0 und damit x0 ∈ N .
Da M zusammenhängend ist, folgt N = M . �

Bemerkung V.3.13. (1) Aus dem Beweis von Satz V.3.12 ergibt
sich folgende Variante:
Ist M ⊂ K ein Gebiet, f, g ∈ Cω(M,K) und gibt es x0 ∈ M und
(xn)n∈N ⊂M\{x0} mit

xn −→
n→∞

x0 und f(xn) = g(xn) ∀n ∈ N,

dann ist f = g.
(2) Beispiel IV.1.21 (S. 120) zeigt, dass Satz V.3.12 für C∞-Funktionen
nicht gilt.

Zum Abschluss dieses Paragraphen beweisen wir noch einige Ei-
genschaften komplex-analytischer Funktionen, die für reell-analytische
Funktionen nicht gelten. Weitere, wie z.B. die Beziehung

C1(M,C) = Cω(M,C) ∀M ⊂ C,M Gebiet,

werden wir in den Kapiteln VII und VIII kennen lernen.

Satz V.3.14 (Maximumprinzip). Sei M ⊂ C ein Gebiet und f ∈
Cω(M,C). Es gebe ein z0 ∈ M mit |f(z0)| ≥ |f(z)| für alle z ∈ M .
Dann ist f konstant.

Beweis. Es gibt ein ρ > 0 mit B(z0; ρ) ⊂M und

f(z) =
∞∑
n=0

an(z − z0) ∀z ∈ B(z0; ρ).

Wir nehmen an, dass {n ∈ N∗ : an 6= 0} 6= ∅ ist. Sei k = min{n ∈ N∗ :
an 6= 0}. Dann ist

f(z) = a0 + ak(z − z0)
k + (z − z0)

k+1g(z) ∀z ∈ B(z0; ρ)

mit

g(z) =
∞∑
l=0

ak+1+l(z − z0)
l ∀z ∈ B(z0; ρ).

Sei c = max
z∈B(z0; ρ

2
)

|g(z)|. Dann gilt für z ∈ B(z0;
ρ
2
)

|f(z)| ≥ |a0 + ak(z − z0)
k| − c|z − z0|k+1.

Sei
a0 = r0e

iα, ak = rke
iβ
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mit r0, rk, α, β ∈ R und rk = |ak| > 0. Sei s ∈ (0, ρ
2
) und

z = z0 + sei
α−β
k .

Dann ist z ∈ B(z0;
ρ
2
) und

|f(z)| ≥ |r0eiα + rke
iβskei(α−β)| − csk+1

= |r0 + rks
k| − csk+1

≥ r0 + rks
k − csk+1

= r0 + sk(rk − cs).
Für

0 < s ≤ min{ρ
2
,
rk
2c
}

folgt

|f(z)| ≥ r0 + sk
1

2
rk > r0 = |f(z0)|.

Dies ist ein Widerspruch.
Also ist f auf B(z0; ρ) konstant und damit gemäß Satz V.3.12 auf ganz
M konstant. �

Satz V.3.15. Sei M ⊂ C ein Gebiet, f ∈ Cω(M,C) und K ⊂ M
nicht leer und kompakt. Dann nimmt f |K das Maximum seines Betrages
auf dem Rand ∂K an.

Beweis. Gemäß Satz III.4.10 (S. 86) gibt es ein z0 ∈ K mit

|f(z0)| ≥ |f(z)| ∀z ∈ K.
Falls z0 ∈ ∂K ist, sind wir fertig.

Sei also z0 ∈
◦
K. Dann ist gemäß Satz III.4.10 (S. 86)

(∗∗) s = min{|z − z0| : z ∈ ∂K} > 0.

Es gilt

B(z0; s) ⊂
◦
K und B(z0; s) ⊂ K.

Wegen Satz V.3.14 ist f auf B(z0; s) konstant gleich f(z0). Wegen der

Stetigkeit gilt dies auch auf B(z0; s). Da das Minimum in (∗∗) an einem
Punkt z1 ∈ ∂K angenommen wird, folgt f(z0) = f(z1). �

Satz V.3.16 (Minimumprinzip). Sei M ⊂ C ein Gebiet und f ∈
Cω(M,C).

(1) Es gebe ein z0 ∈M mit

|f(z)| ≥ |f(z0)| > 0 ∀z ∈M.

Dann ist f konstant.
(2) Ist K ⊂ M nicht leer und kompakt und f(z) 6= 0 für alle

z ∈ M , so nimmt f |K das Minimum seines Betrages auf ∂K
an.
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Beweis. Folgt aus den Sätzen V.3.14 und V.3.15 angewandt auf
1
f
. �

Satz V.3.17 (Satz von der Gebietstreue). Sei M ⊂ C ein
Gebiet und f ∈ Cω(M,C) nicht konstant. Dann ist f(M) ein Gebiet.

Beweis. Wegen Satz III.5.4 (S. 89) müssen wir noch zeigen, dass
f(M) offen ist. Sei also z0 ∈ M und w0 = f(z0). Wegen Bemerkung

V.3.13 (1) gibt es ein r ∈ R∗
+ mit B(z0; r) ⊂M und

f(z) 6= f(z0) ∀z ∈ B(z0; r)\{z0}.
Daher ist

ρ = inf{|f(z)− w0| : z ∈ ∂B(z0; r)} > 0.

Sei nun w 6∈ f(M). Wegen Satz V.3.16 ist

|w − w0| = |f(z0)− w|

≥ inf{|f(z)− w| : z ∈ B(z0; r))}
= |f(z1)− w|

mit einem geeigneten z1 ∈ ∂B(z0; r). Weiter gilt

ρ ≤ |f(z1)− w0|
≤ |f(z1)− w|+ |w − w0|
≤ 2|w − w0|,

also |w − w0| ≥ 1
2
ρ. Mithin ist B(w0;

1
2
ρ) ⊂ f(M). �

V.4. Sprungstetige Funktionen

Im Folgenden sei stets I ⊂ R ein perfektes Intervall mit α = inf I ∈
R, β = sup I ∈ R und (Y, ‖ · ‖Y ) ein Banachraum.

Definition V.4.1. (1) Eine Menge Z = (α0, . . . , αn), n ∈ N∗, mit
α = α0 < α1 < . . . < αn = β heißt Zerlegung von I.
(2) Eine Funktion f : I → Y heißt Treppenfunktion, wenn es
eine Zerlegung Z = (α0, . . . , αn) von I gibt, so dass f |(αi−1,αi) für jedes
1 ≤ i ≤ n konstant ist.
(3) T (I, Y ) ist die Menge aller Treppenfunktionen.
(4) Eine Funktion f : I → Y heißt sprungstetig, wenn für jedes
x ∈ I die links- und rechtsseitigen Grenzwerte f(x − 0) und f(x + 0)
existieren.
(5) S(I, Y ) ist die Menge aller sprungstetigen Funktionen.

Beispiel V.4.2. (1) Die Funktion

f(x) =


−1 −1 < x < 0

0 x = 0

1 0 < x < 1
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ist in T ((−1, 1),R).
(2) Die Funktion

f(x) =


1− x2 −1 ≤ x < 0
1
2

x = 0

x2 0 < x ≤ 1

ist in S([−1, 1],R).
(3) Jede monotone Funktion f : I → R ist sprungstetig.
(4) Die Funktion

f(x) =

{
1 x ∈ Q
0 x ∈ R\Q

ist nicht sprungstetig.

Bemerkung V.4.3. (1) T (I, Y ) ist ein Untervektorraum von B(I,
Y ). Es ist T (I, Y ) ⊂ S(I, Y ).
(2) S(I, Y ) ist ein Vektorraum. Es ist C(I, Y ) ⊂ S(I, Y ).
(3) Falls I kompakt ist, ist S(I, Y ) ⊂ B(I, Y ).

Beweis. ad (1): T (I, Y ) ⊂ S(I, Y ) ist offensichtlich. Ebenso, dass
aus f ∈ T (I, Y ), λ ∈ K folgt λf ∈ T (I, Y ). Seien also f, g ∈ T (I, Y )
und Zf = (α0 . . . , αn) und Zg = (β0, . . . , βm) Zerlegungen von I mit

f |(αi−1,αi), g|(βj−1,βi) 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m

sind konstant. Sei Z = Zf ∪ Zg = (γ0, . . . , γK) mit der natürlichen
Anordnung. Dann folgt

(f + g)|(γl−1,γl) ist konstant.

ad (2): C(I, Y ) ⊂ S(I, Y ) ist klar. Die Vektorraumeigenschaft folgt
aus der Linearität der einseitigen Grenzwerte.
ad (3): Sei I kompakt und f ∈ S(I, Y ). Aufgrund der Definition der
einseitigen Grenzwerte gibt es zu jedem x ∈ I ein α(x) < x und ein
β(x) > x mit

‖f(s)− f(t)‖Y ≤ 1 ∀s, t ∈ (α(x), x) oder s, t ∈ (x, β(x)).

Da I kompakt ist, gibt es ein n ∈ N∗ und x1, . . . , xn ∈ I mit

I ⊂
⋃

1≤i≤n

(α(xi), β(xi)).

Damit folgt

‖f‖∞ ≤ max
1≤i≤n

max
{
‖f(xi)‖Y ,

1 + ‖f(
xi + α(xi)

2
)‖Y ,

1 + ‖f(
xi + β(xi)

2
)‖Y
}
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<∞.
�

Wir kommen nun zum Hauptsatz dieses Paragraphen.

Satz V.4.4. Sei I kompakt. Dann sind folgende Aussagen äquiva-
lent:

(1) f ∈ S(I, Y ).
(2) ∃(fn)n∈N ⊂ T (I, Y ) : ‖fn − f‖∞ −→

n→∞
0.

Beweis. (1) =⇒ (2): Wie im Beweis von Bemerkung V.4.3 (3)
folgt, dass es zu jedem n ∈ N endlich viele Punkte x1, . . . , xm ∈ I und
Zahlen α(xi) < xi < β(xi), 1 ≤ i ≤ m, gibt mit

I ⊂
⋃

1≤i≤m

(α(xi), β(xi))

und

‖f(s)− f(t)‖Y ≤
1

n
∀s, t ∈ (α(xi), xi) oder

s, t ∈ (xi, β(xi)), 1 ≤ i ≤ m.

Also gibt es eine Zerlegung Z = (γ0, . . . , γk) von I mit

‖f(s)− f(t)‖Y ≤
1

n
∀s, t ∈ (γi−1, γi), 1 ≤ i ≤ k.

Definiere fn ∈ T (I, Y ) durch

fn(x) =

{
f(γi−1+γi

2
) γi−1 < x < γi, 1 ≤ i ≤ k

f(x) x = γi, 1 ≤ i ≤ k.

Dann folgt

‖fn − f‖∞ ≤
1

n
.

(2) =⇒ (1): Sei (fn)n∈N ⊂ T (I, Y ) mit ‖fn − f‖∞ −→
n→∞

0. Sei ε > 0.

Dann gibt es ein nε ∈ N mit

‖fnε − f‖∞ ≤
ε

2
.

Sei x ∈ I. Dann gibt es Zahlen α, β ∈ I, α < β mit

fnε(s) = fnε(t) ∀s, t ∈ (α, x) oder s, t ∈ (x, β).

Damit folgt

‖f(s)− f(t)‖Y ≤ ‖f(s)− fnε(s)‖Y + ‖fnε(t)− f(t)‖Y
≤ ε ∀s, t ∈ (α, x) oder s, t ∈ (x, β).

Sei nun (xn)n∈N ⊂ I mit xn < x für alle n ∈ N und xn−→
n→∞

x. Dann gibt

es ein m ∈ N mit xk ∈ (α, x) für alle k ≥ m und somit

‖f(xk)− f(xl)‖Y ≤ ε ∀k, l ≥ m.



V.4. SPRUNGSTETIGE FUNKTIONEN 169

Also ist (f(xn))n∈N ⊂ Y eine Cauchyfolge und damit konvergent. Setze
z = lim

n→∞
f(xn). Sei nun (yn)n∈N ⊂ I eine andere Folge mit yn < x für

alle n ∈ N und x = lim
n→∞

yn. Dann folgt wieder, dass (f(yn))n∈N ⊂ Y

konvergiert. Sei z′ = lim
n→∞

f(yk). Dann folgt

‖z − z′‖Y ≤ ε.

Also ist z = z′ und f(x − 0) existiert. Analog zeigt man die Existenz
von f(x+ 0). Also ist f ∈ S(I, Y ). �

Bemerkung V.4.5. Aus dem Beweis von Satz V.4.4 ergibt sich,
dass man für f ∈ S(I,R) mit f ≥ 0 eine Folge (fn)n∈N ⊂ T (I,R) mit
‖fn − f‖∞ → 0 und fn ≥ 0 für alle n ∈ N finden kann.

Definition V.4.6. Seien A,B Teilmengen eines normierten Vek-
torraumes (X, ‖ · ‖X) mit A ⊂ B. Dann heißt A dicht in B, wenn gilt
B ⊂ A.

Bemerkung V.4.7. (1) Ist A dicht in B, so ist jeder Punkt von
B Häufungspunkt von A, kann also beliebig gut durch Punkte aus A
approximiert werden.
(2) Falls B abgeschlossen ist, gilt

A dicht in B ⇐⇒ A = B.

(3) Q und R\Q sind dicht in R.

Wir können Satz V.4.4 somit auch folgendermaßen formulieren:

Satz V.4.8. Sei I kompakt. Dann ist S(I, Y ) ein in der Norm von
B(I, Y ) abgeschlossener Unterraum von B(I, Y ) und T (I, Y ) ist dicht
in S(I, Y ).

Bemerkung V.4.9. (1) S(I, Y ) ist ein Banachraum bzgl. ‖ · ‖∞.
Insbesondere sind gleichmäßige Grenzwerte sprungstetiger Funktionen
wieder sprungstetig.
(2) T (I, Y ) ist ein Beispiel eines nicht vollständigen normierten Vek-
torraumes.
(3) Jede stetige Funktion auf einem kompakten Intervall ist gleichmäßi-
ger Grenzwert von Treppenfunktionen.





KAPITEL VI

Integralrechnung einer Variablen

In diesem Kapitel führen wir das (Riemann-) Integral für Funk-
tionen einer (reellen) Variablen ein. Dies geschieht zunächst für Trep-
penfunktionen und danach mit Hilfe eines allgemeinen Satzes über die
Fortsetzung linearer Operatoren für sprungstetige Funktionen. Danach
leiten wir einige Eigenschaften des Integrals und wichtige Integrations-
regeln her und erweiterten diese Ergebnisse auf sog. uneigentliche Inte-
grale, d.h., Integrale mit unbeschränktem Integrationsbereich und/oder
singulären Integranden. Als wichtiges Beispiel für uneigentliche Integra-
le untersuchen wir abschließend eingehend die Eulersche Gammafunk-
tion.

VI.1. Das (Riemann-) Integral

Im Folgenden sei stets (X, ‖ · ‖) ein K-Banachraum und I = [α, β]
ein kompaktes perfektes Intervall, d.h., α < β.

Als erstes definieren wir das Integral einer Treppenfunktion.

Definition VI.1.1. Seien f ∈ T (I,X) eine Treppenfunktion und
Z = (α0, . . . , αn) eine zugehörige Zerlegung. Dann ist das Integral
von f bzgl. Z definiert durch∫

(Z)

f =
n∑
i=1

(αi − αi−1) · f |(αi−1,αi).

Lemma VI.1.2. Sei f ∈ T (I,X). Dann ist
∫

(Z)
f unabhängig von

der speziellen Zerlegung Z.

Beweis. Seien f ∈ T (I,X) und Z = (α0, . . . , αn) eine zugehörige
Zerlegung.
1. Schritt: Sei Z ′ eine Verfeinerung von Z. O.E. ist

Z ′ = (α0, . . . , αk, γ, αk+1, . . . , αn).

Dann folgt ∫
(Z)

f =
k∑
i=1

(αi − αi−1)f |(αi−1,αi)

+ (αk+1 − γ + γ − αk)f |(αk,αk+1)

+
n∑

i=k+2

(αi − αi−1)f |(αi−1,αi)

171
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=
k∑
i=1

(αi − αi−1)f |(αi−1,αi)

+ (γ − αk)f |(αk,γ) + (αk+1 − γ)f |(γ,αk+1)

+
n∑

i=k+2

(αi − αi−1)f |(αi−1,αi)

=

∫
(Z′)

f.

2. Schritt: Sei nun Z ′ eine beliebige, für f zulässige Zerlegung. Dann
ist Z ′′ = Z ∪ Z ′ mit der natürlichen Anordnung eine Verfeinerung von
Z und von Z ′. Mit Schritt 1 folgt∫

(Z)

f =

∫
(Z′′)

f =

∫
(Z′)

f.

�

Wegen Lemma VI.1.2 ist die folgende Definition sinnvoll.

Definition VI.1.3. Sei f ∈ T (I,X). Dann ist das (Riemann-)In-
tegral von f definiert durch∫

I

f =

∫ β

α

f =

∫
(Z)

f,

wobei Z eine beliebige, für f zulässige Zerlegung von I ist.

Eine erste, für das Folgende wichtige Eigenschaft des Integrals lie-
fert:

Lemma VI.1.4. Die Abbildung

∫ β

α

: T (I,X) → X mit f 7→
∫ β

α

f

ist linear. Weiter gilt

‖
∫ β

α

f‖ ≤ (β − α)‖f‖∞ ∀f ∈ T (I,X).

Beweis. Die Linearität des Integrals folgt unmittelbar aus seiner
Definition.
Sei f ∈ T (I,X) und Z = (α0, . . . , αn) eine zugehörige Zerlegung von
I. Dann folgt

‖
∫ β

α

f‖ = ‖
∫

(Z)

f‖

= ‖
n∑
i=1

(αi − αi−1)f |(αi−1,αi)‖

≤
n∑
i=1

(αi − αi−1)‖f |(αi−1,αi)‖
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≤ (β − α)‖f‖∞.

�

Als nächstes wollen wir das Integral für sprungstetige Funktionen
definieren. Dazu benötigen wir einige Vorbereitungen.

Definition VI.1.5. Seien (Y, ‖ · ‖Y ) und (Z, ‖ · ‖Z) normierte K-
Vektorräume.

(1) Eine lineare Abbildung A : Y → Z heißt beschränkt, wenn
es ein α ∈ R+ gibt mit

‖Ax‖Z ≤ α‖x‖Y ∀x ∈ Y.

(2) L(Y, Z) = {A : Y → Z : A ist beschränkt} ist ein K-Vektor-
raum.

(3) Durch

‖A‖ = ‖A‖L(Y,Z)

= inf{α ∈ R+ : ‖Ax‖Z ≤ α‖x‖Y ∀x ∈ Y }

wird eine Norm auf L(Y, Z) definiert.

Bemerkung VI.1.6. Es gilt:

(1) Sei A ∈ L(Y, Z). Dann ist

‖A‖L(Y,Z) = sup
x∈Y \{0}

‖Ax‖Z
‖x‖Y

= sup
x∈Y

‖x‖Y ≤1

‖Ax‖Z

= sup
x∈Y

‖x‖Y =1

‖Ax‖Z .

(2) Sei A ∈ L(Y, Z). Dann gilt

‖Ax‖Z ≤ ‖A‖L(Y,Z)‖x‖Y ∀x ∈ Y.

(3) Sei A : Y → Z linear. Dann gilt

A ist gleichmäßig stetig

⇐⇒ A ist stetig

⇐⇒ A ist in 0 ∈ Y stetig

⇐⇒ A ∈ L(Y, Z)

(4)

∫ β

α

∈ L(T (I,X), X) und

‖
∫ β

α

‖L(T (I,X),X) ≤ β − α.
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Beweis. ad(1):

‖A‖L(Y,Z) = inf{α ∈ R+ : ‖Ax‖Z ≤ α‖x‖Y ∀x ∈ Y }

= inf{α ∈ R+ :
‖Ax‖Z
‖x‖Y

≤ α ∀x ∈ Y \{0}}

= sup
x∈Y \{0}

‖Ax‖Z
‖x‖Y

= sup
x∈Y \{0}

‖A(
x

‖x‖Y
)‖Z

= sup
y∈Y

‖y‖Y =1

‖Ay‖Z

≤ sup
y∈Y

‖y‖Y ≤1

‖Ay‖Z .

Sei andererseits x ∈ Y mit 0 < ‖x‖Y < 1. Dann folgt

‖Ax‖Z ≤
1

‖x‖Y
‖Ax‖Z

= ‖A(
x

‖x‖Y
)‖Z

≤ sup
y∈Y

‖y‖Y =1

‖Ay‖Z

also

sup
x∈Y

‖x‖Y ≤1

‖Ax‖Z ≤ sup
y∈Y

‖y‖Y =1

‖Ay‖Z .

Hieraus folgt die Behauptung.
ad(2): Folgt direkt aus Teil (1).
ad(3):

A gleichmäßig stetig

=⇒A stetig

=⇒A stetig in 0

=⇒∃δ > 0 ∀x ∈ Y ‖x‖Y ≤ δ : ‖Ax‖Z ≤ 1

=⇒∃δ > 0 ∀x ∈ Y ‖x‖Y = 1 : ‖Ax‖Z ≤
1

δ

=⇒A ∈ L(Y, Z) und ‖A‖L(Y,Z) ≤
1

δ
=⇒‖Ax− Ay‖Z = ‖A(x− y)‖Z ≤ ‖A‖L(X,Z)‖x− y‖Y
=⇒A gleichmäßig stetig.

ad(4): Folgt aus der Definition VI.1.5 und Hilfssatz VI.1.4. �
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Lemma VI.1.7. Sei (Y, ‖ · ‖Y ) ein normierter K-Vektorraum und
U ⊂ Y ein Untervektorraum. Dann ist U auch ein Untervektorraum.

Beweis. Seien u, v ∈ U und α ∈ K. Dann gibt es Folgen (un)n∈N
und (vn)n∈N in U mit

u = lim
n→∞

un, v = lim
n→∞

vn.

Dann folgt

u+ v = lim
n→∞

un + lim
n→∞

vn

= lim
n→∞

(un + vn) ∈ U

αu = α lim
n→∞

un

= lim
n→∞

(αun) ∈ U.

Also ist U ein Untervektorraum von Y . �

Satz VI.1.8 (Über die Fortsetzung stetiger linearer Ope-
ratoren). Seien (Y, ‖ · ‖Y ) ein normierter K-Vektorraum, U ⊂ Y
ein Untervektorraum, (Z, ‖ · ‖Z) ein K-Banachraum und A ∈ L(U,Z).
Dann gibt es genau ein A ∈ L(U,Z) mit

(1) Ay = Ay für alle y ∈ U ,
(2) ‖A‖L(U,Z) = ‖A‖L(U,Z),

(3) Ay = lim
n→∞

Ayn für alle (yn)n∈N ⊂ U mit lim
n→∞

yn = y.

A heißt Forsetzung von A.

Beweis. Eindeutigkeit: Seien B,C ∈ L(U,Z) zwei lineare Ope-
ratoren, die (1) erfüllen. Dann folgt aus ihrer Stetigkeit für jedes y ∈ U
mit y = lim

n→∞
yn und (yn)n∈N ⊂ U :

By = B( lim
n→∞

yn)

= lim
n→∞

Byn

= lim
n→∞

Ayn

= lim
n→∞

Cyn

= C( lim
n→∞

yn)

= Cy.

Also ist B = C.
Existenz: Sei y ∈ U und (yn)n∈N ⊂ U mit y = lim

n→∞
yn. Dann ist

(yn)n∈N eine Cauchyfolge und

‖Ayn − Aym‖Z ≤ ‖A‖L(U,Z)‖yn − ym‖Y .
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Also ist (Ayn)n∈N eine Cauchyfolge in Z. Mithin existiert ein z ∈ Z mit

z = lim
n→∞

Ayn.

Definiere
Ay = z.

Sei nun (ŷn)n∈N ⊂ U eine weitere Folge mit y = lim
n→∞

ŷn. Sei

ẑ = lim
n→∞

Aŷn.

Dann folgt

‖z − ẑ‖Z ≤ ‖z − Ayn‖Z + ‖Ayn − Aŷn‖Z + ‖ẑ − Aŷn‖Z
≤ ‖z − Ayn‖Z + ‖A‖L(U,Z)‖yn − ŷn‖Z

+ ‖ẑ − Aŷn‖Z
−→
n→∞

0.

Mithin ist A wohldefiniert.
Seien nun u, v ∈ U, α ∈ K und (un)n∈N ⊂ U , (vn)n∈N ⊂ U mit

u = lim
n→∞

un , v = lim
n→∞

vn.

Dann folgt

A(u+ v) = A( lim
n→∞

(un + vn))

= lim
n→∞

A(un + vn)

= lim
n→∞

[Aun + Avn]

= lim
n→∞

Aun + lim
n→∞

Avn

= Au+ Av

αAu = α lim
n→∞

Aun

= lim
n→∞

A(αun)

= A(αu).

Also ist A linear.
Sei u ∈ U . Dann ist u = lim

n→∞
un mit un = u für alle n ∈ N. Daraus

folgt
Au = Au ∀u ∈ U.

Sei schließlich y ∈ U mit y = lim
n→∞

yn und (yn)n∈N ⊂ U . Dann folgt

‖Ay‖Z = ‖ lim
n→∞

Ayn‖Z
= lim

n→∞
‖Ayn‖Z

≤ lim
n→∞

‖A‖L(U,Z)‖yn‖Z
= ‖A‖L(U,Z)‖y‖Y
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Also ist

‖A‖L(U,Z) ≤ ‖A‖L(U,Z).

Wegen (1) gilt aber andererseits

‖A‖L(U,Z) ≥ sup
u∈U

‖u‖Y =1

‖Au‖Z = ‖A‖L(U,Z).

Damit ist die Behauptung gezeigt. �

Gemäß Satz V.4.8 (S. 169) ist S(I,X) ein abgeschlossener Unter-

raum von B(I,X) und S(I,X) = T (I,X) bzgl. ‖ · ‖∞. Wir können
daher Satz VI.1.8 auf Y = B(I,X), U = T (I,X), U = S(I,X), Z = X

und A =

∫ β

α

anwenden. Dies liefert:

Definition VI.1.9. Das (Riemann-) Integral ist die eindeutig

definierte Fortsetzung von

∫ β

α

von L(T (I,X), X) auf L(S(I,X), X)

und wird wieder mit

∫ β

α

bezeichnet. Für f ∈ S(I,X) verwenden wir

simultan die folgenden Bezeichnungen∫ β

α

f =

∫
I

f =

∫ β

α

f(x)dx =

∫ β

α

fdx.

Aus Bemerkung VI.1.6 und Satz VI.1.8 folgt unmittelbar:

Bemerkung VI.1.10. (1) ‖
∫ β

α

f‖ ≤ (β − α)‖f‖∞ für alle f ∈

S(I,X).

(2)

∫ β

α

f = lim
n→∞

∫ β

α

fn, wobei (fn)n∈N ⊂ T (I,X) eine beliebige Folge

von Treppenfunktionen mit lim
n→∞

‖f − fn‖∞ = 0 ist.

Der folgende Satz ist für die folgenden Untersuchungen des Rie-
mann-Integrals und für die praktische Berechnung des Integrals we-
sentlich.

Satz VI.1.11. Sei f ∈ S(I,X). Dann gibt es zu jedem ε > 0 ein
δ = δ(ε, f) > 0, so dass für jede Zerlegung Z = (x0, . . . , xn) von I
der Feinheit ∆Z = max

1≤i≤n
(xi − xi−1) < δ und je n Zwischenpunkte ζj ∈

[xj−1, xj], 1 ≤ j ≤ n, gilt

‖
∫ β

α

f −
n∑
j=1

f(ζj)(xj − xj−1)‖ < ε.
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Beweis. 1. Schritt: Sei f ∈ T (I,X), Ẑ = (x̂0, . . . , x̂bn) eine be-
liebige, aber im Folgenden feste, zu f gehörige Zerlegung von I, ε > 0
beliebig und

δ = δ(ε, f) =
ε

4n̂‖f‖∞
.

Seien Z = (x0, . . . , xn) eine beliebige Zerlegung von I und ζj ∈ [xj−1,
xj], 1 ≤ j ≤ n, beliebige Zwischenpunkte mit

∆Z = max
1≤j≤n

(xj − xj−1) < δ.

Sei

Z ′ = Ẑ ∪ Z = (y0, . . . , ym).

Definiere

e′j = f |(yj−1,yj) 1 ≤ j ≤ m

e′′j = f(ζk) falls [yj−1, yj] ⊂ [xk−1, xk] 1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ k ≤ n.

Offensichtlich ist e′j 6= e′′j für ein j ∈ N∗
m höchstens dann, wenn für das

entsprechende ζk gilt ζk = x̂l für ein l ∈ Nbn. Weiter gilt∫ β

α

f −
n∑
k=1

f(ζk)(xk − xk−1)

=
m∑
j=1

(yj − yj−1)f |(yj−1,yj) −
n∑
k=1

f(ζk)(xk − xk−1)

=
m∑
j=1

e′j(yj − yj−1)−
m∑
j=1

e′′j (yj − yj−1)

=
m∑
j=1

(e′j − e′′j )(yj − yj−1).(∗)

Wegen obiger Beobachtung sind in (∗) höchstens 2n̂ Summanden von
0 verschieden. Außerdem gilt für jeden Summanden

‖(yj − yj−1)(e
′
j − e′′j )‖ ≤ |yj − yj−1|{‖e′j‖+ ‖e′′j‖}

< δ2‖f‖∞

≤ ε

2n̂
.

Hieraus folgt

‖
∫ β

α

f −
n∑
k=1

f(ζk)(xk − xk−1)‖ < ε.

2. Schritt: Sei nun f ∈ S(I,X) und ε > 0. Dann gibt es ein g ∈
T (I,X) mit

‖f − g‖∞ <
ε

3(β − α)
.
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Gemäß Schritt 1 gibt es ein δ = δ( ε
3
, g), so dass für g und ε

3
die Behaup-

tung gilt. Seien nun Z = (x0, . . . , xn) eine Zerlegung von I mit Feinheit
∆Z < δ und ζj ∈ [xj−1, xj], 1 ≤ j ≤ n, beliebige Zwischenpunkte. Dann
folgt

‖
∫ β

α

f −
n∑
j=1

f(ζj)(xj − xj−1)‖

≤‖
∫ β

α

f −
∫ β

α

g‖+ ‖
n∑
j=1

g(ζj)(xj − xj−1)−
∫ β

α

g‖

+ ‖
n∑
j=1

[g(ζj)− f(ζj)](xj − xj−1)‖

≤(β − α)‖f − g‖∞ +
ε

3
+

n∑
j=1

‖f(ζj)− g(ζj)‖(xj − xj−1)

<(β − α)
ε

3(β − α)
+
ε

3
+

ε

3(β − α)
(β − α)

=ε.

Damit ist die Behauptung bewiesen. �

Bemerkung VI.1.12. Sei f : I → X eine Funktion. Sie heißt
Riemann-integrierbar, wenn es ein x∗ ∈ X gibt, so dass zu je-
dem ε > 0 ein δ = δ(ε, f) > 0 existiert, so dass für jede Zerle-
gung Z = (x0, . . . , xn) der Feinheit ∆Z < δ und je n Zwischenpunkte
ζi ∈ [xi−1, xi], 1 ≤ i ≤ n, gilt

‖x∗ −
n∑
i=1

f(ζi)(xi − xi−1)‖ < ε.

Die Größe x∗ ist, sofern sie existiert, eindeutig bestimmt und heißt
Riemann-Integral von f . Die

”
approximierenden Summen“

n∑
i=1

f(ζi)(xi − xi−1)

heißen auch Riemann-Summen, und man schreibt häufig symbolisch∫ β

α

f = lim
∆Z→0

n∑
i=1

f(ζi)(xi − xi−1).

Satz VI.1.11 zeigt, dass jede sprungstetige Funktion Riemann-integrier-
bar ist und dass der in diesem Paragraphen eingeführte Integralbegriff
mit dem oben definierten für sprungstetige Funktionen übereinstimmt.
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Es gibt jedoch Riemann-integrierbare Funktionen, die nicht sprungste-
tig sind. Ein Beispiel ist f : [−1, 1]→ R mit

f(x) =


1 falls x = 1

n
, n ∈ N∗

−1 falls x = − 1
n
, n ∈ N∗

0 sonst.

VI.2. Eigenschaften des Integrals

Im Folgenden bezeichnet wieder (X, ‖ · ‖) einen K-Vektorraum und
I = [α, β] mit α < β ein kompaktes perfektes Intervall.

Wir beginnen mit einem Satz über die gliedweise Integration gleich-
mäßig konvergenter Folgen und Reihen.

Satz VI.2.1. (1) Sei (fn)n∈N ⊂ S(I,X) gleichmäßig konvergent
gegen f . Dann ist f ∈ S(I,X) und∫ β

α

f = lim
n→∞

∫ β

α

fn.

(2) Sei (fn)n∈N ⊂ S(I,X) und
∑
fn gleichmäßig konvergent. Dann ist

∞∑
n=0

fn ∈ S(I,X) und

∫ β

α

(
∞∑
n=0

fn) =
∞∑
n=0

(

∫ β

α

fn).

Beweis. ad(1): Wegen Bemerkung V.1.5 (S. 149) gilt ‖fn−f‖∞ →
0 und wegen Satz V.1.6 (S. 149) ist f ∈ B(I,X). Da nach Satz V.4.8
(S. 169) S(I,X) ein abgeschlossener Unterraum von B(I,X) ist, folgt
f ∈ S(I,X). Aus Bemerkung VI.1.10 (S. 177) folgt

‖
∫ β

α

f −
∫ β

α

fn‖ ≤ (β − α)‖f − fn‖∞ −→
n→∞

0.

Dies beweist die Behauptung.
ad(2): Folgt aus Teil (1) angewandt auf

sn =
n∑
k=0

fk und s =
∞∑
k=0

fk.

�

Bemerkung VI.2.2. Satz VI.2.1 gilt nicht bei punktweiser Kon-
vergenz. Betrachte z. B. I = [0, 1], X = R und fn ∈ T (I,X) mit

fn(x) =


0 für x = 0

n für 0 < x ≤ 1
n

0 für 1
n
< x ≤ 1

, n ∈ N∗.
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Dann konvergiert fn punktweise gegen 0, aber es ist∫ 1

0

fn = 1 ∀n ∈ N∗.

Satz VI.2.3. Sei f ∈ S(I,X). Dann ist ‖f‖ ∈ S(I,R) und

‖
∫ β

α

f‖ ≤
∫ β

α

‖f‖ ≤ (β − α)‖f‖∞.

Beweis. Sei (fn)n∈N ⊂ T (I,X) eine Folge von Treppenfunktionen,
die gleichmäßig gegen f konvergiert. Dann ist ‖fn‖ ∈ T (I,R) für alle
n ∈ N. Für jedes x ∈ I gilt∣∣∣‖fn‖(x)− ‖f‖(x)∣∣∣ =

∣∣∣‖fn(x)‖ − ‖f(x)‖
∣∣∣

≤ ‖fn(x)− f(x)‖
≤ ‖fn − f‖∞.

Also konvergiert ‖fn‖ gleichmäßig gegen ‖f‖. Mithin ist ‖f‖ ∈ S(I,R).
Sei Zn = (x0,n, . . . , xm,n) eine zulässige Zerlegung von I für fn. Dann
folgt für jedes n ∈ N

‖
∫ β

α

fn‖ = ‖
m∑
k=1

fn|(xk−1,n,xk,n)(xk,n − xk−1,n)‖

≤
m∑
k=1

‖fn|(xk−1,n,xk,n)‖(xk,n − xk−1,n)

=

∫ β

α

‖fn‖

≤ (β − α)‖fn‖∞.(∗)

Wegen fn
glm−→ f , ‖fn‖

glm−→‖f‖ und ‖fn‖∞ → ‖f‖∞ folgt die Behaup-
tung mit Satz VI.2.1 aus (∗) durch Grenzübergang n→∞. �

Als nächstes definieren wir das orientierte Integral und zeigen seine
Additivität bzgl. der disjunkten Vereinigung von Intervallen.

Definition VI.2.4. Sei f ∈ S(I,X). Dann definieren wir∫ α

β

f = −
∫ β

α

f und

∫ α

α

f = 0.

Satz VI.2.5. Seien f ∈ S(I,X) und a, b, c ∈ I. Dann ist∫ b

a

f =

∫ c

a

f +

∫ b

c

f.

Beweis. O.E. sei a ≤ b ≤ c. Sei (fn)n∈N ⊂ T (I,X) mit fn
glm−→ f .

Dann gilt für jedes kompakte Teilintervall J von I

T (J,X) 3 fn|J
glm−→ f |J ∈ S(J,X).
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Wie man leicht nachrechnet, gilt für jedes n ∈ N∫ c

a

fn =

∫ b

a

fn +

∫ c

b

fn.

Mit Satz VI.2.1 folgt hieraus∫ c

a

f =

∫ b

a

f +

∫ c

b

f

=⇒
∫ b

a

f =

∫ c

a

f −
∫ c

b

f =

∫ c

a

f +

∫ b

c

f.

�

Als nächstes untersuchen wir Monotonie-Eigenschaften des Inte-
grals.

Satz VI.2.6. (1) Sei f ∈ S(I,R) mit f ≥ 0. Dann ist∫ β

α

f ≥ 0.

(2) Seien f, g ∈ S(I,R) mit f ≥ g. Dann ist∫ β

α

f ≥
∫ β

α

g.

(3) Sei f ∈ S(I,R) mit f ≥ 0. Weiter gebe es ein a ∈ I mit: f(a) > 0
und f ist stetig in a. Dann gilt∫ β

α

f > 0.

Beweis. ad(1): Gemäß Bemerkung V.4.5 (S. 169) gibt es eine Fol-

ge (fn)n∈N ⊂ T (I,R) mit fn
glm−→ f und fn ≥ 0 für alle n ∈ N. Offen-

sichtlich ist ∫ β

α

fn ≥ 0 ∀n ∈ N.

Hieraus folgt die Behauptung durch Grenzübergang n→∞.
ad(2): Folgt aus Teil (1) angewandt auf f − g.
ad(3): Wegen der Stetigkeit von f in a und wegen f(a) > 0 gibt es
ein δ > 0 mit

f(x) ≥ 1

2
f(a) > 0 ∀x ∈ I ∩ (a− δ, a+ δ).

Damit folgt aus Satz VI.2.5 und den Teilen (1) und (2)∫ β

α

f =

∫ a−δ

α

f +

∫ a+δ

a−δ
f +

∫ β

a+δ

f

≥
∫ a+δ

a−δ

1

2
f(a)
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= δf(a)

> 0

mit den offensichtlichen Modifikationen für a ∈ {α, β}. �

Als nächstes betrachten wir die Integration komplex- und vektor-
wertiger Funktionen.

Satz VI.2.7. (1) Sei f : I → Kn. Dann ist f ∈ S(I,Kn) genau
dann, wenn für jede Komponente fi, 1 ≤ i ≤ n, gilt fi ∈ S(I,K).
Weiter ist ∫ β

α

f = (

∫ β

α

f1, . . . ,

∫ β

α

fn).

(2) Sei f = g + ih : I → C mit g, h : I → R. Dann ist f ∈ S(I,C)
genau dann, wenn gilt g, h ∈ S(I,R). Weiter ist∫ β

α

f =

∫ β

α

g + i

∫ β

α

h.

Beweis. ad(1): Es gilt

f ∈ S(I,Kn)

⇐⇒ ∃(fm) ⊂ T (I,Kn) : fm
glm−→
m→∞

f

⇐⇒ ∃(fm) ⊂ T (I,Kn) : fi,m
glm−→
m→∞

fi, 1 ≤ i ≤ n

⇐⇒ fi ∈ S(I,K) ∀1 ≤ i ≤ n.

Die Aussage über die Integrale ist für Treppenfunktionen offensichtlich.
Für sprungstetige Funktionen folgt sie durch Grenzübergang.
ad(2): Folgt aus Teil (1) mit C ∼= R2. �

Als Vorbereitung auf den Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung betrachten wir nun die stetige und differenzierbare Abhängig-
keit des Integrals von den Integrationsgrenzen.

Satz VI.2.8 (Stetige Abhängigkeit von den Integrations-
grenzen). Sei f ∈ S(I,X) und c ∈ I. Dann ist die Funktion

F (x) =

∫ x

c

f , ∀x ∈ I,

aus C(I,X), und es gilt

‖F (x)− F (y)‖ ≤ |x− y|‖f‖∞ ∀x, y ∈ I.

Beweis. Aus Satz VI.2.5 folgt für x, y ∈ I

F (x)− F (y) =

∫ x

c

f −
∫ y

c

f

=

∫ x

y

f
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und damit aus Bemerkung VI.1.10 (S. 177)

‖F (x)− F (y)‖ ≤ |x− y|‖f‖∞.

Hieraus folgt die Stetigkeit von F . �

Satz VI.2.9 (Differenzierbare Abhängigkeit von den In-
tegrationsgrenzen). Sei f ∈ S(I,X) in a ∈ I stetig. Dann ist die
Funktion

F (x) =

∫ x

α

f , ∀x ∈ I,

in a differenzierbar, und es gilt

F ′(a) = f(a).

Beweis. Gemäß Satz VI.2.8 ist F stetig. Sei ε > 0 beliebig. Dann
gibt es ein δ > 0 mit

‖f(ζ)− f(a)‖ < ε ∀ζ ∈ I, |ζ − a| < δ.

Sei h ∈ R∗ mit a+ h ∈ I und |h| < δ. Dann folgt

‖F (a+ h)− F (a)

h
− f(a)‖ = ‖1

h

∫ a+h

a

f(ζ)dζ − f(a)‖

= ‖1
h

∫ a+h

a

[f(ζ)− f(a)]dζ‖

≤ 1

|h|
|h|ε

= ε.

Hieraus folgt die Behauptung. �

Definition VI.2.10. Seien f, F : I → X zwei Funktionen. F heißt
Stammfunktion von f , wenn F in jedem Punkt von I differenzierbar
ist und wenn gilt

F ′(x) = f(x) ∀x ∈ I.
Die Menge aller Stammfunktionen von f wird mit

∫
f oder

∫
fdx be-

zeichnet und heißt unbestimmtes Integral von f .

Aus Satz IV.2.6 folgt:

Bemerkung VI.2.11. Seien F,G zwei Stammfunktionen von f .
Dann ist F −G auf I konstant.

Satz VI.2.12 (Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung). Jedes f ∈ C(I,X) besitzt eine Stammfunktion und für
jede Stammfunktion F von f gilt

F (x) = F (α) +

∫ x

α

f ∀x ∈ I.
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Insbesondere gilt für jede Stammfunktion F von f∫ β

α

f = F (β)− F (α) =: F |βα.

Beweis. Sei

G(x) =

∫ x

α

f.

Gemäß Satz VI.2.9 ist G eine Stammfunktion von f . Aus Bemerkung
VI.2.11 folgt für jede Stammfunktion F von f :

F (x) = G(x) + c , mit c ∈ X, ∀x ∈ I
=⇒F (α) = G(α) + c = c

=⇒F (x) = F (α) +G(x) = F (α) +

∫ x

α

f ∀x ∈ I.

�

Tabelle 1. Stammfunktionen einiger wichtiger Funktionen

f
∫
f

xα, α 6= −1
1

α+ 1
xα+1 + c

1

x
lnx+ c

ax, a > 0, a 6= 1
1

ln a
ax + c

eax, a ∈ C∗ 1

a
eax + c

cosx sin x+ c

sin x − cosx+ c
1

cos2 x
tan x+ c

1

sin2 x
− cotx+ c

1√
1− x2

arcsinx+ c

1

1 + x2
arctanx+ c

∞∑
k=0

ak(x− x0)
k

∞∑
k=0

1

k + 1
ak(x− x0)

k+1 + c
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Beispiel VI.2.13. (1) Tabelle 1 gibt die Stammfunktionen für ei-
nige wichtige Funktionen an.

(2) f ∈ C1(I,R), f(x) 6= 0 für alle x ∈ I =⇒
∫
f ′

f
= ln |f |+ c.

Beweis. ad(1): Folgt durch Differentiation der rechten Seite.
ad(2): Wegen des Zwischenwertsatzes III.5.5 (S. 90) gilt für alle x ∈ I
entweder

(a) f(x) > 0 oder (b) f(x) < 0.

In Fall (a) folgt

(ln |f |)′ = (ln f)′ =
f ′

f

und in Fall (b)

(ln |f |)′ = (ln(−f))′ =
−f ′

−f
=
f ′

f
.

�

Zum Abschluss beweisen wir ein Analogon des Mittelwertsatzes
IV.2.5 (S. 122).

Satz VI.2.14 (Mittelwertsatz der Integralrechnung).
Seien f, ϕ ∈ C(I,R) und ϕ ≥ 0 auf I. Dann gibt es ein ζ ∈ I mit∫ β

α

(f · ϕ) = f(ζ)

∫ β

α

ϕ.

Insbesondere gibt es ein η ∈ I mit∫ β

α

f = f(η)(β − α).

Beweis. Sei ∫ β

α

ϕ = 0.

Aus Satz VI.2.6 folgt ϕ = 0. Also ist die Behauptung richtig.
Sei nun ∫ β

α

ϕ > 0.

Definiere

m = inf
x∈I

f(x) , M = sup
x∈I

f(x).

Dann folgt

mϕ(x) ≤ f(x)ϕ(x) ≤Mϕ(x) ∀x ∈ I
und wegen Satz VI.2.6

m

∫ β

α

ϕ ≤
∫ β

α

(f · ϕ) ≤M

∫ β

α

ϕ
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=⇒m ≤
∫ β
α
f · ϕ∫ β
α
ϕ
≤M.

Wegen des Zwischenwertsatzes III.5.5 (S. 90) gibt es daher ein ζ ∈ I
mit

f(ζ) =

∫ β
α
f · ϕ∫ β
α
ϕ

.

Damit ist die erste Behauptung bewiesen.
Die zweite Behauptung folgt aus der ersten mit der speziellen Wahl
ϕ = 1. �

VI.3. Integrationstechniken

In diesem Paragraphen betrachten wir einige, für praktische An-
wendungen wichtige Integrationstechniken. Dabei bezeichnet wieder
(X, ‖ · ‖) einen K-Banachraum und I = [α, β] ein kompaktes, perfektes
Intervall.

Wir beginnen mit der Substitutionsregel.

Satz VI.3.1 (Substitutionsregel). Seien f ∈ C(I,X), a, b ∈ R
mit a < b, und ϕ ∈ C1([a, b],R) mit ϕ([a, b]) ⊂ I. Dann gilt∫ b

a

f(ϕ(x))ϕ′(x)dx =

∫ ϕ(b)

ϕ(a)

f(y)dy.

Beweis. Gemäß Satz VI.2.12 (S. 184) besitzt f eine Stammfunk-
tion F ∈ C1(I,X). Dann ist F ◦ ϕ ∈ C1([a, b], X) mit

(F ◦ ϕ)′ = F ′ ◦ ϕ · ϕ′

= f ◦ ϕ · ϕ′.

Damit folgt ∫ b

a

f(ϕ(x))ϕ′(x)dx = F (ϕ(b))− F (ϕ(a))

=

∫ ϕ(b)

ϕ(a)

f(y)dy.

�

Bemerkung VI.3.2. Sei M ⊂ R perfekt und ϕ : M → R differen-
zierbar. Dann heißt

dϕ = ϕ′dx

das Differential von ϕ (vgl. Abbildung VI.3.1). Speziell ist dx das
Differential der Funktion x 7→ x. Anschaulich ist das Differential der
inkrementelle Zuwachs von ϕ.
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In der Sprache der Differentiale können wir die Substitutionsregel auch
so schreiben: ∫ b

a

f ◦ ϕdϕ =

∫ ϕ(b)

ϕ(a)

f(y)dy.

x x+ ∆x

f(x)

f(x+ ∆x)

∆x

∆f

Abbildung VI.3.1. Differential df = f ′(x)dx ≈ ∆f =
f(x+ ∆x)− f(x)

Beispiel VI.3.3. (1) Sei a 6= 0.∫ β

α

sin(ax+ b)dx =
1

a

∫ β

α

sin(ax+ b)adx y = ax+ b, dy = adx

=
1

a

∫ aβ+b

aα+b

sin(y)dy

=
1

a
(− cos(y))|aβ+b

aα+b

=
1

a
[cos(aα+ β)− cos(aβ + b)]

(2) Sei n ≥ 2.∫ 1

0

xn−1 sin(xn)dx =
1

n

∫ 1

0

nxn−1 sin(xn)dx y = xn, dy = nxn−1dx

=
1

n

∫ 1

0

sin(y)dy

=
1

n
(− cos(y))|10

=
1− cos(1)

n
.

(3) Sei a, b ∈ R mit d = b− a2

4
> 0.∫ β

α

1

x2 + ax+ b
dx =

∫ β

α

1

(x+ a
2
)2 + d

dx y =
x+ a

2√
d
, dy =

1√
d
dx

=
√
d

∫ β

α

1

d(
x+a

2√
d

)2 + d

1√
d
dx
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=
√
d

∫ β+a
2√
d

α+a
2√
d

1

d(y2 + 1)
dy

=
1√
d

arctan(y)|
β+a

2√
d

α+a
2√
d

=
1√
d
[arctan(

β + a
2√
d

)− arctan(
α+ a

2√
d

)].

Insbesondere folgt∫
1

x2 + ax+ b
=

1√
d

arctan(
x+ a

2√
d

) + c.

Als nächstes betrachten wir die partielle Integration.

Satz VI.3.4 (Partielle Integration). Seien u, v ∈ C1(I,K).
Dann ist ∫ β

α

uv′dx = (u · v)|βα −
∫ β

α

u′vdx

oder in Differentialschreibweise∫ β

α

udv = (uv)|βα −
∫ β

α

vdu.

Beweis. Aus der Produktregel folgt

(uv)|βα =

∫ β

α

(uv)′dx

=

∫ β

α

(u′v + uv′)dx.

�

Beispiel VI.3.5. (1)∫ β

α

x sin xdx = −x cosx|βα +

∫ β

α

cosxdx u = x, v = − cosx

= (−x cosx+ sinx)|βα
= sin β − β cos β − sinα+ α cosα.

Insbesondere ist ∫
x sin x = sinx− x cosx+ c.

(2) Sei FR der Flächeninhalt eines Kreises um 0 mit Radius R > 0 und
HR der Flächeninhalt des entsprechenden Halbkreises. Dann ist

FR = 2HR
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und

HR =

∫ R

−R

√
R2 − x2dx α = −R, β = R

x = R cos t, t ∈ [−π, 0]

dx = −R sin tdt

=

∫ 0

−π

√
R2(1− cos2 t)(−R sin t)dt

=

∫ 0

−π
(−R sin t)(−R sin t)dt

= R2

∫ 0

−π
sin2 tdt u = sin t, v = − cos t

= R2(− cos t sin t)|0−π +R2

∫ 0

−π
cos2 tdt

= R2

∫ 0

−π
1− sin2 tdt

= πR2 −HR.

Hieraus folgt

HR =
1

2
πR2

und

FR = πR2.

(3)

In =

∫
sinn x , n ∈ N

=⇒ I0 = x+ c

I1 = − cosx+ c.

Sei n ≥ 2. Dann gilt

In =

∫
sinn−1 x sin x u = sinn−1 x, v = − cosx

= − sinn−1 x cosx+ (n− 1)

∫
sinn−2 x cos2 x

= − sinn−1 x cosx+ (n− 1)

∫
sinn−2 x(1− sin2 x)

= − sinn−1 x cosx+ (n− 1)In−2 − (n− 1)In
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=⇒ In = − 1

n
sinn−1 x cosx+

n− 1

n
In−2.

(4) Für n ∈ N sei

An =

∫ π
2

0

sinn xdx.

Aus (3) folgt

A0 =
π

2
A1 = 1

An =
n− 1

n
An−2 n ≥ 2.

=⇒ A2n =
2n− 1

2n
A2n−2

=
2n− 1

2n

2n− 3

2n− 2
A2n−4

=
2n− 1

2n

2n− 3

2n− 2
· · · 1

2

π

2

A2n+1 =
2n

2n+ 1
A2n−1

=
2n

2n+ 1

2n− 2

2n− 1
A2n−3

=
2n

2n+ 1

2n− 2

2n− 1
· · · 2

3
· 1.

Wegen

sin2n+2 x ≤ sin2n+1 x ≤ sin2n x ∀x ∈ [0,
π

2
]

folgt

A2n+2 ≤ A2n+1 ≤ A2n.

Wegen
A2n+2

A2n

=
2n+ 1

2n+ 2
−→
n→∞

1

folgt

lim
n→∞

A2n+1

A2n

= 1.

Andererseits gilt

A2n+1

A2n

=
2n

2n+ 1

2n

2n− 1

2n− 2

2n− 1

2n− 2

2n− 3
· · · 4

3
· 2
3
· 2
1
· 2
π

=
n∏
k=1

(2k)2

(2k)2 − 1
· 2
π
.
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Hieraus folgt:

π

2
=

∞∏
k=1

(2k)2

(2k)2 − 1

= lim
n→∞

n∏
k=1

(2k)2

(2k)2 − 1

=
2

1
· 2
3
· 4
3
· 4
5
· 6
5
· 6
7
· · · .

Diese Darstellung von π
2

heißt das Wallissche Produkt.

Als nächstes betrachten wir die Methode der Partialbruchzerlegung,
die geeignet ist, Integrale rationaler Funktionen zu berechnen. Wir er-
klären das Prinzip an Hand eines Beispiels.

Beispiel VI.3.6 (Partialbruchzerlegung). Gesucht∫
p

q
=

∫
x5 − 2x4 + x3 − 2x2 + 5x− 8

x4 − x2 − 2x+ 2

p = x5 − 2x4 + x3 − 2x2 + 5x− 8

q = x4 − x2 − 2x+ 2.

1. Schritt: Bestimme mit dem Euklidischen Algorithmus Polynome
r und s mit p = r + sq und ∂r < ∂q.

(x5 −2x4 +x3 −2x2 +5x −8) : (x4 − x2 −2x+ 2)
x5 −x3 −2x2 +2x = x− 2
−2x4 +2x3 +3x −8
−2x4 +2x2 +4x −4

2x3 −2x2 −x −4

=⇒ s = x− 2,

r = 2x3 − 2x2 − x− 4∫
p

q
=

∫
s+

∫
r

q
.

2. Schritt: Zerlege das Nennerpolynom q in der Form

q =
m∏
i=1

(x− ai)αi ·
n∏
j=1

(x2 + bjx+ cj)
βj

mit ai, bj, cj ∈ R, cj −
b2j
4
> 0,

αi, βj ∈ N∗,
m∑
i=1

αi +
n∑
j=1

2βj = ∂q.
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Dabei ist

q(ai) = 0,

q(zj) = q(z̄j)

= 0

mit bj = −2 Re zj, cj = |zj|2 6= 0.

Es ist q(1) = 0. Daher ist q durch x− 1 teilbar. Der Euklidische Algo-
rithmus liefert

(x4 −x2 −2x +2) : (x− 1) = x3 + x2 − 2.
x4 −x3

x3 −x2

x3 −x2

−2x +2
−2x +2

0

Das Polynom x3 + x2 − 2 hat eine Nullstelle bei x = 1 und ist daher
durch x− 1 teilbar. Der Euklidische Algorithmus liefert

(x3 +x2 −2) : (x− 1) = x2 + 2x+ 2.
x3 −x2

2x2

2x2 −2x
2x −2
2x −2

0

Also ist

q = (x− 1)2(x2 + 2x+ 2).

3. Schritt: Zerlege r
q

in der Form

r

q
=

m∑
i=1

αi∑
µ=1

γi,µ
(x− ai)µ

+
n∑
j=1

βj∑
ν=1

δj,νx+ εj,ν
(x2 + bjx+ cj)ν

.

Dies liefert die Bedingung

2x3 − 2x2 − x− 4

x4 − x2 − 2x+ 2
!
=

a

x− 1
+

b

(x− 1)2
+

cx+ d

x2 + 2x+ 2
.

Multiplikation beider Seiten mit q ergibt die Bedingung

2x3 − 2x2 − x− 4
!
= a(x− 1)(x2 + 2x+ 2)

+ b(x2 + 2x+ 2)

+ (cx+ d)(x− 1)2

= a(x3 + x2 − 2)

+ b(x2 + 2x+ 2)
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+ (cx+ d)(x2 − 2x+ 1)

= x3(a+ c)

+ x2(a+ b− 2c+ d)

+ x(2b+ c− 2d)

+ (−2a+ 2b+ d)

Koeffizientenvergleich liefert das Gleichungssystem

a+ c = 2
a+ b− 2c+ d = −2

2b+ c− 2d = −1
−2a+ 2b+ d = −4

=⇒

a+ c = 2
b− 3c+ d = −4

2b+ c− 2d = −1
2b+ 2c+ d = 0

=⇒

a+ c = 2
b− 3c+ d = −4

7c− 4d = 7
8c− d = 8

=⇒

a+ c = 2
b− 3c+ d = −4

7c− 4d = 7
25
7
d = 0

Also ist

d = 0, c = 1, b = −1, a = 1

und

p

q
= x− 2 +

1

x− 1
− 1

(x− 1)2
+

x

x2 + 2x+ 2
.

4. Schritt: Integration der einzelnen Terme liefert schließlich∫
x5 − 2x4 + x3 − 2x2 + 5x− 8

x4 − x2 − 2x+ 2

=

∫
{x− 2 +

1

x− 1
− 1

(x− 1)2
+

x+ 1

x2 + 2x+ 2
− 1

x2 + 2x+ 2
}

=
1

2
x2 − 2x+ ln|x− 1|+ 1

x− 1
+

1

2
ln|x2 + 2x+ 2|

− arctan(x+ 1) + c.

Zum Abschluss gehen wir noch kurz auf die numerische Integration
ein. In vielen Fällen ist nämlich die Stammfunktion nicht geschlossen
darstellbar oder von einer praktisch kaum auswertbaren Form, so dass
numerische Methoden benützt werden. Wir beschränken uns hier auf
eines der einfachsten, aber auch vielfältigsten Verfahren, die sog. Tra-
pezregel.

Definition VI.3.7. Seien f ∈ C(I,X) und n ∈ N∗, sowie h =
β−α
n

. Dann ist die zusammengesetzte Trapezregel angewandt auf f
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gegeben durch

Tn(f) =
h

2
{f(α) + 2

n−1∑
i=1

f(α+ ih) + f(β)}.

Wir wollen eine Fehlerabschätzung für Tn(f)−
∫ β

α

f herleiten. Dazu

benötigen wir:

Lemma VI.3.8. Sei ϕ ∈ C2([0, 1],R). Dann gibt es ein ζ ∈ [0, 1]
mit ∫ 1

0

ϕ =
1

2
(ϕ(0) + ϕ(1))− 1

12
ϕ′′(ζ).

Beweis. Durch zweimalige partielle Integration erhalten wir mit
Satz VI.2.14 (S. 186):∫ 1

0

ϕ(x)dx u = ϕ(x), v = (x− 1

2
)

=(x− 1

2
)ϕ(x)|10 −

∫ 1

0

(x− 1

2
)ϕ′(x)dx

u = ϕ′(x), v =
1

2
(x− 1

2
)2 − 1

8

=
1

2
[ϕ(1) + ϕ(0)]− [

1

2
(x− 1

2
)2 − 1

8
]ϕ′(x)|10

+

∫ 1

0

[
1

2
(x− 1

2
)2 − 1

8
]ϕ′′(x)dx

=
1

2
[ϕ(0) + ϕ(1)] +

1

2

∫ 1

0

x(x− 1)ϕ′′(x)dx

=
1

2
[ϕ(0) + ϕ(1)] +

1

2
ϕ′′(ζ)

∫ 1

0

x(x− 1)dx

=
1

2
[ϕ(0) + ϕ(1)]− 1

12
ϕ′′(ζ).

�

Satz VI.3.9. Sei f ∈ C2(I,R). Dann gilt

|
∫ β

α

f − Tn(f)| ≤ β − α
12

h2‖f ′′‖∞.

Beweis. Aus Definition VI.3.7 und Lemma VI.3.8 folgt:∣∣∣∫ 1

0

f(x)dx− Tn(f)
∣∣∣ =

∣∣∣ n∑
i=1

{∫ α+ih

α+(i−1)h

f(x)dx

− h

2
[f(α+ (i− 1)h) + f(α+ ih)]

}∣∣∣
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=
∣∣∣ n∑
i=1

{∫ 1

0

hf(α+ (i− 1)h+ th)︸ ︷︷ ︸
=:ϕ(t)

dt

− 1

2
[hf(α+ (i− 1)h) + hf(α+ ih)]

}∣∣∣
=
∣∣∣ n∑
i=1

{
− 1

12
h3f ′′(α+ (i− 1)h+ ζih)

}∣∣∣
≤ h3

12

n∑
i=1

|f ′′(α+ (i− 1)h+ ζih)|

≤ h3

12
n‖f ′′‖∞

=
h2

12
(β − α)‖f ′′‖∞.

Dies beweist die Behauptung. �

Als Anwendung beweisen wir die Stirlingsche Formel.

Satz VI.3.10 (Stirlingsche Formel). Es ist

n! =
√

2πn nne−neRn

mit 0 < Rn ≤ 1
12(n−1)

.

Beweis. Mit Lemma VI.3.8 folgt

nln(n)− n+ 1 = (xlnx− x)|n1

=

∫ n

1

ln(x)dx

=
n−1∑
k=1

∫ k+1

k

ln(x)dx

=
n−1∑
k=1

{1
2
[ln(k + 1) + ln(k)] + rk}

mit rk = − 1

12
ln′′(ζk) =

1

12
ζ−2
k , k ≤ ζk ≤ k + 1

=
n−1∑
k=1

ln(k) +
1

2
ln(n) +

n−1∑
k=1

rk

=
n∑
k=1

ln(k)− 1

2
ln(n) +

n−1∑
k=1

rk

= ln(n!)− 1

2
ln(n) +

n−1∑
k=1

rk.
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Hieraus folgt

ln(n!) = (n+
1

2
)ln(n)− n+ 1−

n−1∑
k=1

rk

= (n+
1

2
)ln(n)− n+ c+

∞∑
k=n

rk

= (n+
1

2
)ln(n)− n+ c+Rn

mit

c = 1−
∞∑
k=1

rk

und

Rn =
∞∑
k=n

rk.

Weiter gilt

0 < Rn =
∞∑
k=n

1

12
ζ−2
k

≤ 1

12

∞∑
k=n

1

k2

≤ 1

12

∞∑
k=n

1

k(k − 1)

=
1

12(n− 1)
.

Mit γ = ec folgt

n! = γ
√
n nne−neRn

mit 0 < Rn ≤ 1
12(n−1)

.

Also müssen wir noch zeigen, dass γ =
√

2π ist.
Gemäß Beispiel VI.3.5 (4) ist

2π = 4 lim
n→∞

n∏
k=1

(2k)2

(2k)2 − 1
.
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Aus Obigem folgt aber

4
n∏
k=1

(2k)2

(2k)2 − 1
= 4

n∏
k=1

(2k)2

n∏
k=1

(2k − 1)
n∏
k=1

(2k + 1)

= 4

n∏
k=1

(2k)4

2n∏
k=1

k
2n+1∏
k=1

k

= 4
24n(n!)4

(2n)!(2n+ 1)!

=
4 24nγ4n2n4ne−4ne4Rn−R2n−R2n+1

γ2
√

2n(2n)2ne−2n
√

2n+ 1(2n+ 1)2n+1e−2n−1

= γ2 ee4Rn−R2n−R2n+1

(1 + 1
2n

)2n(1 + 1
2n

)
√

1 + 1
2n

−→
n→∞

γ2.

Hieraus folgt die Behauptung. �

VI.4. Uneigentliche Integrale

Bisher können wir nur sprungstetige Funktionen auf kompakten
Intervallen integrieren. In diesem Paragraphen untersuchen wir die
Grenzfälle, bei denen der Integrand an den Integrationsgrenzen eventu-
ell nicht sprungstetig und/oder der Integrationsbereich unbeschränkt
ist. Im Folgenden ist stets (X, ‖ · ‖) ein K-Banachraum und −∞ ≤ a <
b ≤ +∞.

Definition VI.4.1. Die Funktion f : (a, b) → X heißt zulässig,
wenn für alle a < α < β < b gilt

f |[α,β] ∈ S([α, β], X).

Bemerkung VI.4.2. Es gilt:

(1) f ∈ C((a, b), X) =⇒ f zulässig.
(2) −∞ < a < b < +∞ und f ∈ S([a, b], X) =⇒ f zulässig.

Definition VI.4.3. Sei f : (a, b) → X zulässig. Falls die Grenz-
werte

lim
α→a+0

∫ c

α

f und lim
β→b−0

∫ β

c

f
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für ein c ∈ (a, b) existieren, heißt f uneigentlich auf (a, b) inte-
grierbar und ∫ b

a

f = lim
a→a+0

∫ c

α

f + lim
β→b−0

∫ β

c

f

das uneigentliche Integral von f .

Satz VI.4.4. (1) Die Definition von

∫ b

a

f ist unabhängig von c.

(2) Ist −∞ < a < b < +∞ und f ∈ S([a, b], X), so stimmt das
uneigentliche Integral von f mit dem gewöhnlichen Integral überein.

Beweis. ad (1): Seien c, c′ ∈ (a, b) und a < α < min{c, c′} ≤
max{c, c′} < β < b. Dann gilt∫ β

α

f =

∫ c

α

f +

∫ β

c

f∫ β

α

f =

∫ c′

α

f +

∫ β

c′
f.

Hieraus folgt die Behauptung.
ad (2): Gemäß Satz VI.2.8 (S. 183) sind die Funktionen

α 7→
∫ c

α

f und β 7→
∫ β

c

f

stetig. Hieraus folgt die Behauptung. �

Beispiel VI.4.5. Es gilt:∫ ∞

a

x−sdx =
a1−s

s− 1
∀a > 0, s > 1.(1) ∫ b

0

x−sdx =
b1−s

1− s
∀b > 0, s < 1.(2) ∫ +∞

−∞
xdx existiert nicht, aber

∫ γ

−γ
xdx = 0 ∀γ > 0.(3) ∫ ∞

0

1

1 + x2
dx =

π

2
.(4) ∫ 0

−1

1√
1− x2

dx = π.(5)

Beweis. ad (1): Sei s 6= 1. Dann ist∫ β

a

x−sdx =
1

1− s
(β1−s − a1−s).

Der Grenzwert existiert für β → +∞ genau dann, wenn s > 1 ist.
Sei s = 1. Dann ist ∫ β

a

1

x
dx = ln(β)− ln(a).
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Der Grenzwert existiert nicht.
ad (2): Folgt wie Teil (1).
ad (3): Ist offensichtlich.
ad (4): Es gilt ∫ β

0

1

1 + x2
dx = arctan(β)− arctan(0)

= arctan(β)

−→
β→+∞

π

2
.

ad (5): Es gilt ∫ 0

α

1√
1− x2

dx = arcsin(0)− arcsin(α)

= − arcsin(α)

−→
α→−1+

π

2
.

�

Aus der Definition des uneigentlichen Integrals folgt ein Konver-
genzkriterium für Reihen.

Satz VI.4.6 (Integrationskriterium für Reihen). Sei f ∈

S([1,+∞),R+) monoton fallend. Dann existiert
∞∑
n=1

f(n) genau dann,

wenn

∫ ∞

1

f existiert.

Beweis. Für alle n ≥ 2 gilt

f(n) ≤ f(x) ≤ f(n− 1) ∀x ∈ [n− 1, n]

=⇒ f(n) ≤
∫ n

n−1

f(x)dx ≤ f(n− 1)

=⇒
N∑
n=2

f(n) ≤
∫ N

1

fdx ≤
N−1∑
n=1

f(n) ∀N ≥ 2.

”
=⇒“: Aus obiger Abschätzung folgt∫ N

1

fdx ≤
∞∑
n=1

f(n) <∞.

Also ist die Funktion t 7→
∫ t

1

f(x)dx monoton wachsend und be-

schränkt. Wegen Satz III.6.3 (S. 94) existiert daher

∫ ∞

1

fdx.
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”
⇐=“: Aus obiger Abschätzung folgt jetzt

N∑
n=2

f(n) ≤
∫ ∞

1

fdx <∞ ∀N ≥ 2.

Also existiert
∞∑
n=1

f(n). �

Als Anwendung ergibt sich:

Beispiel VI.4.7. Es gilt:
∞∑
n=1

n−s existiert für alle s > 1.(1)

∞∑
n=2

1

n[ln(n)]s
existiert ⇐⇒ s > 1.(2)

Beweis. ad (1): Folgt aus Satz VI.4.6 und Beispiel VI.4.5 (1).
ad (2): Für s ≤ 0 ist die harmonische Reihe eine divergente Minorante.
Sei also s > 0. Dann ist 1

x(lnx)s
monoton fallend und∫ β

2

1

x(lnx)s
dx =

{
ln(ln(x))|β2 , für s = 1,

1
−s+1

ln(x)1−s|β2 , für s 6= 1.

Damit folgt die Behauptung aus Satz VI.4.6. �

Man beachte, dass wegen Satz III.7.9 (S. 102) für jedes s > 0 und
jedes ε > 0 die Reihe

∑
1

n(ln(n))s
eine Majorante zu

∑
1

n1+ε und eine

Minorante zu
∑

1
n

ist.
Die folgende Definition ist das Analogon zur absoluten Konvergenz

von Reihen, vgl. Definition II.5.1 (S. 49).

Definition VI.4.8. f : (a, b) → X sei zulässig. Dann heißt

∫ b

a

f

absolut konvergent, genau dann wenn

∫ b

a

‖f‖ existiert.

Der folgende Satz ist das Analogon zum Majorantenkriterium für
Reihen, vgl. Satz II.5.4 (S. 50).

Satz VI.4.9 (Majorantenkriterium). Es gelte

(1) f : (a, b)→ X ist zulässig,
(2) g : (a, b)→ R+ ist zulässig,
(3) ‖f(x)‖ ≤ g(x) für alle x ∈ (a, b),

(4)

∫ b

a

g existiert.

Dann ist

∫ b

a

f absolut konvergent.
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Beweis. Beh.:

∫ b

a

f existiert.

Bew. von Beh.: Sei ε > 0. Dann gibt es ein δ > 0 mit

|
∫ β2

β1

g| < ε ∀b− δ < β1 ≤ β2 < b.

Sei c ∈ (a, b− δ). Dann folgt

‖
∫ β1

c

f −
∫ β2

c

f‖ = ‖
∫ β2

β1

f‖

≤
∫ β2

β1

‖f‖

≤
∫ β2

β1

g

< ε ∀b− δ < β1 ≤ β2 < b.

Sei nun (βn)n∈N ⊂ (a, b) eine Folge mit βn ↑ b. Dann folgt aus Obi-

gem, dass (
∫ βn
c
f)n∈N eine Cauchyfolge ist und somit gegen ein e ∈ X

konvergiert. Man überlegt sich sofort, dass e von der Folge (βn)n∈N un-

abhängig ist. Also existiert lim
β→b−0

∫ β

c

f . Analog argumentiert man für

lim
α→a+0

∫ c

α

f . Also existiert

∫ b

a

f .

Beweis des Satzes: Da f zulässig ist, ist auch ‖f‖ zulässig. Aus

Beh. folgt, dass

∫ b

a

‖f‖ existiert. �

Bemerkung VI.4.10. Aus dem Beweis von Satz VI.4.9 folgt:∫ b

a

f absolut konvergent =⇒
∫ b

a

f existiert.

Beispiel VI.4.11. (1) X = R, f ≥ 0. Dann gilt∫ b

a

f konvergiert absolut ⇐⇒
∫ b

a

f existiert.

(2)

∫ ∞

0

sin x

1 + x2
dx konvergiert absolut.

(3) f : (a, b)→ X sei zulässig.

(i) Sei a > 0, b = +∞. Dann gilt

∃ε > 0 ∃M > 0 ∃c ≥ a : |f(x)| ≤ M

x1+ε
∀x ≥ c

=⇒
∫ ∞

a

f konvergiert absolut.
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(ii) Sei a = 0, 0 < b < +∞. Dann gilt

∃ε > 0 ∃M > 0 ∃c ∈ (0, b) : |f(x)| ≤ M

x1−ε ∀x ∈ (0, c)

=⇒
∫ b

0

f konvergiert absolut.

(4) Das Eulersche Beta-Integral

B(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt

existiert genau dann, wenn gilt x > 0 und y > 0. Es gilt für alle
x > 0, y > 0:

B(x, y) = B(y, x)(i)

B(x+ 1, y) =
x

x+ y
B(x, y).(ii)

Beweis. ad (1): Klar wegen f = ‖f‖.
ad (2): Folgt wegen | sinx

1+x2 | ≤ 1
1+x2 für alle x ∈ R+ aus Beispiel VI.4.5

(4) und Satz VI.4.9.
ad (3): Folgt aus Satz VI.4.9 und Beispiel VI.4.5 (1,2).
ad (4): Sei y ∈ R fest. Dann gibt es Zahlen 0 < m ≤M mit

m ≤ (1− t)y−1 ≤M ∀t ∈ [0,
1

2
].

Daher existiert ∫ 1
2

0

tx−1(1− t)y−1dt

genau dann, wenn ∫ 1
2

0

tx−1dt

existiert. Gemäß Beispiel VI.4.5 (2) ist dies genau dann der Fall, wenn
x > 0 ist.
Sei nun x ∈ R fest. Dann gibt es Zahlen 0 < k ≤ K mit

k ≤ tx−1 ≤ K ∀t ∈ [
1

2
, 1].

Also existiert ∫ 1

1
2

tx−1(1− t)y−1dt

genau dann, wenn ∫ 1

1
2

(1− t)y−1dt

existiert. Wegen∫ α

1
2

(1− t)y−1dt = −
∫ 1−α

1
2

sy−1ds s = 1− t
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=

∫ 1
2

1−α
sy−1ds ∀1

2
< α < 1

und Beispiel VI.4.5 (2) ist dies genau dann der Fall, wenn y > 0 ist.
Sei nun x, y ∈ R∗

+ und 0 < α < β < 1. Dann folgt∫ β

α

tx−1(1− t)y−1dt = −
∫ 1−β

1−α
(1− s)x−1sy−1ds s = 1− t

=

∫ 1−α

1−β
(1− s)x−1sy−1ds

−→
α→0+
β→1−

∫ 1

0

(1− t)x−1ty−1dt.

Hieraus folgt (i).
Weiter folgt für x, y ∈ R∗

+ und 0 < α < β < 1:∫ β

α

tx(1− t)y−1dt =

∫ β

α

(
t

1− t
)x(1− t)x+y−1dt u = (

t

1− t
)x

, v = − 1

x+ y
(1− t)x+y

= − 1

x+ y
(

t

1− t
)x(1− t)x+y|βα

+

∫ β

α

x

x+ y
(

t

1− t
)x−1 1

(1− t)2
· (1− t)x+ydt

= − 1

x+ y
tx(1− t)y|βα

+
x

x+ y

∫ β

α

tx−1(1− t)y−1dt

−→
α→0+
be→1−

x

x+ y

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt.

Hieraus folgt (ii). �

Bemerkung VI.4.12. Satz VI.2.1 (S. 180) gilt für uneigentliche
Integrale nicht. Betrachte z. B.

fn(x) =
1

n
e−

x
n ∈ C(R∗

+,R).

Dann gilt fn
glm−→
n→∞

0 und∫ ∞

0

fn(x)dx = lim
β→+∞

∫ β

0

1

n
e−

x
ndx
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= lim
β→+∞

(1− e−
β
n )

= 1 ∀n ∈ N.

VI.5. Die Eulersche Gammafunktion

Zuerst definieren wir die Eulersche Gammafunktion.

Satz VI.5.1 (Eulersche Gammafunktion). Für alle x ∈ R∗
+

existiert das uneigentliche Integral

Γ(x) =

∫ ∞

0

tx−1e−tdt.

Die Funktion Γ heißt Eulersche Gammafunktion. Es gilt

Γ(1) = 1,(i)

Γ(x+ 1) = xΓ(x) ∀x ∈ R∗
+,(ii)

Γ(n+ 1) = n! ∀n ∈ N.(iii)

Beweis. Sei 0 < t ≤ 1. Dann ist

0 < tx−1e−t ≤ tx−1.

Damit folgt aus Beispiel VI.4.5(2) (S. 199), dass

∫ 1

0

tx−1e−tdt existiert.

Sei nun t ≥ 1 und m ∈ N so, dass gilt x < m. Dann folgt

1

m!
tm <

∞∑
n=0

1

n!
tn = et

=⇒ tx−1e−t < tx−1m!t−m =
m!

t1+m−x
.

Wegen Beispiel VI.4.5(1) (S. 199) existiert daher auch

∫ ∞

1

tx−1e−tdt.

Es ist

Γ(1) =

∫ ∞

0

e−tdt

= lim
β→+∞

∫ β

0

e−tdt

= lim
β→+∞

(1− e−β)

= 1.

Für x ∈ R∗
+ und 0 < α < β < +∞ gilt weiter∫ β

α

txe−tdt = −txe−t|βα + x

∫ β

α

tx−1e−tdt.

Wegen
lim
α→0+

αxe−α = 0 und lim
β→+∞

βxe−β = 0



206 VI. INTEGRALRECHNUNG EINER VARIABLEN

folgt hieraus (ii).
Die Beziehung (iii) folgt direkt aus (ii) und (i). �

Für die weitere Analyse der Eulerschen Gammafunktion benötigen
wir den folgenden Begriff.

Definition VI.5.2. Sei J ⊂ R ein Intervall und f : J → R∗
+

eine Funktion. f heißt logarithmisch konvex, falls die Funktion
ln(f) : J → R konvex ist.

Bemerkung VI.5.3. Es gelten folgende Eigenschaften logarith-
misch konvexer Funktionen:

(1) f logarithmisch konvex ⇐⇒ f(tx+ (1− t)y) ≤ f(x)tf(y)1−t

für alle x, y ∈ J, t ∈ [0, 1].
(2) f, g logarithmisch konvex =⇒ f · g logarithmisch konvex.

(3) fn
pkt−→
n→∞

f , fn logarithmisch konvex für alle n =⇒ f logarith-

misch konvex.
(4) f : J → R∗

+ sei zweimal differenzierbar. Dann gilt: f logarith-
misch konvex ⇐⇒ f · f ′′ − (f ′)2 ≥ 0.

(5) f, g : J → R∗
+ seien zweimal differenzierbar und logarithmisch

konvex. Dann ist f + g logarithmisch konvex.
(6) Sei −∞ ≤ a < b ≤ +∞ und f : (a, b) × J → R∗

+. Für jedes
t ∈ (a, b) sei f(t, .) : J → R∗

+ zweimal differenzierbar und
logarithmisch konvex. Für alle x ∈ J existiere

F (x) =

∫ b

a

f(t, x)dt.

Dann ist F logarithmisch konvex.
(7) Sei −∞ ≤ a < b ≤ +∞ und ϕ ∈ C((a, b),R∗

+). Dann ist

die Funktion x 7→
∫ b

a

ϕ(t)tx−1dt auf ihrem Definitionsbereich

logarithmisch konvex.
(8) f : J → R∗

+ sei logarithmisch konvex. Dann ist für jedes a ∈ R
die Funktion x 7→ f(x + a) logarithmisch konvex auf ihrem
Definitionsbereich.

Beweis. ad (1): f logarithmisch konvex

⇐⇒ ln(f) konvex

⇐⇒ ln f(tx+ (1− t)y) ≤ t ln f(x) + (1− t) ln f(y)

⇐⇒ f(tx+ (1− t)y) ≤ f(x)tf(y)1−t ∀x, y ∈ J, t ∈ [0, 1].

ad (2): Folgt direkt aus (1).
ad (3): Folgt direkt aus (1).
ad (4): ln(f) ist zweimal differenzierbar und

(ln(f))′′ = (
f ′

f
)′ =

f ′′f − (f ′)2

f 2
.
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Damit folgt die Behauptung aus Satz IV.2.15 (S. 126).
ad (5): Folgt aus

(f ′′ + g′′)(f + g)− (f ′ + g′)2

=f ′′f + f ′′g + fg′′ + g′′g − (f ′)2 − 2f ′g′ − (g′)2

=f ′′f − (f ′)2 + g′′g − (g′)2 + f ′′g + fg′′ − 2f ′g′

=f ′′f − (f ′)2 + g′′g − (g′)2 +
1

fg
(fg′ − f ′g)2

+
g

f
(f ′′f − (f ′)2) +

f

g
(g′′g − (g′)2)

≥0.

ad (6): Wegen

F (x) = lim
α→a+
β→b−

∫ β

α

f(t, x)dt

und Teil (3) reicht es zu zeigen, dass

x 7→
∫ β

α

f(t, x)dt

für alle a < α < β < b logarithmisch konvex ist. Wegen Satz VI.1.11
(S. 177) ist aber∫ β

α

f(t, x)dt = lim
n→∞

n−1∑
k=0

f(α+ k
β − α
n

, x)
β − α
n

.

Damit folgt die Behauptung aus Teil (3) und (5).
ad (7): Folgt aus (6) angewandt auf

f(t, x) = ϕ(t)tx−1,

da nach Teil (1) x 7→ tx logarithmisch konvex ist.
ad (8): Sei g(x) = f(x+ a). Die Behauptung folgt aus Teil (1) und

g(tx+ (1− t)y) = f(t(x+ a) + (1− t)(y + a)).

�

Wir kommen nun zur Charakterisierung der Gammafunktion.

Satz VI.5.4. Die Eulersche Gammafunktion ist die einzige Funkti-
on f : R∗

+ → R∗
+ mit den folgenden drei Eigenschaften:

(1) f(1) = 1,
(2) f(x+ 1) = xf(x) für alle x ∈ R∗

+,
(3) f ist logarithmisch konvex.

Beweis. Aus Satz VI.5.1 und Bemerkung VI.5.3 (7) folgt, dass Γ
die Eigenschaften (1)–(3) erfüllt. Sei nun f : R∗

+ → R∗
+ eine beliebige

Funktion mit den Eigenschaften (1)–(3). Dann folgt durch Induktion

f(n+ 1) = n! ∀n ∈ N
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f(x+ n) = f(x)x · (x+ 1) · · · (x+ n− 1) ∀n ∈ N∗, x ∈ R∗
+.

Also ist f eindeutig bestimmt durch seine Werte auf (0, 1).
Sei nun 0 < x < 1. Aus

n+ x = (1− x)n+ x(n+ 1)

und (3) folgt

f(n+ x) ≤ f(n)1−xf(n+ 1)x

= f(n)1−xf(n)xnx

= f(n)nx

= (n− 1)!nx.

Aus

n+ 1 = x(n+ x) + (1− x)(n+ 1 + x)

folgt

n! = f(n+ 1) ≤ f(n+ x)xf(n+ 1 + x)1−x

= f(n+ x)xf(n+ x)1−x(n+ x)1−x

= f(n+ x)(n+ x)1−x.

Also gilt

n!(n+ x)x−1 ≤ f(n+ x)

≤ (n− 1)!nx

=⇒ n!(n+ x)x−1

x · (x+ 1) · · · (x+ n− 1)

≤ f(x)

≤ (n− 1)!nx

x(x+ 1) · · · (x+ n− 1)

=⇒ (1 +
x

n
)x

n!nx

x(x+ 1) · · · (x+ n− 1)(x+ n)

≤ f(x)

≤ n!nx

x(x+ 1) · · · (x+ n− 1)(x+ n)
(1 +

x

n
)

=⇒ f(x)←−
n→∞

(
n

n+ x
)f(x)

≤ n!nx

x(x+ 1) · · · (x+ n)

≤ (1 +
x

n
)−xf(x)

−→
n→∞

f(x).
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Also gilt für alle x ∈ (0, 1)

f(x) = lim
n→∞

n!nx

x(x+ 1) · · · (x+ n)
.

Damit ist die Eindeutigkeit von f gezeigt. �

Bemerkung VI.5.5. Aus dem Beweis von Satz VI.5.4 folgt die
Gaußsche Darstellung der Gammafunktion

Γ(x) = lim
n→∞

n!nx

x(x+ 1) · · · (x+ n)
.

Der folgende Satz stellt einen Zusammenhang her zwischen dem
Eulerschen Beta-Integral und der Eulerschen Gammafunktion.

Satz VI.5.6. Für alle x, y ∈ R∗
+ gilt

Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
= B(x, y).

Beweis. Sei y ∈ R∗
+ beliebig und

f(x) = B(x, y)
Γ(x+ y)

Γ(y)
.

Dann folgt aus Beispiel VI.4.11(4) (S. 202)

f(1) = B(1, y)
Γ(y + 1)

Γ(y)

= yB(1, y)

= yB(y, 1)

= y lim
α→0+

∫ 1

α

ty−1dt

= lim
α→0+

(1− αy)

= 1

und

f(x+ 1) = B(x+ 1, y)
Γ(x+ 1 + y)

Γ(y)

=
x

x+ y
B(x, y)(x+ y)

Γ(x+ y)

Γ(y)

= xf(x).

Wegen Bemerkung VI.5.3 (8) ist x 7→ Γ(x + y) logarithmisch konvex.
Wegen Bemerkung VI.5.3 (7) ist x 7→ B(x, y) logarithmisch konvex.
Wegen Bemerkung VI.5.3 (2) ist daher f logarithmisch konvex. Damit
folgt die Behauptung aus Satz VI.5.4. �

Das folgende Ergebnis für die Stochastik wesentlich.
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Satz VI.5.7. Es gilt:

(1) Γ(1
2
) =
√
π.

(2) Gaußsches Fehlerintegral:

∫ +∞

−∞
e−x

2

dx =
√
π.

Beweis. ad (1): Aufgrund unserer vorherigen Ergebnisse gilt

[Γ(
1

2
)]2 =

Γ(1
2
)Γ(1

2
)

Γ(1)

= B(
1

2
,
1

2
)

=

∫ 1

0

1√
t(1− t)

dt

= lim
α→0+
β→1−

∫ β

α

1√
t(1− t)

dt

t = sin2 ϕ

dt = 2 sinϕ cosϕdϕ

= lim
α→0+
β→1−

∫ arcsin
√
β

arcsin
√
α

2 sinϕ cosϕ√
sin2 ϕ cos2 ϕ

dϕ

= 2

∫ π
2

0

dϕ

= π.

ad (2): Es ist

Γ(
1

2
) =

∫ ∞

0

t−
1
2 e−tdt

= lim
α→0+
β→+∞

∫ β

α

t−
1
2 e−tdt t = s2 dt = 2sds

= 2 lim
α→0+
β→+∞

∫ √
β

√
α

e−s
2

ds

= lim
α→0+
β→+∞

{
∫ √

β

√
α

e−s
2

ds+

∫ √
β

√
α

e−s
2

ds︸ ︷︷ ︸
s=−r

}

= lim
α→0+
β→+∞

{
∫ √

β

√
α

e−s
2

ds−
∫ −

√
β

−
√
α

e−r
2

dr}

=

∫ ∞

−∞
e−x

2

dx.

�



KAPITEL VII

Differentialrechnung mehrerer Variablen

Als Vorbereitung stellen wir zunächst einige Eigenschaften stetiger
linearer Abbildungen zusammen. Anschließend definieren wir die Ab-
leitung von Funktionen zwischen beliebigen Vektorräumen als geeigne-
te Approximation durch lineare Abbildungen. Als Spezialfall erhalten
wir Richtungs- und partielle Ableitungen, sowie Differenzierbarkeits-
kriterien. Danach stellen wir einige Rechenregeln wie die Produkt- und
Kettenregel zusammen.
Als Vorbereitung auf höhere Ableitungen betrachten wir multilinea-
re Abbildungen. Nach der Einführung höherer Ableitungen betrachten
wir Taylorformeln und als Anwendung lokale Extrema von Funktionen
mehrerer Variablen.
Zum Abschluss betrachten wir umkehrbare Abbildungen und beweisen
den Satz über implizite Funktionen.

VII.1. Stetige lineare Abbildungen

Im Folgenden seien stets (X, ‖·‖X) und (Y, ‖·‖Y ) zwei normierte K-
Vektorräume. Wir untersuchen in diesem Abschnitt den Raum L(X, Y )
der stetigen linearen Abbildungen von X in Y (vgl. Definition VI.1.5
(S. 173)).

Satz VII.1.1. Ist Y ein Banachraum, so ist (L(X, Y ), ‖ · ‖L(X,Y ))
ebenfalls ein Banachraum.

Beweis. Sei (An)n∈N ⊂ L(X, Y ) eine Cauchyfolge Dann ist für
jedes x ∈ X die Bildfolge (Anx)n∈N ⊂ Y eine Cauchyfolge und damit
konvergent. Durch

(∗) Ax = lim
n→∞

Anx

wird die Abbildung A : X → Y definiert. Aus den Rechenregeln für
Grenzwerte folgt, dass A linear ist. Mit (An)n∈N ist auch die Folge der
Normen (‖An‖L(X,Y ))n∈N eine Cauchyfolge und damit beschränkt. Aus
(∗) folgt

‖A‖L(X,Y ) ≤ sup
n∈N
‖An‖L(X,Y ) <∞.

Also ist A ∈ L(X, Y ). Sei schließlich ε > 0 beliebig. Dann gibt es ein
nε ∈ N mit

‖An − Am‖L(X,Y ) < ε ∀n,m ≥ nε.

211
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Daher gilt für jedes x ∈ X mit ‖x‖X = 1

‖Anx− Amx‖Y ≤ ‖An − Am‖L(X,Y ) < ε ∀n,m ≥ nε

=⇒
m→∞

‖Anx− Ax‖Y ≤ ε ∀n ≥ nε, x ∈ X ‖x‖X = 1

=⇒‖An − A‖L(X,Y ) ≤ ε ∀n ≥ nε.

Also konvergiert (An)n∈N in L(X, Y ) gegen A. �

Definition VII.1.2. (1) Eine bijektive, stetige, lineare Abbildung
A : X → Y mit stetiger Inverser A−1 heißt topologischer Isomor-
phismus oder kurz Isomorphismus.
(2) Die Menge der topologischen Isomorphismen zwischen X und Y
wird mit Isom(X,Y ) bezeichnet.
(3) A ∈ Isom(X, Y ) heißt Isometrie, wenn gilt

‖Ax‖Y = ‖x‖X ∀x ∈ X.

(4) Die Räume X und Y heißen topologisch isomorph, kurz X ∼=
Y , wenn Isom(X, Y ) 6= ∅ ist.

Bemerkung VII.1.3. (1) ∼= ist eine Äquivalenzrelation.
(2) A : X → Y sei bijektiv und linear. Dann ist A ∈ Isom(X,Y ) genau
dann, wenn es zwei Konstanten 0 < c ≤ c <∞ gibt mit

c‖x‖X ≤ ‖Ax‖Y ≤ c‖x‖Y ∀x ∈ X.

Der folgende Satz zeigt, dass alle Räume mit gleicher endlicher Di-
mension isomorph sind.

Satz VII.1.4. Sei m = dimX <∞. Dann ist X ∼= Km.

Beweis. Wir versehen Km mit der euklidischen Norm ‖ · ‖2. Sei
(b1, . . . , bm) eine Basis von X. Zu jedem x ∈ X gibt es genau ein
ζ = (ζ1, . . . , ζm) ∈ Km mit

x =
m∑
i=1

ζibi.

Die Abbildung A : x 7→ ζ ist linear mit der Inversen

A−1 : ζ 7→
m∑
i=1

ζibi.

Für ζ ∈ Km gilt wegen der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

‖A−1ζ‖X = ‖
m∑
i=1

ζibi‖X

≤
m∑
i=1

|ζi|‖bi‖X
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≤

{
m∑
i=1

‖bi‖2X

}1/2

‖ζ‖2.

Also ist A−1 ∈ L(Km, X). Für ζ ∈ Km sei

‖ζ‖∗ = ‖A−1ζ‖X .
Wie man leicht nachprüft, ist ‖ · ‖∗ eine Norm auf Km. Wegen Satz
III.1.11 (S. 64) gibt es ein β ∈ R∗

+ mit

‖ζ‖2 ≤ β‖ζ‖∗ ∀ζ ∈ Km.

Damit folgt für x ∈ X
‖Ax‖2 ≤ β‖Ax‖∗ = β‖x‖X .

Also ist auch A ∈ L(X,Km). Damit ist die Behauptung bewiesen. �

Aus Satz VII.1.4 folgt:

Satz VII.1.5. Sei dimX < ∞. Dann sind alle Normen auf X
äquivalent und X ist vollständig.

Beweis. Seien ‖ · ‖1 und ‖ · ‖2 zwei Normen auf X und A ∈
Isom(Km, X). Dann sind

|ζ|1 = ‖Aζ‖1 und |ζ|2 = ‖Aζ‖2
zwei Normen auf Km. Wegen Satz III.1.11 (S. 64) gibt es zwei Kon-
stanten 0 < α ≤ β < +∞ mit

α|ζ|1 ≤ |ζ|2 ≤ β|ζ|1 ∀ζ ∈ Km

=⇒ α‖x‖1 = α|A−1x|1
≤ |A−1x|2 = ‖x‖2

≤ β|A−1x|1 = β‖x‖1 ∀x ∈ X.
Also sind ‖.‖1 und ‖.‖2 äquivalent.
Sei nun (xn)n∈N ⊂ X eine Cauchyfolge Dann ist (ζn)n∈N ⊂ Km mit
ζn = A−1xn eine Cauchyfolge in Km und wegen Satz III.1.14 (S. 66)
konvergent. Sei ζ = lim

n→∞
ζn und x = Aζ. Wegen der Stetigkeit von A

folgt
x = lim

n→∞
Aζn = lim

n→∞
xn.

Also ist X vollständig. �

Bemerkung VII.1.6. Bemerkung III.1.12 (S. 66) und Bemerkung
V.4.9 (S. 169) zeigen, dass Satz VII.1.5 für unendlich dimensionale
Vektorräume nicht gilt.

Lineare Abbildungen auf endlich dimensionalen Räumen sind im-
mer stetig.

Satz VII.1.7. Sei dimX <∞ und Y beliebig. Dann ist jede lineare
Abbildung X → Y stetig.
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Beweis. Sei A : X → Y eine lineare Abbildung, m = dimX und
b1, . . . , bm eine Basis von X. Dann gilt für jedes

x =
m∑
i=1

ζibi ∈ X

die Abschätzung

‖Ax‖Y = ‖
m∑
i=1

ζiAbi‖Y

≤
m∑
i=1

|ζi|‖Abi‖Y

≤ α‖ζ‖2

mit

α =

{
m∑
i=1

‖Abi‖2Y

}1/2

und

ζ = (ζ1, . . . , ζm) ∈ Km.

Da gemäß dem Beweis von Satz VII.1.4 die Abbildung x 7→ ζ aus
L(X,Km) ist, gibt es ein β > 0 mit

‖ζ‖2 ≤ β‖x‖X ∀x ∈ X.

Damit folgt

‖Ax‖Y ≤ αβ‖x‖X ∀x ∈ X.
�

Bemerkung VII.1.8. (1) Sei (X, ‖ · ‖X) = (`1, ‖ · ‖∞) und (Y,
‖ · ‖Y ) = (`1, ‖ · ‖1) und A : X → Y die Identität. Wegen Beispiel
III.1.12 (S. 66) ist A nicht stetig. Dies zeigt, dass Satz VII.1.7 für
unendlich dimensionale Räume nicht gilt.
(2) Sei (X, ‖·‖X) = (C1([0, 1],R), ‖·‖∞) und (Y, ‖·‖Y ) = (C([0, 1],R),
‖ · ‖∞) und A : X → Y definiert durch f 7→ f ′. Dann ist A nicht stetig.
Denn sei

fn(x) =
1

n
sin(n2x) ∀x ∈ [0, 1], n ∈ N∗.

Dann konvergiert (fn)n∈N gleichmäßig gegen 0, aber Afn = f ′n =
n cos(n2x) konvergiert nicht.

Als nächstes stellen wir einen Zusammenhang her zwischen linearen
Abbildungen auf endlich dimensionalen Räumen und Matrizen.
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Definition VII.1.9. Wir bezeichnen mit

Mm,n(K) = Km×n = {(aij)1≤i≤m,1≤j≤n : aij ∈ K}

die Menge aller m× n Matrizen. Mm,n(K) ist ein Vektorraum mit der
üblichen komponentenweise Addition und Multiplikation mit Skalaren.
Durch

‖(aij)1≤i≤m,1≤j≤n‖2 =

√√√√ m∑
i=1

n∑
j=1

|aij|2

wird eine Norm, die sog. Frobenius-Norm, auf Mm,n(K) definiert,
und es ist

Mm,n(K) ∼= Km·n.

Satz VII.1.10. Seien (X, ‖ · ‖X), (Y, ‖ · ‖Y ) und (Z, ‖ · ‖Z) endlich
dimensionale Vektorräume und l = dimX, m = dimY , n = dimZ.
Dann ist

L(X, Y ) ∼= Mm,l(K)

und die Verknüpfung von Abbildungen entspricht der Multiplikation von
Matrizen.

Beweis. Seien (e1, . . . , el) eine Basis von X, (f1, . . . , fm) eine Basis
von Y und (g1, . . . , gn) eine Basis von Z, sowie A ∈ L(X, Y ), B ∈
L(Y, Z). Dann ist

Aei =
m∑
j=1

ajifj ∀1 ≤ i ≤ l

und

Ax = A(
l∑

i=1

ζiei)

=
l∑

i=1

m∑
j=1

ζiajifj

=
m∑
j=1

{
l∑

i=1

ajiζi}fj.

Die Zuordnung A 7→ (aji)1≤j≤m,1≤i≤l ∈Mm,l(K) ist offensichtlich bijek-
tiv und linear. Insbesondere folgt

dim(L(X, Y )) = dim(Mm,l(K)) = m · l.

Wegen Satz VII.1.7 ist diese Zuordnung ein topologischer Isomorphis-
mus. Dies beweist

L(X, Y ) ∼= Mm,l(K).
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Weiter gilt

Bfj =
n∑
k=1

bkjgk ∀1 ≤ j ≤ m.

Damit folgt für x ∈ X

B ◦ Ax = B

(
m∑
j=1

{ l∑
i=1

ajiζi

}
fj

)

=
m∑
j=1

{{ l∑
i=1

ajiζi

} n∑
k=1

bkjgk

}

=
n∑
k=1

{
l∑

i=1

[ m∑
j=1

bkjaji

]
ζi

}
gk.

Dies zeigt, dass die Hintereinanderschaltung von Abbildungen der Ma-
trizenmultiplikation entspricht. �

Bemerkung VII.1.11. (1) Wir verwenden im Km immer die Stan-
dardbasis e1, . . . , em mit

ei = (0, . . . , 0, 1
↑
i

, 0, . . . , 0).

(2) Man beachte, dass eine lineare Abbildung X → Y ein universelles
Gebilde ist, während ihre Matrixdarstellung von den speziell gewählten
Basen von X und Y abhängt. Daher sind universelle Eigenschaften
einer linearen Abbildung wie z.B. Bijektivität oder Stetigkeit von der
Wahl der Basis unabhängig.

VII.2. Differenzierbarkeit

Im Folgenden bezeichnen (X, ‖ ·‖X) und (Y, ‖ ·‖Y ) K-Banachräume
und U ⊂ X,U 6= ∅, eine offene Menge.

Zuerst definieren wir den Begriff der Differenzierbarkeit und zeigen,
dass die neue Definition für Funktionen einer Variablen mit der alten
aus Paragraph IV.1 übereinstimmt.

Definition VII.2.1. Eine Funktion f : U → Y heißt in x0 diffe-
renzierbar, wenn es ein Ax0 ∈ L(X, Y ) gibt mit

lim
x→x0

1

‖x− x0‖X
{f(x)− f(x0)− Ax0(x− x0)} = 0.

Satz VII.2.2. (1) Die Funktion f : U → Y ist genau dann in
x0 ∈ U differenzierbar, wenn es ein Ax0 ∈ L(X, Y ) und eine in x0

stetige Funktion rx0 : U → Y mit rx0(x0) = 0 und

f(x) = f(x0) + Ax0(x− x0) + rx0(x)‖x− x0‖X ∀x ∈ U
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gibt.
(2) Ist f : U → Y in x0 ∈ U differenzierbar, so ist f in x0 stetig.
(3) Ist f : U → Y in x0 ∈ U differenzierbar, so ist Ax0 eindeutig
definiert.

Beweis. ad (1): Definiere rx0 : U → Y durch

rx0(x) =

{
0 für x = x0,

1
‖x−x0‖X

[f(x)− f(x0)− Ax0(x− x0)] für x 6= x0.

Dann ist rx0 genau dann in x0 stetig, wenn f in x0 differenzierbar ist.
ad (2): Folgt aus Teil (1).
ad (3): Es gelte für alle x ∈ U

f(x) = f(x0) + A(x− x0) + s(x)‖x− x0‖X
= f(x0) +B(x− x0) + r(x)‖x− x0‖X

mit A,B ∈ L(X, Y ), s(x0) = r(x0) = 0 und s und r in x0 stetig. Sei
y ∈ X\{0} und ε ∈ R∗

+. Dann folgt

(A−B)y =
1

ε
(A−B)(εy)

=
1

ε
[r(x0 + εy)− s(x0 + εy)]‖εy‖X

= [r(x0 + εy)− s(x0 + εy)]‖y‖X
−→
ε→0

0.

Also ist (A−B)y = 0 für alle y ∈ X\{0} und somit A = B. �

Wegen Satz VII.2.2 ist folgende Definition sinnvoll.

Definition VII.2.3. (1) Sei f : U → Y in x0 ∈ U differenzierbar.
Dann ist

Df(x0) = f ′(x0) = Ax0 ∈ L(X, Y )

die Ableitung von f in x0.
(2) f : U → Y heißt differenzierbar, wenn f in x0 differenzierbar
ist für jedes x0 ∈ U .
(3) f : U → Y heißt stetig differenzierbar, wenn f differenzier-
bar undDf ∈ C(U,L(X,Y )) ist. Die Menge der stetig differenzierbaren
Abbildungen U → Y wird mit C1(U, Y ) bezeichnet.

Bemerkung VII.2.4. (1) Die Differenzierbarkeit und die Ablei-
tungen sind unabhängig von den speziellen, äquivalenten Normen auf
X und Y .
(2) Sei X = Y = K. Dann ist

L(X, Y ) ∼= M1,1(K) ∼= K
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und f : U → Y ist genau dann in x0 ∈ U differenzierbar, wenn es ein
f ′(x0) ∈ K gibt mit

lim
x→x0

1

|x− x0|
[f(x)− f(x0)− f ′(x0)(x− x0)] = 0

⇐⇒ |f(x)− f(x0)− f ′(x0)(x− x0)|
|x− x0|

−→
x→x0

0

⇐⇒ f(x)− f(x0)

x− x0

−→
x→x0

f ′(x0).

Also stimmt für X = Y = K obige Definition der Differenzierbarkeit
mit der alten Definition IV.1.1 (S. 111) überein.
(3) Sei X = K und Y beliebig. Sei A ∈ L(K, Y ). Dann ist

A(x) = A(x · 1) = xA(1) = xv

mit

v = A(1)

und

‖A(x)‖Y = |x|‖v‖Y
=⇒‖A‖L(K,Y ) = ‖v‖Y = ‖A(1)‖Y .

Also ist die Zuordnung A 7→ A(1) eine Isometrie von L(K, Y ) auf Y ,
vermittels derer wir L(K, Y ) und Y identifizieren können. Hieraus folgt,
dass obige Definition der Differenzierbarkeit für X = K, Y beliebig mit
der alten Definition IV.1.1 (S. 111) übereinstimmt.

Beispiel VII.2.5. Sei A ∈ L(X, Y ). Wegen

Ax = A(x0 + x− x0)

= Ax0 + A(x− x0)

ist A ∈ C1(X, Y ) und

A′(x0) = A ∀x0 ∈ Y.

Der folgende Begriff der Richtungsableitung stimmt für Funktionen
einer reellen Variablen mit dem Begriff der Differenzierbarkeit überein.
Wie wir sehen werden, gibt es für Funktionen mehrerer Variablen zwi-
schen den beiden Begriffen wesentliche Unterschiede.

Definition VII.2.6. Sei f : U → Y , x0 ∈ U und v ∈ X\{0}. Dann
heißt die Größe

Dvf(x0) = lim
t→0

1

t
[f(x0 + tv)− f(x0)],

sofern sie existiert, die Richtungsableitung von f in x0 in Richtung
v.
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Satz VII.2.7. Sei f : U → Y in x0 ∈ U differenzierbar. Dann
existiert Dvf(x0) für alle v ∈ X\{0} und

Dvf(x0) = Df(x0)v ∀v ∈ X\{0}.

Beweis. Sei v ∈ X\{0}. Dann folgt

‖1
t
[f(x0 + tv)− f(x0)]−Df(x0)v‖Y

=‖v‖X‖
1

‖tv‖X
[f(x0 + tv)− f(x0)−Df(x0)(tv)]‖Y

−→
t→0

0.

Hieraus folgt die Behauptung. �

Bemerkung VII.2.8. (1) Die Umkehrung von Satz VII.2.7 ist
falsch. Betrachte z. B. die Funktion f : R2 → R mit

f(x, y) =

{
0 für (x, y) = (0, 0),
x2y
x2+y2

für (x, y) 6= (0, 0).

Sei v = (α, β) ∈ R2\{0}. Dann ist

1

t
[f(tv)− f(0)] =

1

t

t3α2β

t2(α2 + β2)
= f(v) ∀t ∈ R.

Also ist

Dvf(0) = f(v),

und ist somit insbesondere keine lineare Funktion von v. Daher kann
f nicht in 0 differenzierbar sein.
(2) Sei f : U → Y , x0 ∈ U und v ∈ X\{0}. Dann gibt es ein ε > 0 mit
B(x0, ε) ⊂ U . Definiere die Funktion ϕ : (−ε, ε)→ Y durch

ϕ(t) = f(x0 + tv).

Dann ist ϕ genau dann in 0 differenzierbar, wenn Dvf(x0) existiert,
und in diesem Fall ist

ϕ′(0) = Dvf(x0).

Als nächstes betrachten wir speziell die Richtungsableitungen in
Richtung der Einheitsvektoren ej in Rm.

Definition VII.2.9. Sei X = Rm, f : U → Y und x0 ∈ U . Dann
heißt die Größe

Djf(x0) =
∂f

∂xj
(x0) = Dejf(x0), 1 ≤ j ≤ m,

sofern sie existiert, die j-te partielle Ableitung von f im Punkt
x0. f heißt in x0 partiell differenzierbar, wenn alle partiellen
Ableitungen Djf(x0) existieren.
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Bemerkung VII.2.10. (1) Es ist

Djf(x0) = lim
t→0

1

t
[f(x0,1, . . . , x0,j−1, x0,j + t, x0,j+1, . . . , x0,m)

− f(x0,1, . . . , x0,m)]

= lim
ζ→x0,j

1

ζ − x0,j

[f(x0,1, . . . , x0,j−1, ζ, x0,j+1, . . . , x0,m)

− f(x0,1, . . . , x0,m)].

(2) Ist f in x0 differenzierbar, so ist f auch in x0 partiell differenzierbar.
(3) Die Funktion f : R2 → R mit

f(x, y) =

{
0 für (x, y) = (0, 0),

xy
(x2+y2)2

für (x, y) 6= (0, 0).

ist in (0, 0) partiell differenzierbar, aber nicht stetig.

Beweis. ad (1): Folgt aus der Definition der Richtungsableitung.
ad (2): Folgt aus Satz VII.2.7.
ad (3): Wegen f(x, x) = 1

4x2 ist f in (0, 0) nicht stetig. Wegen f(t, 0) =
f(0, t) = 0 für alle t ∈ R ist f in (0, 0) partiell differenzierbar mit
D1f(0, 0) = D2f(0, 0) = 0. �

Satz VII.2.11. (1) Sei X = Rm, Y beliebig, f : U → Y, x0 ∈ U
und f in x0 differenzierbar. Dann gilt für jedes h = (h1, . . . , hm) ∈ Rm

Df(x0)h =
m∑
j=1

Djf(x0)hj.

(2) Sei Y = Rn, X beliebig, f = (f1, . . . , fn) : U → Rn, x0 ∈ U . Dann
ist f genau dann in x0 differenzierbar, wenn alle Komponentenfunk-
tionen f1, . . . , fn in x0 differenzierbar sind. In diesem Fall gilt für alle
h ∈ X

Df(x0)h = (Df1(x0)h, . . . , Dfn(x0)h).

Beweis. ad (1): Sei h = (h1, . . . , hm) ∈ Rm. Dann folgt aus der
Linearität der Ableitung

h =
m∑
j=1

hjej

=⇒ Df(x0)h =
m∑
j=1

hjDf(x0)ej

=
m∑
j=1

Djf(x0)hj.
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ad (2): Es ist A ∈ L(X,Rn) genau dann, wenn A = (A1, . . . , An) ist
mit Ai ∈ L(X,R), 1 ≤ i ≤ n. Gemäß Satz III.3.10 (S. 78) gilt

lim
h→0

1

‖h‖X
[f(x0 + h)− f(x0)−Df(x0)h] = 0

⇐⇒ lim
h→0

1

‖h‖X
[fi(x0 + h)− fi(x0)−Dfi(x0)h] = 0 ∀1 ≤ i ≤ n.

Aus Satz VII.2.2 (3) folgt daher

Df(x0)h = (Df1(x0)h, . . . , Dfn(x0)h).

�

Bemerkung VII.2.12. Sei X = Rm, Y = Rn und f = (f1, . . . , fn) :
U → Y in x0 differenzierbar. Wegen Satz VII.2.11 und Bemerkung
VII.2.10 sind dann die Komponentenfunktionen f1, . . . , fn in x0 partiell
differenzierbar. Für h = (h1, . . . , hm) ∈ Rm gilt

Df(x0)h =
n∑
i=1

Dfi(x0)hei

=
n∑
i=1

ei

{
m∑
j=1

Djfi(x0)hj

}
,

d.h., Df(x0) ∈ L(Rm,Rn) wird durch die Matrix
D1f1(x0) D2f1(x0) . . . Dmf1(x0)
D1f2(x0) D2f2(x0) . . . Dmf2(x0)

...
D1fn(x0) D2fn(x0) . . . Dmfn(x0)

 ∈Mn,m(R)

dargestellt. Diese heißt Jacobimatrix oder Funktionalmatrix von
f in x0.

Aus Bemerkung VII.2.10 und Satz VII.2.2 folgt, dass eine differen-
zierbare Funktion stets partiell differenzierbar ist, und dass die Um-
kehrung i. a. nicht gilt. Der folgende Satz zeigt, dass die Umkehrung
gilt, wenn die partiellen Ableitungen zusätzlich stetig sind.

Satz VII.2.13 (Differenzierbarkeitskriterium). Sei X = Rm

und Y beliebig. Dann ist f ∈ C1(U, Y ) genau dann, wenn für alle x ∈ U
die Funktion f in x partiell differenzierbar ist und wenn gilt

Djf ∈ C(U, Y ) ∀1 ≤ j ≤ m.

Beweis.
”
=⇒“ Folgt aus Bemerkung VII.2.10 und Satz VII.2.11.

”
⇐=“ Für x ∈ U definieren wir Ax ∈ L(X, Y ) durch

Axh =
m∑
j=1

Djf(x)hj ∀h = (h1, . . . , hm) ∈ Rm.
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Da die Zuordnung x 7→ Ax wegen Djf ∈ C(U, Y ) stetig ist, müssen wir
noch zeigen

lim
h→0

1

‖h‖1
[f(x+ h)− f(x)− Axh] = 0 ∀x ∈ U,

wobei ‖ · ‖1 die `1-Norm auf Kn ist.
Sei x ∈ U und ε > 0. Dann gibt es ein δ > 0 mit x + h ∈ U für alle
h ∈ Rm mit ‖h‖1 < δ und

‖Djf(x+ h)−Djf(x)‖Y < ε ∀1 ≤ j ≤ m, h ∈ Rm, ‖h‖1 < δ.

Sei h ∈ Rm mit ‖h‖1 < δ. Dann folgt mit e0 = 0, h0 = 0

f(x+ h)− f(x)− Axh

=
m∑
j=1

[f(x+ h1e1 + . . .+ hjej)

− f(x+ h0e0 + . . .+ hj−1ej−1)]

−
m∑
j=1

Djf(x)hj

=
m∑
j=1

∫ 1

0

d

dt
f(x+ h0e0 + . . .+ hj−1ej−1 + thjej)dt

−
m∑
j=1

Djf(x)hj

=
m∑
j=1

∫ 1

0

[Djf(x+ h0e0 + . . .+ hj−1ej−1 + thjej)hj

−Djf(x)hj]dt

und somit

‖ 1

‖h‖1
[f(x+ h)− f(x)− Axh]‖Y

≤ 1

‖h‖1

m∑
j=1

∫ 1

0

‖Djf (x+ h0e0 + . . .+ hj−1ej−1 + thjej)︸ ︷︷ ︸
=x+h̃,‖h̃‖1<δ

hj

−Djf(x)hj‖Y dt

≤ 1

‖h‖1

m∑
j=1

∫ 1

0

ε|hj|dt
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=
1

‖h‖1
ε‖h‖1

=ε.

Da x ∈ U und ε > 0 beliebig waren, folgt hieraus die Behauptung. �

Bemerkung VII.2.14. Sei X = Rm und Y = Rn. Dann ist wegen
Satz VII.2.13 und Satz VII.2.11 f ∈ C1(U, Y ) genau dann, wenn für
jedes 1 ≤ j ≤ m und jedes 1 ≤ i ≤ n die partielle Ableitung Djfi ∈
C(U,R) ist.

Beispiel VII.2.15. Sei f : R3 → R2 definiert durch

f(x, y, z) = (ex cos y, sin(xz)).

Dann ist

D1f1(x, y, z) = ex cos y

D2f1(x, y, z) = −ex sin y

D3f1(x, y, z) = 0

D1f2(x, y, z) = z cos(xz)

D2f2(x, y, z) = 0

D3f2(x, y, z) = x cos(xz).

Also ist f ∈ C1(R3,R2).

Bemerkung VII.2.16. Sei X = Rm, Y = R und f : U → R in
x0 ∈ U differenzierbar. Dann ist für jedes h = (h1, . . . , hm) ∈ Rm

Df(x0)h =
m∑
j=1

Djf(x0)hj

= (∇f(x0), h),

wobei

(x, y) =
m∑
j=1

xjyj

das euklidische Skalarprodukt auf Rm und

∇f(x0) = (D1f(x0), . . . , Dmf(x0))

den Gradienten von f bezeichnet.
Sei ∇f(x0) 6= 0. Dann ist v = 1

‖∇f(x0)‖2∇f(x0) ∈ Rm mit ‖v‖2 = 1.

Für jedes h ∈ Rm mit ‖h‖2 ≤ 1 gilt wegen der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung

|Df(x0)h| ≤ ‖∇f(x0)‖2‖h‖2 ≤ ‖∇f(x0)‖2
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und speziell für h = v

Df(x0)v =
1

‖∇f(x0)‖2
(∇f(x0),∇f(x0)) = ‖∇f(x0)‖2.

Also gilt
Df(x0)v = sup

‖h‖2=1

|Df(x0)h|,

d.h., die Richtungsableitung ist in Richtung des Gradienten maximal,
oder anders ausgedrückt:

Der Gradient gibt die Richtung des steilsten Anstieges
von f an.

Zum Abschluss dieses Paragraphen untersuchen wir den Zusam-
menhang zwischen der Differenzierbarkeit von Funktionen f : C → C
im Sinne von Definition IV.1.1 (S. 111) und der ihnen kanonisch ent-
sprechenden Funktionen F : R2 → R2 im Sinne von Definition VII.2.1.

Satz VII.2.17. Sei U ⊂ C und W = {(x1, x2) ∈ R2 : x1 + ix2 ∈ U}.
Sei f : U → C eine Funktion und F : W → R2 definiert durch

F (x1, x2) = (Re f(x1 + ix2), Im f(x1 + ix2)).

Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(1) f ist in z0 = x1 + ix2 ∈ U komplex differenzierbar im Sinne
von Definition IV.1.1 (S. 111).

(2) F ist in x0 = (x1, x2) ∈ W differenzierbar im Sinne von De-
finition VII.2.1 und die partiellen Ableitungen im Punkt x0

erfüllen die Cauchy-Riemannschen Differentialglei-
chungen

D1F1(x0) = D2F2(x0)

D1F2(x0) = −D2F1(x0).

Beweis. (1) =⇒ (2): Sei f ′(z0) = α+ iβ. Definiere A ∈ L(R2,R2)
durch

Ah = (αh1 − βh2, βh1 + αh2) ∀h = (h1, h2) ∈ R2.

Sei h = (h1, h2) ∈ R2 und w = h1 + ih2, so dass z0 + w ∈ U ist. Dann
folgt

F (x0 + h)− F (x0)− Ah

=

(
Re f(z0 + w) − Re f(z0) − Re(f ′(z0) · w)
Im f(z0 + w) − Im f(z0) − Im(f ′(z0) · w)

)
und

‖F (x0 + h)− F (x0)− Ah‖2
‖h‖2

=
|f(z0 + w)− f(z0)− f ′(z0)w|

|w|
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−→
w→0

⇐⇒ h→0

0.

Hieraus folgt die Behauptung.
(2) =⇒ (1): Setze zur Abkürzung

α = D1F1(x0) β = D2F1(x0)

γ = D1F2(x0) δ = D2F2(x0).

Definiere die Abbildung B : C→ C durch

w = h1 + ih2 7→ αh1 + βh2 + i(γh1 + δh2).

Wie im Beweis von
”
(1) =⇒ (2)“ folgt

|f(z0 + w)− f(z0)−B(w)|
|w|

=
‖F (x0 + h)− F (x0)−DF (x0)h‖2

‖h‖2
−→
h→0

⇐⇒ w→0

0.

Also müssen wir noch zeigen, dass B C-linear ist. Da B R-linear ist,
d.h.,

B(αw) = αB(w) ∀α ∈ R, w ∈ C,
ist dies genau dann der Fall, wenn gilt

B(iw) = iB(w) ∀w ∈ C.

Wegen

B(iw) = −αh2 + βh1 + i(−γh2 + δh1)

iB(w) = −γh1 − δh2 + i(αh1 + βh2) ∀w = h1 + ih2

ist dies äquivalent zu

α = δ, β = −γ,
d.h., zu den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen. �

VII.3. Eigenschaften differenzierbarer Funktionen

Im Folgenden seien (X, ‖·‖X), (Y, ‖·‖Y ), (Z, ‖·‖Z) K-Banachräume
und U ⊂ X, U 6= ∅, offen.

Satz VII.3.1. Seien f, g : U → Y in x0 ∈ U differenzierbar und
α, β ∈ K. Dann ist αf + βg : U → Y in x0 differenzierbar und

D(αf + βg)(x0) = αDf(x0) + βDg(x0).

Beweis. Es ist

f(x) = f(x0) +Df(x0)(x− x0) + r(x)‖x− x0‖X
g(x) = g(x0) +Dg(x0)(x− x0) + s(x)‖x− x0‖X
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mit r, s stetig in x0 und r(x0) = s(x0) = 0. Dann ist

αf(x) + βg(x) = αf(x0) + βg(x0)

+ [αDf(x0) + βDg(x0)](x− x0)

+ [αr(x) + βs(x)]‖x− x0‖X .
Da αDf(x0) + βDg(x0) ∈ L(X,Y ) und αr + βs in x0 stetig ist mit
αr(x0) + βs(x0) = 0 folgt hieraus die Behauptung. �

Bemerkung VII.3.2. C1(U, Y ) ist ein Untervektorraum von C(U,
Y ) und die Abbildung D : C1(U, Y )→ C(U,L(X,Y )) mit f 7→ Df ist
linear. Ist speziell X = K, so ist L(X,Y ) ∼= Y und D : C1(U, Y ) →
C(U, Y ) ist linear (vgl. Satz IV.1.7 (S. 114)).

Satz VII.3.3 (Kettenregel). Sei f : U → Y und g : V → Z mit
V ⊂ Y , V 6= ∅, offen. Es gelte:

(1) f(U) ⊂ V ,
(2) f ist differenzierbar in x0,
(3) g ist differenzierbar in y0 = f(x0).

Dann ist g ◦ f : U → Z in x0 differenzierbar und

(∗) D(g ◦ f)(x0) = Dg(f(x0)) ·Df(x0).

Dabei bezeichnet · die Verknüpfung von linearen Abbildungen in L(Y, Z)
und L(X, Y ).

Beweis. Es ist

f(x) = f(x0) +Df(x0)(x− x0) + r(x)‖x− x0‖X

mit r : U → Y stetig in x0 und r(x0) = 0 und

g(y) = g(y0) +Dg(y0)(y − y0) + s(y)‖y − y0‖Y

mit s : V → Z stetig in y0 und s(y0) = 0. Damit folgt

g ◦ f(x) = g(f(x))

= g(f(x0)) +Dg(f(x0))(f(x)− f(x0))

+ s(f(x))‖f(x)− f(x0)‖Y
= g(f(x0)) +Dg(f(x0))(Df(x0)(x− x0))

+Dg(f(x0))(r(x)‖x− x0‖X)

+ s(f(x))
∥∥∥Df(x0)(x− x0) + r(x)‖x− x0‖X

∥∥∥
Y

= g(f(x0)) +Dg(f(x0))(Df(x0)(x− x0))

+ z(x)‖x− x0‖X

mit z(x0) = 0 und

z(x) = Dg(f(x0))r(x)
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+ s(f(x))

∥∥∥∥ 1

‖x− x0‖X
Df(x0)(x− x0) + r(x)

∥∥∥∥
Y

für x 6= x0. Aus den Voraussetzungen folgt, dass z in x0 stetig ist.
Hieraus folgt die Behauptung. �

Bemerkung VII.3.4. Sei X = Rl, Y = Rm, Z = Rn. Ansons-
ten seien die Bezeichnungen und Voraussetzungen wie in Satz VII.3.3.
Sei h = g ◦ f . Da die Hintereinanderschaltung linearer Abbildungen
aus L(Rl,Rm) und L(Rm,Rn) der Multiplikation der entsprechenden
Matrizen aus Mm,l(R) bzw. Mn,m(R) entspricht, erhalten wir folgende
Koordinatendarstellung der Kettenregel

Dihk(x0) =
m∑
j=1

Djgk(f(x0))Difj(x0) 1 ≤ i ≤ l, 1 ≤ k ≤ n.

Beispiel VII.3.5. Betrachte

f : R2 → R3 f(x, y) = (x2, xy, xy2)

g : R3 → R2 g(u, v, w) = (sinu, cos(uvw))

h = g ◦ f : R2 → R2 h(x, y) = (sin(x2), cos(x4y3)).

Dann ist

Dh(x, y) =

(
2x cos(x2) 0

−4x3y3 sin(x4y3) −3y2x4 sin(x4y3)

)

Df(x, y) =

2x 0
y x
y2 2xy


Dg(u, v, w) =

(
cosu 0 0

−vw sin(uvw) −uw sin(uvw) −uv sin(uvw)

)
Dg(f(x)) ·Df(x)

=

(
cos(x2) 0 0

−x2y3 sin(x4y3) −x3y2 sin(x4y3) −x3y sin(x4y3)

)
·

·

2x 0
y x
y2 2xy


=

(
2x cos(x2) 0

−4x3y3 sin(x4y3) −3x4y2 sin(x4y3)

)
.

Satz VII.3.6 (Produktregel). Seien f, g : U → R in x0 ∈ U
differenzierbar. Dann ist f · g : U → R in x0 differenzierbar und

D(f · g)(x0) = g(x0)Df(x0) + f(x0)Dg(x0).

Ist insbesondere X = Rm, so ist

∇(f · g)(x0) = g(x0)∇f(x0) + f(x0)∇g(x0).
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Beweis. Definiere F : U → R2 durch

F (x) = (f(x), g(x))

und ϕ : R2 → R durch

ϕ(x1, x2) = x1 · x2.

Dann sind F in x0 und ϕ in ganz R2 differenzierbar und für v ∈ X\{0}
und h = (h1, h2) ∈ R2\{0} gilt

DF (x0)v = (Df(x0)v,Dg(x0)v)

Dϕ(x1, x2)h = x2h1 + x1h2.

Also ist gemäß Satz VII.3.3 f · g = ϕ ◦ F in x0 differenzierbar und

D(f · g)(x0)v = D(ϕ ◦ F )(x0)v

= Dϕ(F (x0))(DF (x0)v)

= Dϕ(F (x0))h mit h = (Df(x0)v,Dg(x0)v)

= g(x0)Df(x0)v + f(x0)Dg(x0)v

= [g(x0)Df(x0) + f(x0)Dg(x0)]v.

Hieraus folgt die Behauptung wegen

f(x0)Dg(x0) + g(x0)Df(x0) ∈ L(X,R).

�

Satz VII.3.7 (Mittelwertsatz). Seien x, y ∈ U , x 6= y, mit
{x+ t(y − x) : 0 ≤ t ≤ 1} ⊂ U . Dann gilt:

(1) Ist f : U → Y in U differenzierbar, so ist

‖f(x)− f(y)‖Y ≤ sup
0≤t≤1

‖Df(x+ t(y − x))‖L(X,Y ) · ‖x− y‖X .

(2) Ist f ∈ C1(U, Y ), so ist

f(y)− f(x) =

∫ 1

0

Df(x+ t(y − x))(y − x)dt.

Beweis. ad (1): Definiere ϕ : [0, 1]→ Y durch

ϕ(t) = f(x+ t(y − x)).
Dann ist ϕ auf [0, 1] differenzierbar und

ϕ′(t) = Df(x+ t(y − x))(y − x) ∀t ∈ [0, 1].

Aus Satz IV.2.17 (S. 129) und Bemerkung IV.2.18 (S. 130) folgt

‖f(y)− f(x)‖Y = ‖ϕ(1)− ϕ(0)‖Y
≤ sup

0≤t≤1
‖ϕ′(t)‖Y

= sup
0≤t≤1

‖Df(x+ t(y − x))(y − x)‖Y

≤ sup
0≤t≤1

‖Df(x+ t(y − x))‖L(X,Y )‖x− y‖X .
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ad (2): Sei ϕ wie im Beweis von (1). Da ϕ′ ∈ C([0, 1], Y ) ist, folgt aus
Satz VI.2.12 (S. 184)

f(y)− f(x) = ϕ(1)− ϕ(0)

=

∫ 1

0

ϕ′(t)dt

=

∫ 1

0

Df(x+ t(y − x))(y − x)dt.

�

Satz VII.3.8. (1) Sei U konvex und f : U → Y differenzierbar mit

‖Df(x)‖L(X,Y ) ≤ α ∀x ∈ U.

Dann gilt

‖f(y)− f(x)‖Y ≤ α‖y − x‖X ∀x, y ∈ U.
(2) Sei U ein Gebiet und f ∈ C1(U, Y ) mit Df(x) = 0 für alle x ∈ U .
Dann ist f konstant.

Beweis. ad (1): Folgt direkt aus Satz VII.3.7.
ad (2): Sei y ∈ f(U) beliebig und V = f−1({y}). Dann ist V 6= ∅ und
abgeschlossen. Sei x ∈ V . Dann gibt es ein δ > 0 mit B(x, δ) ⊂ U . Da
B(x, δ) konvex ist, folgt aus Teil (1)

f(z) = f(x) ∀z ∈ B(x, δ),

d.h.

B(x, δ) ⊂ V.

Also ist V auch offen. Da U zusammenhängend ist, folgt V = U . Damit
ist die Behauptung bewiesen. �

Satz VII.3.9 (Gliedweise Differentiation von Funktio-
nenfolgen). Sei (fn)n∈N ⊂ C1(U, Y ) und f : U → Y . Es gelte

(1) fn
pkt−→
n→∞

f ,

(2) ∃g ∈ C(U,L(X, Y )) : Dfn
lok. glm−→
n→∞

g.

Dann ist f ∈ C1(U, Y ) und g = Df , d.h.,

lim
n→∞

Dfn = Df.

Beweis. Wörtlich der selbe wie der von Satz V.2.10 (S. 154). �

Satz VII.3.10 (Notwendige Bedingung für lokale Extre-
ma). Es sei f : U → R und x0 ∈ U . f habe in x0 ein lokales Extremum
und alle Richtungsableitungen von f mögen in x0 existieren. Dann gilt

Dvf(x0) = 0 ∀v ∈ X\{0}.
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Beweis. Es gibt ein ε > 0 mit B(x0, ε) ⊂ U . Sei v ∈ X\{0}
beliebig. Dann ist ϕ : (−ε/‖v‖X , ε/‖v‖X)→ R definiert durch

ϕ(t) = f(x0 + tv)

in 0 differenzierbar mit

ϕ′(0) = Dvf(x0)

und hat in 0 ein lokales Extremum. Damit folgt die Behauptung aus
Satz IV.2.2 (S. 121). �

Satz VII.3.10 legt folgende Definition nahe.

Definition VII.3.11. Sei f : U → R in x0 ∈ U differenzierbar.
Dann heißt x0 ein kritischer Punkt von f , wenn gilt Df(x0) = 0.

Bemerkung VII.3.12. (1) Ist f : U → R in x0 ∈ U differenzierbar
und x0 ein lokales Extremum, so ist x0 ein kritischer Punkt von f .
(2) Ist X = Rm und f in x0 ∈ U differenzierbar, so ist x0 genau dann
ein kritischer Punkt von f , wenn ∇f(x0) = 0 ist.
(3) Die Umkehrung von (1) ist falsch. Betrachte z.B. f : R2 → R mit
f(x, y) = x2 − y2. Dann ist ∇f(0, 0) = 0, d.h., (0, 0) ist ein kritischer
Punkt von f , aber (0, 0) ist offensichtlich kein lokales Extremum von
f .

VII.4. Höhere Ableitungen

Im Folgenden seien (X, ‖ · ‖X) und (Y, ‖ · ‖Y ) K-Banachräume und
U ⊂ X, U 6= ∅, offen.

Definition VII.4.1. (1) Die Funktion f : U → X sei in ei-
ner Umgebung V ⊂ U von x0 ∈ U differenzierbar und die Funktion
Df : V → L(X, Y ) sei in x0 differenzierbar. Dann ist die zweite
Ableitung D2f(x0) ∈ L(X,L(X, Y )) von f in x0 definiert durch

D2f(x0) = D(Df)(x0).

In diesem Fall heißt f in x0 zweimal differenzierbar.
(2) Die Funktion f : U → X heißt zweimal differenzierbar in U ,
wenn sie in jedem Punkt x ∈ U zweimal differenzierbar ist.
(3) Sei m ∈ N∗. Die Funktion f : U → X sei in einer Umgebung V ⊂ U
von x0 ∈ U m-mal differenzierbar und die m-te Ableitung

Dmf : V → L(X,L(X, . . . ,L(X, Y )) . . .)︸ ︷︷ ︸
m−mal L

sei in x0 differenzierbar. Dann ist die (m+ 1)-te Ableitung

Dm+1f(x0) ∈ L(X,L(X, . . . ,L(X, Y )) . . .)︸ ︷︷ ︸
(m+1)−mal L

von f in x0 definiert durch

Dm+1f(x0) = D(Dmf)(x0).
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In diesem Fall heißt f in x0 (m+ 1)-mal differenzierbar.
(4) Sei m ∈ N∗. Die Funktion f : U → X heißt m-mal differen-
zierbar in U , wenn sie in jedem Punkt x ∈ U m-mal differenzierbar
ist.

Beispiel VII.4.2. Sei A ∈Mn,n(R) eine symmetrische Matrix und
f : Rn → R definiert durch

f(x) =
1

2
xtAx =

1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

xiAijxj.

Eine einfache Rechnung liefert

Df(x) = xtA ∈ Rn ∼= L(Rn,R).

Also ist

D2f(x) = A ∈Mn,n(R) ∼=L(Rn,Rn)
∼=L(Rn,L(Rn,R)).

Die Räume L(X,L(X, . . . ,L(X, Y ) . . .) sind für praktische Rech-
nungen ziemlich unhandlich. Daher betrachten wir nun multilineare
Abbildungen.

Definition VII.4.3. Seien (Xi, ‖ · ‖Xi), 1 ≤ i ≤ m, normierte K-
Vektorräume. Eine Abbildung ϕ : X1×. . .×Xm → Y heißt multiline-
ar oderm-linear, wenn für jeden Punkt (x1, . . . , xk−1, xk+1, . . . , xm)∈
X1 × . . .×Xk−1 ×Xk+1 × . . .×Xm und jedes k ∈ N∗

m die Abbildung

ϕ(x1, . . . , xk−1, ·, xk+1, . . . , xm) : Xk → Y

linear ist.

Satz VII.4.4. Sei ϕ : X1 × . . . × Xm → Y m-linear. Dann sind
folgende Aussagen äquivalent:

(1) ϕ ist stetig.
(2) ∃α ∈ R∗ ∀(x1, . . . , xm) ∈ X1 × . . .×Xm:

‖ϕ(x1, . . . , xm)‖Y ≤ α‖x1‖X1 . . . ‖xm‖Xm .

Beweis. (1) =⇒ (2): Durch

‖(x1, . . . , xm)‖ = max
1≤i≤m

‖xi‖Xi

wird eine Norm auf X1 × . . .×Xm definiert (Übungsaufgabe Analysis
I). Da ϕ insbesondere in (0, . . . , 0) ∈ X1 × . . . ×Xm stetig ist, gibt es
ein δ > 0 mit

‖ϕ(x1, . . . , xm)‖Y ≤ 1 ∀‖(x1, . . . , xm)‖ ≤ δ.

Seien xi ∈ Xi\{0}, 1 ≤ i ≤ m. Wegen der Multilinearität von ϕ folgt

‖ϕ(x1, . . . , xm)‖Y
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=

∥∥∥∥ϕ(
‖x1‖X1

δ
δ

x1

‖x1‖X1

, . . . ,
‖xm‖Xm

δ
δ

xm
‖xm‖Xm

)

∥∥∥∥
Y

=δ−m‖x1‖X1 . . . ‖xm‖Xm
∥∥∥∥ϕ(δ

x1

‖x1‖X1

, . . . , δ
xm

‖xm‖Xm
)

∥∥∥∥
Y

≤δ−m‖x1‖X1 . . . ‖xm‖Xm .(VII.4.1)

Da Gleichung (VII.4.1) offensichtlich richtig ist, wenn für ein i ∈ N∗
m

gilt xi = 0, folgt damit (2).
(2) =⇒ (1): Für (x1, . . . , xm), (y1, . . . , ym) ∈ X1× . . .×Xm folgt wegen
der Multilinearität von ϕ

‖ϕ(x1, . . . , xm)− ϕ(y1, . . . , ym)‖Y
=‖ϕ(x1 − y1, x2, . . . , xm)

+ ϕ(y1, x2 − y2, x3, . . . , xm) + . . .+

+ ϕ(y1, y2, . . . , ym−1, xm − ym)‖
≤α{‖x1 − y1‖X1‖x2‖X2 . . . ‖xm‖Xm

+ ‖y1‖X1‖x2 − y2‖X2‖x3‖X3 . . . ‖xm‖Xm
+ . . .+ ‖y1‖X1 . . . ‖ym−1‖Xm−1‖xm − ym‖Xm}

≤αmax{‖(x1, . . . , xm)‖m−1, ‖(y1, . . . , ym)‖m−1}·
‖(x1 − y1, . . . , xm − ym)‖.

Hieraus folgt (1). �

Definition VII.4.5. (1) L(X1, . . . , Xm, Y ) = {ϕ : X1×. . .×Xm →
Y : ϕ ist m-linear und stetig}.
(2) Lm(X, Y ) = L(X, . . . , X︸ ︷︷ ︸

m−mal

, Y ).

(3) Für ϕ ∈ L(X1, . . . , Xm, Y ) sei

‖ϕ‖L(X1,...,Xm,Y )

= inf{α ∈ R∗ : ‖ϕ(x1, . . . , xm)‖Y ≤ α‖x1‖X1 · . . . · ‖xm‖Xm
∀(x1, . . . , xm) ∈ X1 × . . .×Xm}.

(4) ‖ · ‖Lm(X,Y ) = ‖ · ‖L(X,...,X,Y ).

Satz VII.4.6. (1) Sei ϕ ∈ L(X1, . . . , Xm, Y ). Dann ist

‖ϕ‖L(X1,...,Xm,Y )

= sup{‖ϕ(x1, . . . , xm)‖Y : ‖xj‖Xj ≤ 1 ∀1 ≤ j ≤ m}

und

‖ϕ(x1, . . . , xm)‖Y ≤ ‖ϕ‖L(X1,...,Xm,Y )‖x1‖X1 · . . . · ‖xm‖Xm
∀(x1, . . . , xm) ∈ X1 × . . .×Xm.
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(2) (L(X1, . . . , Xm, Y ), ‖ · ‖L(X1,...,Xm,Y )) ist ein normierter K-Vektor-
raum.
(3) Falls Y vollständig ist, ist auch L(X1, . . . , Xm, Y ) vollständig.

Beweis. Völlig analog zum Beweis von Bemerkung VI.1.6 (S. 173)
und Satz VII.1.1 (S. 211). �

Satz VII.4.7. L(X1, . . . , Xm, Y ) ∼= L(X1,L(X2, . . . ,L(Xm, Y )).

Beweis. Der Übersichtlichkeit halber führen wir den Beweis nur
für m = 2 aus. Der allgemeine Fall folgt ganz analog.
Sei T ∈ L(X1,L(X2, Y )). Definiere ϕT : X1 ×X2 → Y durch

ϕT (x1, x2) = (Tx1)x2.

Offensichtlich ist ϕT bilinear. Weiter gilt

‖ϕT (x1, x2)‖Y ≤ ‖Tx1‖L(X2,Y )‖x2‖X2

≤ ‖T‖L(X1,L(X2,Y ))‖x1‖X1‖x2‖X2 .

Also ist ϕT ∈ L(X1, X2, Y ) und

‖ϕT‖L(X1,X2,Y ) ≤ ‖T‖L(X1,L(X2,Y )).

Sei nun ψ ∈ L(X1, X2, Y ). Definiere Tψ durch

(Tψx1)(x2) = ψ(x1, x2).

Dann folgt

‖(Tψx1)(x2)‖Y ≤ ‖ψ‖L(X1,X2,Y )‖x1‖X1‖x2‖X2 .

Hieraus folgt Tψ ∈ L(X1,L(X2, Y )) und

‖Tψ‖L(X1,L(X2,Y )) ≤ ‖ψ‖L(X1,X2,Y ).

Damit ist die Behauptung bewiesen. �

Mit diesen Vorbereitungen erhalten wir eine für die Praxis handli-
chere Interpretation der höheren Ableitungen.

Definition VII.4.8. (1) Die Funktion f : U → Y sei in x0 ∈ U
m-mal differenzierbar. Dann identifizieren wir vermöge Satz VII.4.7 die
m-te AbleitungDmf(x0) von f in x0 mit einem Element von Lm(X, Y ).
(2) Die Funktion f : U → Y heißt in U m-mal stetig differenzier-
bar, wenn sie in U m-mal differenzierbar ist und wenn die Funktion
Dmf : U → Lm(X, Y ) stetig ist.
(3) Cm(U, Y ) bezeichnet den Vektorraum der m-mal stetig differen-
zierbaren Funktionen von U in Y .
(4) C∞(U, Y ) =

⋂
m∈N

Cm(U, Y ).

Bemerkung VII.4.9. Es gilt

C∞(U, Y )⊂
6=
. . .⊂

6=
Cm+1(U, Y )⊂

6=
Cm(U, Y )⊂

6=
. . .⊂

6=
C(U, Y ).
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Beweis. Folgt aus Satz VII.2.2 (S. 216) und Bemerkung IV.1.15
(S. 117), die ein Spezialfall von Bemerkung VII.4.9 ist. �

Definition VII.4.10. Sei ϕ : X×. . .×X → Y m-linear. Dann heißt
ϕ symmetrisch, wenn für alle x1, . . . , xm ∈ X und alle Permutationen
σ : N∗

m → N∗
m gilt

ϕ(x1, . . . , xm) = ϕ(xσ(1), . . . , xσ(m)).

Satz VII.4.11. Sei m ≥ 2 und f ∈ Cm(U, Y ). Dann ist Dmf(x) ∈
Lm(X, Y ) für jedes x ∈ U symmetrisch.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion über m.

”
m = 2“: Sei x ∈ U beliebig und r ∈ R∗

+, so dass B(x, r) ⊂ U ist. Seien
h, k ∈ X mit

‖h‖X ≤
r

2
, ‖k‖X ≤

r

2
.

Aus Satz VII.3.7 (S. 228) folgt

f(x+ h+ k)− f(x+ k)− f(x+ h) + f(x)

=

∫ 1

0

[Df(x+ k + th)−Df(x+ th)]hdt

=

∫ 1

0

∫ 1

0

D2f(x+ sk + th)(k, h)dsdt

=D2f(x)(k, h)

+

∫ 1

0

∫ 1

0

[D2f(x+ sk + th)−D2f(x)](k, h)dsdt

=D2f(x)(k, h) + ϕ(x, k, h)

und

f(x+ h+ k)− f(x+ h)− f(x+ k) + f(x)

=

∫ 1

0

[Df(x+ h+ tk)−Df(x+ tk)]kdt

=

∫ 1

0

∫ 1

0

D2f(x+ sh+ tk)(h, k)dsdt

=D2f(x)(h, k)

+

∫ 1

0

∫ 1

0

[D2f(x+ sh+ tk)−D2f(x)](h, k)dsdt

=D2f(x)(h, k) + ψ(x, h, k).

Also gilt

‖D2f(x)(k, h)−D2f(x)(h, k)‖Y
=‖ϕ(x, k, h)− ψ(x, h, k)‖Y
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≤‖ϕ(x, k, h)‖Y + ‖ψ(x, h, k)‖Y
≤2‖h‖X‖k‖X sup

0≤s≤1
0≤t≤1

‖D2f(x+ sh+ tk)−D2f(x)‖L2(X,Y ).

Ersetzen von h, k durch εh, εk mit ε > 0 liefert

‖D2f(x)(k, h)−D2f(x)(h, k)‖Y

=
1

ε2
‖D2f(x)(εk, εh)−D2f(x)(εh, εk)‖Y

≤2
1

ε2
‖εk‖X‖εh‖X sup

0≤s≤1
0≤t≤1

‖D2f(x+ sεh+ tεk)−D2f(x)‖L2(X,Y )

≤2‖h‖X‖k‖X sup
0≤s≤1
0≤t≤1

‖D2f(x+ sεh+ tεk)−D2f(x)‖L2(X,Y )

−→
ε→0

0

wegen der Stetigkeit von D2f . Damit ist die Behauptung für m = 2
gezeigt.

”
m→ m+1“: Seien x ∈ U und r ∈ R∗

+ wie oben und h1, . . . , hm+1 ∈ X
mit ‖hk‖X ≤ r

m+1
, 1 ≤ k ≤ m + 1. Sei σ ∈ N∗

m → N∗
m eine beliebige

Permutation von N∗
m. Dann folgt aus der Induktionsvoraussetzung für

jedes t ∈ R∗
+

1

t
[Dmf(x+ th1)(h2, . . . , hm+1)−Dmf(x)(h2, . . . , hm+1)]

=
1

t
[Dmf(x+ th1)(hσ(2), . . . , hσ(m+1))−Dmf(x)(hσ(2), . . . , hσ(m+1))].

Grenzübergang t→ 0 liefert

Dm+1f(x)(h1, h2, . . . , hm+1) = Dm+1f(x)(h1, hσ(2), . . . , hσ(m+1)).

Wegen Dm+1f = D2(Dm−1f) folgt weiter

Dm+1f(x)(h1, h2, . . . , hm+1) = Dm+1f(x)(h2, h1, . . . , hm+1).

Da jede Permutation von N∗
m+1 dargestellt werden kann als σ ◦ τ ◦ ρ,

wobei τ die Indizes 1 und 2 vertauscht und σ und ρ Permutationen von
N∗
m sind, folgt hieraus die Behauptung. �

Satz VII.4.12. Sei (Z, ‖ · ‖Z) ein Banachraum und f ∈ Cm(U, Y ),
g ∈ Cm(V, Z) mit f(U) ⊂ V . Dann ist g ◦ f ∈ Cm(U,Z).

Beweis. Die Behauptung folgt durch Induktion aus der Kettenre-
gel, Satz VII.3.3 (S. 226). �

Die folgende Definition ist eine Verallgemeinerung von Definition
IV.3.1 (S. 132).
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Definition VII.4.13. Seien f ∈ Cm(U, Y ), x0 ∈ U und h ∈ X.
Dann heißt

Tm(f, x0)(h) = f(x0) +
m∑
k=1

1

k!
Dkf(x0)(h, . . . , h︸ ︷︷ ︸

k−mal

)

das m-te Taylorpolynom von f mit Entwicklungspunkt x0.

Satz VII.4.14 (Taylorsche Formel). Seien f ∈ Cm(U, Y ), x ∈
U und h ∈ X, derart dass {x+ th : 0 ≤ t ≤ 1} ⊂ U ist. Dann gilt:

(1) f(x+ h) = Tm−1(f, x)(h) +Rm(f, x, h) mit

Rm(f, x, h)

=

∫ 1

0

1

(m− 1)!
(1− t)m−1Dmf(x+ th)(h, . . . , h︸ ︷︷ ︸

m−mal

)dt.

(2) f(x+ h) = Tm(f, x)(h) + R̃m(f, x, h) mit

R̃m(f, x, h)

=

∫ 1

0

1

(m− 1)!
(1− t)m−1[Dmf(x+ th)−Dmf(x)](h, . . . , h︸ ︷︷ ︸

m−mal

)dt.

Beweis. ad (1): Wir zeigen die Behauptung durch Induktion über
m.

”
m = 1“: Dies ist Satz VII.3.7(2) (S. 228).

”
m→ m+ 1“: Partielle Integration liefert

Rm(f, x, h) =

∫ 1

0

1

(m− 1)!
(1− t)m−1Dmf(x+ th)(h, . . . , h)dt

= [− 1

m!
(1− t)mDmf(x+ th)(h, . . . , h)]t=1

t=0

+

∫ 1

0

1

m!
(1− t)mDm+1f(x+ th)( h, . . . , h︸ ︷︷ ︸

(m+1)−mal

)dt

=
1

m!
Dmf(x)(h, . . . , h︸ ︷︷ ︸

m−mal

) +Rm+1(f, x, h).

Hieraus folgt die Behauptung.
ad (2): Wegen ∫ 1

0

1

(m− 1)!
(1− t)m−1dt =

1

m!

folgt die Behauptung aus Teil (1). �

Bemerkung VII.4.15. Die Voraussetzungen und Bezeichnungen
seien wie in Satz VII.4.14. Dann folgt

‖R̃m(f, x, h)‖Y
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≤ 1

(m− 1)!
‖h‖mX sup

0≤t≤1
‖Dmf(x+ th)−Dmf(x)‖Lm(X,Y ).

Mithin gilt

lim
‖h‖X→0

‖h‖−mX ‖R̃m(f, x, h)‖Y = 0.

Als nächstes wenden wir die bisher erzielten Ergebnisse auf Funk-
tionen auf dem Rk an.

Definition VII.4.16. Sei U ⊂ Rk, U 6= ∅, offen und f ∈ Cm(U, Y )
und j1, . . . , jm ∈ N∗

k. Dann heißt der Ausdruck

Djm . . . Dj1f(x) =
∂

∂xjm
. . .

∂

∂xj1
f(x) =

∂m

∂xjm . . . ∂xj1
f(x)

eine partielle Ableitung m-ter Ordnung von f .

Beispiel VII.4.17. Für

f(x, y) =
xy

1 + x4 + y4

erhalten wir

∂f

∂x
=
y(1− 3x4 + y4)

(1 + x4 + y4)2

∂f

∂y
=
x(1 + x4 − 3y4)

(1 + x4 + y4)2

∂2f

∂x∂x
=
x3y(−20− 20y4 + 12x4)

(1 + x4 + y4)3

∂2f

∂x∂y
=

∂2f

∂y∂x

=
1− 2x4 − 2y4 − 3x8 − 3y8 + 26x4y4

(1 + x4 + y4)3

∂2f

∂y∂y
=
xy3(−20− 20x4 + 12y4)

(1 + x4 + y4)3
.

Satz VII.4.18. Sei U ⊂ Rk, U 6= ∅ offen.

(1) Es ist f ∈ Cm(U, Y ) genau dann, wenn alle partiellen Ablei-
tungen der Ordnung l für alle 1 ≤ l ≤ m existieren und stetig
sind.

(2) Ist f ∈ Cm(U, Y ), so existieren alle partiellen Ableitungen der
Ordnung ≤ m und sind von der Reihenfolge der Differentiation
unabhängig.

Beweis. ad (1):
”
=⇒“ Folgt aus

(VII.4.2) Djl . . . Dj1f(x) = Dlf(x)(ej1 , . . . , ejl)
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für alle j1, . . . , jl ∈ N∗
k und 1 ≤ l ≤ m.

“⇐=“ Folgt durch Induktion aus Satz VII.2.13 (S. 221).
ad (2): Folgt aus Gleichung (VII.4.2) und Satz VII.4.11. �

Sei α = (α1, . . . , αk) ∈ Nk ein Multiindex. Dann definieren wir

|α| =
k∑
i=1

αi

α! =
k∏
i=1

(αi!)

xα =
k∏
i=1

xαii ∀x = (x1, . . . , xk) ∈ Rk

Dαf = Dα1
1 . . . Dαk

k f ∀f ∈ C |α|(U, Y ), U ∈ Rk offen

D0f = f.

Sei nun h = (h1, . . . , hk) ∈ Rk. Dann ist für m ∈ N∗

Dmf(x)(h, . . . , h︸ ︷︷ ︸
m−mal

)

=Dmf(x)(
k∑

i1=1

hi1ei1 , . . . ,
k∑

im=1

himeim)

=
k∑

i1=1

. . .
k∑

im=1

Di1 . . . Dimf(x)hi1 . . . him .(VII.4.3)

Die Zahl aller m-Tupel (j1, . . . , jm) mit ji ∈ N∗
k und den Eigenschaften

der Index 1 kommt α1-mal vor,

...

der Index k kommt αk-mal vor,

k∑
i=1

αi = m

beträgt
m!

α1! . . . αk!
=
m!

α!
.

Hieraus und aus Gleichung (VII.4.3) folgt

1

m!
Dmf(x)(h, . . . , h︸ ︷︷ ︸

m− mal

) =
∑
|α|=m

1

α!
Dαf(x)hα.

Hiermit können wir für Funktionen auf Rk die Taylorschen Formeln
aus Satz VII.4.14 wie folgt schreiben:
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Satz VII.4.19 (Taylorsche Formel für Funktionen auf
Rk). Sei U ⊂ Rk, U 6= ∅, offen, f ∈ Cm(U, Y ), x ∈ U und h ∈ Rk, so,
dass {x+ th : 0 ≤ t ≤ 1} ⊂ U ist. Dann gilt

f(x+ h) =
∑

|α|≤m−1

1

α!
Dαf(x)hα +Rm(f, x, h)

=
∑
|α|≤m

1

α!
Dαf(x)hα + R̃m(f, x, h)

mit

Rm(f, x, h) =

∫ 1

0

∑
|α|=m

m

α!
(1− t)m−1Dαf(x+ th)hαdt

und

R̃m(f, x, h) =

∫ 1

0

∑
|α|=m

m

α!
(1− t)m−1[Dαf(x+ th)−Dαf(x)]hαdt.

Als nächstes betrachten wir Funktionen auf Rk mit Werten in R.

Bemerkung VII.4.20. Sei U ⊂ Rk, U 6= ∅, offen und f ∈ C2(U,R).
Dann gilt für v = (v1, . . . , vk), w = (w1, . . . , wk) aus Rk

D2f(x)(v, w) = D2f(x)(
k∑
i=1

viei,
k∑
j=1

wjej)

=
k∑
i=1

k∑
j=1

viwjDiDjf(x)

= vt[DiDjf(x)]1≤i,j≤hw.

Die Matrix [DiDjf(x)]1≤i,j≤k ∈ Mk,k(R) heißt Hesse-Matrix von f .
Wegen Satz VII.4.18 ist sie symmetrisch.

Definition VII.4.21. Sei A ∈Mk,k(R) symmetrisch. Dann heißt

(1) A positiv semi-definit
⇐⇒ vtAv ≥ 0 ∀v ∈ Rk,

(2) A positiv definit
⇐⇒ vtAv > 0 ∀v ∈ Rk, v 6= 0,

(3) A negativ (semi-)definit
⇐⇒ −A positiv (semi-) definit,

(4) A indefinit
⇐⇒ ∃v, w ∈ Rk\{0} : vtAv > 0, wtAw < 0.

Aus der linearen Algebra sind folgende Eigenschaften symmetri-
scher Matrizen bekannt.
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Bemerkung VII.4.22. (1) A ∈ Mk,k(R) sei symmetrisch. Dann
gibt es Zahlen λ1, . . . , λk ∈ R und Vektoren x1, . . . , xk ∈ Rk mit

Axi = λixi 1 ≤ i ≤ k

xtixj = δij 1 ≤ i, j ≤ k.

Die Zahlen λ1, . . . , λk heißen Eigenwerte der Matrix A und die Vek-
toren x1, . . . , xk die zugehörigen Eigenvektoren. O.E. gilt

λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ≤ λk.

A ist positiv semi-definit ⇐⇒ λ1 ≥ 0,
A ist positiv definit ⇐⇒ λ1 > 0,
A ist indefinit ⇐⇒ λ1 < 0 < λk.
Falls A positiv definit ist, gilt für alle v ∈ Rk mit v 6= 0

vtAv ≥ λ1‖v‖22.

(2) A ∈ Mk,k(R) sei symmetrisch. Dann ist A genau dann positiv
definit, wenn alle Hauptunterdeterminanten positiv sind.

Mit Hilfe der Hesse-Matrix und dem Begriff
”
positiv definit“ können

wir nun hinreichende Bedingungen für lokale Extrema herleiten.

Satz VII.4.23 (Hinreichende Bedingungen für lokale Ex-
trema). Sei U ⊂ Rk, U 6= ∅, offen, x0 ∈ U , f ∈ C2(U,R) und x0 ein
kritischer Punkt von f , d.h. Df(x0) = 0. Dann gilt:

(1) D2f(x0) positiv definit =⇒ f hat in x0 ein lokales (isoliertes)
Minimum.

(2) D2f(x0) negativ definit =⇒ f hat in x0 ein lokales (isoliertes)
Maximum.

(3) D2f(x0) indefinit =⇒ x0 ist kein lokales Extremum von f .

Beweis. ad (1): Aus Satz VII.4.14 folgt für h ∈ Rk\{0} mit x0 +
h ∈ U :

f(x0 + h) = f(x0) +
1

2
htD2(x0)h+ R̃2(f, x0, h).

Sei λ1 > 0 der kleinste Eigenwert von D2f(x0). Wegen Bemerkung
VII.4.15 gibt es ein δ > 0 mit

x0 + h ∈ U und |R̃2(f, x0, h)| ≤
λ1

4
‖h‖22 ∀h ∈ Rk\{0} mit ‖h‖2 ≤ δ.

Für h ∈ Rk\{0} mit ‖h‖2 ≤ δ folgt dann

f(x0 + h) ≥ f(x0) +
λ1

2
‖h‖22 −

λ1

4
‖h‖22

= f(x0) +
λ1

4
‖h‖22

> f(x0).
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Also ist x0 ein lokales (isoliertes) Minimum.
ad (2): Folgt aus Teil (1) angewandt auf −f .
ad (3): Seien v, w ∈ Rk\{0} mit

vtD2(x0)v > 0 und wtD2(x0)w < 0.

Für hinreichend kleines t > 0 folgt dann aus Satz VII.4.14 und Bemer-
kung VII.4.15

f(x0 + tv) = f(x0) +
1

2
vtD2f(x0)vt

2 + R̃2(f, x0, tv)

= f(x0) + t2[
1

2
vtD2f(x0)v + t−2R̃2(f, x0, tv)︸ ︷︷ ︸

−→0
t→0

]

> f(x0)

und

f(x0 + tw) = f(x0) +
1

2
t2wtD2f(x0)w + R̃2(f, x0, tw)

= f(x0) + t2[
1

2
wtD2f(x0)w + t−2R̃2(f, x0, tw)︸ ︷︷ ︸

−→0
t→0

]

< f(x0).

Hieraus folgt die Behauptung. �

Beispiel VII.4.24. (1) Für f(x, y) = c+x2+y2, mit c ∈ R erhalten
wir

Df(x, y) = 2(x, y) =⇒ (0, 0) ist einziger kritischer Punkt

D2f(x, y) = 2

(
1 0
0 1

)
=⇒ (0, 0) ist lokales Minimum.

(2) Für f(x, y) = c− x2 − y2, mit c ∈ R erhalten wir

Df(x, y) = −2(x, y) =⇒ (0, 0) ist einziger kritischer Punkt

D2f(x, y) = −2

(
1 0
0 1

)
=⇒ (0, 0) ist lokales Maximum.

(3) Für f(x, y) = c+ x2 − y2, mit c ∈ R erhalten wir

Df(x, y) = 2(x,−y) =⇒ (0, 0) ist einziger kritischer Punkt

D2f(x, y) = 2

(
1 0
0 −1

)
=⇒ (0, 0) ist kein lokales Extremum.

(4) Für f(x, y) = c+ x2 + y4 erhalten wir

Df(x, y) = (2x, 4y3) =⇒ (0, 0) ist einziger kritischer Punkt

D2f(0, 0) =

(
2 0
0 0

)
ist positiv semi-definit
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(0, 0) ist lokales Minimum.

(5) Für f(x, y) = x2 erhalten wir

Df(x, y) = (2x, 0) =⇒ (0, y), y ∈ R sind kritische Punkte

D2f(0, y) =

(
2 0
0 0

)
ist positiv semi-definit

(0, y) sind lokale Minima, aber nicht isoliert.

(6) Für f(x, y) = x2 + y3 erhalten wir

Df(x, y) = (2x, 3y2) =⇒ (0, 0) ist einziger kritischer Punkt

D2f(0, 0) =

(
2 0
0 0

)
ist positiv semi-definit

(0, 0) ist kein lokales Extremum.

(7) Betrachte

f(x, y) =
xy

1 + x4 + y4
.

Wegen

lim
‖(x,y)‖→∞

f(x, y) = 0

und

f(1, 1) > 0

f(1,−1) < 0

hat f ein Minimum und Maximum. Aus Beispiel VII.4.17 folgt

Df(x, y) =
1

(1 + x4 + y4)2

(
y(1− 3x4 + y4)
x(1 + x4 − 3y4)

)
.

Eine leichte Rechnung zeigt, dass

(0, 0), (
1
4
√

2
,

1
4
√

2
), (− 1

4
√

2
,− 1

4
√

2
), (

1
4
√

2
,− 1

4
√

2
), (− 1

4
√

2
,

1
4
√

2
)

die einzigen kritischen Punkte sind. Aus Beispiel VII.4.17 folgt

D2f(0, 0) =

(
0 1
1 0

)
indefinit,

D2f(
1
4
√

2
,

1
4
√

2
) = D2f(− 1

4
√

2
,− 1

4
√

2
)

=

−3

2

1

2
1

2
−3

2

 negativ definit,

D2f(− 1
4
√

2
,

1
4
√

2
) = D2f(

1
4
√

2
,− 1

4
√

2
)
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=

3

2

1

2
1

2

3

2

 positiv definit.

Also ist (0, 0) kein lokales Extremum, ( 1
4√2
, 1

4√2
) und (− 1

4√2
,− 1

4√2
) sind

(isolierte) lokale Maxima, (− 1
4√2
, 1

4√2
) und ( 1

4√2
,− 1

4√2
) sind (isolierte)

lokale Minima.
Daher gilt für alle x, y ∈ R

− 1√
8
≤ f(x, y) ≤ 1√

8
.

VII.5. Umkehrabbildungen

Wir erinnern an Satz IV.2.11 (S. 124): Sei I ⊂ R ein perfektes
Intervall, f ∈ C(I,R) in I differenzierbar mit f ′(x) 6= 0 für alle x ∈ I.
Dann ist J = f(I) ein Intervall, f : I → J bijektiv und f−1 : J → I
differenzierbar und

(f−1)′(y) =
1

f ′(x)
mit y = f(x).

In diesem Paragraphen wollen wir ein analoges Resultat für Funktionen
mehrerer Veränderlicher beweisen.

Im Folgenden sind (X, ‖·‖X), (Y, ‖·‖Y ) und (Z, ‖·‖Z) Banachräume.

Definition VII.5.1. GL(X) = Isom(X,X) ⊂ L(X,X) heißt die
Automorphismengruppe von X.

Satz VII.5.2. Sei A ∈ L(X,X) mit ‖A‖L(X,X) < 1. Dann ist
I − A ∈ GL(X), wobei I die Identität auf X bezeichnet. Weiter gilt

‖(I − A)−1‖L(X,X) ≤
1

1− ‖A‖L(X,X)

.

Beweis. Wegen

‖An‖L(X,X) ≤ ‖A‖nL(X,X) ∀n ∈ N∗

und ‖A‖L(X,X) < 1 konvergiert die Reihe
∑
An in L(X,X). Für n ∈ N∗

folgt

(I − A) · (
n∑
k=0

Ak) =
n∑
k=0

Ak −
n∑
k=0

Ak+1

= I − An+1

= (
n∑
k=0

Ak)(I − A).
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Grenzübergang n→∞ liefert
∞∑
k=0

Ak = (I − A)−1.

Schließlich folgt

‖(I − A)−1‖L(X,X) = lim
n→∞

‖
n∑
k=0

Ak‖L(X,X)

≤ lim
n→∞

n∑
k=0

‖A‖kL(X,X)

=
1

1− ‖A‖L(X,X)

.

�

Aus Satz VII.5.2 folgt:

Satz VII.5.3. (1) Isom(X,Y ) ist offen in L(X, Y ).
(2) Die Funktion

f : Isom(X, Y ) −→ L(X, Y )

A −→ A−1

ist C∞ und

Df(A)B = −A−1BA−1 ∀A ∈ Isom(X,Y ), B ∈ L(X, Y ).

Beweis. ad (1): Sei A0 ∈ Isom(X, Y ) und

ε = ‖A−1
0 ‖−1

L(Y,X).

Sei A ∈ L(X, Y ) mit

‖A− A0‖L(X,Y ) < ε.

Dann folgt

(VII.5.1) A = A0 + A− A0 = A0[I − A−1
0 (A0 − A)].

Wegen

‖A−1
0 (A0 − A)‖L(X,X) ≤ ‖A−1

0 ‖L(Y,X)‖A− A0‖L(X,Y ) < 1

und Satz VII.5.2 ist I − A−1
0 (A0 − A) ∈ GL(X). Zusammen mit Glei-

chung (VII.5.1) folgt hieraus A ∈ Isom(X, Y ).
ad (2): 1. Schritt: f ist stetig.
Seien A,A0 ∈ Isom(X, Y ) mit

‖A− A0‖L(X,Y ) < ‖A−1
0 ‖−1

L(Y,X).

Zusammen mit Teil (1) folgt

f(A)− f(A0)

= A−1 − A−1
0
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= (A−1A0 − I)A−1
0

= ([A− A0 + A0]
−1A0 − I)A−1

0

= ([A0(A
−1
0 {A− A0}+ I)]−1A0 − I)A−1

0

= ([I − A−1
0 {A0 − A}]−1 − I)A−1

0

= [I − A−1
0 (A0 − A)]−1[I − (I − A−1

0 (A0 − A))]A−1
0

= [I − A−1
0 (A0 − A)]−1A−1

0 (A0 − A)A−1
0(VII.5.2)

und wegen Satz VII.5.2

‖f(A)− f(A0)‖L(Y,X)

≤
‖A−1

0 ‖2L(Y,X)

1− ‖A−1
0 ‖L(Y,X)‖A0 − A‖L(X,Y )

‖A0 − A‖L(X,Y ).

Also ist f stetig.
2. Schritt: f ist differenzierbar.
Sei A0 ∈ Isom(X, Y ) und B ∈ L(X,Y ) mit

‖B‖L(X,Y ) < ‖A−1
0 ‖−1

L(Y,X).

Aus Gleichung (VII.5.2) folgt

f(A0 +B)− f(A0) + A−1
0 BA−1

0

= −[I + A−1
0 B]−1A−1

0 BA0 + A−1
0 BA−1

0

= [I + A−1
0 B]−1{−A−1

0 BA0 + (I + A−1
0 B)A−1

0 BA−1
0 }

= [I + A−1
0 B]−1A−1

0 BA−1
0 BA−1

0

und somit

1

‖B‖L(X,Y )

‖f(A0 +B)− f(A0) + A−1
0 BA−1

0 ‖L(Y,X)

≤
‖A−1

0 ‖3L(Y,X)‖B‖L(X,Y )

1− ‖A−1
0 ‖L(Y,X)‖B‖L(X,Y )

−→
‖B‖L(X,Y )→0

0.

Also ist f differenzierbar und Df(A0)B = −A−1
0 BA−1

0 .
3. Schritt: f ist C∞.
Definiere für S ∈ L(X, Y ) die Abbildung gS : L(Y,X) × L(Y,X) →
L(Y,X) durch

gS(T1, T2) = T1ST2 ∀T1, T2 ∈ L(Y,X).

Offensichtlich ist g stetig und bilinear und somit aus C∞. Aus Schritt
2 folgt für A ∈ Isom(X, Y ) und B ∈ L(X, Y )

Df(A)B = gB(f(A), f(A)).

Hieraus folgt die Behauptung durch Induktion. �
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Wir kommen nun zu einem ersten Hauptsatz dieses Abschnittes.

Satz VII.5.4 (Satz über die Umkehrabbildung). Sei U ⊂ X,
U 6= ∅, offen, f ∈ Cm(U, Y ), m ∈ N∗, x0 ∈ U , y0 = f(x0) und
Df(x0) ∈ Isom(X, Y ). Dann gilt:

(1) ∃V ∈ U(x0),W ∈ U(y0) : f |V : V → W ist bijektiv,
(2) f−1 = (f |V )−1 ∈ Cm(W,V ),
(3) Df−1(y) = Df(x)−1 für alle y = f(x), x ∈ V, y ∈ W .

Beweis. 1. Schritt: Reduktion auf den Fall X = Y , x0 = y0 = 0,
Df(x0) = I.
Definiere

Ũ = {x− x0 : x ∈ U}
f̃(x) = Df(x0)

−1[f(x+ x0)− f(x0)] ∀x ∈ Ũ

Dann ist f̃ ∈ Cm(Ũ ,X), f̃(0) = 0 und

Df̃(0) = I.

Weiter gilt

f(x) = y ⇐⇒ f̃(x− x0) = Df(x0)
−1[y − f(x0)].

Daher können wir im Folgenden stets annehmen, dass gilt X = Y ,
x0 = y0 = 0 und Df(x0) = I.
2. Schritt: ∃V,W ∈ U(0) : f |V : V → W ist bijektiv.
Wegen f ∈ C1(U,X) und Df(0) = I gibt es ein ε > 0 mit

‖I −Df(x)‖L(X,X) ≤
1

2
∀x ∈ B(0, ε).

Definiere

W = B(0,
ε

4
).

Für y ∈ W definieren wir Φy : X → X durch

Φy(x) = x− f(x) + y.

Offensichtlich gilt

Φy(x) = x ⇐⇒ f(x) = y.

Für x1, x2 ∈ B(0, ε
2
) gilt

‖Φy(x1)− Φy(x2)‖X = ‖x1 − x2 − f(x1) + f(x2)‖X

= ‖
∫ 1

0

[I −Df(x1 + t(x2 − x1))](x1 − x2)dt‖X

≤ 1

2
‖x1 − x2‖X .

Wegen

‖Φy(0)‖X = ‖y‖X <
ε

4
=

1

2
· ε
2
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folgt hieraus mit Satz IV.4.4 (S. 138), dass Φy einen eindeutigen Fix-

punkt in B(0, ε
2
) ⊂ B(0, ε) hat.

Definiere
V = {x ∈ B(0, ε) : f(x) ∈ B(0,

ε

4
)}.

Dann ist V ∈ U(0), und aus Obigem folgt, dass f |V : V → W bijektiv
ist.
3. Schritt: f−1 = (f |V )−1 ist stetig.
Seien y1, y2 ∈ W und xi = f−1(yi), 1 ≤ i ≤ 2. Dann folgt

‖f−1(y1)− f−1(y2)‖X
= ‖x1 − f(x1) + y1 − x2 + f(x2)− y2‖X

≤ ‖
∫ 1

0

[I −Df(x1 + t(x2 − x1))](x1 − x2)dt‖X + ‖y1 − y2‖X

≤ 1

2
‖x1 − x2‖X + ‖y1 − y2‖X

=
1

2
‖f−1(y1)− f−1(y2)‖X + ‖y1 − y2‖X

und daher

‖f−1(y1)− f−1(y2)‖X ≤ 2‖y1 − y2‖X .

Also ist f−1 stetig.
4. Schritt: f−1 ist differenzierbar und

Df−1(y) = Df(x)−1 ∀y = f(x), x ∈ V, y ∈ W.
Seien y1, y2 ∈ W und x1, x2 ∈ V wie in Schritt 3. Dann folgt

‖f−1(y2)− f−1(y1)−Df(x1)
−1(y2 − y1)‖X

= ‖x2 − x1 −Df(x1)
−1(f(x2)− f(x1))‖X

= ‖
∫ 1

0

[I −Df(x1)
−1Df(x1 + t(x2 − x1))](x2 − x1)dt‖X

≤ ‖Df(x1)
−1‖L(X,X)

· sup
0≤t≤1

‖Df(x1)−Df(x1 + t(x2 − x1))‖L(X,X)︸ ︷︷ ︸
→0 für x2→x1

· ‖x2 − x1‖X .
Hieraus folgt die Behauptung.
5. Schritt: f−1 ∈ Cm(W,V ).
Gemäß Schritt 4 ist

(VII.5.3) Df−1 = ((Df) ◦ f−1)−1.

Da gemäß Schritt 3 f−1 stetig ist, folgt f−1 ∈ C1(W,V ). Der Rest
folgt durch Induktion aus Gleichung (VII.5.3) mit der Kettenregel und
Satz VII.5.3. Damit ist der Satz bewiesen. �
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Definition VII.5.5. (1) Seien U ⊂ X, X 6= ∅, und V ⊂ Y , V 6= ∅,
offen. Dann heißt die Funktion f : U → V ein Cm-Diffeomorphis-
mus, m ∈ N ∪ {∞, ω} wenn gilt

(1) f : U → V ist bijektiv,
(2) f ∈ Cm(U, V ),
(3) f−1 ∈ Cm(V, U).

Im Falle m = 0 spricht man auch von einem Homöomorphismus.
(2) Sei U ⊂ X, U 6= ∅, offen. Dann heißt die Funktion f : U → Y
ein lokaler Cm-Diffeomorphismus, m ∈ N ∪ {∞, ω} wenn es zu
jedem x0 ∈ U , ein V ∈ U(x0) und ein W ∈ U(f(x0)) gibt, so dass
f |V : V → W ein Cm- Diffeomorphismus ist. Im Fall m = 0 spricht
man auch von einem lokalen Homöomorphismus bzw. sagt, f sei
lokal topologisch.

Bemerkung VII.5.6. (1) f (lokaler) Cm+1-Diffeomorphismus =⇒
f (lokaler) Cm-Diffeomorphismus.
(2) f ∈ Cm+1(U, Y ), f Cm-Diffeomorphismus 6=⇒ f Cm+1-Diffeomor-
phismus.
(3) f : U → Y lokal topologisch =⇒ f ist offen, d.h., Bilder offener
Mengen sind offen.
(4) f ∈ Cm(U, Y ). Dann gilt:
f lokaler Cm-Diffeomorphismus ⇐⇒ Df(x) ∈ Isom(X, Y ) für alle
x ∈ U .
(5) U ⊂ Rk, U 6= ∅, offen und f ∈ Cm(U,Rk). Dann gilt:
f lokaler Cm-Diffeomorphismus ⇐⇒ det(Df(x)) 6= 0 für alle x ∈ U .
(6) Unter den Voraussetzungen von Satz VII.5.4 braucht f kein glo-
baler Cm-Diffeomorphismus zu sein.

Beweis. ad (1): Ist klar.
ad (2): X = Y = R, f(x) = x3. Dann ist f ∈ Cω(R,R) topologisch,
aber f−1(y) = 3

√
y ist in y = 0 nicht differenzierbar.

ad (3): Ist klar.
ad (4):

”
=⇒“ Satz VII.5.4.

”
⇐=“: f ◦ f−1 = idY , f−1 ◦ f = idX . Mit der Kettenregel folgt hieraus

für alle y = f(x)

Df(x) ·Df−1(y) = IL(Y,Y )

Df−1(y) ·Df(x) = IL(X,X).

ad (5): In diesem Fall kann man Df(x) mit einer Matrix identifizieren
und es ist Df(x) ∈ Isom(Rk,Rk) genau dann, wenn gilt det(Df(x)) 6=
0.
ad (6):X = Y = C, f(z) = ez. f ist 2πi-periodisch, also nicht injektiv,
aber ein lokaler Cω-Diffeomorphismus. �

Beispiel VII.5.7. Es gibt ein ε > 0, so dass das Gleichungssystem

tan(x+ y) = u
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ln(1 + y + xy) = v

für alle u, v ∈ R mit
√
u2 + v2 < ε mindestens eine Lösung hat.

Dies folgt aus Satz VII.5.4 und Bemerkung VII.5.6 (5) angewandt auf
die Funktion F : R2 → R2 mit

F (x, y) =

(
tan(x+ y)

ln(1 + y + xy)

)
wegen

DF (x, y) =


1

cos2(x+ y)

1

cos2(x+ y)
y

1 + y + xy

1 + x

1 + y + xy


und

F (0, 0) = (0, 0)

det(DF (0, 0)) = det

(
1 1
0 1

)
= 1.

Wir kommen nun zu dem zweiten Hauptsatz dieses Abschnittes.
Dazu benötigen wir folgende Notation.

Definition VII.5.8. Seien X1, X2 Untervektorräume von X, so
dass X dargestellt werden kann als X = X1 ×X2. Sei U ⊂ X, U 6= ∅,
offen und f : U → Y in U differenzierbar. Dann stellen wir jeden Punkt
x ∈ X in der Form x = (x1, x2), x1 ∈ X1, x2 ∈ X2 dar und bezeichnen
mit

Dx1f ∈ L(X1, Y ) und Dx2f ∈ L(X2, Y )

die Ableitungen der Funktionen

f(·, x∗2) :{x1 ∈ X1 : (x1, x
∗
2) ∈ U} → Y

x1 7→ f(x1, x
∗
2) (x∗2 fest)

bzw.

f(x∗1, ·) :{x2 ∈ X2 : (x∗1, x2) ∈ U} → Y

x2 7→ f(x∗1, x2) (x∗1 fest).

Satz VII.5.9 (Satz über implizite Funktionen). Sei U ⊂ X,
U 6= ∅, offen, m ∈ N∗, und f ∈ Cm(U, Y ). X lasse sich in der Form
X = X1 × X2 mit Untervektorräumen X1, X2 darstellen. Es gebe ein
x∗ = (x∗1, x

∗
2) ∈ U mit

f(x∗) = 0(a)

Dx2f(x∗) ∈ Isom(X2, Y ).(b)

Dann gibt es Umgebungen V1 und W von x∗1 in X1 und V2 von x∗2 in
X2 und ein g ∈ Cm(W,X2) mit folgenden Eigenschaften:
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(1) Dx2f(x1, x2) ∈ Isom(X2, Y ) für alle x1 ∈ V1, x2 ∈ V2.
(2) (x1, x2) ∈ V1 × V2 und f(x1, x2) = 0 ⇐⇒ x1 ∈ W und

x2 = g(x1), d.h., die Nullstellenmenge f−1(0) lässt sich in
einer Umgebung von x∗ als Graph der Funktion g darstellen,
bzw. die Gleichung f(x1, x2) = 0 kann in einer Umgebung von
x∗ nach x2 aufgelöst werden.

(3) Dg(x1) = −[Dx2f(x1, g(x1))]
−1Dx1f(x1, g(x1)) für alle x1 ∈

W .

Beweis. 1. Schritt: Reduktion auf Normalform.
Definiere f̃ : U → X2 durch

f̃(x1, x2) = [Dx2f(x∗1, x
∗
2)]

−1f(x1, x2).

Dann ist f̃ ∈ Cm(U,X2) und

f̃(x1, x2) = 0 ⇐⇒ f(x1, x2) = 0

Dx2 f̃(x∗1, x
∗
2) = IX2 .

Also können wir im Folgenden o.E. annehmen, dass X2 = Y und
Dx2f(x∗1, x

∗
2) = IX2 ist.

2. Schritt: Konstruktion von V = V1 × V2.
O.E. können wir annehmen, dass U = U1 × U2 ist mit offenen Mengen
U1 ⊂ X1, U2 ⊂ X2. Definiere ϕ : U1 × U2 → X1 ×X2 durch

ϕ(x1, x2) = (x1, f(x1, x2)).

Dann ist ϕ ∈ Cm(U1 × U2, X1 ×X2) und

Dϕ(x1, x2)(u1, u2) = (u1, Dx1f(x1, x2)u1 +Dx2f(x1, x2)u2)

∀u1 ∈ X1, u2 ∈ X2.

Definiere B ∈ L(X1 ×X2, X1 ×X2) durch

B(u1, u2) = (u1,−Dx1f(x∗1, x
∗
2)u1 + u2) ∀u1 ∈ X1, u2 ∈ X2.

Dann folgt für u1 ∈ X1, u2 ∈ X2

B(Dϕ(x∗1, x
∗
2)(u1, u2)) = B(u1, Dx1f(x∗1, x

∗
2)u1 + u2)

= (u1, u2)

und

Dϕ(x∗1, x
∗
2)(B(u1, u2)) = Dϕ(x∗1, x

∗
2)(u1,−Dx1f(x∗1, x

∗
2)u1 + u2)

= (u1, u2).

Also ist Dϕ(x∗1, x
∗
2) ∈ Isom(X1 ×X2, X1 ×X2) und B = Dϕ(x∗1, x

∗
2)
−1.

Gemäß Satz VII.5.4 gibt es eine Umgebung V von x∗ in X und ei-
ne Umgebung W̃ von (x∗1, 0) = ϕ(x∗1, x

∗
2) in X, so dass ϕ ein Cm-

Diffeomorphismus von V auf W̃ ist. O.E. können wir annehmen, dass
V = V1×V2 ist mit Umgebungen V1 von x∗1 in X1 und V2 von x∗2 in X2.
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3. Schritt: Konstruktion von g und W .
Sei ψ = (ϕ|V )−1. Dann gilt

ψ(u1, u2) = (x1, x2) ⇐⇒ ϕ(x1, x2) = (u1, u2).

Aus der Konstruktion von ϕ folgt, dass ψ geschrieben werden kann als

ψ(u1, u2) = (u1, h(u1, u2))

mit h ∈ Cm(W̃ , V2). Insbesondere gilt

(x1, x2) ∈ V und f(x1, x2) = v

⇐⇒ (x1, x2) ∈ W̃ und h(x1, v) = x2.

Definiere

W = {x1 ∈ X1 : (x1, 0) ∈ W̃} = W̃ ∩ (X1 × {0})
und g : W → X2 durch

g(x1) = h(x1, 0).

Dann ist W eine Umgebung von x∗1 in X1 und g ∈ Cm(W,X2). Außer-
dem gilt

(x1, x2) ∈ V und f(x1, x2) = 0

⇐⇒ x1 ∈ W und x2 = g(x1).

Damit ist die Behauptung (2) gezeigt.
Die Behauptung (1) folgt aus der Darstellung vonDϕ und der Tatsache,
dass für alle (x1, x2) ∈ V , gilt Dϕ(x1, x2) ∈ Isom(X1 ×X2, X1 ×X2).
4. Schritt: Bestimmung der Ableitung von g.
Definiere F : W → X2 durch

F (x1) = f(x1, g(x1)).

Dann ist F ∈ Cm(W,X2) und für jedes x1 ∈ W gilt

F (x1) = 0

0 = DF (x1)

= Dx1f(x1, g(x1)) +Dx2f(x1, g(x1)) ·Dg(x1).

Da Dx2f(x1, g(x1)) ∈ Isom(X2, X2) ist für jedes x1 ∈ W , folgt hieraus
die Behauptung (3). �

Beispiel VII.5.10. Sei k ≥ 2 und f ∈ C∞(Rk,R) definiert durch

f(x) =
k∑
i=1

x2
i − 1.

Sk−1 = f−1(0) heißt (k−1)-Sphäre. Offensichtlich ist Sk−1 = ∂B(0, 1)
und 0 6∈ Sk−1, Sk−1 6= ∅. Sei x∗ ∈ Sk−1. Dann ist

Df(x∗) = 2(x∗1, . . . , x
∗
2) 6= 0.
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Also gibt es ein i0 ∈ Nk mit x∗i0 6= 0. Wir können Satz VII.5.9 anwenden
mit

X = Rk,

Y = R,
X1 = {(x1, . . . , xi0−1, 0, xi0+1, . . . , xk)} ∼= Rk−1,

X2 = {(0, . . . , 0, xi0 , 0, . . . , 0) : xi0 ∈ R} ∼= R

und erhalten, dass Sk−1 in einer Umgebung von x∗ als Graph einer
Funktion

g : Rk−1 → R
in der Form

{(x1, . . . , xi0−1, g(x1, . . . , xk−1), xi0 , . . . , xk−1) : (x1, . . . , xk−1) ∈ Rk−1}
dargestellt werden kann.

Wir wollen Satz VII.5.9 auf Funktionen auf dem Rk mit Werten in
Rl anwenden. Dazu erinnern wir an die Lineare Algebra.

Bemerkung VII.5.11. Sei dimX = k, dimY = l und A ∈ L(X,
Y ). Dann ist

ker(A) = {x ∈ X : Ax = 0}
ein Untervektorraum von X und

im(A) = {y ∈ Y : ∃ x ∈ X : Ax = y}
ein Untervektorraum von Y .

Rang(A) = dim(im(A))

heißt der Rang von A. Es gilt

dimX = dim(ker(A)) + Rang(A).

Nach Einführen von Basen auf X und Y können wir A mit einer Matrix
aus Ml,k(R) identifizieren. Rang(A) ist unabhängig von der Wahl der
Basen. Es gilt:

Rang(A) = n ⇐⇒ Es gibt eine n-reihige Unterdeter-
minante, die nicht verschwindet, und jede (n+1)-reihige
Unterdeterminante verschwindet.

Definition VII.5.12. Sei U ⊂ Rk, U 6= ∅, offen und f ∈ C1(U,Rl).
Dann heißt x0 ∈ U regulärer Punkt von f genau dann, wenn
Df(x0) surjektiv ist. Letzteres ist genau dann der Fall, wenn

Rang(Df(x0)) = l

ist.

Mit diesen Begriffen lassen sich unsere bisherigen Ergebnisse auch
folgendermaßen formulieren:
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Bemerkung VII.5.13. Sei U ⊂ Rk, U 6= ∅, offen und f ∈ Cm(U,
Rl) mit m ∈ N∗. Dann gilt:

(1) Besitzt f einen regulären Punkt, so gilt k ≥ l.
(2) Sei k > l und x0 ein regulärer Punkt von f mit f(x0) = 0.

Dann besitzt Df(x0) genau l linear unabhängige Spaltenvek-
toren. O.E. seien dies die letzten l Spalten, sonst führe eine
Koordinatentransformation durch. Dann kann die Lösung des
Gleichungssystems

f(x) = 0

in einer Umgebung von x0 als Cm-Funktion der ersten k − l
Variablen dargestellt werden. D.h., M = f−1(0) kann in einer
Umgebung von x0 als Graph einer Cm-Funktion von k − l
Variablen dargestellt werden.

(3) Eine nicht leere Teilmenge M des Rk heißt n-dimensionale
Cm-Untermannigfaltigkeit des Rk, 0 ≤ n < k, m ∈ N∗,
wenn es zu jedem x0 ∈ M ein V ⊂ U(x0) gibt, so dass M ∩
V als Graph einer Cm-Funktion von n-Variablen dargestellt
werden kann. Ist speziell n = k − 1, so spricht man von einer
Hyperfläche im Rk.

(4) Sk−1 ist eine Hyperfläche im Rk, k ≥ 2.
(5) Es sei M = f−1(0) 6= ∅ und jedes x ∈ M sei regulärer Punkt

von f . Dann ist M eine k− l dimensionale Untermannigfaltig-
keit von Rk.

Als Anwendung des Satzes über implizite Funktionen betrachten
wir die Berechnung von Extrema unter Nebenbedingungen.

Satz VII.5.14. Sei U ⊂ Rk, U 6= ∅, offen, 1 ≤ l < k und f ∈
C1(U,R), g ∈ C1(U,Rl). Für den Punkt x∗ ∈ U gelte

(a) g(x∗) = 0,
(b) x∗ ist regulärer Punkt von g,
(c) x∗ ist ein lokales Extremum von f |M mit M = g−1(0).

Dann gibt es l Zahlen λ∗1, . . . , λ
∗
l ∈ R, die sog. Langrange-Multipli-

katoren, so dass (x∗1, . . . , x
∗
k, λ

∗
1, . . . , λ

∗
l ) ∈ Rk × Rl kritischer Punkt

der Langrange-Funktion

F :U × Rl → R

(x, λ) 7→ f(x) +
l∑

i=1

λigi(x)

ist.

Beweis. Gemäß Bemerkung VII.5.13 (2) besitzt Dg(x∗) genau l li-
near unabhängige Spaltenvektoren. O.E. sind dies die letzten l Spalten,
sonst führen wir eine Koordinatentransformation durch, die die Spal-
ten von Dg(x∗) geeignet vertauscht. Setze zur Abkürzung n = k − l
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und y∗ = (x∗1, . . . , x
∗
n) ∈ Rn. Gemäß Satz VII.5.9 gibt es Umgebungen

V von x∗ in Rk und W von y∗ in Rn und eine Funktion ϕ ∈ C1(W,Rl),
so dass gilt

M ∩ V = {(y, ϕ(y)) : y ∈ W}.

Definiere die Funktion f̃ : W → R durch

f̃(y) = f(y, ϕ(y)) = f(y1, . . . , yn, ϕ1(y), . . . , ϕl(y)).

Dann ist f̃ ∈ C1(W,R), f̃ = f |M∩V und y∗ ist ein lokales Extremum

von f̃ . Also ist y∗ kritischer Punkt von f̃ , d.h., für 1 ≤ i ≤ n gilt

0 =
∂

∂yi
f̃(y∗)

=
∂

∂xi
f(y∗, ϕ(y∗)) +

l∑
j=1

∂

∂xn+j

f(y∗, ϕ(y∗))
∂

∂yi
ϕj(y

∗)

=
∂

∂xi
f(x∗) +

l∑
j=1

∂

∂xn+j

f(x∗)
∂

∂yi
ϕj(y

∗).

Setze zur Abkürzung

A =
( ∂

∂xn+j

gi(x
∗)
)

1≤i,j≤l
.

Dann folgt aus Satz VII.5.9 für 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ l

∂

∂yi
ϕj(y

∗) = (−A−1Dx1g(x
∗))j,i

= −
l∑

µ=1

(A−1)jµ
∂

∂xi
gµ(x

∗).

Damit folgt für 1 ≤ i ≤ n

0 =
∂

∂xi
f(x∗)−

l∑
j=1

l∑
µ=1

(A−1)jµ
∂

∂xn+j

f(x∗)
∂

∂xi
gµ(x

∗)

=
∂

∂xi
[f(x∗) +

l∑
µ=1

λ∗µgµ(x
∗)]

=
∂

∂xi
F (x∗, λ∗)

mit

λ∗µ = −
l∑

j=1

(A−1)jµ
∂

∂xn+j

f(x∗) 1 ≤ µ ≤ l.
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Schließlich folgt für 1 ≤ ν ≤ l

∂

∂xn+ν

F (x∗, λ∗) =
∂

∂xn+ν

f(x∗) +
l∑

µ=1

λ∗µ
∂

∂xn+ν

gµ(x
∗)

=
∂

∂xn+ν

f(x∗)

−
l∑

µ=1

l∑
j=1

(A−1)jµ
∂

∂xn+j

f(x∗)
∂

∂xn+ν

g∗µ︸ ︷︷ ︸
=Aµν

=
∂

∂xn+ν

f(x∗)−
l∑

j=1

δjν
∂

∂xn+j

f(x∗)

= 0.

Damit ist die Behauptung bewiesen. �

Beispiel VII.5.15. Sei

E = {(x, y, z) ∈ R3 : x+ y + z = 0}
E+ = {(x, y, z) ∈ R3 : x+ y + z ≥ 0}.

Gesucht sind die Mimima und Maxima der Funktion f ∈ C∞(R3,R)
mit

f(x, y, z) = exp(xyz),

sowie die Punkte, an denen diese angenommen werden, auf den Mengen

(a) S2,
(b) S2 ∩ E ,
(c) S2 ∩ E+.

Da die genannten Mengen kompakt sind, ist die Aufgabe wohlgestellt.
ad (a): Die Lagrange-Funktion lautet

F (x, y, z, λ) = exyz + λ(x2 + y2 + z2 − 1).

Wir erhalten als Bedingung für einen kritischen Punkt:

yzexyz + 2λx = 0

xzexyz + 2λy = 0

xyexyz + 2λz = 0

x2 + y2 + z2 − 1 = 0.

Multiplikation der ersten drei Gleichungen mit x bzw. y bzw. z und
Addition liefert wegen der vierten Gleichung

2λ+ 3xyzexyz = 0.

Einsetzen ergibt

exyzyz(1− 3x2) = 0
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exyzxz(1− 3y2) = 0

exyzxy(1− 3z2) = 0,

(x, y, z) ∈ S2.

Dies liefert die Lösungen

(±1, 0, 0), (0,±1, 0), (0, 0,±1)

und

(± 1√
3
,± 1√

3
,± 1√

3
).

Definiere

N = {(±1, 0, 0), (0,±1, 0), (0, 0,±1)},

M = {(± 1√
3
,± 1√

3
,± 1√

3
) :

- kommt eine gerade Anzahl Male vor},

m = {(± 1√
3
,± 1√

3
,± 1√

3
) :

- kommt eine ungerade Anzahl Male vor}.

Dann folgt

f(x, y, z) = 1 ∀(x, y, z) ∈ N,

f(x, y, z) = e
1

3
√

3 ∀(x, y, z) ∈M,

f(x, y, z) = e
− 1

3
√

3 ∀(x, y, z) ∈ m.

Also gilt

e
− 1

3
√

3 ≤ f(x, y, z) ≤ e
1

3
√

3 ∀(x, y, z) ∈ S2

und das Maximum und Minimum wird genau in den Punkten von M
bzw. m angenommen.
ad (b): In diesem Fall lautet die Lagrange-Funktion

F (x, y, z, λ, µ) = exyz + λ(x2 + y2 + z2 − 1) + µ(x+ y + z).

Die Bedingungen für einen kritischen Punkt lauten:

yzexyz + 2λx+ µ = 0

xzexyz + 2λy + µ = 0

xyexyz + 2λz + µ = 0

x2 + y2 + z2 − 1 = 0

x+ y + z = 0.

Wie in Teil (a) folgt wegen der letzten beiden Gleichungen

2λ+ 3xyzexyz = 0.
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Einsetzen ergibt

yzexyz(1− 3x2) + µ = 0

xzexyz(1− 3y2) + µ = 0

xyexyz(1− 3z2) + µ = 0

(x, y, z) ∈ S2 ∩ E .
Subtraktion der ersten Gleichung von der zweiten und dritten liefert

exyzz(y − x)(1 + 3xy) = 0

exyzy(z − x)(1 + 3xz) = 0.

Wobei die zweite der obigen Gleichungen aus der ersten durch Vertau-
schen von y und z hervorgeht.
Wie man sich leicht überlegt, führen die Annahmen

z = 0 oder y = 0 oder x = 0

zu einem Widerspruch zu der Bedingung (x, y, z) ∈ S2 ∩ E .
Aus x = y und (x, y, z) ∈ S2 ∩ E folgt

x = ± 1√
6
, y = ± 1√

6
, z = ∓ 2√

6
.

Dies ist eine Lösung. Analog erhält man die Lösungen

(∓ 2√
6
,± 1√

6
,± 1√

6
)

(± 1√
6
,∓ 2√

6
,± 1√

6
)

und überzeugt sich, dass dies alle Lösungen sind. Setze

M̃ = {( 2√
6
,− 1√

6
,− 1√

6
), (− 1√

6
,

2√
6
,− 1√

6
), (− 1√

6
,− 1√

6
,

2√
6
}

m̃ = {(− 2√
6
,

1√
6
,

1√
6
), (

1√
6
,− 2√

6
,

1√
6
), (

1√
6
,

1√
6
,− 2√

6
}.

Dann folgt

f(x, y, z) = e
1

3
√

6 ∀(x, y, z) ∈ M̃

f(x, y, z) = e
− 1

3
√

6 ∀(x, y, z) ∈ m̃.
Also gilt

e
− 1

3
√

6 ≤ f(x, y, z) ≤ e
1

3
√

6 ∀(x, y, z) ∈ S2 ∩ E

und das Maximum und Minimum wird genau in den Punkten von M̃
bzw. m̃ angenommen.
ad (c): Sei (x, y, z) ∈ S2 ∩ E+ ein lokales Extremum von f . Dann gilt
entweder x + y + z = 0 oder x + y + z > 0. Im ersten Fall ist (x, y, z)
auch ein Extremum von f auf S2 ∩ E ; im zweiten Fall ist es auch ein
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Extremum von f auf S2.
Wegen

M ∩ S2 ∩ E+ = {(− 1√
3
,

1√
3
,

1√
3
)}

m ∩ S2 ∩ E+ = {( 1√
3
,

1√
3
,− 1√

3
), (

1√
3
,− 1√

3
,

1√
3
), (− 1√

3
,

1√
3
,

1√
3
)}

folgt aus Teil (a) und (b)

max
(x,y,z)∈S2∩E+

f(x, y, z) = max{e
1

3
√

3 , e
1

3
√

6} = e
1

3
√

3

und
min

(x,y,z)∈S2∩E+
f(x, y, z) = min{e−

1
3
√

3 , e
− 1

3
√

6} = e
− 1

3
√

3

und das Maximum und Minimum wird in den Punkten von M∩S2∩E+
bzw. m ∩ S2 ∩ E+ angenommen.



KAPITEL VIII

Kurven und Kurvenintegrale

Im Mittelpunkt dieses Kapitels steht das Stammfunktionenproblem
für Funktionen mehrerer Veränderlicher, d.h. die Frage, wann es zu
einem gegebenen Vektorfeld f ∈ C(U,Rn), U ⊂ Rn, eine Funktion
F ∈ C1(U,R) gibt mit f = DF . Um diese Frage zu beantworten, be-
trachten wir zunächst Kurven im Rn und Integrale von Vektorfeldern
entlang solcher Kurven.
Anschließend wenden wir die gewonnenen Ergebnisse auf den Spezi-
alfall komplexer Funktionen an und beweisen die zentralen Sätze der
Funktionentheorie (Cauchyscher Integralsatz, Satz von Liouville, Resi-
duensatz usw.).

VIII.1. Kurven und ihre Länge

In diesem Paragraphen sei stets I = [a, b] ein kompaktes, perfektes
Intervall, m ∈ N und n ∈ N∗, ‖ · ‖ bezeichne stets die euklidische Norm
auf dem Rn.

Wir knüpfen an Definition III.5.8 (S. 91) an.

Definition VIII.1.1. Eine Funktion γ ∈ Cm(I,Rn) heißt Cm-
Weg in Rn mit Anfangspunkt γ(a) und Endpunkt γ(b). Der Weg
heißt geschlossen, wenn gilt γ(a) = γ(b). Die Menge

Spur(γ) = γ(I)

heißt die Spur des Weges γ.

Bemerkung VIII.1.2. Verschiedene Wege können die gleiche Spur
haben. Betrachte z.B. γ1, γ2 : [0, 2π]→ R2 mit

γ1(t) = (cos t, sin t)

γ2(t) = (cos 2t, sin 2t)

Dann ist

Spur(γ1) = Spur(γ2) = S1.

Die Spur des Weges γ sei ein Polygonzug im Rn. Dann gibt es of-
fensichtlich Zahlen a = a0 < a1 < . . . < ak = b, so dass γ([ai−1, ai]) für
alle 1 ≤ i ≤ k eine Strecke ist. Die Länge des Polygonzuges ist offen-

sichtlich
k∑
i=1

‖γ(ai)− γ(ai−1)‖. Anschaulich können wir die Spur eines

259
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beliebigen Weges beliebig gut durch einen Polygonzug approximieren.
Dies führt auf folgende Definition.

Definition VIII.1.3. Ein Weg γ ∈ C(I,Rn) heißt rektifizier-
bar, wenn gilt

L(γ) = sup
{ k∑
i=1

‖γ(ai−1)− γ(ai)‖ : Z = (a0, . . . , ak) Zerlegung von I
}

<∞.

In diesem Fall heißt L(γ) die Länge von γ.

Bemerkung VIII.1.4. Es gibt stetige, nicht rektifizierbare Wege.
Definiere z.B. γ : [0, 1]→ R durch

γ(t) =

{
t cos π

2t
für 0 < t ≤ 1,

0 für t = 0.

Dann ist γ ∈ C([0, 1],R). Für k ∈ N∗ sei Zk = (t0,k, . . . , t4k,k) mit
t0,k = 0 und

tj,k =
1

4k + 1− j
1 ≤ j ≤ 4k.

Dann folgt

γ(tj,k) = tj,k cos
π

2
(4k + 1− j)

=

{
0 für 1 ≤ j ≤ 4k, j gerade,

(−1)ltj,k für 1 ≤ j ≤ 4k, j = 2l + 1.

und somit
4k∑
j=1

‖γ(tj−1,k)− γ(tj,k)‖ = 2
2k−1∑
l=0

‖γ(t2j+1,k)‖

= 2
2k∑
l=0

1

4k − 2l

=
2k∑
m=1

1

m

−→
k→∞
∞.

Satz VIII.1.5. Sei γ ∈ C1(I,Rn). Dann ist γ rektifizierbar und

L(γ) =

∫ b

a

‖γ′(t)‖dt

=

∫ b

a

√
γ′1(t)

2 + · · ·+ γ′n(t)
2dt.
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Beweis. Sei Z = (a0, . . . , ak) eine Zerlegung von I. Dann folgt mit
Satz VI.2.3 (S. 181)

k∑
i=1

‖γ(ai)− γ(ai−1)‖ =
k∑
i=1

‖
∫ ai

ai−1

γ′(t)dt‖

≤
k∑
i=1

∫ ai

ai−1

‖γ′(t)‖dt

=

∫ b

a

‖γ′(t)‖dt.

Da Z beliebig war, folgt, dass γ rektifizierbar ist und dass gilt

L(γ) ≤
∫ b

a

‖γ′(t)‖dt.

Da I kompakt ist, ist γ′ gleichmäßig stetig auf I. Sei ε > 0 beliebig.
Dann gibt es ein k ∈ N∗ mit

‖γ′(t)− γ′(s)‖ < ε

2(b− a)
∀t, s ∈ I mit |t− s| ≤ b− a

k
.

Damit folgt∫ b

a

‖γ′(t)‖dt

=
k∑
j=1

∫ a+ j
k
(b−a)

a+ j−1
k

(b−a)
‖γ′(t)‖dt

≤
k∑
j=1

{∫ a+ j
k
(b−a)

a+ j−1
k

(b−a)
‖γ′(t)− γ′(a+

2j − 1

2k
(b− a))‖dt

+ ‖γ(a+
j

k
(b− a))− γ(a+

j − 1

k
(b− a))

− γ′(a+
2j − 1

2k
(b− a)) · b− a

k
‖

+ ‖γ(a+
j − 1

k
(b− a))− γ(a+

j

k
(b− a))‖

}
=

k∑
j=1

‖γ(a+
j − 1

k
(b− a))− γ(a+

j

k
(b− a))‖

+
k∑
j=1

{∫ a+ j
k
(b−a)

a+ j−1
k

(b−a)
‖γ′(t)− γ′(a+

2j − 1

2k
(b− a))‖dt

+ ‖
∫ a+ j

k
(b−a)

a+ j−1
k

(b−a)
[γ′(s)− γ′(a+

2j − 1

2k
(b− a))]ds‖

}
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≤ L(γ) + 2(b− a) ε

2(b− a)
= L(γ) + ε.

Da ε beliebig war, folgt die Behauptung. �

Anschaulich stellt die Spur eines Weges eine
”
Kurve“ im Rn dar.

Wie wir gesehen haben, kann dabei eine
”
Kurve“ durch verschiedene

Wege beschrieben werden. Wir interessieren uns im Folgenden für Ei-
genschaften, die von der speziellen Darstellung der

”
Kurve“ unabhängig

sind. Dazu benötigen wir folgende Definition.

Definition VIII.1.6. Seien I und Ĩ kompakte, perfekte Intervalle

und γ ∈ Cm(I,Rn), γ̃ ∈ Cm(Ĩ ,Rn) zwei Cm-Wege. Dann heißt γ̃ eine
Cm-Umparametrisierung von γ, kurz γ̃∼m γ, wenn es einen streng

monoton wachsenden Cm-Diffeomorphismus ϕ von I auf Ĩ gibt mit

γ = γ̃ ◦ ϕ.

Bemerkung VIII.1.7. (1) Ist γ̃ eine Umparametrisierung von γ,
so haben beide Wege die gleichen Anfangs- und Endpunkte und die
gleiche Spur.
(2) ∼m ist eine Äquivalenzrelation.
(3) Gilt γ∼m γ̃, so gilt auch γ∼k γ̃ für alle 0 ≤ k ≤ m.

Satz VIII.1.8. Seien I und Ĩ kompakte, perfekte Intervalle und

γ ∈ C(I,Rn), γ̃ ∈ C(Ĩ ,Rn) zwei stetige Wege mit γ∼0 γ̃. Dann gilt

L(γ) = L(γ̃).

Beweis. Sei I = [a, b], Ĩ = [ã, b̃] und Z = (a0, . . . , ak) eine Zerle-

gung von I. Dann ist Z̃ = (ã0, . . . , ãk) mit ãj = ϕ(aj) eine Zerlegung

von Ĩ, wobei ϕ ∈ C(I, Ĩ) der Homöomorphismus aus der Definition von
γ∼0 γ̃ ist. Dann folgt

k∑
i=1

‖γ(ai)− γ(ai−1)‖ =
k∑
i=1

‖γ̃(ϕ(ai))− γ̃(ϕ(ai−1))‖

=
k∑
i=1

‖γ̃(ãi)− γ̃(ãi−1)‖

≤ L(γ̃)

und somit

L(γ) ≤ L(γ̃).

Vertauschen von γ und γ̃ liefert die Behauptung. �

Definition VIII.1.9. Unter einer Cm−Kurve Γ in Rn verste-
hen wir eine Äquivalenzklasse von Cm-Wegen bzgl. ∼m. Wir schreiben
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Γ : I → Rn, t 7→ γ(t), wenn γ ein Element der zu Γ gehörenden Äqui-
valenzklasse ist. Die Kurve Γ heißt rektifizierbar, wenn ein (und
damit alle) Element γ aus der zugehörigen Äquivalenzklasse rektifi-
zierbar ist. Die Zahl

L(Γ) = L(γ)

heißt dann die Bogenlänge oder kurz Länge von Γ.

Bemerkung VIII.1.10. (1) Wegen Satz VIII.1.8 ist die Länge ei-
ner rektifizierbaren Kurve wohldefiniert.
(2) Wegen Satz VIII.1.8 und Bemerkung VIII.1.4 gibt es stetige, nicht
rektifizierbare Kurven (vgl. Beispiel VIII.1.12 (7)).
(3) Wegen Bemerkung VIII.1.7 hat jede Kurve eine eindeutige Orien-
tierung, die durch die Orientierung der Wege aus der entsprechenden
Äquivalenzklasse festgelegt ist.

Aus Satz VIII.1.5 folgt unmittelbar:

Satz VIII.1.11. Jede C1-Kurve ist rektifizierbar.

Beispiel VIII.1.12. (1) (Graph einer C1-Funktion) Sei f ∈
C1(I,R) und Γ der Graph von f in R2. Dann ist γ : t 7→ (t, f(t)) eine
Parametrisierung von Γ und

L(Γ) = L(γ) =

∫ b

a

√
1 + f ′(t)2 dt.

(2) (Ebene Kurve in Polarkoordinatendarstellung) Betrach-
te Γ : I → R2, t 7→ γ(t) = (r(t) cos t, r(t) sin t) mit r ∈ C1(I,R). Dann
ist

‖γ′(t)‖ = ‖(r′(t) cos t− r(t) sin t, r′(t) sin t+ r(t) cos t)‖

=
√
r′(t)2 + r(t)2

und

L(Γ) =

∫ b

a

√
r′(t)2 + r(t)2 dt.

(3) (Kreislinie mit Radius R) Dies ist ein Spezialfall von (2) mit
I = [0, 2π] und r(t) = R für alle t ∈ I. Es ist

L(Γ) = 2πR.

(4) (Archimedische Spirale) Dies ist ein Spezialfall von (2) mit
I = [0, b], b > 0, und r(t) = tρ für alle t ∈ I mit ρ > 0 fest. Es ist

L(Γ) =

∫ b

0

√
ρ2 + ρ2t2 dt

= ρ

∫ b

0

√
1 + t2 dt
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=
ρ

2
[t
√

1 + t2 + ln(t+
√

1 + t2)]t=bt=0

=
ρ

2
[b
√

1 + b2 + ln(b+
√

1 + b2)]

−→
b→+∞

+∞.

(5) (Logarithmische Spirale) Dies ist ein Spezialfall von (2) mit
I = [a, b] und r(t) = ρeλt für alle t ∈ I mit ρ > 0, λ > 0 fest. Es ist

L(Γ) =

∫ b

a

√
ρ2e2λt + ρ2λ2e2λt dt

= ρ
√

1 + λ2

∫ b

a

eλtdt

=
ρ

λ

√
1 + λ2[eλb − eλa]

−→
a→−∞

ρ

λ

√
1 + λ2eλb.

(6) (Schraubenlinie) Betrachte Γ : I → R3, t 7→ γ(t) = (R cos t,
R sin t, ht) mit R > 0, h > 0. R heißt Radius; h heißt Ganghöhe. Es ist

‖γ′(t)‖ = ‖(−R sin t, R cos t, h)‖

=
√
R2 + h2

und

L(Γ) = (b− a)
√
R2 + h2.

(7) (nicht rektifizierbare stetige Kurve) Betrachte Γ : [0, 1]→
R2, t 7→ γ(t) = (t cos 1

t
, t sin 1

t
). Für t > 0 ist

‖γ′(t)‖ = ‖(cos
1

t
+

1

t
sin

1

t
, sin

1

t
− 1

t
cos

1

t
)‖

=

√
1 +

1

t2
.

Für 0 < a < 1 folgt∫ 1

a

‖γ′(t)‖ =

∫ 1

a

√
1 +

1

t2
dt

≥
∫ 1

a

1

t
dt

= − ln(a)

−→
a→0+

+∞.
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VIII.2. Tangente und Krümmung

In diesem Paragraphen sei wieder I ein kompaktes, perfektes Inter-
vall, m ∈ N und n ∈ N∗, ‖ · ‖ bezeichne wieder die euklidische Norm
auf dem Rn.

Wir wollen den Begriff des Tangentenvektors einführen. Dazu be-
nötigen wir:

Definition VIII.2.1. Sei γ ∈ C1(I,Rn) ein C1-Weg. Dann heißt
t0 ∈ I ein regulärer Punkt von γ, wenn gilt γ′(t0) 6= 0. γ heißt
regulärer Weg, wenn jedes t ∈ I regulärer Punkt von γ ist. Eine
C1-Kurve Γ heißt regulär, wenn es in der entsprechenden Äquiva-
lenzklasse einen regulären Weg gibt.

C1-Umparametrisierungen beeinflussen nicht die Regularität eines
Weges. Anders verhält es sich bei C0-Umparametrisierungen. Dies zei-
gen die folgende Bemerkung und das folgende Beispiel.

Bemerkung VIII.2.2. Seien I und Ĩ kompakte, perfekte Intervalle

und γ ∈ C1(I,Rn), γ̃ ∈ C1(Ĩ ,Rn) Wege mit γ∼1 γ̃. Dann ist γ genau
dann regulär, wenn γ̃ regulär ist.

Beweis. Sei ϕ ∈ C1(I, Ĩ) ein streng wachsender C1-Diffeomorphis-
mus mit γ = γ̃ ◦ ϕ. Dann ist

γ′(t) = γ̃′(ϕ(t)) · ϕ′(t) ∀t ∈ I.

Wegen ϕ′(t) > 0 für alle t ∈ I folgt hieraus die Behauptung. �

Beispiel VIII.2.3. Die Wege γ ∈ C1([−1, 1],R2) mit

γ(t) = (t
4
3 , t)

und γ̃ ∈ C1([−1, 1],R2) mit

γ̃(t) = (t4, t3)

haben die gleichen Anfangs- und Endpunkte und die gleiche Spur. γ
ist regulär, γ̃ ist nicht regulär. Es ist γ = γ̃ ◦ ϕ mit

ϕ : [−1, 1]→ [−1, 1] , t 7→ 3
√
t.

ϕ ist ein Homöomorphismus, aber kein C1-Diffeomorphismus.

Definition VIII.2.4. Sei γ ∈ C1(I,Rn) ein regulärer Weg. Dann
heißt der Vektor

e1(t) =
γ′(t)

‖γ′(t)‖
∀t ∈ I

der Tangenteneinheitsvektor an γ im Punkt γ(t).
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Bemerkung VIII.2.5. (1) Sind I, Ĩ kompakte, perfekte Intervalle,

γ ∈ C1(I,Rn), γ̃ ∈ C1(Ĩ ,Rn) regulär und ϕ ∈ C1(I, Ĩ) ein streng
wachsender C1-Diffeomorphismus mit γ = γ̃ ◦ ϕ, so ist

e1(t) =
γ′(t)

‖γ′(t)‖

=
γ̃′(ϕ(t)) · ϕ′(t)
‖γ̃′(ϕ(t)) · ϕ′(t)‖

=
γ̃′(ϕ(t))

‖γ̃′(ϕ(t))‖
= ẽ1(ϕ(t)) ∀t ∈ I.

Der Tangenteneinheitsvektor ist also invariant unter Parameterwech-
seln.
(2) Es ist

γ(t0 + h) = γ(t0) + h‖γ′(t0)‖e1(t0) + hr(t0, h) ∀t0 ∈ I, h ∈ R

mit

lim
h→0
‖r(t0, h)‖ = 0.

Der Weg γ wird also im Punkt γ(t0) in erster Ordnung von der Tangente

s 7→ γ(t0) + se1(t0)

approximiert.

Definition VIII.2.6. γ ∈ C1(I,Rn) heißt nach der Bogenlänge
parametrisiert, wenn gilt

‖γ′(t)‖ = 1 ∀t ∈ I.
Wir kennzeichnen die Bogenlänge stets durch s und die Ableitung nach
der Bogenlänge durch γ̇.

Bemerkung VIII.2.7. (1) Ist γ nach der Bogenlänge parametri-
siert, so ist γ regulär.
(2) Jede reguläre Kurve Γ kann nach der Bogenlänge parametrisiert
werden.

Beweis. ad (1): Ist klar.
ad (2): Sei γ ∈ C1(I,Rn) eine reguläre Parametrisierung von Γ. Sei

L = L(γ) und Ĩ = [0, L]. Definiere ϕ : I → Ĩ durch

ϕ(t) =

∫ t

a

‖γ′(τ)‖dτ.

Dann ist ϕ ein streng wachsender C1-Diffeomorphismus. Für γ̃ = γ ◦
ϕ−1 ∈ C1(Ĩ ,Rn) folgt

˙̃γ(s) =
d

ds
γ̃(s)
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= γ′(ϕ−1(s)) · 1

ϕ′(ϕ−1(s))

=
γ′(ϕ−1(s))

‖γ′(ϕ−1(s))‖
∀s ∈ Ĩ

und somit

‖ ˙̃γ(s)‖ = 1 ∀s ∈ Ĩ .
�

Satz VIII.2.8. Sei γ ∈ C2(I,Rn) nach der Bogenlänge parametri-
siert. Dann gilt

〈γ̇(s), γ̈(s)〉 = 0 ∀s ∈ I,
wobei

〈x, y〉 =
n∑
i=1

xiyi

das euklidische Skalarprodukt bezeichnet.

Beweis. Für alle s ∈ I gilt

‖γ̇(s)‖2 =
n∑
i=1

γ̇i(s)
2 = 1.

Durch Differentiation folgt

0 =
d

ds
‖γ̇(s)‖2 = 2

n∑
i=1

γ̇i(s)γ̈i(s) = 2〈γ̇(s), γ̈(s)〉.

�

�
�

�
���

@
@

@
@@I

e1(t)e2(t)

Abbildung VIII.2.1. Vektoren e1(t) und e2(t)

Für den Rest des Paragraphen betrachten wir ebene Kurven, d.h.,
den Fall n = 2 (vgl. Abbildung VIII.2.1). Zu e1(t) gibt es dann einen
eindeutig bestimmten Vektor e2(t) mit den Eigenschaften

‖e2(t)‖ = 1,

〈e1(t), e2(t)〉 = 0,

det[e1(t), e2(t)] = 1.

(VIII.2.1)
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Definition VIII.2.9. Sei γ ∈ C2(I,R2) eine nach der Bogenlänge
parametrisierte ebene Kurve. Sei e1(s) der Tangenteneinheitsvektor zu
γ und e2(s) der durch Gleichung (VIII.2.1) bestimmte Vektor. Dann
ist

γ̈(s) = κ(s)e2(s) ∀s ∈ I.
Die Größe κ(s) heißt die Krümmung der Kurve im Punkt γ(s).

Bemerkung VIII.2.10. Ist κ(s) > 0 bzw. κ(s) < 0, so dreht sich
der Tangenteneinheitsvektor e1(s) bei Durchlaufen der Kurve in ma-
thematisch positiver Richtung bzw. mathematisch negativer Richtung.

Der folgende Satz beschreibt einen fundamentalen Zusammenhang
zwischen den Vektoren e1 und e2 und erlaubt die Berechnung der
Krümmung von Wegen, die nicht nach der Bogenlänge parametrisiert
sind.

Satz VIII.2.11. (1) Sei γ ∈ C2(I,R2) nach der Bogenlänge para-
metrisiert. Dann gelten die Frenetschen Formeln

ė1 = κe2,

ė2 = −κe1.

(2) Sei γ ∈ C2(I,R2) regulär. Dann gilt für die Krümmung

κ(t) =
x′(t)y′′(t)− x′′(t)y′(t)

[x′(t)2 + y′(t)2]3/2
∀t ∈ I,

wobei γ(t) = (x(t), y(t)) für alle t ∈ I ist.

Beweis. ad (1): Die erste Formel folgt direkt aus der Definition
der Krümmung. Aus Gleichung (VIII.2.1) folgt durch Differentiation

0 = 〈e2(s), ė2(s)〉 ∀s ∈ I
=⇒ ė2(s) = α(s)e1(s) ∀s ∈ I

und

0 = 〈ė1(s), e2(s)〉+ 〈e1(s), ė2(s)〉
= 〈κ(s)e2(s), e2(s)〉+ 〈e1(s), α(s)e1(s)〉
= κ(s) + α(s).

Hieraus folgt die zweite Formel.
ad (2): Seien γ̃ und ϕ wie im Beweis von Bemerkung VIII.2.7 (2).
Setze ψ = ϕ−1. Dann folgt

.

γ̃(s) = γ′(ψ(s)) · ψ̇(s)

¨̃γ(s) = γ′′(ψ(s)) · ψ̇(s)2 + γ′(ψ(s))ψ̈(s)

ψ̇(s) = ‖γ′(ψ(s))‖−1.
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Aus der Definition der Krümmung und aus Gleichung (VIII.2.1) folgt

κ(s) = det(
.

γ̃(s),
..

γ̃(s))

= ψ̇(s)3 det(γ′(ψ(s)), γ′′(ψ(s)))

+ ψ̇(s)ψ̈(s) det(γ′(ψ(s)), γ′(ψ(s)))

= ψ̇(s)3 det(γ′(ψ(s)), γ′′(ψ(s))). ∀s ∈ Ĩ .

Also ist

κ(t) = ‖γ′(t)‖−3 det[γ′(t), γ′′(t)]

=
x′(t)y′′(t)− x′′(t)y′(t)

[x′(t)2 + y′(t)2]3/2
∀t ∈ I.

�

Beispiel VIII.2.12. (1) (Graph einer C2-Funktion) Sei f ∈
C2(I,R) und Γ der Graph von f . Die Krümmung ist gemäß Satz
VIII.2.11 (2)

κ(t) =
f ′′(t)

[1 + f ′(t)2]3/2
.

(2) (Ebene Kurve in Polarkoordinatendarstellung) Für die
Krümmung ergibt sich

κ(t) =
r(t)2 + 2r′(t)2 − r(t)r′′(t)

[r(t)2 + r′(t)2]3/2
.

(3) (Kreislinie mit Radius R) Aus (2) folgt mit r(t) = R

κ =
1

R
.

(4) (Archimedische Spirale) Aus (2) folgt mit r(t) = ρt

κ(t) =
2 + t2

ρ(1 + t2)3/2
∀t ∈ [0, b].

(5) (Logarithmische Spirale) Aus (2) folgt mit r(t) = ρeλt

κ(t) =
1

ρeλt
√

1 + λ2
.

Der folgende Satz charakterisiert die ebenen Kurven konstanter
Krümmung.

Satz VIII.2.13. Sei γ ∈ C2(I,R) regulär. Dann gilt:

(1) γ ist die Parametrisierung einer Geraden genau dann, wenn
gilt

κ(t) = 0 ∀t ∈ I.
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(2) γ ist die Parametrisierung eines Kreisbogens, d.h. es gibt ein
x0 ∈ R2 und ein R ∈ R∗

+ mit

‖γ(t)− x0‖ = R ∀t ∈ I

genau dann, wenn gilt

|κ(t)| = 1

R
∀t ∈ I.

Beweis. ad (1): O.E. ist γ nach der Bogenlänge parametrisiert.
Dann folgt

κ(s) = 0 ∀s ∈ I
⇐⇒ γ̈(s) = 0 ∀s ∈ I
⇐⇒ ∃b ∈ R2 : ‖b‖ = 1 und γ̇(s) = b ∀s ∈ I
⇐⇒ ∃a, b ∈ R2 : ‖b‖ = 1 und γ(s) = sb+ a ∀s ∈ I.

ad (2): O.E. ist γ wieder nach der Bogenlänge parametrisiert.

”
=⇒“: Aus ‖γ(s)− x0‖2 = R2 für alle s ∈ I folgt

〈γ(s)− x0, γ̇(s)〉 = 0

Also ist

γ(s)− x0 = εRe2(s) mit ε ∈ {−1, 1}.
Aus den Frenetschen Formeln folgt

e1(s) = γ̇(s) = εRė2(s) = −εRκe1(s)

und somit

κ(s) =
−ε
R

∀s ∈ I.

”
⇐=“: Sei ε ∈ {−1, 1}, so dass gilt

κ(s) =
ε

R
∀s ∈ I.

Aus den Frenetschen Formeln folgt

(γ + εRe2)
. = e1 + εRė2 = 0 ∀s ∈ I

⇐⇒ γ + εRe2 = x0 für ein x0 ∈ R2

⇐⇒ ‖γ − x0‖ = |ε|R‖e2‖ = R ∀s ∈ I.

�

VIII.3. Kurvenintegrale

In diesem Paragraphen wenden wir uns dem Stammfunktionen-
problem für Funktionen mehrerer Veränderlicher zu. Dabei bezeichnet
G ⊂ Rn, G 6= ∅, n ∈ N∗, stets ein Gebiet, I ⊂ R ein kompaktes,
perfektes Intervall sowie ‖ · ‖ und 〈·, ·〉 die euklidische Norm bzw. das
euklidische Skalarprodukt auf Rn.
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Definition VIII.3.1. Seien f ∈ C(G,Rn) und γ ∈ C1(I,Rn) mit
γ(I) ⊂ G. Dann ist das Wegintegral von f längs γ definiert durch∫

γ

fdx =

∫ b

a

〈f ◦ γ(t), γ′(t)〉dt.

Bemerkung VIII.3.2. (1) Physikalisch beschreibt

∫
γ

fdx die Ar-

beit, die aufgebracht werden muss, um einen Körper in dem Kraftfeld
f längs des Weges γ von γ(a) nach γ(b) zu bewegen.

(2) Seien I, Ĩ kompakte perfekte Intervalle, γ ∈ C(I,Rn), γ̃ ∈ C(Ĩ ,Rn)

zwei Wege mit γ(I) ⊂ G, γ̃(Ĩ) ⊂ G und ϕ ∈ C1(I, Ĩ) ein C1-Diffeo-
morphismus mit γ = γ̃ ◦ ϕ. Dann folgt∫

γ

fdx =

∫ b

a

〈f(γ̃ ◦ ϕ(t)), γ̃′ ◦ ϕ(t) · ϕ′(t)〉dt

=

∫ ϕ(b)

ϕ(a)

〈f ◦ γ̃(s), γ̃′(s)〉ds

=

∫
eγ fdx.

D.h., das Wegintegral hängt nicht von der Parametrisierung des Weges
ab.

Wegen Bemerkung VIII.3.2 (2) ist folgende Definition sinnvoll.

Definition VIII.3.3. Sei Γ eine C1-Kurve, die ganz in G verläuft,
und f ∈ C(G,Rn). Dann ist das Kurvenintegral von f längs Γ
definiert durch ∫

Γ

fdx =

∫
γ

fdx,

wobei γ ein C1-Weg aus der zu Γ gehörenden Äquivalenzklasse ist.

Beispiel VIII.3.4. (1) Sei G = R2\{0}, Γ = ∂B(0, R) mit R ∈ R∗
+

und
f(x, y) = (− y

x2 + y2
,

x

x2 + y2
).

Sei γ : [0, 2π]→ R2 definiert durch

t 7→ (R cos t, R sin t).

Dann folgt∫
Γ

fdx =

∫
γ

fdx

=

∫ 2π

0

〈(− 1

R
sin t,

1

R
cos t), (−R sin t, R cos t)〉dt

=

∫ 2π

0

dt
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= 2π.

(2) Sei f = DF mit F ∈ C1(G,R) und γ ein beliebiger C1-Weg, der
ganz in G verläuft. Dann ist∫

γ

fdx =

∫ b

a

〈f ◦ γ(t), γ′(t)〉dt

=

∫ b

a

n∑
i=1

DiF (γ(t))γ′i(t)dt

= F (γ(b))− F (γ(a)).

D.h.,

∫
γ

fdx hängt nur von dem Anfangs- und Endpunkt von γ ab.

Insbesondere ist

∫
γ

fdx = 0 für jeden geschlossenen C1-Weg, der ganz

in G verläuft.

Für unsere Zwecke müssen wir den Begriff des Kurvenintegrals noch
erweitern, so dass wir z.B. auch entlang von Polygonzügen integrieren
können.

Definition VIII.3.5. (1) Sei γ ∈ C(I,Rn). Dann heißt γ− ∈
C(I,Rn) mit

γ−(t) = γ(b+ a− t) ∀t ∈ I
der zu γ inverse Weg. γ stellt die Kurve Γ dar, γ− die zu Γ inverse
Kurve −Γ.
(2) Seien γi ∈ C(Ii,Rn), Ii = [ai, bi], i = 1, 2, mit γ1(b1) = γ2(a2).
Dann heißt γ1 ⊕ γ2 ∈ C([0, 1],Rn) mit

(γ1 ⊕ γ2)(t) =

{
γ1(a1 + 2t(b1 − a1)) für 0 ≤ t ≤ 1

2
,

γ2(a2 + (2t− 1)(b2 − a2)) für 1
2
≤ t ≤ 1,

der zugehörige Summenweg. Stellen γ1, γ2 die Kurven Γ1 und Γ2 dar,
so stellt γ1 ⊕ γ2 die Kurve Γ1 + Γ2 dar.
(3) γ ∈ C(I,Rn) heißt stückweise m-mal stetig differenzier-
bar, wenn es Zahlen a = a0 < a1 < . . . < ak = b gibt mit

γi = γ|[ai−1,ai] ∈ Cm([ai−1, ai],Rn) ∀1 ≤ i ≤ k.

Dann ist γ = γ1 ⊕ . . . ⊕ γk. Die durch γ dargestellte Kurve Γ heißt
entsprechend stückweise m-mal stetig differenzierbar.
(4) Sei f ∈ C(G,Rn) und Γ = Γ1 + . . . + Γk eine stückweise stetig
differenzierbare Kurve, die ganz in G verläuft. Dann ist das Kurven-
integral von f längs Γ definiert durch∫

Γ

fdx =

∫
Γ1

fdx+ . . .+

∫
Γk

fdx.

Das Kurvenintegral hat folgende Eigenschaften:
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Satz VIII.3.6. Seien f, f1, f2 ∈ C(G,Rn), λ1, λ2 ∈ R und Γ,Γ1,Γ2

stückweise stetig differenzierbare Kurven, die ganz in G verlaufen.
Dann gilt ∫

Γ

(λ1f1 + λ2f2)dx = λ1

∫
Γ

f1dx+ λ2

∫
Γ

f2dx(Linearität) ∫
Γ1+Γ2

fdx =

∫
Γ1

f +

∫
Γ2

fdx(Additivität) ∫
Γ

fdx = −
∫
−Γ

fdx(Orientierung)

|
∫

Γ

fdx| ≤ max
x∈Γ
‖f(x)‖L(Γ).

Beweis. ad (1), (2): Folgen direkt aus der Definition des Kur-
venintegrals und den Eigenschaften des (Riemann-) Integrals.
ad (3): O.E. ist Γ eine C1-Kurve und γ ein C1-Weg aus der entspre-
chenden Äquivalenzklasse. Dann gilt∫

Γ

fdx =

∫
γ

fdx

=

∫ b

a

〈f ◦ γ(t), γ′(t)〉dt

= −
∫ b

a

〈f ◦ γ−(a+ b− t), γ−′(a+ b− t)〉dt

=

∫ a

b

〈f ◦ γ−(s), γ−
′
(s)〉ds (s = a+ b− t)

= −
∫ b

a

〈f ◦ γ−(s), γ−
′
(s)〉ds

= −
∫
γ−
fdx

= −
∫
−Γ

fdx.

ad (4): O.E. wird Γ von dem C1-Weg γ dargestellt, sonst gehen wir
zu den Teilwegen über. Dann folgt

|
∫

Γ

fdx| = |
∫
γ

fdx|

≤
∫ b

a

‖f ◦ γ(t)‖‖γ′(t)‖dt

≤ L(γ) max
x∈Γ
‖f(x)‖.

�
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Wir kommen nun zu der eigentlichen Fragestellung dieses Paragra-
phen: Wann gibt es zu gegebenem f ∈ C(G,Rn) ein F ∈ C1(G,R) mit
f = DF?

Definition VIII.3.7. Eine Funktion f ∈ C(G,Rn) heißt Gradi-
entenfeld, wenn es ein F ∈ C1(G,R) gibt mit

f = DF.

Jedes solche F heißt eine Stammfunktion von f .

Bemerkung VIII.3.8. (1) Ist f ein Gradientenfeld, so ist die
Stammfunktion von f wegen Satz VII.3.8(2) (S. 229) bis auf eine ad-
ditive Konstante eindeutig bestimmt.
(2) Ist f ∈ C1(G,Rn) ein Gradientenfeld, so ist wegen Satz VII.4.18(2)
(S. 237) die Funktionalmatrix Df symmetrisch.

Satz VIII.3.9. Sei f ∈ C(G,Rn). Dann sind folgende Aussagen
äquivalent:

(1) f ist Gradientenfeld.

(2)

∫
Γ

fdx = 0 für jede geschlossene, stückweise C1-Kurve, die

ganz in G verläuft.

Beweis. (1) =⇒ (2): Folgt direkt aus Beispiel VIII.3.4 (2) ange-
wandt auf die C1-Teilkurven von Γ.
(2) =⇒ (1): Sei x0 ∈ G beliebig. Aus dem Beweis von Satz III.5.14
(S. 92) folgt, dass es zu jedem x ∈ G einen Weg γx gibt, der stückweise
stetig differenzierbar ist, ganz in G verläuft und Anfangspunkt x0 und
Endpunkt x hat. Definiere

F (x) =

∫
γx

fdx.

Aus (2) folgt, dass die Definition von F nicht von der Wahl des Weges

γx abhängt. Sei nun x ∈ G und ε ∈ R∗
+ mit B(x, ε) ⊂ G. Für i ∈ N∗

n

und h ∈ (−ε, ε) folgt dann aus (2) und Satz VIII.3.6

F (x+ hei)− F (x) =

∫
[x,x+hei]

fdx,

wobei [x, x+hei] die Strecke von x nach x+hei bezeichnet. Damit folgt

|1
h

[F (x+ hei)− F (x)]− fi(x)| = |
1

h

∫ 1

0

〈f(x+ thei), hei〉dt− fi(x)|

= |
∫ 1

0

[fi(x+ thei)− fi(x)]dt|

≤ max
y∈B(x,|h|)

|fi(y)− fi(x)|

−→
h→0

0.
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Zusammen mit dem Differenzierbarkeitskriterium Satz VII.2.13 (S. 221)
folgt hieraus, dass F eine Stammfunktion von f ist. �

Satz VIII.3.9 löst unser Problem vollständig und erlaubt auch mit
der im Beweis benutzten Technik die praktische Berechnung einer
Stammfunktion. Umgekehrt ist aber die Bedingung (2) in der Pra-
xis nur schwer nachprüfbar. Wir möchten im Folgenden ein einfacheres
Kriterium herleiten. Und zwar möchten wir zeigen, dass unter einer
zusätzlichen Voraussetzung an G ein f ∈ C1(G,Rn) genau dann eine
Stammfunktion besitzt, wenn Df symmetrisch ist. Wegen Bemerkung
VIII.3.8 (2) ist letzteres eine notwendige Bedingung. Beispiel VIII.3.4
(1) zeigt, dass sie i. a. aber nicht hinreichend ist.

Satz VIII.3.10 (Lemma von Goursat). Sei G konvex, f ∈ C1(G,
Rn) und Df symmetrisch. Für je drei paarweise verschiedene Punkte
x1, x2, x3 ∈ G bezeichne [x1, x2, x3] den Streckenzug [x1, x2]⊕ [x2, x3]⊕
[x3, x1], wobei [xi, xj] die Strecke von xi nach xj ist. Dann gilt∫

[x1,x2,x3]

fdx = 0 ∀x1, x2, x3 ∈ G x1 6= x2 6= x3.

Beweis. Seien x1, x2, x3 beliebige, im Folgenden feste, paarweise
verschiedene Punkte in G. Wir definieren drei Folgen (xi,m)m∈N, 1 ≤
i ≤ 3, wie folgt:

(1) xi,0 = xi 1 ≤ i ≤ 3.
(2) xi,m seien bekannt, sei

x′i,m =
1

2
(xi,m + xi+1,m), 1 ≤ i ≤ 3,

wobei die Indizes modulo 3 zu rechnen sind. Dann bestimmen
wir xi,m+1 ∈ {xi,m, x′i+1,m, x

′
i+2,m}, 1 ≤ i ≤ 3, so dass gilt

|
∫

[x1,m+1,x2,m+1,x3,m+1]

fdx|

= max
{
|
∫

[x1,m,x′1,m,x
′
3,m]

fdx|, |
∫

[x′1,m,x2,m,x′2,m]

fdx|,

|
∫

[x′2,m,x3,m,x′3,m]

fdx|, |
∫

[x′1,m,x
′
2,m,x

′
3,m]

fdx|
}
.

Wegen ∫
[x1,m,x2,m,x3,m]

fdx

=

∫
[x1,m,x′1,m,x

′
3,m]

fdx+

∫
[x′1,m,x2,m,x′2,m]

fdx

+

∫
[x′3,m,x

′
2,m,x3,m]

fdx+

∫
[x′1,m,x

′
2,m,x

′
3,m]

fdx
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folgt

|
∫

[x1,m,x2,m,x3,m]

fdx| ≤ 4|
∫

[x1,m+1,x2,m+1,x3,m+1]

fdx|

und somit durch Induktion

|
∫

[x1,x2,x3]

fdx| ≤ 4m|
∫

[x1,m,x2,m,x3,m]

fdx| ∀m ∈ N.

Offensichtlich gilt für die Länge der Wege

L([x1,m+1, x2,m+1, x3.m+1]) =
1

2
L([x1,m, x2,m, x3,m]) ∀m ∈ N

und damit

L([x1,m, x2,m, x3,m]) = 2−mL([x1, x2, x3]) ∀m ∈ N.
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Abbildung VIII.3.1. Beispiel für Dreiecke ∆m, . . . ,∆m+3

Bezeichne mit ∆m das abgeschlossene Dreieck mit den Eckpunkten
x1,m, x2,m, x3,m (vgl. Abb. VIII.3.1). Dann folgt

. . . ⊂ ∆m+1 ⊂ ∆m ⊂ ∆m−1 ⊂ . . . ⊂ ∆0 ⊂ G

und

Fläche (∆m+1) =
1

4
Fläche (∆m).

Hieraus folgt ⋂
m∈N

∆m = {x∗}
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für ein x∗ ∈ G (Beweis: Übungsaufgabe!). Für h ∈ Rn mit ‖h‖ hinrei-
chend klein, gilt wegen der Differenzierbarkeit von f

f(x∗ + h) = f(x∗) +Df(x∗)h+ r(x∗, h)

mit

lim
‖h‖→0

1

‖h‖
‖r(x∗, h)‖ = 0.

Sei ε > 0 beliebig. Dann gibt es ein δ > 0 mit B(x∗, δ) ⊂ G und

sup
h∈Rn
‖h‖≤δ

1

‖h‖
‖r(x∗, h)‖ ≤ ε.

Weiter gibt es ein m ∈ N mit ∆m ⊂ B(x∗, δ). Da die Funktion

h 7→ f(x∗) +Df(x∗)h

wegen der Symmetrie von Df(x∗) die Stammfunktion

h 7→ 〈f(x∗), h〉+ 1

2
〈h,Df(x∗)h〉

hat, folgt

|
∫

[x1,x2,x3]

fdx|

≤ 4m|
∫

[x1,m,x2,m,x3,m]

[f(x∗) +Df(x∗)(x− x∗) + r(x∗, x− x∗)]dx|

= 4m|
∫

[x1,m,x2,m,x3,m]

r(x∗, x− x∗)dx|

≤ 4mL([x1,m, x2,m, x3,m]) max
y∈[x1,m,x2,m,x3,m]

‖r(x∗, y − x∗)‖

≤ ε4mL([x1,m, x2,m, x3,m]) max
y∈[x1,m,x2,m,x3,m]

‖y − x∗‖

≤ ε4mL([x1,m, x2,m, x3,m])2

= εL([x1, x2, x3])
2.

Da ε beliebig war, ist damit die Behauptung gezeigt. �

Satz VIII.3.11. Sei G konvex und f ∈ C1(G,Rn). Dann sind fol-
gende Aussagen äquivalent:

(1) f ist Gradientenfeld.

(2)

∫
Γ

fdx = 0 für jede geschlossene, stückweise C1-Kurve, die

ganz in G verläuft.
(3) Df ist symmetrisch.
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Beweis. Wegen Satz VIII.3.9 und Bemerkung VIII.3.8 (2) müssen
wir nur noch die Implikation

”
(3) =⇒ (1)“ zeigen. Sei dazu x0 ∈ G

beliebig. Dann definieren wir die Funktion F : G→ R durch

F (x) =

∫
[x0,x]

fdx ∀x ∈ G,

Sei x ∈ G und ε > 0 so, dass gilt B(x, ε) ⊂ G. Aus Satz VIII.3.10 folgt
dann für jedes i ∈ N∗

n und h ∈ (−ε, ε)

F (x+ hei)− F (x) =

∫
[x,x+hei]

fdx.

Hieraus folgt aber wie im Beweis von Satz VIII.3.9, dass F eine Stamm-
funktion von f ist. �

Satz VIII.3.11 gibt uns einfaches Kriterium zur Lösung des Stamm-
funktionenproblems an die Hand. Allerdings ist die Voraussetzung

”
G

konvex“ noch zu stark. Um sie bestmöglich abzuschwächen, benötigen
wir folgende Definition.

Definition VIII.3.12. (1) Seien γ1, γ2 ∈ C(I, U), U ⊂ Rn, zwei
Wege mit gleichem Anfangs- und Endpunkt

x = γ1(a) = γ2(a) , y = γ1(b) = γ2(b).

Dann heißen γ1 und γ2 homotop in U , kurz γ1 ∼ γ2, wenn es eine
Homotopie H ∈ C([0, 1]× I, U) gibt mit

H(0, t) = γ1(t) ∀t ∈ I,
H(1, t) = γ2(t) ∀t ∈ I,
H(s, a) = x ∀s ∈ [0, 1],

H(s, b) = y ∀s ∈ [0, 1].

(2) Ein geschlossener Weg γ ∈ C(I, U), U ⊂ Rn offen, heißt nullho-
motop in U , kurz γ ∼ 0, wenn er in U homotop ist zu dem konstanten
Weg t 7→ γ(a).
(3) Ein Gebiet G heißt einfach zusammenhängend, wenn jeder ge-
schlossene Weg in G nullhomotop ist in G.

Bemerkung VIII.3.13. (1) Ist H eine Homotopie, so ist γs =
H(s, .) für jedes s ∈ [0, 1] ein Weg mit Anfangspunkt x und Endpunkt
y.
(2) Eine konvexe Menge ist einfach zusammenhängend.

Beweis. ad (1): Folgt aus der Definition.
ad (2): Sei γ ∈ C(I,G) ein geschlossener Weg in G. Dann leistet
H ∈ C([0, 1]× I,G) mit

H(s, t) = (1− s)γ(t) + sγ(a)

das Gewünschte. �
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Die folgenden Beispiele sind anschaulich klar. Ein exakter Beweis
ist jedoch zum Teil mühselig und wird hier nicht geführt. Die Aussage
des zweiten Beispiels folgt aus Beispiel VIII.3.4 (1) und Satz VIII.3.16.

Beispiel VIII.3.14. (1) R2\{(x, 0) : x ∈ R∗
+} ist einfach zusam-

menhängend.
(2) R2\{0} ist nicht einfach zusammenhängend.
(3) Rn\{0} ist für n ≥ 3 einfach zusammenhängend.

Der folgende Satz bereitet unser endgültiges Ergebnis vor, ist aber
auch von eigenständigem praktischen Interesse.

Satz VIII.3.15. Sei G ein Gebiet, f ∈ C1(G,Rn) und Df symme-
trisch. Dann gilt für je zwei in G homotope, stückweise stetig differen-
zierbare Wege γ0, γ1 ∫

γ0

fdx =

∫
γ1

fdx.

Beweis. O.E. ist I = [0, 1]. SeiH ∈ C([0, 1]×I,G) eine Homotopie
zwischen γ0 und γ1. Da H([0, 1] × I) ⊂ G kompakt und G offen ist,
gibt es ein ε > 0 und ein δ > 0 mit

(1) ‖H(s, t)− y‖ ≥ ε für alle s ∈ [0, 1], t ∈ I, y /∈ G und
(2) ‖H(s, t) − H(s′, t′)‖ < ε

2
für alle s, s′ ∈ [0, 1], t, t′ ∈ I, mit

|s− s′|+ |t− t′| ≤ δ.

Sei m ∈ N∗ mit 1
m
≤ δ

2
. Für s ∈ [0, 1] bezeichnen wir dann mit γ̃s den

Polygonzug mit den Ecken

H(s, 0), H(s,
1

m
), . . . , H(s,

m− 1

m
), H(s, 1).

Wegen (1) und (2) gilt

γ̃s(I) ⊂ G ∀s ∈ [0, 1].

Wir zeigen nun zunächst

(3)

∫
eγ i−1
m

fdx =

∫
eγ i
m

fdx ∀1 ≤ i ≤ m.

���
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Abbildung VIII.3.2. Beispiel für Wege γ̃i1, γ̃ij, 2 ≤
j ≤ m− 1, und γ̃im
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Sei 1 ≤ i ≤ m und 1 ≤ j ≤ m. Definiere den Weg γ̃ij wie folgt (vgl.
Abb. VIII.3.2

γ̃ij =



[H( i−1
m
, 0), H( i−1

m
, 1
m

)]

⊕[H( i−1
m
, 1
m

), H( i
m
, 1
m

)]

⊕[H( i
m
, 1
m

), H( i
m
, 0)] für j = 1,

[H( i−1
m
, j−1
m

), H( i−1
m
, j
m

)]

⊕[H( i−1
m
, j
m

), H( i
m
, j
m

)]

⊕[H( i
m
, j
m

), H( i−1
m
, j
m

)]

⊕[H( i−1
m
, j
m

), H( i−1
m
, j−1
m

)] für 2 ≤ j ≤ m− 1,

[H( i−1
m
, m−1

m
), H( i−1

m
, 1)]

⊕[H( i
m
, 1), H( i

m
, m−1

m
)]

⊕[H( i
m
, m−1

m
), H( i−1

m
, m−1

m
)] für j = m.

Wegen (2) gilt

Spur(γ̃ij) ⊂ B(H(
i− 1

m
,
j − 1

m
),

2

3
ε) ⊂ G.

Damit folgt aus Satz VIII.3.11∫
eγij fdx = 0 ∀1 ≤ i, j ≤ m

und daher

0 =
m∑
j=1

∫
eγij f =

∫
eγ i−1
m

fdx−
∫

eγ i
m

fdx, 1 ≤ i ≤ m.

Damit ist (3) gezeigt.
Wir zeigen nun

(4)

∫
eγ0 fdx =

∫
γ0

fdx ,

∫
eγ1 fdx =

∫
γ1

fdx.

Dazu definieren wir für µ = 0, 1 und 1 ≤ j ≤ m die Wege γ̂µj durch

γ̂µj = H(µ, t)|[ j−1
m
, j
m

] ⊕ [H(µ,
j

m
), H(µ,

j − 1

m
)].

Wegen (2) ist dann wieder

Spur(γ̂µj) ⊂ B(H(µ,
j − 1

m
),

2

3
ε) ⊂ G ∀1 ≤ j ≤ m,µ = 0, 1,

so dass aus Satz VIII.3.11 folgt∫
bγµj fdx = 0 1 ≤ j ≤ m,µ = 0, 1

Damit erhalten wir

0 =
m∑
j=1

∫
bγµj fdx =

∫
γµ

fdx−
∫

bγµ fdx, µ = 0, 1.
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Damit ist auch (4) bewiesen.
Aus (3) und (4) folgt offensichtlich die Behauptung. �

Nun können wir die Frage nach der Stammfunktion endgültig be-
antworten.

Satz VIII.3.16 (Satz von Poincaré). Sei G einfach zusammen-
hängend und f ∈ C1(G,Rn). Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(1) f ist Gradientenfeld.

(2)

∫
Γ

fdx = 0 für jede geschlossene, stückweise C1-Kurve, die

ganz in G verläuft.
(3) Df ist symmetrisch.

Beweis. Wegen Satz VIII.3.9 und Bemerkung VIII.3.8 (2) müssen
wir nur noch die Implikation

”
(3) =⇒ (2)“ zeigen. Sei also Γ eine ge-

schlossene, stückweise C1-Kurve, die ganz in G verläuft. Dann ist Γ in
G homotop zu dem konstanten Weg γ̃ : t 7→ Γ(a). Aus Satz VIII.3.15
folgt ∫

Γ

fdx =

∫
eγ fdx =

∫ b

a

〈f ◦ γ̃(t), γ̃′(t)︸︷︷︸
=0

〉dt = 0.

Damit ist die Behauptung bewiesen. �

VIII.4. Komplexe Kurvenintegrale

In diesem Paragraphen beweisen wir einige der wichtigsten Sätze
der Funktionentheorie. Wir knüpfen dabei an Ergebnisse der Paragra-
phen V.3 und VII.2 an und nutzen Ergebnisse des letzten Paragraphen.

Im Folgenden bezeichnet G ⊂ C stets ein Gebiet in C.

Definition VIII.4.1. Sei f ∈ C(G,C) und γ ∈ C1(I,G) ein C1-
Weg in G. Dann ist das Wegintegral von f längs γ definiert durch∫

γ

fdz =

∫ b

a

f(γ(t)) · γ′(t)dt.

Bemerkung VIII.4.2. Seien f ∈ C(G,C) und γ ∈ C1(I,G). Dann
sei W = {(x, y) ∈ R2 : x+ iy ∈ G} und

u(x, y) = Re f(x+ iy) ∈ C(W,R),

v(x, y) = Im f(x+ iy) ∈ C(W,R),

F (x, y) = (u(x, y),−v(x, y)) ∈ C(W,R2),

F (x, y) = (v(x, y), u(x, y)) ∈ C(W,R2),

γ1(t) = Re γ(t) ∈ C1(I,R),

γ2(t) = Im γ(t) ∈ C1(I,R),

γ̃(t) = (γ1(t), γ2(t)) ∈ C1(I,W ).
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Dann ist

f(γ(t)) · γ′(t)
= [u(γ̃(t)) + iv(γ̃(t))] · [γ′1(t) + iγ′2(t)]

= [u(γ̃(t))γ′1(t)− v(γ̃(t))γ′2(t)] + i[u(γ̃(t))γ′2(t) + v(γ̃(t))γ′1(t)]

= 〈[u(γ̃(t)),−v(γ̃(t))], γ̃(t)〉+ i〈[v(γ̃(t)), u(γ̃(t))], γ̃(t)〉.
Also ist ∫

γ

fdz =

∫
eγ Fdx+ i

∫
γ̃

Fdx.

Auf diese Weise können wir das komplexe Wegintegral

∫
γ

fdz mit den

beiden reellen Wegintegralen

∫
eγ Fdx und

∫
eγ Fdx identifizieren. Wir

werden dies im Folgenden häufiger tun, wobei wir der Einfachheit hal-
ber wieder G statt W und γ statt γ̃ schreiben. Die Bedeutung ist dann
aus dem Zusammenhang klar. Insbesondere können wir auf diese Art
und Weise die Begriffe (z.B. Integral längs eines stückweise C1-Weges
usw.) und Sätze des vorigen Abschnittes übertragen.

Definition VIII.4.3. Die Funktion f : G→ C heißt holomorph
in G, wenn sie in ganz G stetig komplex differenzierbar ist im Sinne
von Definition IV.1.1 (S. 111).

Satz VIII.4.4 (Cauchyscher Integralsatz). Sei G einfach zu-
sammenhängend und f in G holomorph. Dann ist∫

γ

fdz = 0

für jeden geschlossenen, stückweise C1-Weg in G. Insbesondere besitzt
f in G eine Stammfunktion.

Beweis. Wegen der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichun-
gen, Satz VII.2.17 (S. 224), sind die Funktionalmatrizen DF und DF
der Funktionen F und F aus Bemerkung VIII.4.2 symmetrisch. Damit
folgt die Behauptung aus Satz VIII.3.16 (S. 281). �

Satz VIII.4.5 (Cauchysche Integralformel). Sei f in G ho-

lomorph, z0 ∈ G und R ∈ R∗
+ mit K = B(z0, R) ⊂ G. Dann folgt für

alle z ∈
◦
K

f(z) =
1

2πi

∫
∂K

f(η)

η − z
dη,

wobei ∂K im mathematisch positiven Sinn durchlaufen wird.

Beweis. Sei z ∈
◦
K beliebig. Definiere g : G→ C durch

g(w) =

{
f(w)−f(z)

w−z falls w 6= z,

f ′(z) falls w = z.
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Dann ist g aufG stetig und aufG\{z} holomorph. Sei r = 1
2
(R−|z−z0|)

und

M = max
w∈B(z,r)

|g(w)|.

Da ∂K in K\{z} homotop ist zu ∂B(z, ε) für jedes 0 < ε ≤ r, folgt
aus Satz VIII.3.15 (S. 279) und Satz VIII.3.6 (S. 273)

|
∫
∂K

gdη| = |
∫
∂B(z,ε)

gdη| ≤M2πε ∀0 < ε ≤ r.

Also ist

0 =

∫
∂K

gdη =

∫
∂K

f(η)− f(z)

η − z
dη

und somit
1

2πi

∫
∂K

f(η)

η − z
dη =

f(z)

2πi

∫
∂K

1

η − z
dη.

Da die Funktion w 7→ 1
w−z auf K\{z} holomorph ist, folgt wieder aus

Satz VIII.3.15 (S. 279)

1

2πi

∫
∂K

1

η − z
dη =

1

2πi

∫
∂B(z,r)

1

η − z
dη

=
1

2πi

∫ 2π

0

idt

= 1.

Damit ist die Behauptung bewiesen. �

Satz VIII.4.6. Sei f in G holomorph. Dann ist f auf G analytisch.

Beweis. Seien z0 ∈ G und R ∈ R∗
+ mit K = B(z0, R) ⊂ G.

Definiere

M = max
w∈∂K

|f(w)|.

Sei z ∈
◦
K beliebig und r0 = |z − z0| < R. Wegen

| f(w)

(w − z0)k+1
(z − z0)

k| ≤M
rk0
Rk+1

=
M

R
(
r0
R

)k ∀w ∈ ∂K, k ∈ N

konvergiert die Reihe ∑ f(w)

(w − z0)k+1
(z − z0)

k

auf ∂K gleichmäßig. Damit folgt aus Satz VI.2.1 und Satz VIII.4.5 mit

ak =
1

2πi

∫
∂K

f(η)

(η − z0)k+1
dη ∀k ∈ N
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die Beziehung

∞∑
k=0

ak(z − z0)
k =

∞∑
k=0

[
1

2πi

∫
∂K

f(η)

(η − z0)k+1
dη](z − z0)

k

=
1

2πi

∫
∂K

[
∞∑
k=0

f(η)

η − z0

(
z − z0

η − z0

)k]dη

=
1

2πi

∫
∂K

f(η)

η − z0

∞∑
k=0

(
z − z0

η − z0

)kdη

=
1

2πi

∫
∂K

f(η)

η − z0

1

1− z−z0
η−z0

dη

=
1

2πi

∫
∂K

f(η)

η − z
dη

= f(z).

Wegen Satz VIII.3.6 (S. 273) gilt

|ak| ≤
1

2π
2πRMR−(k+1) = MR−k.

Mithin hat die Reihe
∑
ak(z − z0)

k den Konvergenzradius R. Damit
ist die Behauptung bewiesen. �

Bemerkung VIII.4.7. (1) Für komplexe Funktionen gilt also
C1(G,C) = Cω(G,C) im Gegensatz zu reellen Funktionen.
(2) Aus dem Beweis von Satz VIII.4.6 folgt direkt die Cauchysche
Ableitungsformel

f (k)(z0) =
k!

2πi

∫
∂B(z0,R)

f(η)

(η − z0)k+1
dη ∀k ∈ N.

Satz VIII.4.8 (Satz von Liouville). Die einzigen auf ganz C
holomorphen und beschränkten Funktionen sind die Konstanten.

Beweis. Sei f auf C holomorph und beschränkt, d.h. es gibt ein
M > 0 mit

|f(z)| ≤M ∀z ∈ C.
Sei z0 ∈ C beliebig und n ∈ N∗. Aus Bemerkung VIII.4.7 (2) folgt für
jedes r ∈ R∗

+

|f (n)(z0)| =
n!

2π
|
∫
∂B(z0,r)

f(η)

(η − z0)n+1
dη|

≤ n!

2π
M2πr

1

rn+1

= Mn!r−n

−→
r→+∞

0.

Hieraus folgt die Behauptung. �



VIII.4. KOMPLEXE KURVENINTEGRALE 285

Beispiel VIII.4.9. Es gilt∫ ∞

0

cos(2t2)dt =

∫ ∞

0

sin(2t2)dt =

√
π

4
.

-
x

6y

-
γ1,R

6

γ2,R

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

���

γ3,R

Abbildung VIII.4.1. Wege γ1,R, γ2,R, γ3,R

Beweis. Die Funktion e−z
2

ist holomorph auf C. Sei R > 0 und
(vgl. Abbildung VIII.4.1)

γ1,R = [0, R],

γ2,R = [R,R(1 + i)],

γ3,R = [0, R(1 + i)].

Aus Satz VIII.4.4 folgt∫
γ3,R

e−z
2

dz =

∫
γ1,R

e−z
2

dz +

∫
γ2,R

e−z
2

dz.

Es ist ∫
γ3,R

e−z
2

dz =

∫ R

0

e−(t(1+i))2(1 + i)dt

= (1 + i)

∫ R

0

e−2it2dt

= [

∫ R

0

cos(2t2)dt+

∫ R

0

sin(2t2)dt]

+ i[

∫ R

0

cos(2t2)dt−
∫ R

0

sin(2t2)dt]∫
γ1,R

e−z
2

dz =

∫ R

0

e−t
2

dt
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=
1

2

∫ R

−R
e−t

2

dt

−→
R→+∞

√
π

2
gemäß Satz VI.5.7 (S. 210)

|
∫
γ2,R

e−z
2

dz| = |
∫ 1

0

e−[R(1+it)]2iRdt|

= |iR
∫ 1

0

e−R
2(1−t2)e−2iR2tdt|

≤ R

∫ 1

0

e−R
2(1−t2)dt

= Re−R
2

∫ 1

0

eR
2te−R

2t(1−t)dt

≤ Re−R
2

∫ 1

0

eR
2tdt

= Re−R
2 1

R2
[eR

2 − 1]

−→
R→+∞

0.

Also existiert lim
R→+∞

∫
γ3,R

e−z
2

dz und erfüllt

√
π

2
= lim

R→+∞

∫
γ1,R

e−z
2

dz

= lim
R→+∞

∫
γ3,R

e−z
2

dz

= [

∫ ∞

0

cos(2t2)dt+

∫ ∞

0

sin(2t2)dt]

+ i[

∫ ∞

0

cos(2t2)dt−
∫ ∞

0

sin(2t2)dt].

Hieraus folgt die behauptete Gleichheit. �

Satz VIII.4.6 erlaubt die Berechnung der Potenzreihenentwicklung
einer holomorphen Funktion in einem Punkt ihres Definitionsbereiches.
Nun wollen wir Funktionen in

”
Potenzreihen“ um Punkte außerhalb

ihres Definitionsbereiches entwickeln.

Satz VIII.4.10. Seien z0 ∈ G mit B(z0, R) ⊂ G und f in G\{z0}
holomorph. Dann kann f um z0 in eine Laurent-Reihe∑

n∈Z

an(z − z0)
n

entwickelt werden, die für jedes r ∈ (0, R) in der Kreisscheibe {z ∈
C : r < |z − z0| < R} gleichmäßig gegen f(z) konvergiert. Für die
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Koeffizienten an gilt

an =
1

2πi

∫
∂B(z0,s)

f(η)

(η − z0)n+1
dη ∀n ∈ Z, 0 < s < R.

Der Koeffizient a−1 heißt Residuum von f in z0 und wird mit Resz0 f
bezeichnet.

•z0 •z1 •z2

•z

<

>

γ1

� γ2

<

>

γ3

-
γ4

Abbildung VIII.4.2. Wege γ1, γ2, γ3, γ4

Beweis. Sei z ∈ B(z0, R)\{z0} beliebig und 0 < r1 < |z − z0| <
r2 < R. Weiter sei z2 ∈ ∂B(z0, r2), so dass z nicht auf der Geraden
durch z0 und z2 liegt. Bezeichne mit z1 den Schnittpunkt der Geraden
durch z0 und z2 mit ∂B(z0, r1). Sei (vgl. Abbildung VIII.4.2)

γ1: der positiv orientierte Kreisbogen mit Mittelpunkt z0, Radius
r2 und Anfangspunkt z2,

γ2: die Strecke von z2 nach z1,
γ3: der negativ orientierte Kreisbogen mit Mittelpunkt z0, Radius

r1 und Anfangspunkt z1,
γ4: die Strecke von z1 nach z2

und

γ = γ1 ⊕ γ2 ⊕ γ3 ⊕ γ4.

Da γ in B(z0, R)\{z0} nullhomotop ist, folgt mit Satz VIII.4.5 und
Satz VIII.3.15 (S. 279)

f(z) =
1

2πi

∫
γ

f(η)

η − z
dη
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=
1

2πi

∫
γ1

f(η)

η − z
dη +

1

2πi

∫
γ3

f(η)

η − z
dη.

Wie im Beweis von Satz VIII.4.6 folgt

1

2πi

∫
γ1

f(η)

η − z
dη =

∞∑
n=0

αn(z − z0)
n

mit

αn =
1

2πi

∫
∂B(z0,r2)

f(η)

(η − z0)n+1
dη

und, dass die Reihe
∑
αn(z−z0)

n in B(z0, r2) gleichmäßig konvergiert.
Sei

M = max
w∈∂B(z0,r1)

|f(w)|.

Dann gilt

| f(w)

(w − z0)−k+1
(z − z0)

−k| ≤ M

r−k+1
1

|z − z0|−k

=
M

r1
(

r1
|z − z0|

)k ∀w ∈ ∂B(z0, r1), k ∈ N∗.

Mithin konvergiert die Reihe∑
k∈N∗

f(w)

(w − z0)−k+1
(z − z0)

−k

auf ∂B(z0, r1) gleichmäßig. Damit folgt aus Satz VI.2.1 (S. 180) mit

βk =
1

2πi

∫
∂B(z0,r1)

f(η)

(η − z0)−k+1
dη , k ∈ N∗

die Beziehung

∞∑
k=1

βk(z − z0)
−k =

∞∑
k=1

[
1

2πi

∫
∂B(z0,r1)

f(η)

(η − z0)−k+1
dη](z − z0)

−k

=
1

2πi

∫
∂B(z0,r1)

[
∞∑
k=1

f(η)

η − z0

(
η − z0

z − z0

)k]dη

=
1

2πi

∫
∂B(z0,r1)

f(η)

η − z0

[
1

1− η−z0
z−z0

− 1]dη

= − 1

2πi

∫
∂B(z0,r1)

f(η)

η − z
dη

=

∫
γ3

f(η)

η − z
dη.

Wegen

|βk(z − z0)
−k| ≤Mr1r

k−1
1 |z − z0|−k
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= M(
r1

|z − z0|
)k ∀k ∈ N∗

konvergiert die Reihe
∑
βk(z − z0)

−k auf C\B(z0, r1) gleichmäßig.
Insgesamt erhalten wir

f(z) =
∞∑
k=1

βk(z − z0)
−k +

∞∑
n=0

αn(z − z0)
n,

wobei die Reihen auf der rechten Seite gleichmäßig auf {z ∈ C : r1 <
|z − z0| < r2} konvergieren. Da die Funktionen z 7→ (z − z0)

n für alle
n ∈ Z auf C\{z0} holomorph sind, folgt aus Satz VIII.3.15 (S. 279)

αn =
1

2πi

∫
∂B(z0,s)

f(η)

(η − z0)n+1
dη ∀n ∈ N

βk =
1

2πi

∫
∂B(z0,s)

f(η)

(η − z0)−k+1
dη ∀k ∈ N∗

und alle s ∈ (0, R). Damit ist die Behauptung bewiesen. �

Bemerkung VIII.4.11. (1) Die Reihe
∞∑
k=1

βk(z − z0)
−k

heißt Hauptteil der Laurent-Entwicklung von f um z0. Aus
dem Beweis von Satz VIII.4.10 folgt, dass er für jedes r ∈ R∗

+ auf

C\B(z0, r) gleichmäßig konvergiert. Mit den gleichen Argumenten wie
beim Beweis der Sätze V.3.1 (S. 156) und V.3.2 (S. 157) folgt hieraus,
dass der Hauptteil auf C\{z0} holomorph ist.
(2) Gilt βk = 0 für alle k ∈ N∗, so heißt z0 eine hebbare Singula-
rität von f . Gibt es einm ∈ N∗ mit βm 6= 0 und βk = 0 für alle k > m,
so heißt z0 eine Polstelle der Ordnung m von f . Ist schließlich
z0 weder eine hebbare Singularität noch eine Polstelle, so heißt z0 eine
wesentliche Singularität von f .
(3) Ist z0 eine Polstelle der Ordnung m von f , so ist

Resz0 f =
1

(m− 1)!

dm−1

dzm−1
[(z − z0)

mf(z)](z0).

Beispiel VIII.4.12. (1) Sei

f(z) = exp(
1

z
).

z0 = 0 ist eine wesentliche Singularität und

Res0 f = 1.

(2) Sei

f(z) =
1

(z − 1)2(z + 1)
.
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z0 = 1 ist eine Polstelle 2-ter Ordnung und

Res1 f = −1

4
.

z0 = −1 ist eine Polstelle 1-ter Ordnung und

Res−1 f =
1

4
.

Satz VIII.4.13 (Riemannscher Hebbarkeitssatz). Sei z0 ∈ G
und f in G\{z0} holomorph. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(1) f kann in z0 holomorph fortgesetzt werden.
(2) f ist in einer Umgebung von z0 beschränkt.

Beweis. (1) =⇒ (2): Ist klar, da die Fortsetzung insbesondere
stetig ist.
(2) =⇒ (1): Dann gibt es ein r ∈ R∗

+, so dass f auf B(z0, r)\{z0}
beschränkt ist. Sei

M = sup
z∈B(z0,r)\{z0}

|f(z)|.

Dann folgt für k ∈ N∗ und s ∈ (0, r)

| 1

2πi

∫
∂B(z0,s)

f(η)

(η − z0)−k+1
dη| ≤Msk

−→
s→0

0.

Damit folgt die Behauptung aus Satz VIII.4.10 und Bemerkung
VIII.4.11 (2). �

Satz VIII.4.14 (Residuensatz). Sei G einfach zusammenhän-
gend, z1, . . . , zm ∈ G und f in G\{z1, . . . , zm} holomorph. Dann gilt
für jeden geschlossenen Weg γ, der für jedes i ∈ N∗

m in G\{zi} zu
∂B(zi, ε) mit hinreichend kleinem ε > 0 homotop ist,

1

2πi

∫
γ

f(z)dz =
m∑
j=1

Reszj f.

Beweis. Sei hj, 1 ≤ j ≤ m, der Hauptteil der Laurent-Entwicklung

von f um zj. Dann ist f−
m∑
j=1

hj in G holomorph. Damit folgt aus Satz

VIII.4.4
1

2πi

∫
γ

f(z)dz =
m∑
j=1

1

2πi

∫
γ

hj(z)dz.

Sei nun 1 ≤ j ≤ m beliebig. Da γ in G\{zj} zu einem positiv orien-
tierten, einfach durchlaufenen Kreis um zj homotop ist, folgt aus Satz

VIII.3.15 (S. 279) für ε ∈ R∗
+ mit B(zj, ε) ⊂ G

1

2πi

∫
γ

hj(z)dz =
1

2πi

∫
∂B(zj ,ε)

hj(z)dz
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=
∞∑
k=1

βk,j
1

2πi

∫
∂B(zj ,ε)

(z − zj)−kdz

=
∞∑
k=1

βk,j
1

2πi

∫ 2π

0

e−iktieitdt

= β1,j

= Reszj f.

Damit ist die Behauptung bewiesen. �

Beispiel VIII.4.15. (1) Seien α, β ∈ R∗
+ und n ∈ N∗. Dann ist∫ ∞

−∞

dx

(ax2 + b)n
=

4

(4b)n

√
b

a

(2n− 1)!

[(n− 1)!]2
.

Denn: Sei

f(z) =
1

(az2 + b)n
=

1

an(z − i
√

b
a
)n(z + i

√
b
a
)n
.

Es ist

Res
i
√

b
a

f =
1

(n− 1)!

dn−1

dzn−1

[ 1

an(z + i
√

b
a
)n

]
z=i
√

b
a

=
1

an
(2n− 1)!(−1)n−1

[(n− 1)!]2
1

(2i
√

b
a
)2n−1

=
−2i

(4b)n

√
b

a

(2n− 1)!

[(n− 1)!]2
.

-
x

6y

-
γ1,R

< γ2,R

Abbildung VIII.4.3. Wege γ1,R, γ2,R
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Sei R >
√

b
a

und γ1,R die Strecke von −R nach R und γ2,R der Halbkreis

um 0 von R nach −R (vgl. Abbildung VIII.4.3). Dann folgt aus Satz
VIII.4.14

4π

(4b)n

√
b

a

(2n− 1)!

[(n− 1)!]2
= 2πiRes

i
√

b
a

f

=

∫
γ1,R

f(z)dz +

∫
γ2,R

f(z)dz

=

∫ R

−R

dx

(ax2 + b)n
+

∫
γ2,R

f(z)dz

= 2

∫ R

0

dx

(ax2 + b)n
+

∫
γ2,R

f(z)dz.

Weiter ist

|
∫
γ2,R

f(z)dz| ≤ πR max
z∈γ2,R

|f(z)|

= πR max
z∈γ2,R

1

|az2 + b|n

≤ πR

an(R2 − b
a
)n

−→
R→+∞

0.

Also existiert lim
R→+∞

∫ R

0

dx

(ax2 + b)n
. Damit folgt

∫ ∞

−∞

dx

(ax2 + b)n
= lim

α→−∞

∫ 0

α

dx

(ax2 + b)n
+ lim

β→+∞

∫ β

0

dx

(ax2 + b)n

= lim
α→−∞

∫ −α

0

dx

(ax2 + b)n
+ lim

β→+∞

∫ β

0

dx

(ax2 + b)n

=
1

2
lim
α→∞

[

∫
γ1,α

f(z)dz +

∫
γ2,α

f(z)dz]

+
1

2
lim
β→∞

[

∫
γ1,β

f(z)dz +

∫
γ2,β

f(z)dz]

=
4π

(4b)n

√
b

a

(2n− 1)!

[(n− 1)!]2
.

(2) Sei 0 < a < 1. Dann ist∫ 2π

0

sin2 x

1− 2a cosx+ a2
dx = π.
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Denn: Wir wollen den Integranden als

∫
∂B(0,1)

f(z)dz mit einer kom-

plexen Funktion darstellen. Dies liefert für f die Bedingung

f(eix) =
1

ieix
· sin2 x

1− 2a cosx+ a2

=
1

ieix
−1

4
(eix − e−ix)2

1− a(eix + e−ix) + a2

= − 1

4i
e−ix

e2ix − 2 + e−2ix

1− a(eix + e−ix) + a2

= − 1

4i

e4ix − 2e2ix + 1

e2ix[−ae2ix − a+ (a2 + 1)eix]

=
1

4ai

e4ix − 2e2ix + 1

e2ix[e2ix − (a+ 1
a
)eix + 1]

.

Sei also

f(z) =
1

4ai

z4 − 2z2 + 1

z2[z2 − (a+ 1
a
)z + 1]

=
1

4ai

z4 − 2z2 + 1

z2[z − a][z − 1
a
]
.

f hat die Polstellen 0, a und 1
a
. Weiter ist

Res0 f =
d

dz
(z2f(z))|z=0

=
1

4ai

(−1)

(−a)2(− 1
a
)2

(−a− 1

a
)

=
1

4i
(1 +

1

a2
)

Resa f =
1

4ai

(a2 − 1)2

a2(a− 1
a
)

=
1

4a2i
(a2 − 1)

=
1

4i
(1− 1

a2
).

Damit folgt aus Satz VIII.4.14∫ 2π

0

sin2 x

1− 2a cosx+ a2
dx =

∫
∂B(0,1)

f(z)dz

= 2πi[Res0 f + Resa f ]

= π.





KAPITEL IX

Integralrechnung mehrerer Veränderlicher

In diesem Kapitel entwickeln wir die Lebesguesche Integrationstheo-
rie auf dem Rn. Dazu führen wir zunächst den Begriff einer Nullmenge
ein. Dies sind Mengen, die durch

”
beliebig kleine n-dimensionale Inter-

valle“ überdeckt werden können. Danach definieren wir das Integral für
Treppenfunktionen und setzen es fort auf Funktionen, deren positiver
und negativer Teil bis auf eine Nullmenge als Grenzwert einer monoton
wachsenden Folge von Treppenfunktionen dargestellt werden kann.
Diese Definition unterscheidet sich von derjenigen des Riemann-Inte-
grals in Kapitel VI dadurch, dass die gleichmäßige Konvergenz durch
punktweise monotone Konvergenz außerhalb einer Nullmenge ersetzt
wird. Wir gehen dann auch kurz auf die Gemeinsamkeiten und Unter-
schiede des Riemann und Lebesgue Integrals ein.
Als nächstes untersuchen wir wichtige Eigenschaften des Lebesgue-
Integrals: den Satz von Fubini, der die praktische Rechnung erleichtert,
und die Konvergenzsätze.
Danach betrachten wir messbare Funktionen und Mengen. Dabei ist
eine Menge, vereinfacht gesprochen, messbar, wenn ihre charakteristi-
sche Funktion messbar ist. Mit Hilfe dieses Begriffes können wir dann
den wichtigen Transformationssatz beweisen.
Zum Abschluss untersuchen wir noch die Lp-Räume.

IX.1. Nullmengen

Zuerst verallgemeinern wir den Begriff des Intervalles.

Definition IX.1.1. (1) Für x, y ∈ R schreiben wir x ≺ y, wenn
eine der Beziehungen x < y oder x ≤ y gilt.
(2) Für x, y ∈ Rn, n ≥ 1, schreiben wir x ≺ y, wenn für alle 1 ≤ i ≤ n
gilt xi ≺ yi.
(3) Für x, y ∈ Rn, n ≥ 1, heißt die Menge (vgl. Abb. IX.1.1)

≺ x, y �= {z ∈ Rn : x ≺ z ≺ y}

ein beschränktes (n-dimensionales) Intervall. Gilt xi − yi =
x1 − y1 für alle 1 ≤ i ≤ n, so nennen wir es auch einen Würfel.
(4) Ist I =≺ x, y � ein beschränktes Intervall, so heißen die 2n Hyper-
ebenen

{z ∈ I : zi = xi} , {z ∈ I : zi = yi} , 1 ≤ i ≤ n

295
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die Flächen von I.
(5) Seien x, y ∈ Rn, n ≥ 1, mit x ≺ y. Dann ist das (n-dimensionale)
Lebesgue-Maß oder Volumen von ≺ x, y � definiert durch

λn(≺ x, y �) =
n∏
i=1

(yi − xi).

x

y

Abbildung IX.1.1. Zweidimensionales Intervall ≺ x, y �

Bemerkung IX.1.2. (1) I =≺ x, y � ist offen bzw. abgeschlossen
genau dann, wenn in Definition IX.1.1 (3) ≺ immer für < bzw. ≤ steht.
Es gilt

◦
I = {z ∈ Rn : xi < zi < yi ∀1 ≤ i ≤ n}
I = {z ∈ Rn : xi ≤ zi ≤ yi ∀1 ≤ i ≤ n}.

(2) Sei I =≺ x, y � nicht leer. Dann gilt

λn(I) 6= 0 ⇐⇒
◦
I 6= ∅.

Beweis. Folgt unmittelbar aus der Definition. �

Der Begriff der Nullmenge ist für das Folgende grundlegend. An-
schaulich ist eine Nullmenge dadurch charakterisiert, dass sie durch
abzählbar viele Intervalle mit beliebig kleinem Maß überdeckt werden
kann.

Definition IX.1.3. N ⊂ Rn, n ≥ 1, heißt eine Nullmenge, wenn
es zu jedem ε > 0 eine Folge (Ik)k∈N von beschränkten, offenen Inter-
vallen gibt mit

(1) N ⊂
⋃
k∈N

Ik und

(2)
∑
k∈N

λn(Ik) ≤ ε.

Beispiel IX.1.4. (1) Sei x ∈ Rn. Dann ist {x} eine Nullmenge.
(2) Sei I =≺ x, y � nichtleer. Dann sind die Flächen von I Nullmengen.
(3) R× {0} = {(x, 0) : x ∈ R} ⊂ R2 ist eine Nullmenge.
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Beweis. ad (1): Sei 0 < ε < 1 und

Iε = {z ∈ Rn : ‖z − x‖∞ <
ε

2
}

der Würfel mit Mittelpunkt x und Kantenlänge ε. Dann ist

λn(Iε) = εn < ε.

Hieraus folgt die Behauptung.
ad (2): Für k ∈ N∗ sei

Ik = (x1 −
1

2k
, x1 +

1

2k
)× (x2 −

1

2k
, y2 +

1

2k
)×

· · · × (xn −
1

2k
, yn +

1

2k
)

= {z ∈ Rn : x1 −
1

2k
< z1 < x1 +

1

2k
,

xj −
1

2k
< zj < yj +

1

2k
, 2 ≤ j ≤ n}.

Dann gilt

{z ∈ Rn : z1 = x1, xj ≺ zj ≺ yj, 2 ≤ j ≤ n} ⊂ Ik

und

λn(Ik) =
1

k

n∏
j=2

(yj − xj +
1

k
) −→
k→∞

0.

Hieraus folgt die Behauptung.
ad (3): Sei 0 < ε < 1 und (qk)k∈N eine Abzählung von Q. Definiere

Ik = (qk −
ε

2
, qk +

ε

2
)× (− ε

2k+2
,
ε

2k+2
).

Da gemäß Satz I.4.11 (S. 21) Q dicht ist in R gilt

R× {0} ⊂
⋃
k∈N

Ik.

Weiter ist ∑
k∈N

λ2(Ik) =
∑
k∈N

ε22−k−1 = ε2 < ε.

Hieraus folgt die Behauptung. �

Teilmengen von Nullmengen und abzählbare Vereinigungen von
Nullmengen sind wieder Nullmengen.

Satz IX.1.5. (1) Sei N ⊂ Rn, n ≥ 1, eine Nullmenge und M ⊂ N .
Dann ist M auch eine Nullmenge.

(2) Seien Nk ⊂ Rn, n ≥ 1, k ∈ N, Nullmengen. Dann ist M =
⋃
k∈N

Nk

auch eine Nullmenge.
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Beweis. ad (1): Die Behauptung folgt unmittelbar aus der Beob-
achtung, dass jede Überdeckung von N auch eine Überdeckung von M
ist.
ad (2): Sei ε > 0 und für k ∈ N (Ikl)l∈N eine Folge von beschränkten
offenen Intervallen mit

Nk ⊂
⋃
l∈N

Ikl und
∑
l∈N

λn(Ikl) ≤ ε2−k−1.

Dann gilt offensichtlich

M ⊂
⋃
k,l∈N

Ikl und
∑
k,l∈N

λn(Ikl) ≤ ε
∑
k∈N

2−k−1 = ε.

Da N × N abzählbar ist (vgl. Beweis von Satz I.3.2 (S. 17)), folgt die
Behauptung. �

Aus Beispiel IX.1.4 (1) und Satz IX.1.5 folgt unmittelbar:

Bemerkung IX.1.6. Jede abzählbare Teilmenge von Rn ist eine
Nullmenge. Insbesondere ist Q ⊂ R eine Nullmenge in R.

Das folgende Beispiel zeigt, dass die Umkehrung von Bemerkung
IX.1.6 nicht gilt.

Beispiel IX.1.7 (Cantorsches Diskontinuum). Sei A0 = [0, 1]
⊂ R. An+1 entstehe aus An, n ∈ N, indem man alle abgeschlossenen
Intervalle, deren disjunkte Vereinigung An ist, jeweils in drei abge-
schlossene Intervalle gleicher Länge zerlegt und das Innere des mittleren
Intervalles entfernt; also:

A1 = [0,
1

3
] ∪ [

2

3
, 1]

A2 = [0,
1

9
] ∪ [

2

9
,
1

3
] ∪ [

2

3
,
7

9
] ∪ [

8

9
, 1] usw.

Definiere
C =

⋂
k∈N

Ak.

C heißt Cantorsches Diskontinuum. Durch Induktion folgt sofort

λ1(Ak) = (
2

3
)k ∀k ∈ N.

Da gilt C ⊂ Ak für alle k ∈ N, folgt hieraus, dass C eine Nullmen-
ge ist. Wir wollen zeigen, dass C nicht abzählbar ist. Wie man leicht
nachprüft, gilt

C =
{
x ∈ R : x =

∞∑
n=1

an3
−n, an ∈ {0, 2}

}
.

Wir nehmen an, (ck)k∈N sei eine Abzählung von C. Dann ist

ck =
∞∑
n=1

akn3
−n ∀k ∈ N.
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Definiere

c =
∞∑
n=1

an3
−n

durch

an =

{
0 falls ann = 2

2 falls ann = 0.

Dann ist c ∈ C und c 6= ck für alle k ∈ N. Dies ist der gewünschte
Widerspruch.

Die folgende Definition ist für das Weitere wesentlich.

Definition IX.1.8. Sei X ⊂ Rn, n ≥ 1, eine Menge und A(x),
x ∈ X, eine Aussage über jedes x ∈ X. Wir sagen A(x) gilt fast
überall (f.ü.) in X, wenn es eine Nullmenge N ⊂ Rn gibt, so dass
A(x) für alle x ∈ X\N gilt.

Beispiel IX.1.9. Seien X ⊂ Rn, n ≥ 1, eine Menge und f , fk,
k ∈ N, Funktionen auf X mit Werten in R. Dann konvergiert (fk)k∈N
f.ü. (punktweise) gegen f , wenn es eine Nullmenge N ⊂ Rn gibt mit

fk(x) −→
k→∞

f(x) ∀x ∈ X\N.

IX.2. Das Lebesgue-Integral

Sei X ⊂ Rn, n ≥ 1, eine Menge und f : X → R eine Funktion auf
X. Dann setzen wir f außerhalb von X durch 0 fort. In diesem Sinne
sind, sofern nicht anders vermerkt, alle Funktionen in diesem Abschnitt
auf ganz Rn definiert.

Die folgende Definition von Treppenfunktionen verallgemeinert De-
finition V.4.1 (S. 166):

Definition IX.2.1. (1) Sei X ⊂ Rn, n ≥ 1. Dann ist die charak-
teristische Funktion χX von X definiert durch

χX(x) =

{
1 falls x ∈ X,
0 falls x /∈ X.

(2) Eine Funktion f : Rn → R heißt Treppenfunktion, wenn es
ein k ∈ N∗, k beschränkte Intervalle I1, . . . , Ik und k reelle Zahlen
d1, . . . , dk gibt mit

f =
k∑
i=1

diχIi .

(3) Die Menge der Treppenfunktionen bezeichnen wir mit T (Rn,R)
oder kurz T .
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Bemerkung IX.2.2. (1) Aus der Definition von T folgt unmittel-
bar, dass T ein Vektorraum ist.
(2) Die Darstellung einer Treppenfunktion als Linearkombination von
endlich vielen beschränkten Intervallen ist nicht eindeutig. So ist z.B.

χ[0,1] = χ[0,0.5] + χ(0.5,1] = χ[0,0.5] + χ[0.5,1] − χ[0.5,0.5].

Die folgenden beiden Sätze bereiten die Definition des Lebesgue-
Integrals für Treppenfunktionen vor.

Satz IX.2.3. Jede Treppenfunktion kann dargestellt werden als Li-
nearkombination von endlich vielen charakteristischen Funktionen zu
disjunkten, beschränkten Intervallen.

Beweis. Sei

f =
k∑
i=1

diχIi

eine beliebige Treppenfunktion. Sei

Ej = {x ∈ Rn : xj = 0}, 1 ≤ j ≤ n

die j-te Koordinatenhyperebene und nj die Zahl der verschiedenen
Flächen der Ii, die parallel sind zu Ej, 1 ≤ j ≤ n. Diese Flächen zerle-

gen den Rn in
n∏
j=1

(2nj +1) disjunkte Intervalle, von denen
n∏
j=1

(2nj − 1)

beschränkt sind. Jedes Ii, 1 ≤ i ≤ k, ist die Vereinigung von end-
lich vielen dieser Intervalle, so dass χIi die Summe der entsprechenden
charakteristischen Funktionen ist. Hieraus folgt die Behauptung. �

Satz IX.2.4. Seien

k∑
i=1

ciχIi = f =
l∑

j=1

djχJj

zwei verschiedene Darstellungen der gleichen Treppenfunktion. Dann
gilt

k∑
i=1

ciλn(Ii) =
l∑

j=1

djλn(Jj).

Beweis. 1. Schritt: Seien a, b ∈ R und I ein beschränktes Inter-
vall. Dann ist offensichtlich

(a+ b)χI = aχI + bχI

und

(a+ b)λn(I) = aλn(I) + bλn(I).
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2. Schritt: Sei I ein beschränktes Intervall und Hi = {x ∈ Rn : xi =
α}, α ∈ R, 1 ≤ i ≤ n, eine Hyperebene mit I ∩Hi 6= ∅. Definiere (vgl.
Abb. IX.2.1)

I− = {x ∈ I : xi < α}
I0 = I ∩Hi = {x ∈ I : xi = α}
I+ = {x ∈ I : xi > α}.

Dann ist

χI = χI− + χI0 + χI+

und wegen λn(I0) = 0 gilt

λn(I) = λn(I−) + λn(I+) + λn(I0).

I− I+I0

Abbildung IX.2.1. Aufteilung von I ⊂ R2 durch eine
Hyperfläche H1

3. Schritt: Seien I1, . . . , Ik, J1, . . . , Jl wie im Satz. Wie im Be-
weis von Satz IX.2.3 zerlegen die Flächen von I1, . . . , Ik, J1, . . . , Jl den
Rn in disjunkte, beschränkte Intervalle, so dass wir eine gemeinsame
Verfeinerung

f =
m∑
µ=1

eµχKµ

von f mit disjunkten Intervallen erhalten. Dieser Verfeinerungsprozess
kann durchgeführt werden als eine Folge von Schritten 1 und 2. Da die
Behauptung für diese Schritte gezeigt ist, folgt hieraus die behauptete
Gleichheit. �

Wegen Satz IX.2.4 ist die folgende Definition sinnvoll.

Definition IX.2.5. Sei

f =
k∑
i=1

diχIi
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eine Treppenfunktion. Dann ist das Lebesgue-Integral von f defi-
niert durch ∫

f =

∫
fdx =

∫
f(x)dx =

k∑
i=1

diλn(Ii).

Das Lebesgue-Integral hat folgende wichtige Eigenschaften:

Satz IX.2.6. (1) Seien f, g ∈ T und α, β ∈ R. Dann gilt

(Linearität)

∫
(αf + βg) = α

∫
f + β

∫
g.

(2) Sei f ∈ T und f ≥ 0. Dann ist

(Monotonie)

∫
f ≥ 0.

(3) Sei f ∈ T . Dann ist |f | ∈ T und

|
∫
f | ≤

∫
|f |.

Beweis. ad (1): Folgt unmittelbar aus Definition IX.2.5 und Satz
IX.2.4.
ad (2): Sei f ∈ T . Dann kann gemäß Satz IX.2.3 f dargestellt werden
als

f =
k∑
i=1

diχIi

mit disjunkten, beschränkten Intervallen. Aus f ≥ 0 folgt dann

di ≥ 0 ∀1 ≤ i ≤ k.

Hieraus folgt ∫
f =

k∑
i=1

diλn(Ii) ≥ 0.

ad (3): Sei wieder

f =
k∑
i=1

diχIi

mit disjunkten beschränkten Intervallen. Dann folgt

|f | =
k∑
i=1

|di|χIi .

Also ist |f | ∈ T . Weiter folgt

|
∫
f | = |

k∑
i=1

diλn(Ii)|

≤
k∑
i=1

|di|λn(Ii)
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=

∫
|f |.

�

Die folgenden Sätze bereiten die Ausweitung des Integralbegriffes
auf eine größere Funktionenklasse vor.

Satz IX.2.7. (1) Sei (fk)k∈N ⊂ T eine monoton wachsende Folge
von Treppenfunktionen, für die (

∫
fk)k∈N ⊂ R konvergiert. Dann kon-

vergiert (fk)k∈N fast überall in Rn.
(2) Sei N ⊂ Rn eine Nullmenge. Dann gibt es eine monoton wach-
sende Folge (gk)k∈N ⊂ T von Treppenfunktionen, derart dass (

∫
gk)k∈N

konvergiert und die Folge (gk(x))k∈N für jedes x ∈ N divergiert.

Beweis. ad (1): O.E. ist fk ≥ 0 für alle k ∈ N. Sonst betrachte
die Folge (fk − f0)k∈N. Dann gibt es ein K > 0 mit

0 ≤
∫
fk ≤ K ∀k ∈ N.

Sei ε > 0 beliebig. Definiere

Sεk = {x ∈ Rn : fk(x) ≥
K

ε
}.

Da die Folge (fk)k∈N monoton wachsend ist, gilt

Sεk ⊂ Sεk+1 ∀k ∈ N.
Da fk eine Treppenfunktion ist, folgt weiter, dass Sεk die Vereinigung
von endlich vielen, disjunkten, beschränkten Intervallen ist. Daher ist

λn(S
ε
k) =

∫
χSεk ∀k ∈ N.

Wegen fk ≥ 0 gilt schließlich

K

ε
χSεk ≤ fk ∀k ∈ N.

Damit folgt aus Satz IX.2.6

K

ε
λn(S

ε
k) =

∫
K

ε
χSεk ≤

∫
fk ≤ K

und somit
λn(S

ε
k) ≤ ε ∀k ∈ N.

Definiere
Sε =

⋃
k∈N

Sεk , S =
⋂
ε>0

Sε.

Dann ist S die Menge aller derjenigen x ∈ Rn, für die die Folge
(fk(x))k∈N divergiert. Es reicht also zu zeigen, dass S eine Nullmen-
ge ist. Wegen Sεk ⊂ Sεk+1 für alle k ∈ N gilt

Sε = Sε0 ∪
⋃
k∈N∗

(Sεk\Sεk−1).
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Also ist Sε die Vereinigung von abzählbar vielen beschränkten Inter-
vallen. Da für m ∈ N∗ gilt

Sεm = Sε0 ∪
⋃

1≤k≤m

(Sεk\Sεk−1)

folgt

λn(S
ε
0 ∪

⋃
1≤k≤m

(Sεk\Sεk−1)) ≤ ε ∀m ∈ N∗

und somit
λn(S

ε) ≤ ε.

Also ist S eine Nullmenge.
ad (2): Da N eine Nullmenge ist, gibt es zu jedem k ∈ N∗ eine Folge
(Ikl)l∈N∗ von beschränkten offenen Intervallen mit

N ⊂
⋃
l∈N∗

Ikl und
∑
l∈N∗

λn(Ikl) ≤ 2−k.

Wir ordnen diese Intervalle in einem quadratischen Schema an und
zählen sie wie angedeutet ab (vgl. Beweis von Satz I.3.2 (S. 17)):

1 2 4 7
I11 I12 I13 . . .

3 ↙ 5 ↙ 8 . . .
I21 I22 I23 . . .

↙
6 9 13
I31 I32 I33 . . .
...

...
... . . .

Wir erhalten so eine Folge (Jm)m∈N∗ beschränkter offener Intervalle.
Definiere

fm =
m∑
i=1

χJi ∀m ∈ N∗.

Dann ist (fm)m∈N∗ eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktio-
nen. Da für jedes m ∈ N∗ gilt∫

fm =
m∑
i=1

λn(Ji) ≤
m∑
i=1

2−i < 1,

ist die Folge (
∫
fm)m∈N konvergent. Sei nun x ∈ N beliebig. Dann gibt

es zu jedem k ∈ N∗ ein lk ∈ N∗ mit

x ∈ Iklk .
Sei K ∈ N∗ beliebig. Dann gibt es ein mK ∈ N∗, so dass unter J1, . . . ,
JmK mindestens K der Iklk vorkommen. Das bedeutet aber, dass

fmK (x) ≥ K



IX.2. DAS LEBESGUE-INTEGRAL 305

ist. Da K ∈ N∗ beliebig war, folgt, dass (fk(x))k∈N für x ∈ N divergiert.
Damit ist die Behauptung gezeigt. �

Satz IX.2.7 legt folgende Definition nahe.

Definition IX.2.8. Mit Linc(Rn,R) oder kurz Linc bezeichnen wir
die Menge aller Funktionen f : Rn → R, zu denen es eine monoton
wachsende Folge (fk)k∈N ⊂ T von Treppenfunktionen gibt, derart dass
(
∫
fk)k∈N ⊂ R beschränkt ist und fk −→

k→∞
f f.ü. in Rn gilt.

Beispiel IX.2.9. Sei f : R→ R definiert durch

f(x) =


0 für x ≤ 0,
1√
x

für 0 < x ≤ 1,

0 für x > 1.

Da −f nicht nach unten beschränkt ist, folgt sofort −f 6∈ Linc. Um zu
sehen, dass f ∈ Linc ist, definiere für k ∈ N∗

fk =
2k∑
l=1

√
2k

l
χ( l−1

2k
, l
2k

].

Dann ist (fk)k∈N∗ eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktio-
nen, die auf R punktweise (aber nicht gleichmäßig!) gegen f konver-
giert. Weiter gilt für k ∈ N∗

∫
fk =

2k∑
l=1

√
2k

l
2−k

=
1√
2k

{
1 +

k∑
i=1

2i∑
j=2i−1+1

1√
j

}

≤ 1√
2k

{
1 +

k∑
i=1

2i − 2i−1

√
2i−1 + 1

}
≤ 1√

2k

{
1 +

k−1∑
l=0

√
2
l
}

≤ 1√
2k

{
1 +

√
2
k − 1√
2− 1

}
≤ 1 +

1√
2− 1

=

√
2√

2− 1
.
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Satz IX.2.10. (1) Sei (fk)k∈N ⊂ T eine monoton fallende Folge
von Treppenfunktionen mit

fk −→
k→∞

0 f.ü. in Rn.

Dann gilt

lim
k→∞

∫
fk = 0.

(2) Seien f, g ∈ Linc fast überall bestimmt durch die monoton wach-
senden Folgen (fk)k∈N bzw. (gk)k∈N von Treppenfunktionen. Gilt

f ≥ g f.ü. in Rn

bzw.

f = g f.ü. in Rn,

so gilt

lim
k→∞

∫
fk ≥ lim

k→∞

∫
gk

bzw.

lim
k→∞

∫
fk = lim

k→∞

∫
gk.

Beweis. ad (1): Sei ε > 0 beliebig. Sei I ein beschränktes, ab-
geschlossenes Intervall, so dass f0 außerhalb von I verschwindet. Sei
K > 0, so dass gilt f0 ≤ K. Dann gilt gleiches für alle fk, k ∈ N.
Für jedes k ∈ N ist die Menge der Unstetigkeitsstellen von fk die Ver-
einigung von endlich vielen Flächen von beschränkten Intervallen und
somit gemäß Beispiel IX.1.4(2) (S. 296) und Satz IX.1.5(2) (S. 297) ei-
ne Nullmenge. Sei A die Vereinigung aller Unstetigkeitsstellen aller fk.
Gemäß Satz IX.1.5(2) (S. 297) ist A eine Nullmenge. Sei B die Men-
ge aller Punkte x, für die (fk(x))k∈N nicht gegen 0 konvergiert. Nach
Voraussetzung ist B eine Nullmenge. Wegen Satz IX.1.5(2) (S. 297)
ist dann C = A ∪ B eine Nullmenge und kann daher durch eine Fol-
ge (Ik)k∈N offener beschränkter Intervalle, deren Gesamtmaß ≤ ε ist,
überdeckt werden.
Sei nun x ∈ I\C. Dann gibt es ein kx ∈ N mit fkx(x) ≤ ε

2
. Da x keine

Unstetigkeitsstelle von fkx ist, gibt es ein beschränktes offenes Intervall
Jx, so dass gilt

fkx(y) ≤ ε ∀y ∈ Jx.
Da die Folge (fk)k∈N monoton fallend ist, gilt

fk(y) ≤ ε ∀k ≥ kx, y ∈ Jx.
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Da I kompakt ist, gibt es Zahlen r, s ∈ N, Punkte x1, . . . , xs aus I\C
und Zahlen k1, . . . , kr aus N mit

I ⊂
r⋃
j=1

Ikj ∪
s⋃
j=1

Jxj .

O.E. ist s ≥ 1. Sei

M = max
1≤j≤s

kxj .

Dann folgt

fk(x) ≤ ε ∀k ≥M,x ∈
s⋃
j=1

Jxj .

Sei

S = I ∩
r⋃
j=1

Ikj , T = I ∩
s⋃
j=1

Jxj .

S und T können als die Vereinigung von endlich vielen disjunkten In-
tervallen dargestellt werden. Weiter ist

λn(S) ≤ ε , λn(T ) ≤ λn(I) = c.

Konstruktionsgemäß gilt

fk ≤ KχS + εχT ∀k ≥M.

Damit folgt ∫
fk ≤ εK + εc ∀k ≥M.

Da ε beliebig war, folgt hieraus die Behauptung.
ad (2): Der zweite Teil der Behauptung folgt offensichtlich aus dem
ersten Teil durch vertauschen von f und g.
Zum Beweis des ersten Teiles der Behauptung sei m ∈ N beliebig. Dann
ist (gm − fk)k∈N eine monoton fallende Folge von Treppenfunktionen
mit

gm − fk −→
k→∞

gm − f f.ü.

und

gm − f ≤ 0 f.ü.

wegen f ≥ g f.ü.. Daher erfüllt

((gm − fk)+)k∈N = (max{gm − fk, 0})k∈N

die Voraussetzungen von Teil (1). Also gilt∫
gm − lim

k→∞

∫
fk = lim

k→∞

∫
(gm − fk) ≤ lim

k→∞

∫
(gm − fk)+ = 0.

Da m ∈ N beliebig war, folgt die Behauptung durch Grenzübergang
m→∞. �

Wegen Satz IX.2.10 ist die folgende Definition sinnvoll.
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Definition IX.2.11. Sei f ∈ Linc und (fk)k∈N ∈ T eine mono-
ton wachsende Folge von Treppenfunktionen mit fk −→

k→∞
f f.ü. und

(
∫
fk)k∈N ist beschränkt. Dann definieren wir das Lebesgue-Inte-

gral von f durch∫
f =

∫
fdx =

∫
f(x)dx = lim

k→∞

∫
fk.

Beispiel IX.2.9 zeigt, dass Linc kein Vektorraum ist. Um einen Vek-
torraum zu erhalten, müssen wir Funktionen der Form g−h mit g, h ∈
Linc betrachten. Damit wir für solche Funktionen das Integral sinnvoll
definieren können, benötigen wir folgenden Satz.

Satz IX.2.12. (1) Seien g, h ∈ Linc. Dann ist g + h ∈ Linc und∫
(g + h) =

∫
g +

∫
h.

(2) Seien gi, hi ∈ Linc, i = 1, 2 mit

g1 − h1 = g2 − h2.

Dann gilt ∫
g1 −

∫
h1 =

∫
g2 −

∫
h2.

Beweis. ad (1): Seien g, h ∈ Linc und (gk)k∈N, (hk)k∈N ⊂ T mono-
ton wachsende Folgen von Treppenfunktionen mit:

gk −→
k→∞

g f.ü. , hk −→
k→∞

h f.ü.

(

∫
gk)k∈N , (

∫
hk)k∈N sind beschränkt.

Dann ist (gk+hk)k∈N eine monoton wachsende Folge von Treppenfunk-
tionen mit:

gk + hk −→
k→∞

g + h f.ü.

(

∫
(gk + hk))k∈N = (

∫
gk +

∫
hk)k∈N ist beschränkt

und

lim
k→∞

∫
(gk + hk) = lim

k→∞

∫
gk + lim

k→∞

∫
hk.

Hieraus folgt die Behauptung.
ad (2): Aus

g1 − h1 = g2 − h2

folgt

g1 + h2 = g2 + h1.
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Aus Teil (1) folgt ∫
g1 +

∫
h2 =

∫
(g1 + h2)

=

∫
(g2 + h1)

=

∫
g2 +

∫
h1.

Hieraus folgt die Behauptung. �

Wegen Satz IX.2.12 ist die folgende Definition sinnvoll. Damit sind
wir am Ende unserer Konstruktion.

Definition IX.2.13. (1) Eine Funktion f : Rn → R heißt Le-
besgue-integrierbar (auf Rn), wenn es zwei Funktionen g, h ∈ Linc

gibt mit f = g − h. In diesem Fall ist das Lebesgue-Integral von
f definiert durch∫

f =

∫
fdx =

∫
f(x)dx =

∫
g −

∫
h.

Die Menge der Lebesgue-integrierbaren Funktionen bezeichnen wir mit
L1(Rn,R) oder kurz L1.
(2) Sei X ⊂ Rn eine beliebige Teilmenge. Eine Funktion f : Rn → R
heißt Lebesgue-integrierbar auf X, wenn f · χX ∈ L1 ist. In
diesem Fall ist das Lebesgue-Integral von f auf X definiert durch∫

X

f =

∫
(f · χX).

Die Menge der Lebesgue-integrierbaren Funktionen auf X bezeichnen
wir mit L1(X,R).
(3) Eine Funktion f = (f1, . . . , fm) : Rn → Rm heißt Lebesgue-
integrierbar, wenn alle Komponentenfunktionen fk ∈ L1, 1 ≤ k ≤
m, sind. In diesem Fall ist das Lebesgue-Integral von f∫

f = (

∫
f1, . . . ,

∫
fm).

Die Menge der Lebesgue integrierbaren Funktionen f : Rn → Rm be-
zeichnen wir mit L1(Rn,Rm).
(4) Ist f : Cn → Cm, so identifizieren wir auf kanonische Weise Cn

mit R2n und Cm mit R2m und definieren auf diese Weise die Begriffe

”
Lebesgue-integrierbar“ und

”
Lebesgue-Integral“.

Für das Lebesgue-Integral gelten folgende wichtige Eigenschaften
(vgl. Satz IX.2.6):

Satz IX.2.14. (1) Seien f1, f2 ∈ L1 und α1, α2 ∈ R. Dann ist
α1f1 + α2f2 ∈ L1 und

(Linearität)

∫
(α1f1 + α2f2) = α1

∫
f1 + α2

∫
f2.
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(2) Sei f ∈ L1 und f ≥ 0 f.ü.. Dann ist

(Monotonie)

∫
f ≥ 0.

(3) Sei f ∈ L1. Dann ist |f | ∈ L1 und

|
∫
f | ≤

∫
|f |.

Beweis. ad (1): Die Behauptung folgt offensichtlich aus den fol-
genden drei Hilfsbehauptungen:

(i) f1, f2 ∈ L1 =⇒ f1 + f2 ∈ L1 und
∫

(f1 + f2) =
∫
f1 +

∫
f2.

(ii) f ∈ L1, α ∈ R+ =⇒ αf ∈ L1 und
∫

(αf) = α
∫
f .

(iii) f ∈ L1 =⇒ −f ∈ L1 und
∫

(−f) = −
∫
f .

Behauptungen (i)–(iii) folgen aber direkt aus Satz IX.2.12 (1) und De-
finition IX.2.13.
ad (2): Sei f = g − h ∈ L1 mit g, h ∈ Linc. Dann folgt aus f ≥ 0 f.ü.
g ≥ h f.ü.. Damit folgt die Behauptung aus Satz IX.2.10 (2), Definition
IX.2.11 und Definition IX.2.13.
ad (3): Die Behauptung folgt aus Teil (2) und den Ungleichungen

|f | − f ≥ 0 f.ü. , |f |+ f ≥ 0 f.ü..

�

Satz IX.2.15. Sei f1 ∈ L1 und f2 = f1 f.ü.. Dann ist f2 ∈ L1 und∫
f2 =

∫
f1.

Beweis. Wegen Satz IX.2.10 (2) und Definition IX.2.11 ist die Be-
hauptung für Funktionen aus Linc erfüllt. Sei weiter f1 = g1 − h1 mit
g1, h1 ∈ Linc. Definiere

g2 = g1 , h2 = h1 + (f1 − f2).

Wegen h2 = h1 f.ü. folgt g2, h2 ∈ Linc. Weiter ist

g2 − h2 = g1 − h1 − f1 + f2 = f2.

Also ist f2 ∈ L1 und∫
f2 =

∫
g2 −

∫
h2

=

∫
g1 −

∫
h1 (wegen Satz IX.2.10 (2))

=

∫
f1.

�

Der folgende Satz gibt eine sehr praktische hinreichende Bedingung
für die Lebesgue-Integrierbarkeit einer Funktion.
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Satz IX.2.16. (1) Sei I ⊂ Rn ein beschränktes Intervall und f :
Rn → R auf I beschränkt und fast überall stetig. Dann ist f ∈ L1(I,R).
(2) Sei I ⊂ Rn ein beschränktes, abgeschlossenes Intervall und f ∈
C(I,R). Dann ist f ∈ L1(I,R).

Beweis. ad (1): O.E. können wir f(x) = 0 für alle x 6∈ I anneh-
men. Wegen Satz IX.2.15 ist o.E. I von der Form

(∗) I = {z ∈ Rn : xi ≤ zi < yi ∀1 ≤ i ≤ n}.
Sei K ∈ R∗

+ mit
|f(x)| ≤ K ∀x ∈ I.

Wir konstruieren Intervalle Ikl, k ∈ N, 1 ≤ l ≤ 2nk, wie folgt

(1) I01 = I.
(2) Die Intervalle Ik+1,l, 1 ≤ l ≤ 2n(k+1), entstehen, indem man

jedes Intervall Ik,m, 1 ≤ m ≤ 2nk, durch Halbieren der Kanten
in 2n gleich große disjunkte Intervalle der Form (∗) aufteilt.

Die Intervalle Ik,l, 1 ≤ l ≤ 2nk, sind dann für jedes k ∈ N paarweise
disjunkt und erfüllen

I =
2nk⋃
l=1

Ikl.

Da f beschränkt ist, existiert

ckl = inf
x∈Ikl

f(x) ∀k ∈ N, 1 ≤ l ≤ 2nk.

Definiere

fk =
2nk∑
l=1

cklχIkl ∈ T.

Dann ist (fk)k∈N eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen
mit

fk ≤ f ≤ KχI ∀k ∈ N.
Daher ist die Folge (

∫
fk)k∈N durch Kλn(I) nach oben beschränkt und

damit konvergent. Sei nun x ∈ I, derart, dass f in x stetig ist. Sei ε > 0
beliebig. Dann gibt es ein δ > 0 mit

|f(y)− f(x)| < ε ∀y ∈ I mit ‖y − x‖∞ < δ.

Weiter gibt es ein kε ∈ N und ein lε ∈ N∗
2nkε

mit Ikεlε ⊂ B‖·‖∞(x, δ).
Aus der Definition von fkε folgt dann

f(x)− ε ≤ fkε(x) ≤ f(x).

Da (fk(x))k∈N monoton wachsend und durch f(x) nach oben beschränkt
ist, folgt hieraus

f(x)− ε ≤ fk(x) ≤ f(x) ∀k ≥ kε.

Also konvergiert (fk(x))k∈N gegen f(x). Da nach Voraussetzung f auf
I f.ü. stetig ist, folgt hieraus f ∈ Linc ⊂ L1.
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ad (2): Da I gemäß Satz III.4.6 (S. 84) kompakt ist, ist wegen Satz
III.4.9 (S. 85) und Satz III.4.3 (S. 82) f beschränkt. Damit folgt die
Behauptung aus Teil (1). �

Zum Abschluss dieses Abschnittes wollen wir noch kurz auf den
Zusammenhang zwischen dem Riemann- und dem Lebesgue-Integral
für Funktionen auf R eingehen.

Satz IX.2.17. (1) Seien a, b ∈ R mit a < b und f ∈ S([a, b],R).
Dann ist f ∈ L1([a, b],R) und das Riemann- und das Lebesgue-Integral
von f stimmen überein, d.h.∫ b

a

f(x)dx =

∫
[a,b]

f.

(2) Seien a, b ∈ R mit a < b und f : (a, b) → R zulässig. Das

uneigentliche Riemann-Integral
∫ b
a
f(x)dx konvergiere absolut. Dann

ist f ∈ L1((a, b),R) und das uneigentliche Riemann-Integral und das
Lebesgue-Integral stimmen überein, d.h.∫ b

a

f(x)dx =

∫
(a,b)

f.

Beweis. ad (1): Da in jedem Punkt x ∈ [a, b] die links- und rechts-
seitigen Grenzwerte f(x−0) und f(x+0) existieren, gilt für die Menge
S der Punkte, in denen f unstetig ist,

S =
⋃
n∈N∗

Sn

mit

Sn = {x ∈ [a, b] : |f(x− 0)− f(x+ 0)| > 1

n
}.

Aus dem Beweis von Satz V.4.4 (S. 168) folgt aber, dass Sn für jedes
n ∈ N∗ endlich, also eine Nullmenge ist. Wegen Satz IX.1.5(2) (S.
297) ist daher S eine Nullmenge, und aus Satz IX.2.16 (1) folgt f ∈
L1([a, b],R). Wir benutzen nun die gleiche Notation wie im Beweis von
Satz IX.2.16 (1). Da f ∈ S([a, b],R) ist, gibt es zu jedem Ikl ein ζkl ∈ Ikl
mit ckl = f(ζkl). Also ist für jedes k ∈ N

(∗∗)
∫

[a,b]

fk =
2k∑
l=1

f(ζkl)λ1(Ikl).

Die linke Seite von (∗∗) konvergiert gegen das Lebesgue-Integral
∫

[a,b]
f .

Die rechte Seite von (∗∗) konvergiert nach Satz VI.1.11 (S. 177) gegen

das Riemann-Integral
∫ b
a
f(x)dx. Hieraus folgt die Behauptung.

ad (2): Sei

f+ = max{f, 0} , f− = max{−f, 0}.
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Dann ist
f = f+ − f− , |f | = f+ + f−.

Da die Funktion x 7→ max{x, 0} stetig auf R ist, sind f+ und f−
zulässig. Seien c ∈ (a, b) und (ak)k∈N ⊂ (a, c] streng monoton fallend
und (bk)k∈N ⊂ [c, b) streng monoton wachsend mit

lim
k→∞

ak = a und lim
k→∞

bk = b.

Da
∫ b
a
f(x)dx absolut konvergiert, existieren die Grenzwerte

lim
k→∞

∫ c

ak

(f+(x)− f−(x))dx,

lim
k→∞

∫ c

ak

(f+(x) + f−(x))dx,

lim
k→∞

∫ bk

c

(f+(x)− f−(x))dx,

lim
k→∞

∫ bk

c

(f+(x) + f−(x))dx.

Daher existieren auch die Grenzwerte

lim
k→∞

∫ c

ak

f+(x)dx,

lim
k→∞

∫ c

ak

f−(x)dx,

lim
k→∞

∫ bk

c

f+(x)dx,

lim
k→∞

∫ bk

c

f−(x)dx.

Die Behauptung des Satzes folgt nun unmittelbar aus der folgenden
Hilfsbehauptung.
Beh.: Es ist

f+|(a,c], f−|(a,c] ∈ L1((a, c],R)

f+|[c,b), f−|[c,b) ∈ L1([c, b),R)

und ∫
(a,c]

f± =

∫ c

a

f±(x)dx = lim
k→∞

∫ c

ak

f±(x)dx∫
[c,b)

f± =

∫ b

c

f±(x)dx = lim
k→∞

∫ bk

a

f±(x)dx.

Wir zeigen diese Hilfsbehauptung nur für f+|(a,c]. Die anderen drei Fälle
folgen ganz analog.
Seien S und Sk die Menge der Unstetigkeitsstellen von f+ auf (a, c]
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bzw. [ak, c]. Dann ist S =
⋃
k∈N

Sk, und aus Teil (1) und Satz IX.1.5(2)

(S. 297) folgt, dass S eine Nullmenge ist. Also ist

f+|(a,c] ∈ L1((a, c],R)

und

f+|[ak,c] ∈ L
1([ak, c],R) ∀k ∈ N.

Wegen

f+χ[ak,c] ≤ f+χ(a,c]

folgt aus Teil (1) und Satz IX.2.14∫ c

ak

f+(x)dx =

∫
[ak,c]

f+ ≤
∫

(a,c]

f+ ∀k ∈ N.

Also gilt ∫ c

a

f+(x)dx ≤
∫

(a,c]

f+.

Andererseits überlegt man sich leicht, dass es Zahlen rk ∈ N, k ∈ N,
und Intervalle Ikl, 1 ≤ l ≤ rk, k ∈ N mit folgenden Eigenschaften gibt:

(i) Ikl ist von der Form (x, y] für alle k, l.
(ii) Für festes k sind die Ikl paarweise disjunkt.

(iii) (ak, c] =

rk⋃
l=1

Ikl für alle k ∈ N.

(iv) Jedes Ik+1,l ist entweder in (ak+1, ak] oder in einem Ik,m ent-
halten.

(v) λ1(Ikl) ≤ 2−k für alle k, l.

Sei

ckl = inf
x∈Ikl

f+(x)

und

fk =

rk∑
l=1

cklχIkl ∀k ∈ N.

Dann ist (fk)k∈N eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktio-
nen, die fast überall gegen f+|(a,c] konvergiert. Für jedes k ∈ N gilt∫

(a,c]

fk =

∫
(ak,c]

fk

=

∫
[ak,c]

fk

≤
∫

[ak,c]

f+

=

∫ c

ak

f+(x)dx.
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Also ist ∫
(a,c]

f+ ≤
∫ c

a

f+(x)dx.

Damit ist die Hilfsbehauptung für f+|(a,c] gezeigt. �

Das folgende Beispiel zeigt, dass es Funktionen gibt, die Lebesgue-
aber nicht Riemann-integrierbar sind, und dass es auch umgekehrt
Funktionen gibt, die (uneigentlich) Riemann- aber nicht Lebesgue-in-
tegrierbar sind.

Beispiel IX.2.18. (1) Es ist χQ∩[0,1] ∈ L1([0, 1],R) und∫
χQ∩[0,1] = 0,

da Q ∩ [0, 1] eine Nullmenge ist.
χQ∩[0,1] ist nicht Riemann-integrierbar.
Denn sei δ > 0 beliebig und 0 = x0 < x1 < . . . < xn = 1 eine beliebige
Zerlegung von [0, 1] der Feinheit δ. Sei

ζk ∈ Q ∩ (xk−1, xk), ηk ∈ (R\Q) ∩ (xk−1, xk), 1 ≤ k ≤ n

beliebig. Dann folgt

n∑
k=1

χQ∩[0,1](ζk)(xk − xk−1) = 1

n∑
k=1

χQ∩[0,1](ηk)(xk − xk−1) = 0.

(2) Sei f auf [1,∞) definiert durch

f(x) =
sin x

x
.

Gemäß Übungsaufgabe (Aufgabe 2, Blatt 4, Analysis II) ist f uneigent-
lich Riemann-integrierbar, aber das uneigentliche Riemann-Integral
konvergiert nicht absolut.
f ist nicht Lebesgue-integrierbar.
Denn wäre f ∈ L1([1,∞),R), so wäre gemäß Satz IX.2.14 auch |f | ∈
L1([1,∞),R). Dann gilt aber für jede Folge (bk)k∈N ⊂ [1,∞) mit lim

k→∞
bk

=∞ ∫ bk

1

|f(x)|dx =

∫
[1,bk]

|f | <
∫

[1,∞)

|f | <∞.

Dies ist ein Widerspruch.
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IX.3. Eigenschaften des Lebesgue-Integrals

Zunächst wollen wir den Satz von Fubini beweisen. Er führt die Be-
rechnung eines Lebesgue-Integrales über Rn zurück auf die Berechnung
einer Folge geeigneter Lebesgue-Integrale über R. Letztere können we-
gen Satz IX.2.17 (S. 312) in der Regel mit den Methoden aus Kapitel
VI berechnet werden.

Im Folgenden seien m,n ∈ N∗. Wir identifizieren auf kanonische
Weise den Rm+n mit Rm × Rn; jedes x ∈ Rm+n zerlegen wir in der
Form x = (x1, x2) mit x1 ∈ Rm, x2 ∈ Rn.

Lemma IX.3.1. Sei f ∈ T (Rm+n,R). Dann ist für jedes x1 ∈ Rm

f(x1, .) ∈ T (Rn,R). Die Funktion

g : Rm → R mit x1 7→
∫

Rn
f(x1, x2)dx2

ist aus T (Rm,R). Es gilt∫
Rm+n

f =

∫
Rm

g =

∫
Rm

(∫
Rn
f(x1, x2)dx2

)
dx1.

Beweis. Sei zunächst f = χI mit einem nicht leeren, beschränkten
Intervall I. Sei

I =≺ a, b �, a, b ∈ Rm+n,

I1 = {x ∈ Rm : ai ≺ xi ≺ bi, 1 ≤ i ≤ m},
I2 = {y ∈ Rn : am+j ≺ yj ≺ bm+j, 1 ≤ j ≤ n}.

Dann ist

χI(x1, x2) = χI1(x1) · χI2(x2).

Daher ist für jedes x1 ∈ Rm f(x1, .) ∈ T (Rn,R) und

g(x1) = χI1(x1)λn(I2)

sowie ∫
Rm

g = λn(I2)

∫
Rm

χI1

= λn(I2)λm(I1)

=
n∏
j=1

(bm+j − am+j)
m∏
i=1

(bi − ai)

= λm+n(I)

=

∫
Rm+n

f.

Hieraus folgt die Behauptung im allgemeinen Fall zusammen mit Satz
IX.2.6 (S. 302). �
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Lemma IX.3.2. Sei N ⊂ Rm+n eine Nullmenge. Dann ist für fast
alle x1 ∈ Rm die Menge

Nx1 = {x2 ∈ Rn : (x1, x2) ∈ N}
eine Nullmenge in Rn.

Beweis. Gemäß Satz IX.2.7(2) (S. 303) gibt es eine monoton wach-
sende Folge (fk)k∈N ⊂ T (Rm+n,R) von Treppenfunktionen, derart dass
(
∫

Rm+n fk)k∈N beschränkt ist und (fk(x))k∈N für alle x ∈ N divergiert.
Gemäß Lemma IX.3.1 wird für jedes k ∈ N durch

gk(x1) =

∫
Rn
fk(x1, x2)dx2 ∀x1 ∈ Rm

eine Treppenfunktion auf Rm definiert. Wie man sich leicht überzeugt,
ist die Folge (gk)k∈N ⊂ T (Rm,R) monoton wachsend. Aus Lemma
IX.3.1 folgt, dass (

∫
Rm gk)k∈N = (

∫
Rm+n fk)k∈N beschränkt ist. Wegen

Satz IX.2.7(1) (S. 303) konvergiert daher (gk)k∈N f.ü. in Rm. Sei x∗1 ∈
Rm so, dass (gk(x

∗
1))k∈N = (

∫
Rn f(x∗1, x2)dx2)k∈N konvergiert. Aus Satz

IX.2.7(1) (S. 303) folgt, dass (fk(x
∗
1, .))k∈N f.ü. auf Rn konvergiert. Da

aber (fk(x
∗
1, x2))k∈N für alle x2 ∈ Nx∗1

divergiert, folgt hieraus, dass Nx∗1
eine Nullmenge in Rn ist. �

Satz IX.3.3 (Satz von Fubini). Sei f ∈ L1(Rm+n,R). Dann ist
für fast jedes x1 ∈ Rm und fast jedes x2 ∈ Rn f(x1, ·) ∈ L1(Rn,R) und
f(·, x2) ∈ L1(Rm,R). Die Funktionen g : Rm → R und h : Rn → R mit

g(x1) =

∫
Rn
f(x1, x2)dx2 für fast jedes x1 ∈ Rm

h(x2) =

∫
Rm

f(x1, x2)dx1 für fast jedes x2 ∈ Rn

sind aus L1(Rm,R) bzw. L1(Rn,R). Es gilt∫
Rm+n

f =

∫
Rm

g

=

∫
Rm

(∫
Rn
f(x1, x2)dx2

)
dx1

=

∫
Rn
h

=

∫
Rn

(∫
Rm

f(x1, x2)dx1

)
dx2.

Beweis. 1. Schritt: Es genügt, die Behauptung für f(x1, ·) und
g zu zeigen, da dann der Rest durch Vertauschen der Rollen von Rm

und Rn folgt.
2. Schritt: Die Aussage gilt gemäß Lemma IX.3.1 für alle Treppen-
funktionen.
3. Schritt: Sei nun f ∈ Linc(Rm+n,R) und (fk)k∈N ⊂ T (Rm+n,R)
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eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen, derart dass
(
∫

Rm+n fk)k∈N konvergiert und fk −→
k→∞

f f.ü. in Rm+n gilt. Für k ∈ N
sei

gk(x1) =

∫
Rn
fk(x1, x2)dx2 ∀x1 ∈ Rm.

Gemäß Lemma IX.3.1 ist gk wohldefiniert und aus T (Rm,R). Außerdem
ist (gk)k∈N monoton wachsend und

(

∫
Rm

gk)k∈N = (

∫
Rm+n

fk)k∈N

konvergent.
Gemäß Satz IX.2.7(1) (S. 303) konvergiert (gk)k∈N f.ü. in Rm. Sei N die
Menge aller x ∈ Rm+n, für die (fk(x))k∈N divergiert. Dann ist N eine
Nullmenge. Sei x∗1 ∈ Rm ein Punkt, für den (gk(x

∗
1))k∈N konvergiert und

Nx∗1
eine Nullmenge ist. Wegen Lemma IX.3.2 gilt dies für fast jedes x∗1

in Rm. Dann gilt

fk(x
∗
1, x2) −→

k→∞
f(x∗1, x2) f.ü. in Rm

und (∫
Rn
fk(x

∗
1, x2)dx2

)
k∈N

= (gk(x
∗
1))k∈N

konvergiert. Also existiert
∫

Rn f(x∗1, x2)dx2 und ist gleich lim
k→∞

gk(x
∗
1).

Mithin gilt gk −→
k→∞

g f.ü. in Rm und

lim
k→∞

∫
Rm

gk(x1)dx1 = lim
k→∞

∫
Rm+n

fk =

∫
Rm+n

f.

Also ist g ∈ Linc(Rm,R) und∫
Rm

g =

∫
Rm+n

f.

4. Schritt: Sei nun f = ϕ− ψ mit ϕ, ψ ∈ Linc(Rm+n,R). Dann folgt
die Behauptung aus dem dritten Schritt zusammen mit der Linearität
des Integrals. �

Beispiel IX.3.4. (1) Sei BR ⊂ R2 der abgeschlossene Kreis um
Null mit Radius R > 0. Da ∂BR eine Nullmenge in R2 ist (Übungsauf-
gabe), ist gemäß Satz IX.2.16(1) (S. 311) χBR ∈ L1(R2,R). Mit dem
Satz von Fubini folgt∫

R2

χBR =

∫ R

−R

(∫ √R2−x2
1

−
√
R2−x2

1

1dx2

)
dx1

= 2

∫ R

−R

√
R2 − x2

1dx1

= 2

∫ π

0

√
R2 −R2 cos2 ϕR sinϕdϕ x1 = R cosϕ
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= 2R2

∫ π

0

sin2 ϕdϕ

= πR2.

(2) Für σ ∈ R sei

sgn(σ) =


1 falls σ > 0,

0 falls σ = 0,

−1 falls σ < 0.

Sei f : R2 → R definiert durch

f(x1, x2) =

{
ex1+x2 sgn(x1 − x2) falls (x1, x2) ∈ [−1, 1]× [−1, 1],

0 sonst.

Da {x ∈ R2 : |x1| ≤ 1, |x2| ≤ 1 und x1 = x2} eine Nullmenge ist
(Übungsaufgabe), ist f ∈ L1(R2,R). Der Satz von Fubini liefert∫

R2

f =

∫ 1

−1

(∫ 1

−1

ex1+x2 sgn(x1 − x2)dx2

)
dx1

=

∫ 1

−1

{∫ x1

−1

ex1+x2dx2 −
∫ 1

x1

ex1+x2dx2

}
dx1

=

∫ 1

−1

{e2x1 − ex1−1 − ex1+1 + e2x1}dx1

= [e2x1 − ex1−1 − ex1+1]x1=+1
x1=−1

= e2 − 1− e2 − (e−2 − e−2 − 1)

= 0.

Als nächstes untersuchen wir, wie sich das Lebesgue-Integral bei
Grenzprozessen verhält, d.h., wann Grenzprozesse mit der Integration
vertauscht werden können.

Lemma IX.3.5. Sei (fk)k∈N ⊂ Linc(Rn,R) eine monoton wachsende
Folge, derart dass (

∫
fk)k∈N beschränkt ist. Dann konvergiert fk fast

überall gegen eine Funktion f ∈ Linc. Es gilt∫
f = lim

k→∞

∫
fk.

Beweis. Für k ∈ N sei (gkl)l∈N ⊂ T eine monoton wachsende Folge
von Treppenfunktionen mit

gkl−→
l→∞

fk f.ü. und (

∫
gkl)l∈N ist beschränkt.

Dann ist insbesondere∫
fk = lim

l→∞

∫
gkl ∀k ∈ N.
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Sei
hm = max{gkl : 0 ≤ k, l ≤ m} ∀m ∈ N.

Dann ist (hm)m∈N eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktio-
nen. Weiter gilt

hm ≤ fm f.ü.

und damit ∫
hm ≤ sup

k∈N

∫
fk = K <∞ ∀m ∈ N.

Wegen Satz IX.2.7 (S. 303) konvergiert hm fast überall gegen eine Funk-
tion f ∈ Linc und ∫

f = lim
m→∞

∫
hm.

Konstruktionsgemäß gilt für m ∈ N
gml ≤ hl ∀l ≥ m

und somit
fm = lim

l→∞
gml ≤ lim

l→∞
hl = f f.ü.,

d.h.
Sm = {x ∈ Rn : fm(x) > f(x)}

ist eine Nullmenge. Daher ist

S =
⋃
m∈N

Sm

auch eine Nullmenge, d.h., es gilt fast überall

fm ≤ f ∀m ∈ N.
Also gilt fast überall

hm ≤ fm ≤ f ∀m ∈ N.
Wegen hm −→

m→∞
f f.ü. folgt fm −→

m→∞
f f.ü.. Ebenso folgt aus der Mono-

tonie des Integrals ∫
hm ≤

∫
fm ≤

∫
f ∀m ∈ N.

Wegen

∫
f = lim

m→∞

∫
hm folgt hieraus schließlich∫

f = lim
m→∞

∫
fm.

�

Lemma IX.3.6. Sei f ∈ L1. Dann gibt es zu jedem ε > 0 Funktionen
g, h ∈ Linc mit

(1) f = g − h,
(2) h ≥ 0,
(3)

∫
h < ε.
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Beweis. Konstruktionsgemäß gibt es Funktionen g1, h1 ∈ Linc mit
f = g1 − h1. Sei (ϕk)k∈N ⊂ T eine monoton wachsende Folge von

Treppenfunktionen mit ϕk −→
k→∞

h1 f.ü. und

∫
ϕk −→

k→∞

∫
h1. Sei ε > 0

beliebig. Dann gibt es ein kε ∈ N mit

0 ≤
∫
h1 −

∫
ϕkε < ε.

Dann ist h2 = h1 − ϕkε fast überall nicht negativ und aus Linc und
erfüllt

∫
h2 < ε. Ebenso ist g2 = g1−ϕkε aus Linc und f = g2− h2. Sei

schließlich h = h+
2 = max{h2, 0} und g = f + h. Wegen h2 ≥ 0 f.ü. gilt

g = g2 f.ü. und h = h2 f.ü.. Daher erfüllen g und h die Bedingungen
(1)–(3). �

Satz IX.3.7 (Satz von der monotonen Konvergenz). Sei
(fk)k∈N ⊂ L1(Rn,R) eine monotone Folge, derart dass die Folge der
Integrale (

∫
fk)k∈N beschränkt ist. Dann konvergiert fk f.ü. gegen eine

Funktion f ∈ L1(Rn,R) und∫
f = lim

k→∞

∫
fk.

Beweis. O.E. ist (fk)k∈N monoton wachsend, sonst betrachte
(−fk)k∈N. O.E. ist fk ≥ 0 f.ü. für alle k ∈ N∗, sonst betrachte (fk −
f0)k∈N. Definiere

g1 = f1, gk = fk − fk−1 ∀k ≥ 2.

Dann gilt
gk ≥ 0 f.ü. ∀k ∈ N∗

und

fk =
k∑
l=1

gl ∀k ∈ N.

Lemma IX.3.6 angewandt auf gk, k ∈ N∗, mit ε = 2−k liefert die Exis-
tenz von Funktionen ϕk, ψk ∈ Linc mit

gk = ϕk − ψk ∀k ∈ N∗

ψk ≥ 0 ∀k ∈ N∗

ϕk ≥ 0 ∀k ∈ N∗∫
ψk < 2−k ∀k ∈ N∗.

(Man beachte, dass ϕk ≥ 0 aus den entsprechenden Ungleichungen für
ψk und gk folgt.)
Definiere für k ∈ N∗.

uk =
k∑
l=1

ϕl ∈ Linc,
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vk =
k∑
l=1

ψl ∈ Linc.

Dann sind die Folgen (uk)k∈N∗ , (vk)k∈N∗ monoton wachsend und∫
vk ≤

k∑
l=1

2−l < 1, ∀k ∈ N∗

∫
uk =

k∑
l=1

∫
(gl + ψl)

=

∫
fk +

∫
vk

< 1 + sup
l∈N∗

∫
fl

<∞ ∀k ∈ N∗.

Gemäß Lemma IX.3.5 gibt es daher Funktionen u, v ∈ Linc mit

uk −→
k→∞

u f.ü.,

vk −→
k→∞

v f.ü.

und ∫
uk −→

k→∞

∫
u,∫

vk −→
k→∞

∫
v.

Sei f = u− v ∈ L1. Wegen

fk = uk − vk ∀k ∈ N∗

gilt dann

fk −→
k→∞

f f.ü. und

∫
fk −→

k→∞

∫
f.

�

Eine einfache, aber sehr wichtige Anwendung von Satz IX.3.7 ist:

Satz IX.3.8. Sei f ∈ L1(Rn,R) mit f ≥ 0 f.ü.. Gilt
∫
f = 0, so ist

f = 0 f.ü..

Beweis. Setze fk = kf , k ∈ N∗. Dann ist (fk)k∈N ⊂ L1 monoton
wachsend und

∫
fk = 0 für alle k ∈ N∗. Gemäß Satz IX.3.7 konvergiert

fk fast überall. (fk(x))k∈N kann aber nur konvergieren, wenn f(x) = 0
ist. Damit ist die Behauptung gezeigt. �

Eine weitere wichtige Anwendung von Satz IX.3.7 ist:
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Satz IX.3.9. Sei (Ik)k∈N eine Folge von Intervallen in Rn mit Ik ⊂
Ik+1 ∀k ∈ N. Sei I =

⋃
k∈N

Ik. Sei f ∈ L1(Ik,R) für alle k ∈ N und

(
∫
Ik
|f |)k∈N beschränkt. Dann ist f ∈ L1(I,R) und∫

I

f = lim
k→∞

∫
Ik

f.

Beweis. Sei zunächst f ≥ 0 f.ü.. Definiere fk = f · χIk . Dann ist
(fk)k∈N ⊂ L1(Rn,R) monoton wachsend, konvergiert f.ü. gegen f auf I
und (

∫
fk)k∈N ist beschränkt. Aus Satz IX.3.7 folgt f ∈ L1(I,R) und∫

I

f = lim
k→∞

∫
fk = lim

k→∞

∫
Ik

f.

Im allgemeinen Fall zerlegen wir f = f+ − f− mit

f+ = max{f, 0},
f− = max{−f, 0}.

Wegen ∫
Ik

f± ≤
∫
Ik

|f |

gilt dann f± ∈ L1(I,R) und

lim
k→∞

∫
Ik

f±k =

∫
I

f±

Hieraus folgt die Behauptung zusammen mit der Linearität des Inte-
grals. �

Als weitere Anwendung von Satz IX.3.7 beweisen wir eine Verall-
gemeinerung der partiellen Integration von Satz VI.3.4 (S. 189).

Satz IX.3.10. Sei a, b ∈ R, a < b, und f, g ∈ L1([a, b],R). Dann
existieren für alle x ∈ [a, b]

F (x) =

∫
[a,x]

f,

G(x) =

∫
[a,x]

g

und es gilt ∫
[a,b]

Fg +

∫
[a,b]

fG = F (b)G(b)− F (a)G(a).

Beweis. 1. Schritt: Wenn f, g auf [a, b] konstant sind, folgt die
Behauptung aus Satz IX.2.17 (S. 312) und Satz VI.3.4 (S. 189).
2. Schritt: Wenn f, g Treppenfunktionen sind, können wir [a, b] in
endlich viele disjunkte Intervalle, auf denen f und g konstant sind, zer-
legen. Die Behauptung folgt dann aus dem 1. Schritt und der Linearität
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des Integrals.
3. Schritt: Seien f, g positive Funktionen in Linc und (fk)k∈N, (gk)k∈N
monoton wachsende Folgen von Treppenfunktionen mit

fk −→
k→∞

f f.ü.,

gk −→
k→∞

g f.ü.,∫
[a,b]

fk −→
k→∞

∫
[a,b]

f,∫
[a,b]

gk −→
k→∞

∫
[a,b]

g.

O.E. gilt fk ≥ 0 f.ü., gk ≥ 0 f.ü. für alle k ∈ N, sonst gehen wir zu f+
k ,

g+
k über. Gemäß dem 2. Schritt existieren für alle x ∈ [a, b] und alle
k ∈ N

Fk(x) =

∫
[a,x]

fk,

Gk(x) =

∫
[a,x]

gk.

Die Folgen (Fk)k∈N, (Gk)k∈N sind monoton wachsend und erfüllen∫
[a,b]

Fkgk +

∫
[a,b]

fkGk = Fk(b)Gk(b)− Fk(a)Gk(a)

= (

∫
[a,b]

fk)(

∫
[a,b]

gk)

<∞ ∀k ∈ N.
Damit folgt die Behauptung aus Schritt 2 und Satz IX.3.7.
4. Schritt: Sind f, g ∈ L1, so können wir sie gemäß Lemma IX.3.6 als
Differenz positiver Funktion aus Linc darstellen, und die Behauptung
folgt aus Schritt 3 und der Linearität des Integrals. �

Ein anderer wichtiger Grenzwertsatz für Lebesgue-Integrale ist:

Satz IX.3.11 (Satz von Lebesgue über die majorisierte
Konvergenz). Sei (fk)k∈N ⊂ L1(Rn,R) mit fk −→

k→∞
f f.ü.. Es gebe

ein g ∈ L1(Rn,R) mit

|fk| ≤ g f.ü. ∀k ∈ N.
Dann ist f ∈ L1(Rn,R) und∫

f = lim
k→∞

∫
fk.

Beweis. Für k ∈ N sei

lk(x) =

{
inf
m≥k

fm(x) falls (fl(x))l∈N konvergiert,

0 sonst.
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uk(x) =

sup
m≥k

fm(x) falls (fl(x))l∈N konvergiert

0 sonst.

Wir wollen zeigen
lk, uk ∈ L1 ∀k ∈ N.

Seien dazu ϕ, ψ ∈ L1. Wegen

min{ϕ, ψ} =
1

2
(ϕ+ ψ)− 1

2
|ϕ− ψ|

max{ϕ, ψ} =
1

2
(ϕ+ ψ) +

1

2
|ϕ− ψ|

folgt aus Satz IX.2.14 (S. 309)

min{ϕ, ψ} ∈ L1, max{ϕ, ψ} ∈ L1.

Durch Induktion folgt hieraus, dass für alle k ∈ N und m ∈ N gilt

lkm = min{fk, fk+1, . . . , fk+m} ∈ L1

ukm = max{fk, fk+1, . . . , fk+m} ∈ L1.

Für festes k erhalten wir somit zwei monotone Folgen (lkm)m∈N und
(ukm)m∈N in L1, die fast überall gegen lk bzw. uk konvergieren. Wegen

|fm| ≤ g ∀m ∈ N f.ü.

gilt

|
∫
lkm| ≤

∫
g , |

∫
ukm| ≤

∫
g ∀k,m ∈ N.

Damit folgt aus Satz IX.3.7

lk, uk ∈ L1 ∀k ∈ N.
Die Folgen (lk)k∈N, (uk)k∈N sind monoton wachsend bzw. fallend, kon-
vergieren f.ü. gegen f und erfüllen

lk ≤ fk ≤ uk ∀k ∈ N
und somit

(∗)
∫
lk ≤

∫
fk ≤

∫
uk ∀k ∈ N.

Außerdem gilt für alle k ∈ N

|
∫
lk| = lim

m→∞
|
∫
lkm|

≤
∫
g

|
∫
uk| = lim

m→∞
|
∫
ukm|

≤
∫
g.
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Damit folgt aus Satz IX.3.7 f ∈ L1 und∫
f = lim

k→∞

∫
lk = lim

k→∞

∫
uk.

Wegen (∗) folgt hieraus ∫
f = lim

k→∞

∫
fk.

�

Eine einfache, aber wichtige Konsequenz von Satz IX.3.11 ist:

Satz IX.3.12 (Satz von Lebesgue über die beschränkte
Konvergenz). Sei I ⊂ Rn ein beschränktes Intervall und (fk)k∈N ⊂
L1(I,R) eine Folge mit fk −→

k→∞
f f.ü. in I. Es gebe ein K > 0 mit

|fk| ≤ K f.ü. in I ∀k ∈ N.
Dann ist f ∈ L1(I,R) und∫

I

f = lim
k→∞

∫
I

fk.

Beweis. Mit g = KχI folgt die Behauptung aus Satz IX.3.11 an-
gewandt auf die Folge (fkχI)k∈N. �

Ein anderes wichtiges Konvergenzkriterium ist:

Satz IX.3.13 (Lemma von Fatou). Sei (fk)k∈N ⊂ L1(Rn,R) mit
fk ≥ 0 f.ü. für alle k ∈ N und fk −→

k→∞
f f.ü.. Es gebe ein K > 0 mit∫

fk ≤ K ∀k ∈ N.

Dann ist f ∈ L1(Rn,R) und ∫
f ≤ K.

Beweis. Wie im Beweis von Satz IX.3.11 sei für k,m ∈ N
lkm = min{fk, fk+1, . . . , fk+m}
lk = inf

m≥k
fm.

Dann ist für festes k ∈ N (lkm)m∈N ⊂ L1(Rn,R) eine monoton fallende
Folge positiver Funktionen mit

0 ≤
∫
lkm ≤ K ∀k,m.

Gemäß Satz IX.3.7 ist lk ∈ L1(Rn,R) für jedes k ∈ N und

0 ≤
∫
lk = lim

m→∞

∫
lkm ≤ K ∀k ∈ N.
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Da die monoton wachsende Folge (lk)k∈N f.ü. gegen f konvergiert, folgt
damit die Behauptung aus Satz IX.3.7. �

Als eine Anwendung von Satz IX.3.12 beweisen wir den Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung (Satz VI.2.12 (S. 184)) unter
abgeschwächten Voraussetzungen.

Satz IX.3.14. Sei F ∈ C([a, b],R), a, b ∈ R, a < b, differenzierbar
und f = F ′ beschränkt. Dann ist f ∈ L1([a, b],R) und∫

[a,b]

f = F (b)− F (a).

Beweis. Sei K = sup
a≤x≤b

|f(x)| <∞. Definiere F̃ auf [a, b+1] durch

F̃ (x) =

{
F (x) für a ≤ x ≤ b,

F (b) + (x− b)f(b) für b < x ≤ b+ 1.

Dann ist F̃ ∈ C([a, b+ 1],R) auf [a, b+ 1] differenzierbar mit

|F̃ ′(x)| ≤ K ∀x ∈ [a, b+ 1].

Für k ∈ N∗ sei

fk(x) = k{F̃ (x+
1

k
)− F̃ (x)} ∀x ∈ [a, b].

Dann ist fk ∈ C([a, b],R) ⊂ L1([a, b],R) für alle k ∈ N∗ und

f(x) = lim
k→∞

fk(x) ∀x ∈ [a, b].

Wegen des Mittelwertsatzes gilt mit θ ∈ [0, 1]

|fk(x)| = |F̃ ′(x+ θ
1

k
)| ≤ K ∀k ∈ N∗, x ∈ [a, b].

Aus Satz IX.3.12 folgt f ∈ L1([a, b],R) und∫
[a,b]

f = lim
k→∞

∫
[a,b]

fk

= lim
k→∞

k

∫ b

a

[F̃ (x+
1

k
)− F̃ (x)]dx

= lim
k→∞

k
{∫ b+ 1

k

a+ 1
k

F̃ (y)dy −
∫ b

a

F̃ (x)dx
}

= lim
k→∞

k
{∫ b+ 1

k

b

F̃ (y)dy −
∫ a+ 1

k

a

F̃ (x)dx
}

= F (b)− F (a),

wobei wir im letzten Schritt Satz VI.2.12 (S. 184) auf die stetige Funk-

tion F̃ angewandt haben. �
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Als letzte Anwendung von Satz IX.3.11 beweisen wir den folgenden
Satz über das Vertauschen von Differentiation und Integration.

Satz IX.3.15. Seien a, b ∈ R, a < b, und f : (a, b)× Rn → R eine
Funktion mit folgenden Eigenschaften:

(1) f(t, ·) ∈ L1(Rn,R) für alle t ∈ (a, b).
(2) f(·, x) ist differenzierbar für alle x ∈ Rn.
(3) Es gibt ein g ∈ L1(Rn,R) mit

| ∂
∂t
f(t, x)| ≤ g(x) ∀t ∈ (a, b), x ∈ Rn.

Dann ist ∂
∂t
f(t, ·) ∈ L1(Rn,R) für alle t ∈ (a, b) und∫

Rn

∂

∂t
f(t, x)dx =

d

dt

∫
Rn
f(t, x)dx.

Beweis. Definiere zur Abkürzung F : (a, b)→ R durch

F (t) =

∫
Rn
f(t, x)dx.

Sei t∗ ∈ (a, b) beliebig und (τk)k∈N ⊂ R∗ eine beliebige Nullfolge. Defi-
niere für k ∈ N die Funktion fk ∈ L1(Rn,R) durch

fk(x) =

{
1
τk

[f(t∗ + τk, x)− f(t∗, x)] falls t∗ + τk ∈ (a, b),

0 sonst.

Dann gilt

lim
k→∞

fk(x) =
∂

∂t
f(t∗, x) ∀x ∈ Rn.

Weiter gibt es ein k∗ ∈ N mit t∗ + τk ∈ (a, b) für alle k ≥ k∗. Aus dem
Mittelwertsatz folgt mit θ ∈ [0, 1]

|fk(x)| = |
∂

∂t
f(t∗ + θτk, x)| ≤ g(x) ∀x ∈ Rn, k ≥ k∗.

Also ist wegen Satz IX.3.11 ∂
∂t
f(t∗, ·) ∈ L1(Rn,R) und∫

Rn

∂

∂t
f(t∗, x)dx = lim

k→∞

∫
Rn
fk(x)dx

= lim
k→∞

1

τk
[F (t∗ + τk)− F (t∗)].

Da τk beliebig war, folgt, dass F an der Stelle t∗ differenzierbar ist mit

d

dt

∫
Rn
f(t∗, x)dx =

d

dt
F (t∗)

=

∫
Rn

∂

∂t
f(t∗, x)dx.

Damit ist die Behauptung gezeigt. �
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IX.4. Messbare Funktionen und Mengen

Definition IX.4.1. (1) Seien f : Rn → R und g : Rn → R+ zwei
Funktionen. Dann ist die Funktion f |g : Rn → R definiert durch (vgl.
Abb. IX.4.1)

f |g = max{−g,min{f, g}}
= min{g,max{f,−g}}

=


−g(x) falls f(x) < −g(x),
f(x) falls − g(x) ≤ f(x) ≤ g(x),

g(x) falls f(x) > g(x).

(2) Eine Funktion f : Rn → R heißt messbar, wenn die Funktion
f |g ∈ L1(Rn,R) ist für jedes g ∈ L1(Rn,R+).
(3) Die Menge der messbaren Funktionen auf Rn mit Werten in R
bezeichnen wir mit M(Rn,R).

-
x

6y

g

−g

f

Abbildung IX.4.1. Funktion f |g, g = 1

Satz IX.4.2. L1(Rn,R) ⊂M(Rn,R).

Beweis. Die Behauptung folgt aus Satz IX.2.14 (S. 309), Definition
IX.4.1 und den Darstellungen

max{ϕ, ψ} =
1

2
(ϕ+ ψ) +

1

2
|ϕ− ψ|,

min{ϕ, ψ} =
1

2
(ϕ+ ψ)− 1

2
|ϕ− ψ|

für beliebige Funktionen ϕ, ψ. �

Der folgende Satz gibt eine für die Praxis leichter handhabbare
Charakterisierung messbarer Funktionen.
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Satz IX.4.3. Sei f : Rn → R eine Funktion. Dann sind folgende
Aussagen äquivalent:

(1) f ∈M(Rn,R).
(2) f |g ∈ L1(Rn,R) ∀g ∈ T (Rn,R+).
(3) f |KχI ∈ L1(Rn,R) für alle K ∈ R+ und alle beschränkten

Intervalle I.

Beweis. (1) =⇒ (2) : Folgt direkt aus Definition IX.4.1.
(2) =⇒ (3) : Ist offensichtlich.
(3) =⇒ (2) : Sei g ∈ T (Rn,R+). Dann gibt es ein K ∈ R+ und ein
beschränktes Intervall I mit g ≤ KχI . Dann ist nach Voraussetzung

f̃ = f |KχI ∈ L1(Rn,R). Hieraus folgt

f |g = f̃ |g ∈ L1(Rn,R).

(2) =⇒ (1) : Sei g ∈ L1(Rn,R+). Dann gibt es eine Folge (gk)k∈N ⊂
T (Rn,R+) mit gk −→

k→∞
g f.ü.. Definiere für k ∈ N

f̃k = f |gk ∈ L1(Rn,R)

fk = f̃k|g ∈ L1(Rn,R).

Dann gilt fk −→
k→∞

f |g f.ü. und

|fk| ≤ g ∈ L1(Rn,R+) ∀k ∈ N.

Damit folgt die Behauptung aus Satz IX.3.11 (S. 324). �

Satz IX.4.4. (1) C(Rn,R) ⊂M(Rn,R).
(2) Seien f, g ∈M(Rn,R) und α, β ∈ R. Dann gilt

αf + βg, |f |, f+, f−,max{f, g},min{f, g} ∈M(Rn,R).

(3) Sei (fk)k∈N ⊂M(Rn,R) mit fk −→
k→∞

f f.ü.. Dann ist f ∈M(Rn,R).

Beweis. ad (1): Ist f ∈ C(Rn,R) und I ein beschränktes Inter-
vall, so ist gemäß Satz IX.2.16 (S. 311) f · χI ∈ L1(Rn,R) und damit
f |KχI = (f · χI)|KχI ∈ L1(Rn,R) für jedes K ∈ R+.
ad (2): Sei ϕ ∈ T (Rn,R+). Dann ist

(|f |)|ϕ = |(f |ϕ)| ∈ L1(Rn,R+).

Also ist |f | ∈M(Rn,R). Für k ∈ N sei

fk = f |(kϕ) , gk = g|(kϕ).

O.E. ist ϕ > 0 f.ü.. Dann gilt fk −→
k→∞

f f.ü. und gk −→
k→∞

g f.ü. und somit

(αfk + βgk)|ϕ −→
k→∞

(αf + βg)|ϕ f.ü..

Wegen

|(αfk + βgk)|ϕ| ≤ ϕ ∀k ∈ N
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folgt hieraus und aus Satz IX.3.11 (S. 324) αf + βg ∈ M(Rn,R). Die
anderen Behauptungen folgen aus dem soeben Bewiesenen und den
Beziehungen

f+ =
1

2
(|f |+ f)

f− =
1

2
(|f | − f)

max{f, g} =
1

2
(f + g) +

1

2
|f − g|

min{f, g} =
1

2
(f + g)− 1

2
|f − g|.

ad (3): Sei g ∈ L1(Rn,R+) und f̃k = fk|g ∈ L1(Rn,R) für alle k ∈ N.
Dann gilt

f̃k −→
k→∞

f |g f.ü.

und

|f̃k| ≤ g ∀k ∈ N.

Damit folgt die Behauptung aus Satz IX.3.11 (S. 324). �

Der folgende Satz stellt den Zusammenhang zwischen Messbarkeit
und Integrierbarkeit einer Funktion her.

Satz IX.4.5. (1) Sei f ∈M(Rn,R) und g ∈ L1(Rn,R+) mit |f | ≤ g
f.ü.. Dann ist f ∈ L1(Rn,R).
(2) Sei f ∈M(Rn,R) und |f | ∈ L1(Rn,R). Dann ist f ∈ L1(Rn,R).

Beweis. ad (1): Wegen |f | ≤ g f.ü. ist f |g = f f.ü.. Hieraus folgt
die Behauptung.
ad (2): Folgt aus Teil (1) mit g = |f |. �

Der folgende Satz ist eine teilweise Umkehrung des Satzes von Fu-
bini und ist für die praktische Rechnung sehr wichtig.

Satz IX.4.6 (Satz von Tonelli). Seien k, l ∈ N∗ und f ∈
M(Rk+l,R). Weiter existiere mindestens eines der Integrale

(1)

∫
Rk

(∫
Rl
|f(x1, x2)|dx2

)
dx1

oder

(2)

∫
Rl

(∫
Rk
|f(x1, x2)|dx1

)
dx2.

Dann ist f ∈ L1(Rk+l,R) und∫
Rk+l

f =

∫
Rk

(∫
Rl
f(x1, x2)dx2

)
dx1
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=

∫
Rl

(∫
Rk
f(x1, x2)dx1

)
dx2.

Beweis. Seien In = B‖·‖∞(0, n) und

gn = (|f |)|nχIn , n ∈ N∗.

Dann ist gn eine monoton wachsende Folge in L1(Rk+l,R), die fast
überall gegen |f | konvergiert. Wegen Satz IX.3.3 (S. 317) ist∫

Rk+l
gn =

∫
Rk

(∫
Rl
gn(x1, x2)dx2

)
dx1

=

∫
Rl

(∫
Rk
gn(x1, x2)dx1

)
dx2 ∀n ∈ N∗.

Daher ist (
∫

Rk+l gn)n∈N durch eines der Integrale (1) oder (2) beschränkt.

Wegen Satz IX.3.7 (S. 321) ist daher |f | ∈ L1(Rk+l,R). Damit folgt die
Behauptung aus Satz IX.4.5 (2) und Satz IX.3.3. �

Wir kommen nun zum Begriff der messbaren Menge.

Definition IX.4.7. Eine Teilmenge X ⊂ Rn heißt messbar, wenn
ihre charakteristische Funktion χX messbar ist. Ist χX sogar integrier-
bar, so definieren wir das n-dimensionale Lebesgue-Maß von X
durch

λn(X) =

∫
χX .

Ist χX messbar, aber nicht integrierbar, so definieren wir

λn(X) = +∞.
Die Menge der messbaren Mengen bezeichnen wir mitMn.

Satz IX.4.8. Es gelten folgende Eigenschaften messbarer Mengen:

(1) Sind X, Y ∈Mn, so gilt

X ∪ Y, X ∩ Y, X\Y, X∆Y ∈Mn.

Weiter gilt
(a) λn(X) = 0 ⇐⇒ X ist Nullmenge.
(b) X ⊂ Y =⇒ λn(X) ≤ λn(Y ). (Monotonie)
(c) λn(X ∪ Y ) + λn(X ∩ Y ) = λn(X) + λn(Y ).

(2) Ist (Xk)k∈N ⊂ Mn mit Xk ⊂ Xk+1 für alle k ∈ N und X =⋃
k∈N

Xk, so ist X ∈Mn und

λn(X) = lim
k→∞

λn(Xk).

(3) Ist (Xk)k∈N ⊂Mn, so ist X =
⋃
k∈N

Xk ∈Mn und

λn(X) ≤
∑
k∈N

λn(Xk).
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Sind zusätzlich die Mengen Xk paarweise disjunkt, so ist

λn(X) =
∑
k∈N

λn(Xk).

Beweis. ad (1): Der erste Teil der Aussage folgt aus Satz IX.4.4
und den Beziehungen

χX∪Y = max{χX , χY },
χX∩Y = min{χX , χY },
χX\Y = (χX − χY )+,

χX∆Y = |χX − χY |.
Aussage (a) folgt aus der Definition von Maß und Integral (

”
⇐=“) bzw.

aus Satz IX.3.8 (S. 322) (
”
=⇒“).

Aussage (b) folgt aus der Beziehung

χX ≤ χY ⇐⇒ X ⊂ Y

und der Monotonie des Integrals.
Aussage (c) schließlich folgt aus der Beziehung

χX∪Y + χX∩Y = χX + χY

und der Linearität des Integrals.
ad (2): Folgt aus Satz IX.4.4 angewandt auf die monoton wachsende
Folge (χXk)k∈N.
ad (3): Folgt aus Teil (2) angewandt auf die Mengen

Yk =
k⋃
l=0

Xl ∀k ∈ N

und aus Aussage (c) von Teil (1). �

Bemerkung IX.4.9. Seien X 6= ∅ eine beliebige Menge. A ⊂ P(X)
und µ : A → R+ ∪ {+∞} eine Funktion. A heißt σ-Algebra, wenn
gilt:

S1: ∅, X ∈ A,
S2: A ∈ A ⇐⇒ X\A ∈ A,

S3: (Ak)k∈N ⊂ A =⇒
⋃
k∈N

Ak ∈ A.

µ heißt ein Maß, wenn A eine σ-Algebra ist und wenn gilt

M1: µ(∅) = 0,

M2: (Ak)k∈N ⊂ A paarweise disjunkt ⇒ µ(
⋃
k∈N

Ak) =
∑
k∈N

µ(Ak).

Ein Tripel (X,A, µ) mit diesen Eigenschaften heißt Maßraum. Satz
IX.4.8 zeigt, dass (Rn,Mn, λn) ein Maßraum ist.

Der folgende Satz zeigt, dass eine große Klasse von Mengen messbar
sind.
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Satz IX.4.10. (1) Sei O ⊂ Rn, O 6= ∅ offen. Dann ist O in Mn.
(2) Sei A ⊂ Rn, A 6= ∅, abgeschlossen. Dann ist A ∈Mn.
(3) Sei K ⊂ Rn, K 6= ∅, kompakt. Dann ist K ∈ Mn und λn(K) <
+∞.

Beweis. ad (1): Sei {qk}k∈N eine Abzählung von O ∩ Qn. Für
k, l ∈ N sei

Ikl = B‖·‖∞(qk, 2
−l) ∈Mn.

Wegen Satz IX.4.8 (3) ist dann für jedes l ∈ N

Il =
⋃
{Ikl : Ikl ⊂ O} ∈ Mn.

Offensichtlich ist
⋃
l∈N

Il ⊂ O. Sei nun x ∈ O. Dann gibt es ein ε > 0 mit

B‖·‖∞(x, ε) ⊂ O.

Sei l ∈ N mit 2−l+1 < ε. Da Q in R und damit Qn in Rn dicht ist, gibt
es ein k ∈ N mit

‖x− qk‖∞ < 2−l,

d.h. x ∈ Ikl. Für y ∈ B‖·‖∞(qk, 2
−l) gilt weiter

‖y − x‖∞ ≤ ‖y − qk‖∞ + ‖qk − x‖∞ ≤ 2 · 2−l < ε.

Also ist Ikl ⊂ O und damit x ∈ Il. Dies zeigt O =
⋃
l∈N

Il. Damit folgt

die Behauptung aus Satz IX.4.8 (3).
ad (2): Gemäß Teil (1) sind Ac und Rn messbar. Wegen A = (Ac)c =
Rn\Ac folgt damit die Behauptung aus Satz IX.4.8.
ad (3): Gemäß Teil (2) ist K ∈ Mn Gemäß Satz III.4.3 (S. 82) gibt

es ein R > 0 mit B‖·‖∞(0, R) ⊃ K. Aus Satz IX.4.8 folgt

λn(K) ≤ λn(B‖·‖∞(0, R)) = (2R)n.

�

Beispiel IX.4.11. Wir wollen eine nicht messbare Teilmenge von
R konstruieren. Dazu definieren wir

x ∼ y ⇐⇒ x− y ∈ Q.
Wie man leicht nachprüft ist ∼ eine Äquivalenzrelation. Bezeichne mit
[x] die zu x gehörige Äquivalenzklasse. Für jedes x ∈ (0, 1) wähle einen
Repräsentanten aus [x] ∩ (0, 1) aus. Die Menge aller so ausgewählten
Elemente von (0, 1) bezeichne mit M .
Sei x ∈ (0, 1). Dann gibt es ein y ∈ M mit x ∼ y. Also existiert ein
q ∈ Q mit x− y = q und |q| < 1. Daher ist

(∗) (0, 1) ⊂
⋃

q∈Q∩(−1,1)

(M + q) ⊂ (−1, 2)

mit
M + q = {x+ q : x ∈M}.
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Seien nun q, r ∈ Q und x ∈ (M + q) ∩ (M + r). Dann folgt

x = y + q = z + r

mit y, z ∈ M . Also ist y − z = r − q ∈ Q und damit y = z und daher
r = q. Also sind die Mengen M + q für verschiedene q disjunkt.
Wir nehmen an, M wäre messbar. Dann ist λ1(M + q) = λ1(M) für
alle q ∈ Q. Wäre λ1(M) 6= 0, so folgte aus (∗) λ1((−1, 2)) = +∞. Wäre
λ1(M) = 0, so folgte dagegen aus (∗) λ1((0, 1)) = 0. Wir erhalten also
in jedem Fall einen Widerspruch.
χM ist ein Beispiel für eine nicht-messbare Funktion.

Zum Abschluss gehen wir noch auf den Zusammenhang zwischen
messbaren Mengen und Funktionen näher ein.

Satz IX.4.12. Es ist f ∈ M(Rn,R) genau dann, wenn für jedes
c ∈ R die Menge

Ac = {x ∈ Rn : f(x) ≥ c}
messbar ist.

Beweis.
”
=⇒“: Definiere für c ∈ R und k ∈ N∗

fk(x) = k[min{f(x), c} −min{f(x), c− 1

k
}] ∀x ∈ Rn.

Dann ist fk ∈ M(Rn,R) für alle k ∈ N∗, c ∈ R. Sei x ∈ Rn und
f(x) ≥ c. Dann ist fk(x) = 1 für alle k ∈ N∗. Ist dagegen f(x) < c, so
gibt es ein k∗ ∈ N mit f(x) ≤ c− 1

k ∗. Für k ≥ k∗ folgt fk(x) = 0. Also
gilt fk −→

k→∞
χAc . Damit folgt die Behauptung aus Satz IX.4.4 (3).

”
⇐=“: Aus Satz IX.4.8 folgt, dass für alle c, d ∈ R mit c < d die Menge

Zc,d = {x ∈ Rn : c ≤ f(x) < d}
messbar ist. Dann ist für k ∈ N∗

fk =
2k2−1∑
l=0

(−k +
l

k
)χZ

−k+ l
k
,−k+ l+1

k

aus M(Rn,R). Wie man leicht nachprüft, gilt fk
pkt−→
k→∞

f . Damit folgt die

Behauptung aus Satz IX.4.4 (3). �

Das folgende Resultat ist für die Praxis besonders wichtig.

Satz IX.4.13. Seien f, g ∈ M(Rn,R) und h ∈ C(R2,R). Dann ist
F : Rn → R mit x 7→ h(f(x), g(x)) messbar. Insbesondere ist f · g ∈
M(Rn,R).

Beweis. Wie im Beweis von Satz IX.4.12 sei für k ∈ N∗

fk =
2k2−1∑
l=0

(−k +
l

k
)χ{x∈Rn:−k+ l

k
≤f(x)<−k+ l+1

k
}
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gk =
2k2−1∑
l=0

(−k +
l

k
)χ{x∈Rn:−k+ l

k
≤g(x)<−k+ l+1

k
}.

Definiere Fk : Rn → R durch

Fk(x) = h(fk(x), gk(x)).

Dann ist

Fk =
2k2−1∑
i,j=0

h(−k+
i

k
,−k+

j

k
)χ{x∈Rn:−k+ i

k
≤f(x)<−k+ i+1

k
,−k+ j

k
≤g(x)<−k+ j+1

k
}

wegen Satz IX.4.12 und Satz IX.4.4 messbar für jedes k ∈ N∗. Wegen
fk −→

k→∞
f , gk −→

k→∞
g und h ∈ C(R2,R) folgt Fk −→

k→∞
F . Damit folgt die

Behauptung aus Satz IX.4.4 (3). �

IX.5. Der Transformationssatz

Wir erinnern an die Substitutionsregel Satz VI.3.1 (S. 187). Sei
I ⊂ R ein perfektes Intervall, f ∈ C(I,R), [a, b] ⊂ R, a < b und
ϕ ∈ C1([a, b],R) mit ϕ([a, b]) ⊂ I. Dann ist∫ b

a

f(ϕ(x))ϕ′(x)dx =

∫ ϕ(b)

ϕ(a)

f(y)dy.

Setzen wir zusätzlich ϕ′(x) 6= 0 für alle x ∈ (a, b) voraus, so sind zwei
Fälle möglich:
Fall 1: ϕ′(x) > 0 für alle x ∈ (a, b). Dann ist∫ ϕ(b)

ϕ(a)

f(y)dy =

∫
ϕ([a,b])

fdy.

Fall 2: ϕ′(x) < 0 für alle x ∈ (a, b). Dann ist∫ ϕ(b)

ϕ(a)

f(y)dy = −
∫
ϕ([a,b])

fdy.

Also können wir die Substitutionsregel unter der Annahme ϕ′(x) 6= 0
für alle x ∈ (a, b) in der Form schreiben∫

[a,b]

f ◦ ϕ|ϕ′|dx =

∫
ϕ([a,b])

fdy.

Ziel dieses Abschnittes ist es, ein Analogon dieser Formel für C1-Dif-
feomorphismen auf Rn zu beweisen. Dabei wird |ϕ′| durch | detDϕ|
ersetzt werden.

Im Folgenden versehen wir den Rn stets mit der kanonischen Basis
und identifizieren so lineare Abbildungen mit Matrizen. Wenn wir die
Norm ‖ · ‖L(Rn,Rn) benützen, setzen wir stets voraus, dass Rn mit der
Maximum-Norm versehen ist.
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Zur Erinnerung: In diesem Fall gilt

‖A‖L(Rn,Rn) = max
‖x‖∞=1

‖Ax‖∞ = max
1≤i≤n

n∑
j=1

|Aij|.

Wir bereiten den Transformationssatz mit einer Reihe von Sätzen
vor.

Satz IX.5.1. Seien U ⊂ Rn offen, U 6= ∅, ϕ ∈ C(U,Rn) und I ⊂ U
ein beschränktes Intervall. Dann ist ϕ(I) messbar und λn(ϕ(I)) <∞.

Beweis. Sei I =≺ a, b � mit a, b ∈ Rn. Für 1 ≤ l ≤ n und k ∈ N∗

sei

Ikl =


[al, bl] falls ≺ al, bl �= [al, bl]

[al +
1
k
, bl] falls ≺ al, bl �= (al, bl]

[al, bl − 1
k
] falls ≺ al, bl �= [ah, bl)

[al +
1
k
, bl − 1

k
] falls ≺ al, bl �= (al, bl)

und Ik = Ik1 × . . . × Ikn. Dann ist jedes Ik kompakt und Ik ⊂ Ik+1

für alle k ∈ N und I =
⋃
k∈N∗

Ik. Daher ist ϕ(Ik) für jedes k ∈ N kom-

pakt und damit messbar und ϕ(Ik) ⊂ ϕ(Ik+1) für alle k ∈ N∗ und

ϕ(I) =
⋃
k∈N∗

ϕ(Ik). Wegen Satz IX.4.8 (S. 332) ist somit ϕ(I) messbar.

Da ϕ(I) ⊂ ϕ(I) und ϕ(I) kompakt ist, ist λn(ϕ(I)) <∞. �

Im folgenden Satz benützen wir zwei spezielle Arten von Matrizen:

Typ P : Für 1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j, geht P(ij) aus der Einheitsmatrix
durch Vertauschen der Zeilen i und j hervor. Die entsprechen-
de lineare Abbildung ist eine Spiegelung an der Hyperebene
xi = xj.

Typ S: Für 1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j und t ∈ R, geht S(ij)(t) aus der
Einheitsmatrix hervor, indem das t-fache der i-ten Zeile zur
j-ten Zeile addiert wird. Die zugehörige lineare Abbildung ist
eine Scherung in der (i, j)-Ebene parallel zur j-Achse.

Die Matrizen der Typen P und S sind invertierbar. Wie man leicht
nachrechnet, gilt

(P(ij))
−1 = P(ij),

(S(ij)(t))
−1 = S(ij)(−t).

Die Multiplikation einer Matrix von links bzw. rechts mit einer Matrix
P(ij) oder S(ij)(t) entspricht dem Vertauschen der i-ten und j-ten Zeile
bzw. Spalte oder der Addition des t-fachens der i-ten Zeile bzw. Spalte
zur j-ten Zeile bzw. Spalte.

Satz IX.5.2. Sei L ∈ GL(Rn). Dann gibt es eine Diagonalmatrix
D mit nicht verschwindenden Diagonalelementen und Matrizen A, B,
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die Produkte von Matrizen der Typen P und S sind, mit

L = ADB.

Beweis. Wir führen folgenden Algorithmus aus, der eine Modifi-
kation des Gaußschen Eliminationsverfahrens ist:

(0) Setze i = 1, L(0) = L.
(1) Bestimme ji mit i ≤ ji ≤ n und

|L(i−1)
jii
| = max

i≤k≤n
|L(i−1)

ki |.

(2) Vertausche die Zeilen i und ji:

P (i) = P(i,ji), L̃
(i−1) = P (i)L(i−1).

(3) Eliminiere die Elemente unterhalb der Diagonalen in der i-ten
Spalte und rechts von der Diagonalen in der i-ten Zeile:

A(i) = S(ni)

(
−L̃

(i−1)
ni

L̃
(i−1)
ii

)
· . . . · S(i+1i)

(
−
L̃

(i−1)
i+1i

L̃
(i−1)
ii

)
B(i) = S(ii+1)

(
−
L̃

(i−1)
ii+1

L̃
(i−1)
ii

)
· . . . · S(in)

(
−L̃

(i−1)
in

L̃
(i−1)
ii

)
L(i) = A(i)L̃(i−1)B(i).

(4) Falls i = n− 1 ist, stop. Sonst erhöhe i um 1 und gehe nach 1
zurück.

Dann ist
D = L(n−1)

die gesuchte Diagonalmatrix und

A−1 = A(n−1)P (n−1)A(n−2)P (n−2) . . . A(1)P (1)

B−1 = B(1)B(2) . . . B(n−1).

Man beachte, dass wegen L ∈ GL(Rn) für 1 ≤ i ≤ n− 1 gilt

max
i≤k≤n

|L(i−1)
ki | > 0.

�

Satz IX.5.3. Seien a ∈ Rn, L ∈ GL(Rn), ϕ(x) = a + Lx für alle
x ∈ Rn und I ein beschränktes Intervall. Dann ist

λn(ϕ(I)) = | detL|λn(I).

Beweis. Wegen Satz IX.5.2 ist ϕ die Komposition einer Transla-
tion x 7→ a + x, einer linearen Abbildung mit Diagonalmatrix und
endlich vieler linearer Abbildungen vom Typ P und S. Da detL das
Produkt der Determinanten der entsprechenden Matrizen ist, reicht es,
die Aussage für diese elementaren Abbildungen zu beweisen. Sei dazu
I =≺ u, v � mit u, v ∈ Rn.
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1. Schritt: Betrachte die Translation τ : x 7→ x + a. Dann ist
τ(I) =≺ u+ a, v + a � und

λn(τ(I)) =
n∏
i=1

(vi − ui)

= λn(I)

= | det Id|λn(I).
2. Schritt: Betrachte die lineare Abbildung δ : x 7→ Dx mit einer
Diagonalmatrix D = diag(d1, . . . , dn) und di ∈ R∗, 1 ≤ i ≤ n. Dann ist

δ(I) =
n∏
k=1

≺ min{dkuk, dkvk},max{dkuk, dkvk} �

und

λn(δ(I)) =
n∏
k=1

|dkvk − dkuk|

= |
n∏
k=1

dk|λn(I)

= | detD|λn(I).
3. Schritt: Betrachte die lineare Abbildung ρ : x 7→ P(ij)x mit 1 ≤
i, j ≤ n und i 6= j. Dann ist O.E. i < j und

ρ(I) =≺ u1, v1 � × . . .× ≺ ui−1, vi−1 � × ≺ uj, vj � ×
× ≺ ui+1, vi+1 � × . . .× ≺ uj−1, vj−1 � × ≺ ui, vi � ×
× ≺ uj+1, vj+1 � × . . .× ≺ un, vn �

und daher

λn(ρ(I)) = λn(I)

= | detPij|λn(I).

4. Schritt: Betrachte die lineare Abbildung σ : x 7→ S(ij)(t)x mit
1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j, t ∈ R. Aus Satz IX.5.1 und Satz IX.3.3 (S. 317)
folgt

λn(σ(I)) =

∫
Rn
χσ(I)

=

∫
Rn−1

[

∫
R
χσ(I)dxj]dx1 . . . dxj−1dxj+1 . . . dxn

=

∫
Rn−1

χ≺u1,v1�×...×≺uj−1,vj−1�×≺uj+1,vj+1�×...×≺un,vn�

[

∫
R
χ≺uj+txi,vj+txi�dxj]dx1 . . . dxj−1dxj+1 . . . dxn



340 IX. INTEGRALRECHNUNG MEHRERER VERÄNDERLICHER

= λn(I)

= | detS(ij)(t)|λn(I).
�

Satz IX.5.4. Seien a ∈ Rn, L ∈ GL(Rn), ϕ(x) = a + Lx für alle
x ∈ Rn und f ∈ L1(Rn,R). Dann ist f ◦ ϕ−1 ∈ L1(Rn,R) und∫

f ◦ ϕ−1 = | detL|
∫
f.

Beweis. 1. Schritt: Sei I ein beschränktes Intervall und f = χI .
Dann ist f ◦ϕ−1 = χϕ(I). Damit folgt die Behauptung aus Satz IX.5.3.
2. Schritt: Sei f ∈ T (Rn,R). Dann folgt die Behauptung aus dem 1.
Schritt und der Linearität des Integrals.
3. Schritt: Sei N eine Nullmenge. Wir zeigen, dass ϕ(N) ebenfalls
eine Nullmenge ist.
Gemäß Satz IX.2.7(2) (S. 303) gibt es eine monoton wachsende Folge
(fk)k∈N ⊂ T (Rn,R), derart dass (fk)k∈N auf N divergiert und (

∫
fk)k∈N

beschränkt ist. Wegen Schritt 2 ist (fk ◦ϕ−1)k∈N ⊂ L1(Rn,R) monoton
wachsend, auf ϕ(N) divergent und (

∫
fk ◦ ϕ−1)k∈N = (| detL|

∫
fk)k∈N

beschränkt. Aus Satz IX.3.7 (S. 321) folgt, dass (fk ◦ ϕ−1)k∈N f.ü. kon-
vergiert. Daher ist ϕ(N) eine Nullmenge.
4. Schritt: Sei f ∈ Linc und (fk)k∈N ⊂ T (Rn,R) eine monoton wach-
sende Folge mit (

∫
fk)k∈N beschränkt, die f.ü. gegen f konvergiert. We-

gen Schritt 2 und 3 konvergiert (fk ◦ ϕ−1)k∈N ⊂ L1(Rn,R) f.ü. gegen
f◦ϕ−1, ist monoton wachsend und erfüllt, (

∫
fk◦ϕ−1)k∈N ist beschränkt.

Aus Satz IX.3.7 (S. 321) folgt die Behauptung für f .
5. Schritt: Sei f ∈ L1(Rn,R). Dann folgt die Behauptung aus dem
4. Schritt und der Linearität des Integrals. �

Satz IX.5.5. Seien U, V ⊂ Rn offene, nicht leere Teilmengen, ϕ :
U → V ein C1-Diffeomorphismus von U auf V und I ⊂ Rn ein be-

schränktes Intervall mit
◦
I 6= ∅ und I ⊂ U . Dann ist

λn(ϕ(I)) =

∫
I

| detDϕ(x)|dx.

Beweis. Sei I =≺ u, v � mit u, v ∈ Rn. Definiere

K0 = max{1, λn(I)},
Lmax = max

1≤k≤n
|vk − uk|

Lmin = min
1≤k≤n

|vk − uk| > 0.

Da I kompakt ist und (Dϕ)−1 und det(Dϕ) auf I stetig sind, existieren

K1 = max{1,max
x∈I
‖(Dϕ(x))−1‖L(Rn,Rn)}

K2 = max{1,max
x∈I
| det(Dϕ(x))|}.
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Sei 0 < ε < 1 beliebig. Da Dϕ und detDϕ auf I gleichmäßig stetig
sind, gibt es ein δ > 0 mit

| det(Dϕ(x))− det(Dϕ(y))| < ε

2K0

‖Dϕ(x)−Dϕ(y)‖L(Rn,Rn) < ε
Lmin

LmaxK0K1K2n2n

für alle x, y ∈ I mit ‖x− y‖∞ < δ. Sei k ∈ N so, dass

2−kLmax < δ

ist. Durch sukzessives Halbieren der Kanten können wir I in 2nk dis-
junkte Intervalle Il, 1 ≤ l ≤ 2nk, mit maximaler Kantenlänge 2−kLmax

und minimaler Kantenlänge 2−kLmin unterteilen. Dann sind die ϕ(Il)

paarweise disjunkt und ϕ(I) =
⋃2nk

l=1 ϕ(Il). Damit folgt∣∣∣λn(ϕ(I))−
∫
I

| detDϕ(x)|dx
∣∣∣

=
∣∣∣ 2nk∑
l=1

{λn(ϕ(Il))−
∫
Il

| detDϕ(x)|dx}
∣∣∣

≤
2nk∑
l=1

∣∣∣λn(ϕ(Il))−
∫
Il

| detDϕ(x)|dx
∣∣∣.

(IX.5.1)

Sei 1 ≤ l ≤ 2nk beliebig. Dann ist Il =≺ ũ, ṽ �. Definiere

z =
1

2
(ũ+ ṽ)

ψ(x) = ϕ(z) +Dϕ(z)(x− z) ∀x ∈ Rn

ρ = ψ−1 ◦ ϕ.

Mit Satz IX.5.3 angewandt auf ψ−1 und ϕ(Il) folgt∣∣∣λn(ϕ(Il))−
∫
Il

| detDϕ(x)|dx
∣∣∣

≤
∣∣∣∫
Il

{| detDϕ(x)| − | detDϕ(z)|}dx
∣∣∣

+
∣∣∣λn(Il)| detDϕ(z)| − λn(ϕ(Il))

∣∣∣
≤
∫
Il

| detDϕ(x)− detDϕ(z)|dx

+K2

∣∣∣λn(Il)− | detDϕ(z)|−1λn(ϕ(Il))︸ ︷︷ ︸
=λn(ρ(Il))

∣∣∣
≤ ε

2K0

λn(Il) +K2|λn(Il)− λn(ρ(Il))|.

(IX.5.2)
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Sei x ∈ Il. Dann gilt wegen ρ(z) = z

‖ρ(x)− x‖∞
= ‖ρ(x)− ρ(z)− (x− z)‖∞

= ‖
∫ 1

0

[Dρ(z + t(x− z))− I](x− z)dt‖∞

≤
∫ 1

0

‖(Dϕ(z))−1‖L(Rn,Rn)‖Dϕ(z + t(x− z))−Dϕ(z)‖L(Rn,Rn)

‖x− z‖∞dt

≤ K1ε
Lmin

LmaxK0K1K2n2n
Lmax2

−k−1

= ε
Lmin

K0K2n2n+1
2−k

=: η.

(IX.5.3)

Da ρ ein Homöomorphismus ist, ist ρ(Il) zusammenhängend und

ρ(
◦
Il) =

◦︷︸︸︷
ρ(Il) , ρ(I l) = ρ(Il) , ρ(∂Il) = ∂(ρ(Il)).

Hieraus folgt mit Gleichung (IX.5.3)

≺ u+ ηe, v − ηe �⊂ ρ(Il) ⊂≺ u− ηe, v + ηe �,

wobei e = (1, . . . , 1) ∈ Rn ist. Damit folgt

λn(ρ(Il))− λn(Il) ≤
n∏
i=1

(vi − ui + 2η)−
n∏
i=1

(vi − ui)

= λn(Il)
{ n∏
i=1

(1 +
2η

vi − ui
)− 1

}
≤ λn(Il)

{
(1 +

2η

Lmin2−k
)n − 1

}
= λn(Il)

{
(1 +

ε

K0K2n2n
)n − 1

}
≤ λn(Il)

ε

K0K2n2n
n2n−1

= λn(Il)
ε

2K0K2

und

λn(Il)− λn(ρ(Il)) ≤
n∏
i=1

(vi − ui)−
n∏
i=1

(vi − ui − 2η)
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= λn(Il)
{

1−
n∏
i=1

(1− 2η

vi − ui
)
}

≤ λn(Il)
{

1− (1− 2η

2−kLmin

)n
}

= λn(Il)
{

1− (1− ε

K0K2n2n
)n
}

≤ λn(Il)
ε

K0K2n2n
n

≤ λn(Il)
ε

2K0K2

also

|λn(ρ(Il))− λn(Il)| ≤ λn(Il)
ε

2K0K2

.(IX.5.4)

Aus den Gleichungen (IX.5.1), (IX.5.2) und (IX.5.4) folgt schließlich∣∣∣λn(ϕ(I))−
∫
I

| detDϕ(x)|dx
∣∣∣ ≤ ε

2K0

2nk∑
l=1

λn(Il) +
ε

2K0

2nk∑
l=1

λn(Il)

=
ε

K0

λn(I)

≤ ε.

Da ε beliebig war, folgt hieraus die Behauptung. �

Nach diesen Vorbereitungen können wir nun den Transformations-
satz beweisen. Man beachte, dass Satz IX.5.4 ein Spezialfall hiervon
ist.

Satz IX.5.6 (Transformationssatz). Seien U, V ⊂ Rn offene,
nicht leere Teilmengen und ϕ : U → V ein C1-Diffeomorphismus von
U auf V . Dann ist f ∈ L1(V,R) genau dann, wenn f ◦ ϕ| detDϕ| ∈
L1(U,R) ist. In diesem Fall gilt∫

V

fdy =

∫
U

f(ϕ(x))| detDϕ(x)|dx.

Beweis. 1. Schritt: Es genügt, die Implikation
”
=⇒“ zu zeigen.

Die Implikation
”
⇐=“ folgt dann durch Anwenden des Gezeigten auf

ϕ−1 : V → U .
2. Schritt: Sei I ⊂ V ein beschränktes, offenes Intervall. Dann ist
O = ϕ−1(I) ⊂ U offen. Sei (zk)k∈N eine Abzählung von Zn. Für k, l ∈ N
sei

Ikl =
n∏
i=1

(2−lzk,i − 2−l−1, 2−lzk,i + 2−l−1]

und

Il =
⋃
{Ikl : Ikl ⊂ O}.
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Dann sind für festes l die Ikl disjunkt und

Il ⊂ Il+1 ∀l ∈ N.
Wie im Beweis von Satz IX.4.10(1) (S. 334) folgt

O =
⋃
l∈N

Il.

Dann ist I = ϕ(O) =
⋃
l∈N

ϕ(Il), ϕ(Il) =
⋃
{ϕ(Ikl) : Ikl ⊂ O} und die

ϕ(Ikl) sind für festes l disjunkt. Damit folgt aus Satz IX.5.5 und Satz
IX.4.8 (S. 332) ϕ(Il) ∈Mn und

λn(I) ≥ λn(ϕ(Il))

=
∑
Ikl⊂O

λn(ϕ(Ikl))

=
∑
Ikl⊂O

∫
Ikl

| detDϕ(x)|dx

=

∫
Il

| detDϕ(x)|dx ∀l ∈ N.

Wiederum mit Satz IX.4.8 (S. 332) und Satz IX.3.7 (S. 321) folgt∫
V

χI = λn(I)

= lim
l→∞

λn(ϕ(Il))

= lim
l→∞

∫
Il

| detDϕ(x)|dx

=

∫
O
| detDϕ(x)|dx

=

∫
U

χO| detDϕ(x)|dx

=

∫
U

χI ◦ ϕ(x)| detDϕ(x)|dx.

Damit ist die Behauptung für f = χI gezeigt.
3. Schritt: Sei I ⊂ V ein beschränktes Intervall. Da jedes beschränk-
te Intervall in R in der Form A\(B ∪ C) mit offenen, beschränkten
Intervallen A, B, C und B ∪ C ⊂ A dargestellt werden kann, ist χI
Linearkombination von charakteristischen Funktionen beschränkter, of-
fener Intervalle in V . Damit folgt die Behauptung für f = χI aus dem
2. Schritt und der Linearität des Integrals.
4. Schritt: Aus dem 3. Schritt und der Linearität des Integrals folgt
die Behauptung für alle f ∈ T (V,R).
5. Schritt: Sei N ⊂ V eine Nullmenge. Wir zeigen, dass ϕ−1(N) ⊂ U
ebenfalls eine Nullmenge ist.
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Nach Satz IX.2.7 (S. 303) gibt es eine monoton wachsende Folge (fk)k∈N
⊂ T (V,R) derart, dass (

∫
V
fk)k∈N beschränkt ist und (fk)k∈N auf N

divergiert. Gemäß Schritt 4 ist fk ◦ ϕ| detDϕ| ∈ L1(U,R) für alle
k ∈ N und

∫
U
fk ◦ ϕ| detDϕ| =

∫
V
fk für alle k ∈ N. Die Folge

(fk ◦ ϕ| detDϕ|)k∈N ist monoton wachsend und divergiert auf ϕ−1(N).
Wegen Satz IX.3.7 (S. 321) ist daher ϕ−1(N) eine Nullmenge.
6. Schritt: Sei nun f ∈ Linc(V,R) und (fk)k∈N ⊂ T (V,R) eine mo-
noton wachsende Folge, derart dass fk −→

k→∞
f f.ü. in V und (

∫
V
fk)k∈N

beschränkt ist. Wegen der Schritte 4 und 5 ist (fk ◦ ϕ| detDϕ|)k∈N ⊂
L1(U,R) monoton wachsend, konvergiert f.ü. in U gegen f ◦ϕ| detDϕ|
und (

∫
U
fk ◦ϕ| detDϕ|)k∈N ist beschränkt. Damit folgt die Behauptung

für f aus Satz IX.3.7 (S. 321).
7. Schritt: Aus dem 6. Schritt und der Linearität des Integrals folgt
schließlich die Behauptung. �

Beispiel IX.5.7. (1) (Volumen von Kugeln in Rn) Für x ∈
Rn, R ∈ R∗

+ sei

Bn(x,R) = {y ∈ Rn : ‖y − x‖2 ≤ R}
Bn = Bn(0, 1)

ωn = λn(Bn).

Mit ϕ(y) = x+Ry für alle y ∈ Rn folgt

Bn(x,R) = ϕ(Bn).

Es ist

Dϕ(y) = RIdRn ∀y ∈ Rn =⇒ detDϕ(y) = Rn ∀y ∈ Rn.

Mit Satz IX.5.6 folgt

λn(Bn(x,R)) = Rnωn ∀x ∈ Rn, R ∈ R∗
+.

Aus Satz IX.3.3 (S. 317) und Satz IX.5.6 folgt weiter

ωn =

∫
Rn
χBn

=

∫
R
[

∫
Rn−1

χBndx1 . . . dxn−1]dxn

=

∫ 1

−1

λn−1(Bn−1(xn,
√

1− x2
n))dxn

= ωn−1

∫ 1

−1

(1− t2)
(n−1)

2 dt (t = − cosx)

= ωn−1

∫ π

0

sinn xdx

= 2ωn−1

∫ π
2

0

sinn xdx.
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Gemäß Beispiel VI.3.5(4) (S. 189) gilt für An =

∫ π
2

0

sinn xdx:

A0 =
π

2
A1 = 1

A2m =
π

2

m∏
k=1

2k − 1

2k

A2m+1 =
m∏
k=1

2k

2k + 1
.

Hieraus folgt

An−1An =
π

2n
∀n ∈ N∗

und damit

ωn = 2ωn−1An

= 4ωn−2An−1An

=
2π

n
ωn−2 ∀n ≥ 3.

Weiter ist

ω1 = λn((−1, 1))

= 2

ω2 = 2ω1A2

= 2 · 2 · π
2
· 1
2

= π.

Hieraus folgt durch Induktion

ω2m =
πm

m!
∀m ≥ 1

ω2m+1 =
2m+1

1 · 3 · . . . · (2m+ 1)
πm ∀m ≥ 0.

Gemäß Satz VI.5.1 (S. 205) und Satz VI.5.7 (S. 210) ist aber

Γ(m+ 1) = m! ∀m ≥ 1

Γ(m+
3

2
) = (m+

1

2
)Γ(m+

1

2
)

= Γ(
1

2
)
m∏
k=0

2k + 1

2

=
√
π

m∏
k=0

2k + 1

2
.
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Damit folgt schließlich

ωn =
π
n
2

Γ(n
2

+ 1)
∀n ∈ N∗.

(2) (Ebene Polarkoordinaten) Sei R ∈ R∗
+ beliebig. Definiere

UR = (0, R)× (0, 2π)

VR = B2(0, R)\[R+ × {0}]
ψ(r, ϕ) = (r cosϕ, r sinϕ).

Dann gilt

ψ : UR → VR ist bijektiv

ψ(UR) = V R

= B2(0, R)

Dψ =

(
cosϕ −r sinϕ
sinϕ r cosϕ

)
detDψ = r > 0 ∀(r, ϕ) ∈ UR.

Also ist ψ ein C1-Diffeomorphismus von UR auf VR. Da R+ × {0} eine
Nullmenge in B2(0, R) ist, folgt aus Satz IX.5.6

f ∈ L1(B2(0, R),R) ⇐⇒ rf(r cosϕ, r sinϕ) ∈ L1(UR,R).

Für
f(x1, x2) = ex

2
1+x2

2

erhalten wir so z.B.∫
B2(0,R)

fdx =

∫
UR

rf(r cosϕ, r sinϕ)drdϕ

=

∫ R

0

∫ 2π

0

rer
2

dϕdr

= 2π[
1

2
er

2

]R0

= π(eR
2 − 1).

(3) (Zylinderkoordinaten) Seien R ∈ R∗
+, a, b ∈ R mit a < b

beliebig. Definiere

U = (0, R)× (0, 2π)× (a, b)

Z = {x ∈ R3 : a < x3 < b, x2
1 + x2

2 < R}
V = Z\[R+ × {0} × (a, b)]

ψ(r, ϕ, z) = (r cosϕ, r sinϕ, z).

Dann gilt

ψ : U → V ist bijektiv

ψ(U) = V
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= Z

Dψ =

cosϕ −r sinϕ 0
sinϕ r cosϕ 0

0 0 1


detDψ = r.

Also ist ψ ein C1-Diffeomorphismus von U auf V . Da R+×{0}× (a, b)
eine Nullmenge in Z ist, folgt aus Satz IX.5.6

f ∈ L1(Z,R) ⇐⇒ rf(r cosϕ, r sinϕ, z) ∈ L1(U,R).

Für
f(x) = x3e

x2
1+x2

2

erhalten wir z.B.∫
Z

fdx =

∫
U

rf(r cosϕ, r sinϕ, z)drdϕdz

=

∫ R

0

∫ 2π

0

∫ b

a

zrer
2

dzdϕdr

=
1

2
(b2 − a2)π(eR

2 − 1).

(4) (Kugelkoordinaten) Sei R ∈ R∗
+ beliebig. Definiere

UR = (0, R)× (0, 2π)× (−π
2
,
π

2
)

VR = B3(0, R)\[R+ × {0} × R]

ψ(r, ϕ, θ) = (r cosϕ cos θ, r sinϕ cos θ, r sin θ).

Dann gilt

ψ : UR → VR ist bijektiv

ψ(UR) = V R

= B3(0, R)

Dψ =

cosϕ cos θ −r sinϕ cos θ −r cosϕ sin θ
sinϕ cos θ r cosϕ cos θ −r sinϕ sin θ

sin θ 0 r cos θ


detDψ = sin θ[r2 sin2 ϕ sin θ cos θ + r2 cos2 ϕ sin θ cos θ]

+ r cos θ[r cos2 ϕ cos2 θ + r sin2 ϕ cos2 θ]

= r2 sin2 θ cos θ + r2 cos3 θ

= r2 cos θ

> 0 ∀(r, ϕ, θ) ∈ UR.

Also ist ψ ein C1-Diffeomorphismus von UR auf VR. Da [R+ × {0} ×
R] ∩B3(0, R) eine Nullmenge in B3(0, R) ist, folgt aus Satz IX.5.6

f ∈ L1(B3(0, R),R)
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⇐⇒ r2 cos θf(r cosϕ cos θ, r sinϕ cos θ, r sin θ) ∈ L1(UR,R).

Für

f(x) =
1

‖x‖2
e‖x‖

2
2

=
ex

2
1+x2

2+x2
3√

x2
1 + x2

2 + x2
3

erhalten wir z.B.

r2 cos θf(r cosϕ cos θ, r sinϕ cos θ, r sin θ) = r cos θer
2 ∈ L1(UR,R)

und ∫
B3(0,R)

fdx =

∫ R

0

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

r cos θer
2

dθdϕdr

= 2π[
1

2
er

2

]R0 [sin θ]
π
2

−π
2

= 2π(eR
2 − 1).

IX.6. Die Lp-Räume

In diesem Abschnitt ist stets 1 ≤ p <∞. Ist p > 1, so ist p′ gegeben
durch

1

p
+

1

p′
= 1

d.h.

p′ =
p

p− 1
.

Im Folgenden identifizieren wir Funktionen, die fast überall über-
einstimmen. Genauer: Durch

f ∼ g ⇐⇒ f − g = 0 f.ü.

wird auf M(Rn,R) eine Äquivalenzrelation definiert. Wenn wir im Fol-
genden von einer Funktion f ∈ M(Rn,R) sprechen, meinen wir dann
immer die entsprechende Äquivalenzklasse, ohne diese genauer zu be-
zeichnen.

Definition IX.6.1. Wir definieren

Lp(Rn,R) = Lp = {f ∈M(Rn,R) : |f |p ∈ L1(Rn,R)}
und setzen für f ∈ Lp

‖f‖p = ‖f‖Lp(Rn,R) =
{∫
|f |p
}1/p

.

Wir wollen zeigen, dass (Lp, ‖·‖p) ein Banachraum ist. Dazu benöti-
gen wir das folgende Hilfsresultat.
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Satz IX.6.2 (Höldersche Ungleichung). Seien p > 1, f ∈ Lp
und g ∈ Lp′. Dann ist f · g ∈ L1 und∫

|f · g| ≤ ‖f‖p‖g‖p′ .

Beweis. Sei 0 < α < 1 und fα : R+ → R definiert durch

fα(x) = (1− α) + αx− xα.

Wie man leicht nachprüft, ist fα auf [0, 1] monoton fallend, auf [1,∞)
monoton wachsend und fα(1) = 0. Also gilt

fα(x) ≥ 0 ∀x ∈ R+.

Seien nun a, b ∈ R∗
+ und α = 1

p
∈ (0, 1). Dann folgt

0 ≤ f 1
p
(
ap

bp′
)

= (1− 1

p
) +

1

p

ap

bp′
− a

bp′/p

=
1

p′
+

1

p

ap

bp′
− ab

bp′

⇐⇒ ab ≤ 1

p
ap +

1

p′
bp

′
.(∗)

Die Ungleichung (∗) gilt offensichtlich auch für a = 0 oder b = 0.
O.E. sind f 6= 0, g 6= 0, da sonst die Behauptung trivial ist. Aus (∗)
folgt mit

a =
|f(x)|
‖f‖p

,

b =
|g(x)|
‖g‖p′

|f(x) · g(x)|
‖f‖p‖g‖p′

≤ 1

p

|f(x)|p

‖f‖pp
+

1

p′
|g(x)|p′

‖g‖p′p′
∀x ∈ Rn.

Aus Satz IX.4.5 (S. 331) und Satz IX.4.13 (S. 335) folgt f · g ∈ L1 und

1

‖f‖p‖g‖p′

∫
|f · g| ≤ 1

p
· 1

‖f‖pp

∫
|f |p +

1

p′
1

‖g‖p′p′

∫
|g|p′

=
1

p
+

1

p′

= 1.

�

Satz IX.6.3. (Lp, ‖ · ‖p) ist ein Banachraum.
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Beweis. 1. Schritt: Lp ist ein Vektorraum. Für p = 1 ist
dies gerade Satz IX.2.14 (S. 309). Sei also p > 1. Die Eigenschaft

f ∈ Lp, α ∈ R =⇒ αf ∈ Lp

ist trivial. Seien also f, g ∈ Lp. Da die Funktion x 7→ xp auf R∗
+ konvex

ist, folgt für alle x ∈ Rn

|f(x) + g(x)|p = 2p
∣∣∣1
2
(f(x) + g(x))

∣∣∣p
≤ 2p

[1
2
|f(x)|+ |g(x)|

]p
≤ 2p−1

[
|f(x)|p + |g(x)|p

]
.

Hieraus und aus Satz IX.4.5 (S. 331) folgt f + g ∈ Lp.
2. Schritt: ‖ · ‖p ist eine Norm. Die Eigenschaften

‖f‖p ≥ 0 ∀f ∈ Lp

‖f‖p = 0 ⇐⇒ f = 0

‖αf‖p = |α|‖f‖p ∀f ∈ Lp, α ∈ R

sind trivial. (Man beachte unsere Vereinbarung bzgl. Funktionen, die
f.ü. übereinstimmen.) Die Dreiecksungleichung ist für p = 1 trivial. Sei
also p > 1 und f, g ∈ Lp. O.E. ist f 6= 0, g 6= 0. Aus Satz IX.6.2 folgt

‖f + g‖pp =

∫
|f + g|p

=

∫
|f + g|p−1|f + g|

≤
∫
|f + g|p−1[|f |+ |g|]

≤ ‖f‖p
{∫
|f + g|(p−1)p′

}1/p′

+ ‖g‖p
{∫
|f + g|(p−1)p′

}1/p′

=
[
‖f‖p + ‖g‖p

]
‖f + g‖p−1

p .

Hieraus folgt die Dreiecksungleichung.
3. Schritt: (Lp, ‖ · ‖p) ist vollständig. Sei (fk)k∈N ⊂ Lp eine
Cauchyfolge. Dann gibt es zu jedem k ∈ N∗ ein N(k) ∈ N mit

N(k + 1) > N(k)

‖fm − fN(k)‖p < 2−k ∀m ≥ N(k).

Definiere

g1 = fN(1)

gk = fN(k) − fN(k−1) ∀k ≥ 2.
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und

hk =
k∑
l=1

|gl|.

Dann ist (hk)k∈N∗ eine monoton wachsende Folge positiver Funktionen
in Lp mit

‖hk‖p ≤
k∑
l=1

‖gl‖p

≤ ‖fN(1)‖p +
k∑
l=2

2−l+1

< 1 + ‖fN(1)‖p.

Wegen Satz IX.3.7 (S. 321) konvergiert (hpk)k∈N f.ü. gegen eine positive

Funktion h̃ ∈ L1 mit∫
h̃ =

∫
|h̃| ≤ [1 + ‖fN(1)‖p]p.

Definiere h = h̃1/p. Dann gilt h ∈ Lp, ‖h‖p ≤ 1+‖fN(1)‖p und hk −→
h→∞

h

f.ü.. Daher konvergiert
( k∑
l=1

gl
)
k∈N f.ü. gegen eine messbare Funktion f

mit |f | ≤ h. Also ist f ∈ Lp. Wegen

k∑
l=1

gl − f −→
k→∞

0 f.ü.

und

|
k∑
l=1

gl − f | ≤ hk + |f | ≤ 2h

folgt aus Satz IX.3.11 (S. 324)∫
|

k∑
l=1

gl − f |p −→
k→∞

0,

d.h.

‖f − fN(k)‖p = ‖f −
k∑
l=1

gl‖p −→
k→∞

0.

Sei nun ε > 0 beliebig. Dann gibt es ein k ∈ N∗ mit

2−k <
ε

2

und

‖f − fN(k)‖p <
ε

2
.
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Für m ≥ N(k) folgt

‖f − fm‖p ≤ ‖f − fN(k)‖p + ‖fN(k) − fm‖p

<
ε

2
+ 2−k

≤ ε.

Also konvergiert (fk)k∈N in Lp gegen f . Damit ist die Behauptung ge-
zeigt. �

Aus Teil (3) des obigen Beweises folgt sofort das folgende Resultat:

Satz IX.6.4. Seien f ∈ Lp und (fk)k∈N ⊂ Lp mit

lim
k→∞
‖fk − f‖p = 0.

Dann gibt es eine Teilfolge (fkl)l∈N von (fk)k∈N mit fkl −→
l→∞

f f.ü..

Bemerkung IX.6.5. Sei X ein Vektorraum. Auf X gebe es ein
Skalarprodukt, d.h. eine symmetrische Bilinearform (·, ·) : X ×
X → R mit den Eigenschaften

(S1) (u, u) ≥ 0 ∀u ∈ X,
(S2) (u, u) = 0 ⇐⇒ u = 0.

Dann wird durch
‖u‖ = (u, u)1/2 ∀u ∈ X

eine Norm auf X definiert (Beweis!). Ist X mit dieser Norm vollständig,
so heißt X ein Hilbertraum. Satz IX.6.2 und Satz IX.6.3 zeigen, dass
L2 mit

(f, g) =

∫
f · g ∀f, g ∈ L2

ein Hilbertraum ist. Andere Beispiele für Hilberträume sind Rn mit

(x, y) =
n∑
i=1

xiyi ∀x, y ∈ Rn

und `2 mit

(u, v) =
∞∑
k=1

ukvk ∀u, v ∈ `2.

Wir wollen zeigen, dass Funktionen in Lp
”
beliebig gut“ durch

”
glat-

te Funktionen“ approximiert werden können. Dazu benötigen wir einige
Begriffe und Resultate, die uns im nächsten Kapitel von Nutzen sein
werden.

Definition IX.6.6. (1) Seien A, B Teilmengen eines normierten
Raumes (X, ‖ · ‖). Dann schreiben wir AbB, wenn A kompakt und
A ⊂ B ist.
(2) Seien (X, ‖ · ‖X) und (Y, ‖ · ‖Y ) normierte Räume, U ⊂ X und
f : U → Y eine Funktion. Dann heißt

supp(f) = {x ∈ U : f(x) 6= 0}
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der Träger von f .
(3) Sei U ⊂ Rn offen, nicht leer und k ∈ N ∪ {+∞}. Dann ist

Ck
0 (U,R) = {f ∈ Ck(U,R) : supp(f) bU}.

Satz IX.6.7. Sei U ⊂ Rn offen und K ⊂ U , K 6= ∅, kompakt. Dann
existiert eine Abschneidefunktion ϕ ∈ C∞

0 (Rn,R) mit

(1) supp(ϕ) bU ,
(2) 0 ≤ ϕ(x) ≤ 1 für alle x ∈ Rn,
(3) ϕ(x) = 1 für alle x ∈ K.

Beweis. Da K kompakt ist, gibt es ein m ∈ N, Punkte x0, . . . , xm
∈ K und Zahlen δ0, . . . , δm ∈ R∗

+ mit

B|.|2(xi, δi) ⊂ U ∀0 ≤ i ≤ m

K ⊂
m⋃
i=0

B|.|2(xi, δi),

wobei |.|2 die euklidische Norm auf Rn bezeichnet. Sei δ = min
0≤i≤m

δi und

0 < ε ≤ δ
4
. Definiere

K1 = {x ∈ Rn : min
y∈K
|x− y|2 ≤ ε}

K2 = {x ∈ Rn : min
y∈K
|x− y|2 ≤ 3ε}.

Dann sind K1 und K2 kompakt und

K ⊂ K1 ⊂ K2 ⊂ U.

Definiere die Funktion ψ̃ : Rn → R durch

ψ̃(x) =

{
exp{− 1

1−|x|22
} falls |x|2 < 1,

0 sonst.

Wegen Beispiel IV.1.21 (S. 120) und Satz VII.4.12 (S. 235) ist ψ̃ ∈
C∞

0 (Rn,R) mit supp(ψ̃) = B|.|2(0, 1). Insbesondere ist ψ̃ ∈ L1(Rn,R).
Definiere

ψ =

[∫
Rn
ψ̃

]−1

· ψ̃.

Aus den Eigenschaften von ψ und Satz IX.3.15 (S. 328) folgt, dass die
Funktion ϕ : Rn → R mit

ϕ(x) =

∫
Rn
ε−nψ(

y − x
ε

)χK1(y)dy ∀x ∈ Rn

aus C∞(Rn,R) ist. Aus Satz IX.5.6 (S. 343) folgt

ϕ(x) =

∫
Rn
ψ(z)χK1(x+ εz)dz ∀x ∈ Rn.
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Ist x 6∈ K2, so ist B|.|2(x, ε) ∩ K1 = ∅ und daher ϕ(x) = 0. Also ist

supp(ϕ) ⊂ K2 ⊂ U . Ist dagegen x ∈ K, so ist B|.|2(x, ε) ⊂ K1 und
daher

ϕ(x) =

∫
Rn
ψ(z)dz = 1.

Schließlich gilt für alle x ∈ Rn

0 ≤ ϕ(x) ≤
∫

Rn
ψ(z)dz = 1.

Damit leistet ϕ das Gewünschte. �

Bemerkung IX.6.8. Aus Beispiel IV.1.21 (S. 120), Satz VII.4.12
(S. 235) und Satz IX.3.15 (S. 328) folgt, dass es für jedes k ∈ N∗ ein
Ck ∈ R+ gibt mit

sup
x∈Rn
‖Dkϕ(x)‖Lk(Rn,Rn) ≤ ckε

−k.

Satz IX.6.9. Seien K ⊂ Rn, K 6= ∅, kompakt und U0, . . . , Um ⊂ Rn

offen mit K ⊂
m⋃
i=0

Ui. Dann gibt es offene Mengen V0, . . . , Vm mit

Vi bUi ∀0 ≤ i ≤ m

K ⊂
m⋃
i=0

Vi.

Beweis. Zu jedem x ∈ K gibt es ein 0 ≤ i ≤ m und ein εx ∈ R∗
+

mit x ∈ Ui und B|.|2(x, εx) ⊂ Ui. Da K kompakt ist, gibt es ein k ∈ N
und Punkte x0, . . . , xk ∈ K mit

K ⊂
k⋃
j=0

B|.|2(xj, εxj).

Für 0 ≤ i ≤ m sei

Vi =
⋃
{B|.|2(xj, εxj) : B|.|2(xj, εxj) ⊂ Ui}.

Dann ist Vi bUi für alle 0 ≤ i ≤ m und K ⊂
m⋃
i=0

Vi. �

Satz IX.6.10. Seien K ⊂ Rn, K 6= ∅, kompakt und U0, . . . , Um ⊂

Rn offen mit K ⊂
m⋃
i=0

Ui. Dann gibt es eine Partition der Eins auf

K, die der Überdeckung U0, . . . , Um untergeordnet ist, d.h., es existieren
Funktionen ϕ0, . . . , ϕm ∈ C∞

0 (Rn,R) mit

(1) supp(ϕi) bUi für alle 0 ≤ i ≤ m,
(2) 0 ≤ ϕi ≤ 1 für alle 0 ≤ i ≤ m,
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(3)
m∑
i=0

ϕi = 1 auf K.

Beweis. Seien V0, . . . , Vm wie in Satz IX.6.9. Gemäß Satz IX.6.7
gibt es Funktionen ψ0, . . . , ψm ∈ C∞

0 (Rn,R) mit

(a) supp(ψi) bUi für alle 0 ≤ i ≤ m.
(b) 0 ≤ ψi ≤ 1 für alle 0 ≤ i ≤ m,
(c) ψi = 1 auf V i, für alle 0 ≤ i ≤ m.

Definiere

ϕ0 = ψ0

ϕj = ψj

j−1∏
i=0

(1− ψi) 1 ≤ j ≤ m.

Offensichtlich erfüllen ϕ0, . . . , ϕm die Bedingungen (1) und (2). Durch
Induktion folgt

m∑
j=0

ϕj = 1−
m∏
i=0

(1− ψi).

Hieraus folgt die Bedingung (3). �

Wir kommen nun zu dem angekündigten Ergebnis über glatte Funk-
tionen in Lp.

Satz IX.6.11. C∞
0 (Rn,R) ist dicht in Lp(Rn,R).

Beweis. 1. Schritt: T (Rn,R) ist dicht in Lp(Rn,R). Sei f ∈
Lp beliebig. Wir müssen zeigen, dass es zu jedem ε > 0 ein ϕ ∈
T (Rn,R) gibt mit ‖f −ϕ‖p < ε. Wegen f = f+− f− und f+, f− ∈ Lp,
f+ ≥ 0, f− ≥ 0 können wir o.E. annehmen, dass f ≥ 0 ist.

Wegen Lemma IX.3.6 gibt es zu jedem k ∈ N∗ Funktionen g̃k, h̃k ∈ Linc

mit

g̃k ≥ 0,

h̃k ≥ 0,

fp = g̃k − h̃k∫
h̃k <

1

k
,

d.h.

‖fp − g̃k‖1 −→
k→∞

0.

Nach Übergang zu einer Teilfolge, die wir wieder mit (g̃k)k∈N bezeich-
nen, folgt aus Satz IX.6.4

g̃k −→
k→∞

fp f.ü..
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Sei gk = g̃
1/p
k . Dann gilt

gk −→
k→∞

f f.ü.

also

|gk − f |p −→
k→∞

0 f.ü.

und ∫
|gk − f |p = ‖gk − f‖pp

≤ [‖gk‖p + ‖f‖p]p

= [‖g̃k‖1/p1 + ‖f‖p]p

≤ [{‖f‖pp +
1

k
}1/p + ‖f‖p]p.

Also ist (
∫
|gk− f |p)k∈N beschränkt und aus Satz IX.3.11 (S. 324) folgt

lim
k→∞
‖gk − f‖p = 0.

Wir können also ohne Einschränkung weiter annehmen, dass fp ∈ Linc

ist. Dann gibt es eine monoton wachsende Folge (ϕ̃k)k∈N ⊂ T (Rn,R)
mit

ϕ̃ −→
k→∞

fp f.ü.∫
ϕ̃k −→

k→∞

∫
fp.

Indem wir gegebenenfalls zu ϕ̃+
k übergehen, können wir o.E. ϕ̃k ≥ 0 für

alle k ∈ N annehmen. Sei ϕk = ϕ̃
1/p
k ∈ T (Rn,R). Dann gilt

ϕk −→
k→∞

f f.ü. und

∫
ϕpk −→

k→∞

∫
fp.

Mit dem gleichen Argument wie oben folgt

lim
k→∞
‖f − ϕk‖p = 0.

2. Schritt: C∞
0 (Rn,R) ist dicht in T (Rn,R). Offensichtlich reicht

es zu zeigen, dass es zu jedem beschränkten Intervall I und jedem ε > 0
ein ϕ ∈ C∞

0 (Rn,R) gibt mit

‖ϕ− χI‖p < ε.

Sei also I ein beschränktes Intervall und ε > 0. Da ∂I eine Nullmenge
ist, gibt es offene Intervalle Ik mit

∂I ⊂
⋃
k∈N

Ik und
∑
k∈N

λn(Ik) < εp.
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Sei U = I ∪
⋃
k∈N

Ik. Dann ist U offen und

λn(U\I) ≤
∑
k∈N

λn(Ik) < εp.

Gemäß Satz IX.6.7 gibt es ein ϕ ∈ C∞
0 (Rn,R) mit

supp(ϕ) bU

0 ≤ ϕ ≤ 1

ϕ = 1 auf I.

Dann folgt
‖χI − ϕ‖p ≤ λn(U\I)1/p < ε.

Damit ist die Behauptung gezeigt. �



KAPITEL X

Analysis auf Mannigfaltigkeiten

Anknüpfend an den Satz über implizite Funktionen VII.5.9 (S. 249)
definieren wir eine Mannigfaltigkeit als eine Menge, die lokal als Null-
stellenmenge einer glatten Funktion mit surjektiver Funktionalmatrix
dargestellt werden kann. Sie ist dann lokal auch darstellbar als Graph
einer glatten Funktion. Ausgehend von diesen Eigenschaften definieren
wir den Tangentialraum und die Orientierung einer Mannigfaltigkeit.
Anschließend definieren wir das Integral von Funktionen auf Mannig-
faltigkeiten, indem wir es mit Hilfe der lokalen Darstellungen auf ein
Lebesgue Integral im Rn zurückführen.
Als Anwendung berechnen wir verschiedene Oberflächen und zeigen
den Integralsatz von Gauß zusammen mit einigen wichtigen Anwen-
dungen aus der Physik.
Danach wenden wir uns dem Differentialformen-Kalkül zu. Differential-
formen sind alternierende Multilinearformen auf den Tangentialräumen
von Mannigfaltigkeiten. Als Spezialfall der hier gezeigten allgemeinen
Ergebnisse, erhalten wir die Resultate aus Kapitel VIII über Kurven-
integrale und Gradientenfelder zurück. Als Hauptresultat der Theorie
beweisen wir den Stokesschen Integralsatz in seiner allgemeinen Form
und interpretieren ihn danach in der

”
klassischen Sprache“ der Vek-

toranalysis. Auf diese Weise erhalten wir einige für die Anwendungen
wichtige Ergebnisse.

X.1. Mannigfaltigkeiten

Sofern nicht anders vermerkt, ist im Folgenden stets 1 ≤ k < n,
α ∈ N∗ und M ⊂ Rn nicht leer. Wir erinnern an die Ergebnisse aus
Abschnitt VII.5, insbesondere an Satz VII.5.9 (S. 249) und Bemerkung
VII.5.13 (S. 253).

Definition X.1.1. Eine TeilmengeM des Rn heißt k-dimensiona-
le (Unter-) Mannigfaltigkeit der Klasse Cα, wenn es zu jedem
x0 ∈ M eine Umgebung U ∈ U(x0) im Rn und ein f ∈ Cα(U,Rn−k)
gibt mit

(1) M ∩ U = f−1({0}),
(2) x0 ist ein regulärer Punkt von f , d.h., Rang(Df(x0)) = n− k.

359
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Beispiel X.1.2. (1) Die Sphäre

Sn−1 = {x ∈ Rn :
n∑
i=1

x2
i = 1}

ist eine (n− 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit der Klasse C∞ in Rn.
(2) Seien a1, . . . , an ∈ R∗

+. Das Ellipsoid

E = {x ∈ Rn :
n∑
i=1

(
xi
ai

)2 = 1}

ist eine (n− 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit der Klasse C∞ in Rn.
(3) Sei c ∈ R+. Das Hyperboloid

H = {x ∈ R3 : x2
1 + x2

2 − x2
3 = c2}

ist für c > 0 eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit im R3. Für c = 0 ist
H keine Mannigfaltigkeit.
(4) Seien 0 < r < R. Der Torus

T = {x ∈ R3 : (
√
x2

1 + x2
2 −R)2 + x2

3 = r2}

ist eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit der Klasse C∞ in R3.

Beweis. ad (1): Beispiel VII.5.10 (S. 251).
ad (2): Es ist E = f−1({0}) mit

f(x) =
n∑
i=1

(
xi
ai

)2 − 1

und
Df(x) = (2

x1

a1

, . . . , 2
xn
an

) 6= 0 ∀x ∈ E .

ad (3): Es ist H = f−1({0}) mit

f(x) = x2
1 + x2

2 − x2
3 − c2

und
Df(x) = (2x1, 2x2,−2x3) 6= 0 ∀x ∈ H sofern c > 0.

ad (4): Es ist T = f−1({0}) mit

f(x) = (
√
x2

1 + x2
2 −R)2 + x2

3 − r2 ∀x 6= 0

und

Df(x)

=
(
2(
√
x2

1 + x2
2 −R)

x1√
x2

1 + x2
2

, 2(
√
x2

1 + x2
2 −R)

x2√
x2

1 + x2
2

, 2x3

)
6= 0 ∀x ∈ T.

�
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Wenn wir im Folgenden ohne weiteren Zusatz von einer Mannig-
faltigkeit (kurz Mfgkt) sprechen, so meinen wir stets eine Unterman-
nigfaltigkeit der Klasse C1. Im Folgenden geben wir verschiedene Cha-
rakterisierungen und Darstellungen von Mfgkten an. Dabei werden wir
später diejenige wählen, die für den konkreten Fall am geeignetesten
ist. Die folgende Charakterisierung ist bereits in Bemerkung VII.5.13
(S. 253) gegeben.

Satz X.1.3. M ⊂ Rn ist genau dann eine k-dimensionale Mfgkt
der Klasse Cα, wenn es zu jedem x0 ∈ M nach eventueller Umnum-
merierung der Koordinaten Umgebungen U1 von x′0 = (x01, . . . , x0k)
in Rk und U2 von x′′0 = (x0k+1, . . . , x0n) in Rn−k und eine Funktion
g ∈ Cα(U1,Rn−k) gibt mit

(1) g(U1) = U2,
(2) M ∩ (U1 × U2) = {(x′, x′′) ∈ U1 × U2 : x′′ = g(x′)}.

Beweis.
”
=⇒“: Folgt aus dem Satz über implizite Funktionen,

Satz VII.5.9 (S. 249) (vgl. Bemerkung VII.5.13 (S. 253)).

”
⇐=“: Folgt mit

f(x′, x′′) = x′′ − g(x′) ∀(x′, x′′) ∈ U1 × U2.

�

Mfgkten der Dimension k können also lokal als Graph einer Cα-
Funktion von k-Variablen dargestellt werden. Wir erinnern daran (Be-
merkung VII.5.13 (S. 253)), dass wir im Spezialfall k = n − 1 auch
von Hyperflächen reden. Die folgende Charakterisierung zeigt, dass
sich k-dimensionale Mfgkten lokal wie k-dimensionale Ebenen im Rn

verhalten.

Satz X.1.4. Es sei

Ek = {x ∈ Rn : xk+1 = . . . = xn = 0}

die k-dimensionale Ebene im Rn. Dann ist M ⊂ Rn genau dann eine
k-dimensionale Mfgkt der Klasse Cα, wenn es zu jedem x0 ∈ M eine
Umgebung U von x0 in Rn und eine Umgebung V von 0 in Rn und
einen Cα-Diffeomorphismus F : U → V von U auf V gibt mit

F (M ∩ U) = V ∩ Ek.

Beweis.
”
=⇒“: Seien x0 ∈M und x′0, x

′′
0, U1, U2 und g wie in Satz

X.1.3. Dann leisten U = U1 × U2 und F : U → Rn mit

F (x′, x′′) = (x′, x′′ − g(x′)) ∀(x′, x′′) ∈ U1 × U2

das Gewünschte.

”
⇐=“: Definiere f : U → Rn−k durch

f(x) = (Fk+1(x), . . . , Fn(x)) ∀x ∈ U.
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Dann ist M ∩ U = f−1({0}) und

Rang(Df(x0)) = n− k,
da Rang(DF (x0)) = n ist. Hieraus folgt die Behauptung. �

Definition X.1.5. Sei U ⊂ Rk offen. Eine Abbildung ϕ ∈ Cα(U,
Rn) heißt Immersion (der Klasse Cα), wenn jedes x ∈ U regulärer
Punkt von ϕ ist. Ist ϕ ∈ Cα(U,Rn) eine Immersion und ϕ : U → V =

ϕ(U) ein Homöomorphismus, so schreiben wir kurz: ϕ : U
α
↪→V .

Satz X.1.6. M ⊂ Rn ist genau dann eine k-dimensionale Mfgkt
der Klasse Cα, wenn es zu jedem x0 ∈M eine Umgebung V von x0 in

M , eine offene Menge U ⊂ Rk und eine Immersion ϕ : U
α
↪→V gibt.

Beweis.
”
=⇒“: Seien x0, x

′
0, x

′′
0, U1, U2 und g wie in Satz X.1.3.

Dann leisten U = U1, V = M ∩ (U1 × U2) und

ϕ(t) = (t, g(t)) ∀t ∈ U
das Gewünschte.

”
⇐=“: Sei t0 = ϕ−1(x0). Da t0 ein regulärer Punkt von ϕ ist, können wir

o.E. annehmen, dass (Diϕj(t0))1≤i,j≤k regulär ist, sonst führen wir eine
Koordinatentransformation durch. Gemäß Satz VII.5.4 (S. 246) gibt

es Umgebungen Ũ ⊂ U von t0 und Ṽ von x′0 = (x01, . . . , x0k) in Rk,

so dass (ϕ1, . . . , ϕk) : Ũ → Ṽ ein Cα-Diffeomorphismus ist. Definiere

F : Ũ × Rn−k → Rn durch

Fi(z1, . . . , zn) = ϕi(z1, . . . , zk) 1 ≤ i ≤ k,

Fj(z1, . . . , zn) = zj + ϕj(z1, . . . , zk) k + 1 ≤ j ≤ n.

Dann ist F : Ũ × Rn−k → Ṽ × Rn−k ein Cα-Diffeomorphismus mit

F ((Ũ × Rn−k) ∩ Ek) = (Ṽ × Rn−k) ∩M . Damit folgt die Behauptung
aus Satz X.1.4 angewandt auf F−1. �

Definition X.1.7. Seien ϕ,U und V wie in Satz X.1.6. Dann heißt
(U,ϕ, V ) eine lokale Parameterdarstellung oder Karte von
M . Eine Menge A = {(Uλ, ϕλ, Vλ) : λ ∈ Λ} von Karten von M mit

M ⊂
⋃
λ∈Λ

Vλ heißt Atlas von M .

Bemerkung X.1.8. Da Qn abzählbar und dicht in Rn ist, besitzt
jede Mfgkt einen Atlas aus höchstens abzählbar vielen Karten.

Beispiel X.1.9. (1) Definiere ϕ : R→ R2 durch

ϕ(t) = (cos t, sin t).

Dann ist ϕ eine Immersion und{(
(0,

3

2
π), ϕ|(0, 3

2
π), ϕ((0,

3

2
π))
)
,
(
(π,

5

2
π), ϕ|(π, 5

2
π), ϕ((π,

5

2
π))
)}
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ein Atlas von S1.
(2) Definiere ϕ : R× (−1, 1)→ R3 durch

ϕ(t, r) =
(
cos(2t)(2− r sin t), sin(2t)(2− r sin t), r cos t

)
.

M = ϕ(R × (−1, 1)) heißt Möbiusband. Wie man leicht nachprüft,
ist für jedes t0 ∈ R ϕ|(t0−π

2
,t0+π

2
)×(−1,1) ein Homöomorphismus. Weiter

gilt für jedes (t, r) ∈ R× (−1, 1)

Rang(Dϕ(t, r))

= Rang

−2 sin(2t)(2− r sin t)− r cos t cos(2t) − sin t cos(2t)
2 cos(2t)(2− r sin t)− r cos t sin(2t) − sin t sin(2t)

−r sin t cos t


= 2.

Also istM eine 2-dimensionale Mfgkt der Klasse C∞ in R3.

Der folgende Satz beschreibt das Verhalten bei Kartenwechseln und
ist für spätere Anwendungen wichtig.

Satz X.1.10. Seien M ⊂ Rn eine k-dimensionale Mfgkt der Klasse
Cα und (U1, ϕ1, V1), (U2, ϕ2, V2) zwei Karten von M mit V = V1∩V2 6=
∅. Dann sind W1 = ϕ−1

1 (V ) ⊂ U1 und W2 = ϕ−1
2 (V ) ⊂ U2 offen, und

τ = ϕ−1
2 ◦ ϕ1 : W1 → W2 ist ein Cα-Diffeomorphismus.

Beweis. Da V in Vj, j = 1, 2, offen und ϕj stetig ist, ist Wj in Uj,
j = 1, 2, offen. Konstruktionsgemäß ist τ ein Homöomorphismus. Sei
x∗1 ∈ W1 beliebig und

y∗ = ϕ1(x
∗
1) , x∗2 = ϕ−1

2 (y∗) = τ(x∗1) ∈ W2.

Nach Satz X.1.4 existieren eine Umgebung Ũ von y∗ in Rn, eine offene

Menge Ṽ in Rn und ein Cα-Diffeomorphismus F : Ũ → Ṽ mit

F (M ∩ Ũ) = Ṽ ∩ Ek.

O.E. können wir Ũ ⊂ V annehmen. Sei W̃j = ϕ−1
j (M ∩ Ũ), j = 1, 2.

Auf W̃1 bzw. W̃2 gilt

F ◦ ϕ1 = (g1, . . . , gk, 0, . . . , 0)

bzw.

F ◦ ϕ2 = (h1, . . . , hk, 0, . . . , 0).

Da Rang(Dϕj) = k und DF invertierbar ist, folgt

Rang(D(F ◦ ϕj)) = k j = 1, 2,

so dass

g = (g1, . . . , gk) : W̃1 → Ek ∩ Ṽ

h = (h1, . . . , hk) : W̃2 → Ek ∩ Ṽ
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Cα-Diffeomorphismen sind. (Dabei betrachten wir Ek ∩ Ṽ als offene

Teilmenge des Rk.) Auf W̃1 gilt aber

τ = ϕ−1
2 ◦ ϕ1 = (F ◦ ϕ2)

−1 ◦ (F ◦ ϕ1) = h−1 ◦ g.

Also ist τ : W̃1 → W̃2 ein Cα-Diffeomorphismus. Da x∗1 ∈ W1 beliebig
war, folgt hieraus die Behauptung. �

X.2. Tangentialraum und Orientierung

Seien a, b ∈ R mit a < b und ϕ ∈ C1((a, b),Rn) ein regulärer Weg.
Dann ist Spur(ϕ) eine 1-dimensionale Mannigfaltigkeit in Rn. Durch ϕ
werden auf kanonische Weise Tangentenvektoren und eine Orientierung
für diese Mfgkt definiert. Wir wollen in diesem Abschnitt diese Begriffe
auf allgemeine Mfgkten übertragen.

Sofern nicht anders bemerkt, ist im Folgenden stets 1 ≤ k < n und
α ∈ N∗. (·, ·) bezeichnet das euklidische Skalarprodukt auf dem Rn

(u, v) =
n∑
i=1

uivi ∀u, v ∈ Rn.

Definition X.2.1. Seien M ⊂ Rn eine k-dimensionale Mfgkt der
Klasse Cα und x0 ∈M .
(1) v ∈ Rn heißt Tangentialvektor an M im Punkte x0, wenn
es ein ε ∈ R∗

+ und ein γ ∈ C1((−ε, ε),M) gibt mit γ(0) = x0 und
γ′(0) = v.
(2) Tx0M = {v ∈ Rn : v ist Tangentialvektor an M im Punkte x0}
heißt der Tangentialraum von M im Punkte x0.
(3) u ∈ Rn heißt Normalenvektor an M im Punkte x0, wenn gilt

(u, v) = 0 ∀v ∈ Tx0M.

(4) Nx0M = {u ∈ Rn : u ist Normalenvektor zu M im Punkte x0}
heißt der Normalraum von M im Punkte x0.

Satz X.2.2. Seien M ⊂ Rn eine k-dimensionale Mfgkt der Klasse
Cα und x0 ∈M . Dann gilt:

(1) Tx0M ist ein k-dimensionaler Untervektorraum des Rn.
(2) Nx0M ist ein n− k-dimensionaler Untervektorraum des Rn.
(3) Sei (U,ϕ, V ) eine Karte von M mit x0 ∈ V und y0 = ϕ−1(x0).

Dann ist

D1ϕ(y0), . . . , Dkϕ(y0)

eine Basis von Tx0M .
(4) Sei U eine Umgebung von x0 in Rn und f ∈ C1(U,Rn−k) der-

art, dass x0 ein regulärer Punkt von f und M ∩U = f−1({0})
ist. Dann ist

Tx0M = {v ∈ Rn : (∇fj(x0), v) = 0 ∀1 ≤ j ≤ n− k}.
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Beweis. Seien

T1 = span{D1ϕ(y0), . . . , Dkϕ(y0)}
T2 = {v ∈ Rn : (∇fj(x0), v) = 0 ∀1 ≤ j ≤ n− k}.

Dann sind T1 und T2 k-dimensionale Untervektorräume des Rn. Wir
zeigen: T1 ⊂ Tx0M ⊂ T2. Hieraus folgen dann sofort die Behauptungen
(1), (3) und (4). Wegen (4) ist dann

Nx0M = span{∇f1(x0)
t, . . . ,∇fn−k(x0)

t},

so dass auch die Behauptung (2) folgt.

”
T1 ⊂ Tx0M :“ Sei

v =
n∑
i=1

αiDiϕ(y0) ∈ T1

beliebig. Dann gibt es ein ε ∈ R∗
+, so dass gilt

y0 + t
k∑
i=1

αiei ∈ U ∀t ∈ (−ε, ε),

wobei ei der i-te Einheitsvektor in Rk ist. Definiere γ : (−ε, ε) → Rn

durch

γ(t) = ϕ(y0 + t
k∑
i=1

αiei).

Dann ist γ ∈ C1((−ε, ε),M) und

γ(0) = ϕ(y0) = x0

γ′(0) =
k∑
i=1

αiDiϕ(y0) = v.

Also ist v ∈ Tx0M .

”
Tx0M ⊂ T2:“ Sei v ∈ Tx0M , d.h., v = ψ′(0) für einen C1-Weg ψ ∈
C1((−ε, ε),M) mit ψ(0) = x0. Dann gilt

fj(ψ(t)) = 0 ∀1 ≤ j ≤ n− k, t ∈ (−ε, ε)

und somit

0 =
d

dt
fj(ψ(t))|t=0

= (∇fj(ψ(0)), ψ′(0))

= (∇fj(x0), v) ∀1 ≤ j ≤ n− k.

Also ist v ∈ T2. �

Wir können uns den Tangentialraum Tx0M im Punkte x0 ∈ M

”
angeheftet“ denken. Variiert x0, so auch Tx0M . Dies führt zu folgender

Definition.
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Definition X.2.3. Sei M eine k-dimensionale Mfgkt der Klasse
Cα. Dann heißt

TM = {(x, v) ∈ R2n : x ∈M, v ∈ TxM}
der Tangentialraum von M .

Beispiel X.2.4. (1) Es ist Sn−1 = f−1({0}) mit

f(x) =
n∑
i=1

x2
i − 1.

Also ist

NxS
n−1 = span{(x1, . . . , xn)

t}

und

TxS
n−1 = {v ∈ Rn : (x, v) = 0}.

Sei speziell n = 3. Wir wählen als Karte eine Polarkoordinatendarstel-
lung

x = ψ(ϕ, θ) = (cosϕ cos θ, sinϕ cos θ, sin θ).

Dann ist

TxS
2 = span{(− sinϕ cos θ, cosϕ cos θ, 0)t ,

(− cosϕ sin θ,− sinϕ sin θ, cos θ)t}.

(2) Es sit T = f−1({0}) mit

f(x) = (
√
x2

1 + x2
2 −R)2 + x2

3 − r2.

Also ist

TxT = {v ∈ R3 : (
√
x2

1 + x2
2 −R)

x1v1 + x2v2√
x2

1 + x2
2

+ x3v3 = 0}.

Als Karte kann man eine
”
Polarkoordinatendarstellung“ wählen

x = ψ(ϕ, θ) = ((R + r cos θ) cosϕ, (R + r cos θ) sinϕ, r sin θ)t.

Dann ist

TxT = span{(−(R + r cos θ) sinϕ, (R + r cos θ) cosϕ, 0)t,

(−r sin θ cosϕ,−r sin θ sinϕ, r cos θ)t}.

Wir kommen nun zum Begriff der Orientierbarkeit. Dazu benötigen
wir:

Definition X.2.5. Seien U, V ⊂ Rn offen und ϕ : U → V ein C1-
Diffeomorphismus von U auf V . Dann heißt ϕ orientierungstreu
bzw. orientierungsumkehrend, wenn gilt

det(Dϕ(x)) > 0 ∀x ∈ U
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bzw.

det(Dϕ(x)) < 0 ∀x ∈ U.

Bemerkung X.2.6. (1) Ist U zusammenhängend und ϕ : U → V
ein C1-Diffeomorphismus, so ist ϕ entweder orientierungstreu oder ori-
entierungsumkehrend.
(2) Ist n = 1, so ist ein C1-Diffeomorphismus ϕ genau dann orientie-
rungstreu bzw. orientierungsumkehrend, wenn ϕ streng monoton wach-
send bzw. streng monoton fallend ist.

Definition X.2.7. M ⊂ Rn sei eine k-dimensionale Mfgkt der
Klasse Cα.

(1) Zwei Karten (Ui, ϕi, Vi), i = 1, 2, von M mit V1 ∩ V2 6= ∅
heißen gleichorientiert, wenn der Cα-Diffeomorphismus
τ = ϕ−1

2 ◦ ϕ1 : W1 = ϕ−1
1 (V1 ∩ V2) → W2 = ϕ−1

2 (V1 ∩ V2)
orientierungstreu ist.

(2) Ein Atlas A von M heißt orientiert, wenn je zwei Karten
von A gleichorientiert sind.

(3) Eine Orientierung O von M wird durch einen orientierten
Atlas von M gegeben.

(4) M heißt orientierbar, wenn ein orientierter Atlas von M
existiert.

(5) Seien (M,O) eine orientierbare Mannigfaltigkeit mit einer zu-
gehörigen Orientierung O und (U,ϕ, V ) eine Karte von M . Die
Karte heißt positiv orientiert bzgl. O, wenn sie mit jeder
Karte des zu O gehörenden Atlasses gleichorientiert ist.

Bemerkung X.2.8. (1) Genau genommen ist eine Orientierung
O einer Mfgkt M eine Äquivalenzklasse orientierter Atlanten von M .
Dabei sind zwei orientierte Atlanten A,A′ vonM äquivalent, wenn jede
Karte von A zu jeder Karte von A′ gleichorientiert ist.
(2) Sei (M,O) eine orientierbare Mannigfaltigkeit und A = {(Uλ, ϕλ,
Vλ) : λ ∈ Λ} ein zu O gehöriger Atlas. Definiere i : Rk → Rk durch

i(x1, . . . , xk) = (x1, . . . , xk−1,−xk).

Dann ist Ã = {(i(Uλ), ϕλ ◦ i−1, Vλ) : λ ∈ Λ} ein orientierter Atlas von
M , dessen Orientierung von O verschieden ist. Die Orientierung von

Ã wird mit −O bezeichnet und heißt die zu O entgegengesetzte
Orientierung.
(3) Ist (M,O) eine zusammenhängende, orientierbare Mfgkt, kann man
zeigen, dass auf M nur die Orientierungen O und −O existieren.

Beispiel X.2.9. Definiere ϕ, ψ : R→ R2 durch

ϕ(t) = (cos t, sin t)

ψ(t) = (sin t, cos t).
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Dann sind

A =

{(
(0,

3

2
π), ϕ|(0, 3

2
π), ϕ((0,

3

2
π))
)
,

(
(π,

5

2
π), ϕ|(π, 5

2
π), ϕ((π,

5

2
π))
)}

und

A′ =

{(
(0,

3

2
π), ψ|(0, 3

2
π), ψ((0,

3

2
π))
)
,

(
(π,

5

2
π), ψ|(π, 5

2
π), ψ((π,

5

2
π))
)}

Zwei entgegengesetzt orientierte Atlanten von S1.

Eine Orientierung von M induziert auf kanonische Weise für jedes
x ∈M eine Orientierung von TxM .

Definition X.2.10. Seien (M,O) eine orientierbare Mfgkt und
x0 ∈M . Eine Basis {v1, . . . , vk} von Tx0M heißt positiv orientiert
bzgl. O, wenn für jede bzgl. O positiv orientierte Karte (U,ϕ, V ) mit
x0 ∈ V gilt

det(A) > 0,

wobei die Matrix A definiert ist durch

vi =
k∑
j=1

AijDjϕ(y0), y0 = ϕ−1(x0), 1 ≤ i ≤ k.

Ist M ⊂ Rn eine Hyperfläche, so ist für jedes x ∈ M der Normal-
raum NxM eindimensional, enthält also genau zwei Einheitsvektoren.
Wir wollen zeigen, dass eine Hyperfläche M genau dann orientierbar
ist, wenn von diesen Vektoren einer ausgewählt werden kann, so dass
die entstehende Abbildung M → Rn stetig ist. Dies wird präzisiert
durch:

Definition X.2.11. Sei M ⊂ Rn eine C1-Hyperfläche.

(1) Eine Abbildung ν ∈ C(M,Rn) mit den Eigenschaften

ν(x) ∈ NxM,

‖ν(x)‖2 = 1

für alle x ∈M heißt Einheitsnormalenfeld auf M .
(2) Ist M orientierbar und ν ein Einheitsnormalenfeld auf M , so

heißt ν bzgl. der Orientierung O positiv orientiert, wenn
für jedes x ∈ M und jede bzgl. O positiv orientierte Basis
{v1, . . . , vn−1} von TxM gilt

det(ν, v1, . . . , vn−1) > 0.



X.2. TANGENTIALRAUM UND ORIENTIERUNG 369

Bemerkung X.2.12. Wegen Definition X.2.7 hängen die Definitio-
nen X.2.10 und X.2.11 (2) nicht von der Wahl der Karte bzw. Basis
von TxM ab.

Satz X.2.13. Eine C1-Hyperfläche M ⊂ Rn ist genau dann orien-
tierbar, wenn auf M ein Einheitsnormalenfeld ν existiert.

Beweis.
”
=⇒“: Sei x ∈ M und {v1, . . . , vn−1} eine positiv orien-

tierte Basis von TxM . Da NxM eindimensional ist, gibt es genau ein
ν(x) ∈ Rn mit

‖ν(x)‖2 = 1,

ν(x) ∈ NxM,

det(ν(x), v1, . . . , vn−1) > 0.

Wir müssen zeigen, dass die so konstruierte Funktion ν : M → Rn

stetig ist. Sei dazu x0 ∈ M beliebig und U ∈ U(x0), f ∈ C1(U,R)
wie in Definition X.1.1 (S. 359), d.h., M ∩ U = f−1({0}) und x0 ist
regulärer Punkt von f . Indem wir U gegebenenfalls verkleinern, wird
durch

ν̃(x) =
1

‖∇f(x)‖2
∇f(x) ∀x ∈ U

eine stetige Funktion ν̃ : U → Rn definiert mit

‖ν̃(x)‖2 = 1,

ν̃(x) ∈ NxM

für alle x ∈ U . Indem wir nötigenfalls zu −f übergehen, können wir

ν̃(x0) = ν(x0) annehmen. Sei nun (Ũ , ϕ, Ṽ ) eine positiv orientierte

Karte mit x0 ∈ Ṽ und y0 = ϕ−1(x0), W̃ = ϕ−1(Ṽ ∩ U). Indem wir

gegebenenfalls Ũ verkleinern, können wir annehmen, dass W̃ zusam-
menhängend ist. Durch

y 7→ ∆(y) = det
(
ν̃(ϕ(y)), D1ϕ(y), . . . , Dn−1ϕ(y)

)
wird eine stetige Funktion ∆ : W̃ → R mit ∆(y0) > 0 definiert. Wegen
Satz X.2.2 (4), Definition X.1.7 (S. 362) und Definition X.1.5 (S. 362)

gilt ∆(y) 6= 0 für alle y ∈ W̃ . Da W̃ zusammenhängend ist, gilt ∆(y) >

0 für alle y ∈ W̃ . Hieraus und der Definition von ν folgt

ν̃(ϕ(y)) = ν(ϕ(y)) ∀y ∈ W̃ .

Also ist ν in x0 stetig.

”
⇐=“: Sei nun ν ein Einheitsnormalenfeld auf M . Sei x ∈ M und

(U,ϕ, V ) eine Karte von M mit x ∈ V . Indem wir U nötigenfalls ver-
kleinern, können wir annehmen, dass U zusammenhängend ist. Dann
ist

∆(y) = det
(
ν(ϕ(y)), D1ϕ(y), . . . , Dn−1ϕ(y)

)
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eine stetige Funktion auf U , die nirgends verschwindet. Indem wir nöti-
genfalls die Transformation (y1, . . . , yn−1) 7→ (y1, . . . ,−yn−1) vorschal-
ten, können wir

∆(y) > 0, ∀y ∈ U
annehmen. Sei A der so konstruierte Atlas von M . Wir müssen zeigen,
dass A orientiert ist. Seien dazu (Ui, ϕi, Vi), i = 1, 2, zwei Karten von
A mit V = V1 ∩ V2 6= ∅. Sei Wi = ϕ−1

i (V ), i = 1, 2, und τ = ϕ−1
2 ◦ ϕ1,

d.h.

ϕ1 = ϕ2 ◦ τ.
Für y ∈ W1 gilt dann

Dϕ1(y) = Dϕ2(τ(y)) ·Dτ(y)
und

0 < det
(
ν(ϕ1(y)), D1ϕ1(y), . . . , Dn−1ϕ1(y)

)
0 < det

(
ν(ϕ2(τ(y)), D1ϕ2(τ(y)), . . . , Dn−1ϕ2(τ(y))

)
.

Also ist

detDτ(y) > 0,

d.h., die Karten (U1, ϕ1, V1) und (U2, ϕ2, V2) sind gleich orientiert. �

Beispiel X.2.14. (1) ν(x) = x ist ein Einheitsnormalenfeld auf
Sn−1.
(2) Die Funktion

ν(x) =
1

r
(
√
x2

1 + x2
2 −R)

x1√
x2

1 + x2
2

, (
√
x2

1 + x2
2 −R)

x2√
x2

1 + x2
2

, x3)
t

ist ein Einheitsnormalenfeld auf dem Torus T .
(3) Das Möbiusband ist nicht orientierbar. Denn: Sei ϕ wie in Beispiel
X.1.9(2) (S. 362). Eine leichte Rechnung liefert

Tϕ(t,0)M = span{(− sin(2t), cos(2t), 0)t,

(− sin t cos(2t),− sin t sin(2t), cos t)t}.
Also ist

Nϕ(t,0)M = span{(cos t cos(2t), cos t sin(2t), sin t)t}.
Setze zur Abkürzung

µ(t) = (cos t cos(2t), cos t sin(2t), sin t)t.

Gäbe es ein Einheitsnormalenfeld ν auf M , so auch eines mit

ν(ϕ(0, 0)) = µ(0) = e1.

Stetige Fortsetzung längs ϕ(t, 0), −π
2
≤ t ≤ π

2
, liefert dann

ν(ϕ(t, 0)) = µ(t) ∀ − π

2
≤ t ≤ π

2
.
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Hieraus folgt aber

−e3 = µ(−π
2
) = ν(−2e1) = µ(

π

2
) = e3.

Dies ist ein Widerspruch.

X.3. Integration auf Mannigfaltigkeiten

Sofern nicht anders vermerkt, ist im Folgenden stets 1 ≤ k < n und
α ∈ N∗. (·, ·) bezeichnet das euklidische Skalarprodukt auf Rn. Funktio-
nen, die auf Teilmengen des Rn definiert sind, werden durch 0 auf ganz
Rn fortgesetzt. Wir wollen Funktionen auf k-dimensionalen Mfgkten
im Rn integrieren. Insbesondere sollte das Integral der Funktion f = 1
das k-dimensionale Volumen der Mfgkt liefern. Außerdem sollte das
Integral über die Mfgkt mit Hilfe von Karten auf ein Lebesgue-Integral
in Rk zurückgeführt werden.

Zur Motivation betrachten wir folgende Situation. Sei U ⊂ Rk offen

und ϕ : U
α
↪→M = ϕ(U) ⊂ Rn eine Immersion. Sei x0 ∈ U und

v0 = ϕ(x0) , vi = Diϕ(x0) 1 ≤ i ≤ k.

Dann wird für ε > 0 die Mfgkt M in der Nähe von v0 durch die
”
Tan-

gentialebene“

E =
{
y = v0 +

k∑
i=1

tivi : |ti| ≤
ε

2
, 1 ≤ i ≤ k

}
approximiert. Seien vk+1, . . . , vn ∈ Rn paarweise orthogonale Einheits-
vektoren mit

(vi, vj) = 0 ∀1 ≤ i ≤ k < j ≤ n.

Sei

P =
{
y = v0+

n∑
i=1

tivi : |ti| ≤
ε

2
, 1 ≤ i ≤ k, 0 ≤ tj ≤ 1, k+1 ≤ j ≤ n

}
das Parallelepiped der Höhe 1 über E. Dann ist λn(P ) ein Maß für das
k-dimensionale Volumen von E. Aus Satz IX.5.6 (S. 343) folgt

λn(P ) = εk| det(v1, . . . , vn)|

= εk
√

det(v1, . . . , vn)2

= εk
√

det((v1, . . . , vn)t(v1, . . . , vn))

= εk
√

det((vi, vj)1≤i,j≤k).

Also ist
gϕ(x0) = det((vi, vj)1≤i,j≤k)

ein guter Kandidat für das Volumenelement von M und
∫
U

√
gϕ(x)dx

ein Kandidat für das k-dimensionale Volumen von M . Diese Ideen wer-
den wir nun präzisieren.
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Definition X.3.1. Seien U ⊂ Rk offen und ϕ ∈ Cα(U,Rn) eine
Immersion. Dann heißen

Gϕ(x) = ( (Diϕ(x), Djϕ(x)) )1≤i,j≤k ∈ Cα−1(U,Rk×k)

und

gϕ(x) = detGϕ(x) ∈ Cα−1(U,R)

der Maßtensor und die Gramsche Determinante von ϕ.

Bemerkung X.3.2. Wegen ( (Diϕ(x), Djϕ(x)) )1≤i,j≤k = Dϕ(x)t ·
Dϕ(x) ist Gϕ(x) positiv semi-definit. Da Dϕ(x) den Rang k hat, ist
Gϕ(x) sogar positiv definit und damit gϕ(x) > 0 für alle x ∈ U .

Satz X.3.3. (1) Seien U, V ⊂ Rk offen, ϕ ∈ Cα(U,Rn) eine Im-
mersion, τ : V → U ein Cα-Diffeomorphismus und ψ = ϕ ◦ τ ∈
Cα(V,Rn). Dann ist

gψ(x) = gϕ(τ(x))| detDτ(x)|2 ∀x ∈ V.
(2) Sei M ⊂ Rn eine k-dimensionale Mfgkt der Klasse Cα, f : M → R
eine Funktion mit kompaktem Träger, A = {(Ui, ϕi, Vi) : 1 ≤ i ≤ m}
und A′ = {(U ′

j, ϕ
′
j, V

′
j ) : 1 ≤ j ≤ m′} zwei Atlanten von supp(f) ∩M

und {αi : 1 ≤ i ≤ m} und {α′j : 1 ≤ j ≤ m′} zwei Partitionen der Eins
auf supp(f) ∩M , die A bzw. A′ untergeordnet sind. Dann gilt

αi ◦ ϕi · f ◦ ϕi ·
√
gϕi ∈ L1(Ui,R) ∀1 ≤ i ≤ m

⇐⇒ α′j ◦ ϕ′j · f ◦ ϕ′j ·
√
gϕ′j ∈ L

1(U ′
j,R) ∀1 ≤ j ≤ m′.

In diesem Fall ist ∫
Rk

m∑
i=1

αi ◦ ϕi · f ◦ ϕi ·
√
gϕi

=

∫
Rk

m′∑
j=1

α′j ◦ ϕ′j · f ◦ ϕ′j ·
√
gϕ′j .

Beweis. ad (1): Aus der Kettenregel, Satz VII.3.3 (S. 226), folgt

gψ(x) = det(Dψ(x)tDψ(x))

= det([Dϕ(τ(x)) ·Dτ(x)]t[Dϕ(τ(x)) ·Dτ(x)])
= (detDτ(x))2 det(Dϕ(τ(x))tDϕ(τ(x)))

= | detDτ(x)|2gϕ(τ(x)) ∀x ∈ V.
ad (2): Seien 1 ≤ i ≤ m und 1 ≤ j ≤ m′ so, dass V = Vi ∩ V ′

j 6= ∅ ist.

Sei Wi = ϕ−1
i (V ),W ′

j = ϕ′−1
j (V ) und

τij = ϕ−1
i ◦ ϕ′j.

Aus Teil (1) und Satz IX.5.6 (S. 343) folgt

αi ◦ ϕi · f ◦ ϕi ·
√
gϕi ∈ L1(Ui,R)
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=⇒ αi ◦ ϕi · f ◦ ϕi · α′j ◦ ϕi ·
√
gϕi ∈ L1(Wi,R)

=⇒ αi ◦ ϕi ◦ τij · f ◦ ϕi ◦ τij · α′j ◦ ϕi ◦ τij·
· √gϕi ◦ τij · | detDτij| ∈ L1(Wj,R)

=⇒ αi ◦ ϕ′j · α′j ◦ ϕ′j · f ◦ ϕ′j ·
√
gϕ′j ∈ L

1(Wj,R).

Summation über i liefert

α′j ◦ ϕ′j · f ◦ ϕ′j ·
√
gϕ′j ∈ L

1(U ′
j,R),

da
m∑
i=1

αi ◦ ϕ′j = 1 auf U ′
j ist. Durch Vertauschen der Rollen von A,

{αi} und A′, {α′j} folgt die behauptete Äquivalenz und die Gleichheit
der Integrale, da

m∑
i=1

(αi ◦ ϕ′j · αj ◦ ϕ′j) = αj ◦ ϕ′j ∀1 ≤ j ≤ m′

und

m′∑
j=1

(αj ◦ ϕi · αi ◦ ϕi) = αi ◦ ϕi ∀1 ≤ i ≤ m

ist. �

Wegen Satz X.3.3 ist folgende Definition sinnvoll.

Definition X.3.4. Sei M ⊂ Rn eine k-dimensionale Mfgkt der
Klasse Cα.

(1) Eine Funktion f : M → R mit kompaktem Träger heißt in-
tegrierbar auf M , wenn es einen Atlas {(Ui, ϕi, Vi) : 1 ≤
i ≤ m} von supp(f) ∩M und eine dem Atlas untergeordnete
Zerlegung der Eins {αi : 1 ≤ i ≤ m} auf supp(f)∩M gibt mit

αi ◦ ϕi · f ◦ ϕi ·
√
gϕi ∈ L1(Ui,R) ∀1 ≤ i ≤ m.

In diesem Fall heißt∫
M

f =

∫
M

fdS =

∫
M

f(x)dS(x)

=
m∑
i=1

∫
Rk
αi ◦ ϕi · f ◦ ϕi ·

√
gϕi

das Integral von f auf M . Die Menge aller auf M integrier-
baren Funktionen wird mit L1(M,R) bezeichnet.

(2) Eine beschränkte Teilmenge A ⊂ M heißt integrierbar,
wenn χA ∈ L1(M,R) ist. In diesem Fall heißt

σk(A) =

∫
M

χA
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das k-dimensionale Volumen von A. Ist σk(A) = 0, so
heißt A eine k-dimensionale Nullmenge in M .

Bemerkung X.3.5. (1) Die Einschränkung
”
supp(f) kompakt“

ist rein technischer Natur und kann wesentlich abgeschwächt werden.
Insbesondere ist sie hinfällig, wenn M bis auf eine k-dimensionale Null-
menge durch eine Karte überdeckt werden kann.
(2) Ist A ⊂M integrierbar und als Teilmenge des Rn messbar, so muss
man deutlich zwischen σk(A) und λn(A) unterscheiden. In der Regel
ist

λn(A) = 0 aber σk(A) > 0.

(3) Ist I ⊂ R offen und beschränkt und ϕ ∈ C1(I,Rn) ein regulärer
Weg, so ist

gϕ = ‖ϕ′‖22,
und die Länge des Weges stimmt mit dem eindimensionalen Volumen
von Spur(ϕ) überein.

Man kann die Ergebnisse aus Kapitel IX direkt auf das Integral auf
Mfgkten übertragen. Wir geben hier einen Teil an.

Satz X.3.6. Sei M ⊂ Rn eine k-dimensionale Mfgkt der Klasse
Cα.

(1) L1(M,R) ist ein Vektorraum. Sind f, g ∈ L1 und α, β ∈ R, so
gilt
(a)

∫
M

(αf + βg) = α
∫
M
f + β

∫
M
g,

(b) f ≥ 0 =⇒
∫
M
f ≥ 0,

(c) |f | ∈ L1(M,R) und |
∫
M
f | ≤

∫
M
|f |.

(2) Seien (fl)l∈N ⊂ L1(M,R) und f : M → R eine Funktion mit
fl−→
l→∞

f f.ü. auf M (f.ü. bzgl. σk!). Es gebe ein g ∈ L1(M,R+)

mit

|fl| ≤ g ∀l ∈ N f.ü. in M (f.ü. bzgl. σk!).

Dann ist f ∈ L1(M,R) und∫
M

f = lim
l→∞

∫
M

fl.

Beweis. Folgt direkt aus Definition X.3.4, Satz IX.2.14 (S. 309)
und Satz IX.3.11 (S. 324). �

Beispiel X.3.7. (1) Definiere ψ : (0, 2π)× (−π
2
, π

2
)→ R3 durch

ψ(ϕ, θ) = (cosϕ cos θ, sinϕ cos θ, sin θ).

Dann ist

D1ψ = (− sinϕ cos θ, cosϕ cos θ, 0)

D2ψ = (− cosϕ sin θ,− sinϕ sin θ, cos θ)
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((Diψ,Djψ))1≤i,j≤2 =

(
cos2 θ 0

0 1

)
und

gψ = cos2 θ.

Wie man leicht nachrechnet, ist S2\ψ((0, 2π)× (−π
2
, π

2
)) eine 2-dimen-

sionale Nullmenge. Daher gilt für jedes f ∈ L1(S2,R)∫
S2

f =

∫ 2π

0

(∫ π
2

−π
2

f ◦ ψ(ϕ, θ) cos θdθ
)
dϕ.

Insbesondere ist

σ2(S
2) =

∫ 2π

0

(∫ π
2

−π
2

cos θdθ
)
dϕ

= 4π.

(2) Sei I ⊂ R ein beschränktes, offenes Intervall und f ∈ C1(I,R∗
+).

Die Rotationsfläche

M = {x ∈ R3 : x3 ∈ I,
√
x2

1 + x2
2 = f(x3)}

ist eine zweidimensionale Mfgkt. Bis auf eine zweidimensionale Null-
menge wird sie durch die Karte (U,ϕ, V ) mit

U = I × (0, 2π)

ϕ(r, t) = (f(r) cos t, f(r) sin t, r)

V = ϕ(U)

dargestellt. Es ist

D1ϕ = (f ′ cos t, f ′ sin t, 1)

D2ϕ = (−f sin t, f cos t, 0)

((Diϕ,Djϕ))1≤i,j≤2 =

(
1 + f ′2 0

0 f 2

)
und √

gϕ(r, t) = f(r)

√
1 + f ′(r)2.

Daher ist

σ2(M) =

∫ 2π

0

(∫
I

f(r)

√
1 + f ′(r)2dr

)
dt

= 2π

∫
I

f(r)

√
1 + f ′(r)2dr,
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sofern das letzte Integral endlich ist (z.B., wenn f ∈ C1(I,R∗
+) ist).

(3) Sei U ⊂ Rn−1 offen und F ∈ C1(U,R). Der Graph von F

M = {x ∈ Rn, (x1, . . . , xn−1) ∈ U, xn = F (x1, . . . , xn−1)}

ist eine Hyperfläche in Rn. M wird durch die Karte (U,ϕ,M) mit

ϕ(t) = (t1, . . . , tn−1, F (t1, . . . , tn−1)) ∀t ∈ U

dargestellt. Es ist

Dϕ =

(
En−1

∇F

)
,

wobei En−1 die (n− 1)-reihige Einheitsmatrix ist. Damit folgt

gϕ = 1 + ‖∇F‖22.

Also ist

σn−1(M) =

∫
U

√
1 + ‖∇F‖22,

sofern das letzte Integral endlich ist.
(4) Sei

M = {x ∈ Rn : ‖x‖2 = r, xn > 0}
die obere Halbsphäre mit Radius r > 0. Sie ist Graph der Funktion
F : U → R mit

U = {t ∈ Rn−1 : ‖t‖2 < r} = Bn−1(0, r)

F (t) =

√√√√r2 −
n−1∑
i=1

t2i .

Wegen

DiF (t) = − ti
F (t)

∀t ∈ U

folgt für die Immersion ϕ aus Teil (3)√
gϕ(t) =

√
1 +

‖t‖22
F (t)2

=
r

F (t)
∀t ∈ U.

Daher gilt für jedes f ∈ L1(M,R)∫
M

f =

∫
U

f(t,
√
r2 − ‖t‖22)

r√
r2 − ‖t‖22

dt

=

∫
Bn−1(0,1)

f(rz, r
√

1− ‖z‖22)
rn−1√

1− ‖z‖22
dz,

wobei wir die Transformation t = rz auf Rn−1 angewandt haben.
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Seien U, V ∈ Rn offen, F : U → V ein Cα-Diffeomorphismus und
M ⊂ U eine k-dimensionale Mfgkt der Klasse Cα. Dann ist F (M)
ebenfalls eine k-dimensionale Mfgkt der Klasse Cα (Übungsaufgabe).
Einen Transformationssatz analog zu Satz IX.5.6 (S. 343) kann man
für die Integrale auf M und F (M) nicht in der dortigen einfachen
Form und Allgemeinheit angeben. Ist allerdings F die Komposition von
Translationen, Rotationen oder Homothetien, so gibt es ein einfaches
Analogon zu Satz IX.5.6 (S. 343).

Satz X.3.8. Sei M ⊂ Rn eine k-dimensionale Mfgkt der Klasse
Cα. Die Diffeomorphismen τa, ρ,Θr : Rn → Rn seien definiert durch

τa(x) = a+ x (a ∈ Rn fest)(Translation)

ρ(x) = Qx (Q ∈ O(n) fest)(Rotation)

Θr(x) = rx (r ∈ R∗
+ fest).(Homothetie)

Dann gilt

f ∈ L1(M,R) ⇐⇒ f ◦ τ−1
a ∈ L1(τa(M),R)

⇐⇒ f ◦ ρ−1 ∈ L1(ρ(M),R)

⇐⇒ f ◦Θ−1
r ∈ L1(Θr(M),R).

In diesem Fall ist ∫
τa(M)

f ◦ τ−1
a =

∫
M

f,∫
ρ(M)

f ◦ ρ−1 =

∫
M

f,∫
Θr(M)

f ◦Θ−1
r = rk

∫
M

f.

Beweis. Sei (U,ϕ, V ) eine Karte von M . Dann sind (U, τa ◦ ϕ,
τa(V )), (U, ρ◦ϕ, ρ(V )) und (U,Θr ◦ϕ,Θr(V )) Karten von τa(M), ρ(M)
und Θr(M). Weiter ist

gτa◦ϕ = gϕ

gρ◦ϕ = det(D(ρ ◦ ϕ)tD(ρ ◦ ϕ))

= det(DϕtQtQDϕ)

= gϕ

gΘr◦ϕ = det(D(Θr ◦ ϕ)tD(Θr ◦ ϕ))

= det(r2DϕtDϕ)

= r2kgϕ.

Damit folgt die Behauptung aus Definition X.3.4 und Satz IX.5.6 (S.
343). �
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Der folgende Satz ist eine interessante Variante des Satzes von Fu-
bini, Satz IX.3.3.

Satz X.3.9. Sei f ∈ L1(Rn,R). Dann ist für λ1 fast alle r ∈ R∗
+

die Funktion f auf der Sphäre ∂B(0, r) integrierbar und es gilt∫
Rn
f(x)dx =

∫ ∞

0

{∫
∂B(0,r)

f(y)ds(y)
}
dr

=

∫ ∞

0

{∫
∂B(0,1)

f(ry)ds(y)
}
rn−1dr.

Beweis. Seien

H± = {x ∈ Rn : ±xn > 0}

der obere bzw. untere Halbraum. Da Rn−1×{0} eine Nullmenge in Rn

ist, reicht es, die Behauptung für fχH± zu beweisen. Wir betrachten
nur g = fχH+ . Der andere Fall ist völlig analog.
Sei U = Bn−1(0, 1) = {u ∈ Rn−1 : ‖u‖2 < 1}. Wie man leicht nach-
rechnet, ist Φ : U × R∗

+ → H+ mit

Φ(u, r) = (ru1, . . . , run−1, r
√

1− ‖u‖22)

ein C∞-Diffeomorphismus mit

DΦ(u, r) =

(
rEn−1 u
ru√

1−‖u‖22

√
1− ‖u‖22

)
und

detDΦ(u, r) = rn−1
√

1− ‖u‖22 + rn−1 ‖u‖22√
1− ‖u‖22

=
rn−1√

1− ‖u‖22
.

Aus Satz IX.3.3, Satz IX.5.6 (S. 343), Satz X.3.8 und Beispiel X.3.7 (4)
folgt daher∫

H+

g =

∫ ∞

0

{∫
U

g(ru, r
√

1− ‖u‖22)
rn−1√

1− ‖u‖22
du
}
dr

=

∫ ∞

0

{∫
∂B(0,r)∩H+

g(y)ds(y)
}
dr

=

∫ ∞

0

{∫
∂B(0,1)∩H+

g(rz)ds(z)
}
rn−1dr.

�

Beispiel X.3.10. (1) Aus Satz X.3.8 folgt für x ∈ Rn, r ∈ R∗
+

σn−1(∂B(x, r)) = rn−1σn−1(S
n−1).
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Sei τn = σn−1(S
n−1) und ωn = λn(Bn(0, 1)). Aus Beispiel IX.5.7(1) (S.

345) und Satz X.3.9 folgt

ωn =

∫ 1

0

σn−1(S
n−1)rn−1dr

=
1

n
τn

und somit

τn = nωn

= n
πn/2

Γ(n
2

+ 1)

=
2πn/2

Γ(n
2
)
.

(2) Sei F ∈ L1(Rn,R) rotationssymmetrisch, d.h.

F (x) = f(‖x‖2) ∀x ∈ Rn

mit f : R+ → R. Aus Satz X.3.9 folgt∫
Rn
F =

∫ ∞

0

τnf(r)rn−1dr

=
2πn/2

Γ(n
2
)

∫
R
f(r)rn−1dr.

Im zweiten Teil dieses Abschnittes wollen wir den Gaußschen In-
tegralsatz beweisen. Er verbindet das Integral über eine beschränkte
Teilmenge M des Rn mit einem Integral über dem Rand ∂M von M .
Für seine genaue Formulierung und den Beweis benötigen wir einige
Notationen und Hilfsresultate.

Definition X.3.11. Sei K ⊂ Rn kompakt. Es gebe zwei disjunkte
Teilmengen ∂RK und ∂SK von ∂K mit folgenden Eigenschaften:

(1) ∂RK ist relativ offen in ∂K.
(2) Zu jedem x0 ∈ ∂RK existiert eine Umgebung U von x0 in Rn

und eine Funktion ψ ∈ C1(U,R), derart dass jedes x ∈ U
regulärer Punkt von ψ ist und dass gilt

K ∩ U = {x ∈ U : ψ(x) ≤ 0}.

(3) lim
ε→0+

ε−1λn(
⋃

x∈∂SK

B(x; ε)) = 0.

(4) ∂K = ∂RK ∪ ∂SK.

Dann heißt K stückweise glatt berandet. Ist ∂SK = ∅, so heißt
K glatt berandet. ∂RK und ∂SK heißen der reguläre bzw. sin-
guläre Rand von K.
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Beispiel X.3.12. (1) Die Kugel B(0, 1) ⊂ Rn ist glatt berandet;
die Funktion

ψ(x) =
n∑
i=1

x2
i − 1

leistet das Gewünschte.
(2) Der Zylinder Z = {x ∈ R3 : x2

1 +x2
2 ≤ 1, 0 ≤ x3 ≤ 1} ist stückweise

glatt berandet mit

∂RZ = {x ∈ R3 : x2
1 + x2

2 = 1, 0 < x3 < 1}
∪ {x ∈ R3 : x2

1 + x2
2 < 1, x3 = 0}

∪ {x ∈ R3 : x2
1 + x2

2 < 1, x3 = 1}

und

∂SZ = {x ∈ R3 : x2
1 + x2

2 = 1, x3 = 0}
∪ {x ∈ R3 : x2

1 + x2
2 = 1, x3 = 1}.

Die Funktionen

ψ1(x) = x2
1 + x2

2 − 1

ψ2(x) = −x3

ψ3(x) = x3 − 1

leisten das in Bedingung (2) Gewünschte. Für ε > 0 ist

λ3

( ⋃
x∈∂SZ

B(x, ε)
)

= 2λ3({x ∈ R3 : (
√
x2

1 + x2
2 − 1)2 + x2

3 ≤ ε2})

= 2

∫ ε

0

∫ 2π

0

∫ 2π

0

r(1 + r cos θ)dθdϕdr

= 2 · (2π)2

∫ ε

0

rdr

= 4π2ε2

und daher

ε−1λ3

( ⋃
x∈∂Sz

B(x, ε)
)

= 4π2ε

−→
ε→0

0.

Satz X.3.13. Sei K ⊂ Rn kompakt und stückweise glatt berandet.
Dann ist ∂RK eine Hyperfläche.

Beweis. Seien x0 ∈ ∂RK beliebig und U , ψ wie in Definition
X.3.11. O.E. können wir U ∩ ∂SK = ∅ voraussetzen, da ∂RK rela-
tiv offen in ∂K ist. Wir zeigen, dass ∂RK ∩U = ψ−1\({0}) ist. Hieraus
folgt dann die Behauptung.
Sei zunächst x ∈ U mit ψ(x) < 0. Dann gibt es eine Umgebung V von
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x mit V ⊂ U und ψ(y) < 0 für alle y ∈ V . Also ist V ⊂ K und damit x
innerer Punkt von K. Dies zeigt ∂RK ∩ U ⊂ ψ−1({0}). Sei nun x ∈ U
mit ψ(x) = 0 und v = gradψ(x) 6= 0. Für hinreichend kleines t gilt
dann

ψ(x+ tv) = ψ(x) + tDψ(x)v + r(tv)

= t‖v‖22 + r(tv)

mit lim
t→0

t−1r(tv) = 0. Also gibt es ein ε > 0 mit

ψ(x+ tv) > 0 ∀0 < t < ε

ψ(x+ tv) < 0 ∀ − ε < t < 0

und somit

x+ tv 6∈ K ∀0 < t < ε

x+ tv ∈ K ∀ − ε < t < 0.

Also ist x ∈ ∂K und wegen U ∩ ∂SK = ∅ aus ∂RK. Mithin ist
ψ−1({0}) ⊂ ∂RK ∩ U . �

Satz X.3.14. Sei K ⊂ Rn kompakt und stückweise glatt berandet.
Zu jedem x0 ∈ ∂RK existiert genau ein Vektor ν(x0) ∈ Rn mit den
folgenden Eigenschaften:

(1) ν(x0) ∈ Nx0∂RK.
(2) ‖ν(x0)‖2 = 1.
(3) Es gibt ein ε > 0 mit

x0 + tν(x0) 6∈ K ∀0 < t < ε.

Der Vektor ν(x0) heißt äußerer Normalen-Einheitsvektor von
K im Punkt x0.

Beweis. Existenz: Seien x0 ∈ ∂RK beliebig und U und ψ wie
in Bedingung (2) von Definition X.3.11 mit U ∩ ∂SK = ∅. Aus dem

Beweis von Satz X.3.13 folgt, dass ν(x0) = ∇ψ(x0)
‖∇ψ(x0)‖2 das Gewünschte

leistet.
Eindeutigkeit: Da nach Satz X.2.2 (S. 364)

Nx0∂RK = span{∇ψ(x0)}

ist, folgt

ν(x0) = λ∇ψ(x0) mit λ ∈ R.
Wegen (2) ist |λ| = ‖∇ψ(x0)‖−1

2 . Wegen (3) folgt λ > 0. Also ist ν(x0)
eindeutig bestimmt. �

Bemerkung X.3.15. Sei K ⊂ Rn kompakt und stückweise glatt
berandet. Aus dem Beweis von Satz X.3.14 folgt, dass die Zuordnung
x 7→ ν(x) auf ∂RK stetig ist. Insbesondere ist ∂RK orientierbar.
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Satz X.3.16. Sei U ⊂ Rn offen, U 6= ∅, und f ∈ C1
0(U,R). Dann

gilt für alle 1 ≤ i ≤ n ∫
U

∂

∂xi
f(x)dx = 0.

Beweis. Sei R > 0 so, dass supp(f) ⊂ B‖·‖∞(0, R) ist. Indem
wir f außerhalb U durch 0 fortsetzen, erhalten wir eine Funktion aus
C1

0(Rn,R) mit gleichem Träger. Für 1 ≤ i ≤ n folgt dann aus Satz
X.3.3 ∫

U

∂

∂xi
f(x)dx

=

∫
B‖·‖∞ (0,R)

∂

∂xi
f(x)dx

=

∫ R

−R
. . .

∫ R

−R

{∫ R

−R

∂

xi
f(x)dxi

}
dx1 . . . dxi−1dxi+1 . . . dxn

= 0.

�

Satz X.3.17. Seien U ′ ⊂ Rn−1 offen, I = (α, β), α < β, g ∈
C1(U ′,R) mit g(U ′) ⊂ I und

A = {(x′, xn) ∈ U ′ × I : xn ≤ g(x′)}
M = {(x′, xn) ∈ U ′ × I : xn = g(x′)}.

Dann gilt für alle f ∈ C1
0(U ′ × I,R) und alle 1 ≤ i ≤ n∫

A

∂

∂xi
f(x)dx =

∫
M

f(x)νi(x)dS(x),

wobei

νi(x) = −(1 + ‖∇g(x′)‖22)−1/2∂g(x
′)

∂xi
, 1 ≤ i ≤ n− 1

νn(x) = (1 + ‖∇g(x′)‖22)−1/2

ist.

Beweis. Wir bemerken zunächst, dass gemäß Beispiel X.3.7 (3) M
eine Hyperfläche und die Gramsche Determinante gleich 1+ ‖∇g(x′)‖22
ist.
Fall 1 ≤ i ≤ n− 1: Definiere F : U ′ × I → R durch

F (x′, z) =

∫ z

α

f(x′, xn)dxn.

Dann gilt

∂F

∂z
(x′, z) = f(x′, z)
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∂F

∂xi
(x′, z) =

∫ z

α

∂

∂xi
f(x′, z)dxn

und daher

∂

∂xi

∫ g(x′)

α

f(x′, xn)dxn =
∂

∂xi
F (x′, g(x′))

=
∂

∂xi
F (x′, g(x′))

+
∂

∂z
F (x′, g(x′))

∂g

∂xi
(x′)

=

∫ g(x′)

α

∂

∂xi
f(x′, xn)dxn

+ f(x′, g(x′))
∂g

∂xi
(x′).

Da die Funktion x′ 7→ F (x′, g(x′)) kompakten Träger in U ′ hat, folgt
aus Satz X.3.16 ∫

U ′

∂

∂xi
F (x′, g(x′))dx′ = 0.

Damit folgt aus Satz X.3.3∫
A

∂f

∂xi
(x)dx =

∫
U ′

{∫ g(x′)

α

∂

∂xi
f(x′, xn)dxn

}
dx′

=

∫
U ′

∂

∂xi
F (x′, g(x′))dx′

−
∫
U ′
f(x′, g(x′))

∂g

∂xi
(x′)dx′

=

∫
M

f(x)νi(x)dS(x).

Fall i = n: Es ist wegen Satz X.3.3 und supp(f) bU ′ × I∫
A

∂

∂xn
f(x)dx =

∫
U ′

{∫ g(x′)

α

∂

∂xn
f(x′, xn)dxn

}
dx′

=

∫
U ′

{
f(x′, g(x′))− f(x′, α)︸ ︷︷ ︸

=0

}
dx′

=

∫
U ′
f(x′, g(x′))dx′

=

∫
M

f(x)νn(x)dS(x).

�
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Definition X.3.18. Sei U ⊂ Rn offen und f ∈ C1(U,Rn). Dann
ist die Divergenz von f definiert durch

∇ · f = div f =
n∑
i=1

∂fi
∂xi

.

Satz X.3.19 (Gaußscher Integralsatz). Sei K ⊂ Rn kompakt
und stückweise glatt berandet mit σn−1(∂RK) < ∞. Dann gilt für jede
offene Menge U ⊂ Rn mit K ⊂ U und jedes f ∈ C1(U,Rn)∫

K

div fdx =

∫
∂RK

(f, ν)dS(x),

wobei ν das äußere Einheits-Normalenfeld an ∂RK ist.

Beweis. Sei ε > 0 beliebig. Da K kompakt ist, gibt es Zahlen
1 < m0 < mR < mS und offene Mengen Ui, 1 ≤ i ≤ mS, mit folgenden
Eigenschaften:

(1) K ⊂
mS⋃
i=1

Ui.

(2) Ui ⊂
◦
K für alle 1 ≤ i ≤ m0.

(3) Ui∩∂SK = ∅ für alle m0 < i ≤ mR und nach einer eventuellen
Koordinatentransformation hat Ui die Gestalt Ui = U ′×I mit
U ′ ⊂ Rn−1 offen, I = (α, β) ⊂ R, α < β und

Ui ∩K = {(x′, xn) ∈ U ′ × I : xn ≤ g(x′)}

für ein g ∈ C1(U ′,R) mit g(U ′) ⊂ I.
(4) Ui = B(xi, ε) mit xi ∈ ∂SK für alle mR < i ≤ mS.

Sei α1, . . . , αmS eine Partition der Eins auf K, die U1, . . . , UmS unter-
geordnet ist. Definiere

ϕε =

mS∑
i=mR+1

αi.

Für 1 ≤ j ≤ m0 folgt aus Satz X.3.16 angewandt auf die Komponenten
von αjf ∫

K

div(αjf)dx = 0 =

∫
∂RK

(αjf, ν)dS.

Für m0 < j ≤ mR folgt aus Satz X.3.17 angewandt auf die Komponen-
ten von αjf ∫

K

div(αjf)dx =

∫
∂RK

(αjf, ν)dS.

Summation über j = 1, . . . ,mR liefert wegen
mR∑
j=1

αj = 1− ϕε auf K
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die Identität

(∗)
∫
K

div((1− ϕε)f)dx =

∫
∂RK

((1− ϕε)f, ν)dS.

Für ε→ 0 konvergiert ((1− ϕε)f, ν) punktweise auf ∂RK gegen (f, ν)
und ist für jedes ε > 0 beschränkt durch die integrierbare Funktion
‖f‖C0(K,Rn)χ∂RK . Damit folgt aus Satz X.3.6

lim
ε→0

∫
∂RK

((1− ϕε)f, ν)dS =

∫
∂RK

(f, ν)dS.

Aus Bemerkung IX.6.8 (S. 355) und Eigenschaft (3) von Definition
X.3.11 folgt andererseits

|
∫
K

div fdx−
∫
K

div((1− ϕε)f)dx|

= |
∫
K

ϕε div fdx+

∫
K

(f,∇ϕε)dx|

≤ ‖ div f‖C0(K,R)λn(
⋃

x∈∂SK

B(x, ε))

+ c1‖f‖C0(K,Rn)ε
−1λn(

⋃
x∈∂SK

B(x, ε))

−→
ε→0

0.

Damit folgt die Behauptung durch Grenzübergang ε→ 0 in (∗). �

Bemerkung X.3.20. (1) Die Voraussetzungen an K und f in Satz
X.3.19 können wesentlich abgeschwächt werden.
(2) Sei U ⊂ Rn offen, f ∈ C1(U,Rn) und x0 ∈ U . Aus Satz X.3.19
folgt

div f(x0) = lim
ε→0+

1

λn(B(x0, ε))

∫
∂B(x0,ε)

(f, ν)dS.

Die Divergenz von f in x0 ist also physikalisch der Fluss pro Volumen-
einheit durch die Oberfläche einer beliebig kleinen Kugel um x0.

Beispiel X.3.21. (1) Sei Z = {x ∈ R3 : x2
1 + x2

2 ≤ 1, 0 ≤ x3 ≤ 1}
und

f(x) = (x2x3, x1x3, x
2
1 + x2

2).

Dann ist

div f(x) = 0 ∀x ∈ R3

und ∫
Z

div f = 0.
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Auf dem Mantel von Z ist ν(x) = (x1, x2, 0) und∫
Mantel

(f, ν)dS =

∫
Mantel

2x1x2x3dS

=

∫ 1

0

{∫ 2π

0

2z cosϕ sinϕdϕ
}
dz

= 0.

Auf dem Boden von Z ist ν(x) = (0, 0,−1) und∫
Boden

(f, ν) = −
∫ 1

0

{∫ 2π

0

r2rdϕ
}
dr

= −π
2
.

Auf dem Deckel von Z ist schließlich ν(x) = (0, 0, 1) und∫
Deckel

(f, ν) =

∫ 1

0

{∫ 2π

0

r2rdϕ
}
dr

=
π

2
.

(2) Für K = B(0, 1) ⊂ Rn und f(x) = x ergibt sich

nλn(B(0, 1)) =

∫
B(0,1)

div fdx

=

∫
∂B(0,1)

(f, ν)dS

= σn−1(S
n−1).

Damit haben wir die Formel aus Beispiel X.3.10 (1) auf andere Weise
bewiesen.
(3) Der KörperK sei ganz in eine Flüssigkeit der konstanten Dichte ρ >
0, deren Oberfläche mit der Ebene x3 = 0 zusammenfalle, eingetaucht.
K erfülle die Voraussetzungen von Satz X.3.19. Die Flüssigkeit übt im
Punkt x ∈ ∂RK auf K den Druck ρx3ν(x) aus, wobei ν(x) der äußere
Normalen-Einheitsvektor ist (der Druck ist also nach innen gerichtet!).
Die Kraft F = (F1, F2, F3), die auf K wirkt, ist dann gegeben durch

Fi =

∫
∂RK

ρx3νi(x)dS(x)

=

∫
K

ρ
∂x3

∂xi
dx

=

{
0 falls i = 1, 2

ρλ3(K) falls i = 3.

Der Körper erfährt also einen Auftrieb in x3-Richtung, dessen Betrag
gleich dem Gewicht der verdrängten Flüssigkeit ist (Archimedisches
Prinzip).
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Definition X.3.22. (1) Für a, b ∈ R3 ist das Vektorprodukt
a× b definiert durch

a× b = (a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1).

(2) Seien U ⊂ Rn offen, K ⊂ U kompakt mit stückweise glattem Rand
und ϕ ∈ C1(U,R), f ∈ C2(U,R). Dann heißt

∂ϕ

∂ν
(x) = (∇ϕ(x), ν(x)) ∀x ∈ ∂RK

die Normalenableitung von ϕ auf ∂RK und

∆f = div(grad f) =
n∑
i=1

∂2f

∂x2
i

der Laplace von f .
(3) Sei U ⊂ R3 offen und f ∈ C1(U,R3). Dann heißt

rot f = ∇× f = (∂2f3 − ∂3f2, ∂3f1 − ∂1f3, ∂1f2 − ∂2f1)

die Rotation von f .

Mit Hilfe des Gaußschen Integralsatzes kann man verschiedene For-
meln für die Ableitungen von Funktionen herleiten, von denen wir ei-
nige im folgenden Satz angeben.

Satz X.3.23. Seien U ⊂ Rn offen und K ⊂ U kompakt mit stück-
weise glattem Rand und σn−1(∂RK) <∞.

(1) Für f ∈ C2(U,R) und g ∈ C1(U,R) gilt∫
K

∆fg = −
∫
K

(∇f,∇g) +

∫
∂RK

∂f

∂ν
g.

(2) Für f, g ∈ C2(U,R) gilt die Greensche Formel∫
K

{∆fg − f∆g} =

∫
∂RK

{∂f
∂ν
g − ∂g

∂ν
f}.

(3) Für n = 3 und f ∈ C1(U,R3) gilt∫
K

rot f = −
∫
∂RK

f × ν.

Beweis. ad (1): Aus Satz X.3.19 folgt∫
∂RK

∂f

∂ν
g =

∫
∂RK

(g∇f, ν)

=

∫
K

div(g∇f)

=

∫
K

(∇f,∇g) +

∫
K

∆fg.
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ad (2): Vertausche f und g in (1) und subtrahiere die beiden Glei-
chungen.
ad (3): Aus Satz X.3.19 folgt∫

K

(rot f)1 =

∫
K

∂2f3 −
∫
K

∂3f2

=

∫
K

div(f3e2)−
∫
K

div(f2e3)

=

∫
∂RK

f3ν2 −
∫
∂RK

f2ν3

= −
∫
∂RK

(f × ν)1.

Analog für die anderen Komponenten. �

X.4. Multilineare Algebra

Im Folgenden seien V , W stets R-Vektorräume. Wir knüpfen an
die Abschnitte VII.1 und VII.4 an, in denen wir stetige, lineare bzw.
multilineare Abbildungen betrachtet haben. Zur Abkürzung definieren
wir

V ∗ = L(V,R),

den Dualraum von V , und bezeichnen mit

〈·, ·〉 :V ∗ × V → R
(ϕ, r) 7→ 〈ϕ, r〉 = ϕ(r)

die duale Paarung zwischen V und V ∗. Ist n = dimV <∞, so folgt
aus Satz VII.1.10 (S. 215)

V ∗ ∼= Rn.

Ist insbesondere e1, . . . , en eine Basis von V , so ist ε1, . . . , εn ∈ V ∗ mit

〈εi,
n∑
j=1

αjej〉 = αi ∀v =
n∑
j=1

αjej ∈ V

eine Basis von V ∗. Wir nennen ε1, . . . , εn die Dualbasis zu e1, . . . , en.
Insbesondere ist

〈εi, ej〉 = δij.

Schließlich erinnern wir an die Definition VII.4.5 (S. 232) des Raumes
Lr(V,R) der stetigen, r-linearen Abbildungen von V in R.

Definition X.4.1. (1) Sei r ≥ 2. Eine stetige, r-lineare Abbildung
α ∈ Lr(V,R) mit der Eigenschaft

(∗) α(v1, . . . , vr) = 0 falls vi = vj für ein Paar (i, j) mit i 6= j
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heißt alternierende r-Form.
(2) Definiere

Λ0(V ) = R,
Λ1(V ) = V ∗,

Λr(V ) = {α ∈ Lr(V,R) : α ist alternierende r − Form}, r ≥ 2.

(3) σr bezeichnet die Gruppe der Permutationen von {1, . . . , r}.

Beispiel X.4.2. Durch

v1, . . . , vn ∈ Rn 7→ det(v1, . . . , vn) ∈ R

wird eine alternierende n-Form auf Rn definiert.

Bemerkung X.4.3. (1) Für r ≥ 2 und α ∈ Lr(V,R) sind folgende
Aussagen äquivalent:

α ∈ Λr(V,R).(i)

α(vσ(1), . . . , vσ(r)) = sgn(σ)α(v1, . . . , vr)(ii)

∀v1, . . . , vr ∈ V, σ ∈ σr.
α(v1, . . . , vi, . . . , vk, . . . , vr) = −α(v1, . . . , vk, . . . , vi, . . . , vr)(iii)

∀v1, . . . , vr ∈ V, i 6= k.

(2) Ist α ∈ Λr(V,R) und sind v1, . . . , vr ∈ V linear abhängig, r ≥ 2, so
ist

α(v1, . . . , vr) = 0.

Insbesondere ist Λr(V ) = {0}, falls r > dimV ist.
(3) Λr(V ) ist ein Untervektorraum von Lr(V,R).

Beweis. ad (1):
”
(i) =⇒ (iii)“: Seien v1, . . . , vr ∈ V und 1 ≤ i <

k ≤ r. Dann gilt

0 = α(v1, . . . , vi−1, vi + vk, vi+1, . . . , vk−1, vi + vk, vk+1, . . . , vr)

= α(v1, . . . , vi, . . . , vi, . . . , vr)

+ α(v1, . . . , vi, . . . , vk, . . . , vr)

+ α(v1, . . . , vk, . . . , vi, . . . , vr)

+ α(v1, . . . , vk, . . . , vk, . . . , vr)

= α(v1, . . . , vi, . . . , vk, . . . , vr)

+ α(v1, . . . , vk, . . . , vi, . . . , vr).

”
(iii) =⇒ (i)“: Ist offensichtlich.

”
(ii) ⇐⇒ (iii)“: Ist offensichtlich, da jede Permutation Komposition

von endlich vielen Vertauschungen ist.
ad (2): Folgt direkt aus der Linearität von α und der Eigenschaft (∗).
ad (3): Ist offensichtlich. �
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Definition X.4.4. Seien ϕ1, . . . , ϕr ∈ V ∗, r ≥ 2. Dann wird durch

ϕ1 ∧ . . . ∧ ϕr(v1, . . . , vr) = det
(
(〈ϕi, vj〉)1≤i,j≤r

)
∀v1, . . . , vr ∈ V

eine alternierende r-Form definiert. ϕ1 ∧ . . . ∧ ϕr heißt das äußere
Produkt von ϕ1, . . . , ϕr.

Satz X.4.5. Sei n = dimV <∞ und e1, . . . , en eine Basis von V .
Sei ε1, . . . , εn die Dualbasis zu e1, . . . , en und 1 ≤ r ≤ n. Dann ist

{εj1 ∧ . . . ∧ εjr : 1 ≤ j1 < j2 < . . . < jr ≤ n}
eine Basis von Λr(V ). Insbesondere ist

dim Λr(V ) =

(
n

r

)
.

Beweis. Definiere zur Abkürzung

Ir = {(j) = (j1, . . . , jr) : 1 ≤ j1 < . . . < jr ≤ n}
ε(j) = εj1 ∧ . . . ∧ εjr ∀(j) ∈ Ir.

1. Schritt: Seien α ∈ Λr(V ) und v1, . . . , vr ∈ V . Dann ist

vi =
n∑
j=1

〈εj, vi〉ej ∀1 ≤ i ≤ r.

Wegen der Multilinearität von α und Bemerkung X.4.3 (1) folgt

α(v1, . . . , vr)

=
n∑

k1=1

. . .
n∑

kr=1

{
〈εk1 , v1〉 · . . . · 〈εkr , vr〉 · α(ek1 , . . . , ekr)

}
=
∑

(j)∈Ir

α(ej1 , . . . , ejr)
∑
σ∈σr

sgn(σ)〈εiσ(1)
, v1〉 · . . . · 〈εjσ(r)

, vr〉

=
∑

(j)∈Ir

α(ej1 , . . . , ejr) det
(
(〈εjρ , vτ 〉)1≤ρ,τ≤r

)
=
∑

(j)∈Ir

α(ej1 , . . . , ejr)ε(j)(v1, . . . , vr).

Also ist

α =
∑

(j)∈Ir

α(j)ε(j)

mit

α(j) = α(ej1 , . . . , ejr).

2. Schritt: Sei α =
∑

(j)∈Ir

b(j)ε(j) mit b(j) ∈ R. Wir müssen zeigen:

b(j) = α(ej1 , . . . , ejr).
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Sei dazu (k) ∈ Ir. Dann folgt

α(ek1 , . . . , ekr)

=
∑

(j)∈Ir

b(j)ε(j)(ek1 , . . . , ekr)

=
∑

(j)∈Ir

b(j) det
(
(〈εjρ , ekτ 〉)1≤ρ,τ≤r

)
=
∑

(j)∈Ir

b(j) det
(
(δjρkτ )1≤ρ,τ≤r

)
= b(k).

Dies beweist die Behauptung. �

Satz X.4.6. Sei n = dimV <∞ und r, s, t ∈ N∗.

(1) Es gibt genau eine Abbildung

∧ : Λr(V )× Λs(V )→ Λr+s(V )

(α, β) 7→ α ∧ β,
genannt äußeres Produkt, mit folgenden Eigenschaften:
(a) ∧ ist bilinear.
(b) Für ϕ1, . . . , ϕr, ψ1, . . . , ψs ∈ V ∗ ist

(ϕ1 ∧ . . . ∧ ϕr) ∧ (ψ1 ∧ . . . ∧ ψs)
= ϕ1 ∧ . . . ∧ ϕr ∧ ψ1 ∧ . . . ∧ ψs.

(2) Ist e1, . . . , en eine Basis von V und ε1, . . . , εn die zugehöri-

ge Dualbasis, so gilt für α =
∑

(j)∈Ir

α(j)ε(j) ∈ Λr(V ) und β =∑
(k)∈Is

β(k)ε(k) ∈ Λs(V ):

α ∧ β =
∑

(j)∈Ir
(k)∈Is

α(j)β(k)ε(j) ∧ ε(k).

(3) Für α ∈ Λr(V ), β ∈ Λs(V ) ist

α ∧ β = (−1)rsβ ∧ α.
(4) Für α ∈ Λr(V ), β ∈ Λs(V ), γ ∈ Λt(V ) ist

(α ∧ β) ∧ γ = α ∧ (β ∧ γ).

Beweis. ad (1): Wegen Satz X.4.5 wird ∧ durch die Eigenschaften
(a) und (b) eindeutig bestimmt.
ad (2): Folgt direkt aus (a) und (b).
ad (3): Folgt aus Bemerkung X.4.3 (2), da die Permutation σ ∈ σr+s
mit

(1, . . . , r, r + 1, . . . , r + s) 7→ (r + 1, . . . , r + s, 1, . . . , r)



392 X. ANALYSIS AUF MANNIGFALTIGKEITEN

das Signum (−1)rs hat.
ad (4): Folgt direkt aus (a) und (b). �

Bemerkung X.4.7. (1) Es ist nützlich, das äußere Produkt auch
im Fall r = 0 oder s = 0 zu definieren. Dazu setzt man für α ∈ R und
β ∈ Λk(V )

α ∧ β = β ∧ α = αβ.

(2) Λ(V ) = ⊕
r≥0

Λr(V ) heißt äußere oder Graßmannsche Alge-

bra von V . ∧ wird auf kanonische Weise auf Λ(V ) fortgesetzt. Λ(V )
ist ein R-Vektorraum der Dimension 2n mit n = dimV . (Λ(V ),∧) ist
eine Algebra mit Eins.

Definition X.4.8. Seien h ∈ L(V,W ), α ∈ Λr(W ) und r ≥ 0.

(1) Für r = 0 definieren wir h ∗ α ∈ Λ0(V ) durch

h ∗ α = α.

(2) Für r > 0 definieren wir h ∗ α ∈ Λr(V ) durch

h ∗ α(v1, . . . , vr) = α(h(v1), . . . , h(vr)) ∀v1, . . . , vr ∈ V.
h ∗ α heißt der pull-back oder Rücktransport von α mittels h.

Bemerkung X.4.9. (1) Es ist h∗ ∈ L(Λr(W ),Λr(V )) und es gilt

V
h−→W

Λr(V )
h∗←−Λr(W ).

Im Fall r = 1 ist h∗ die zu h adjungierte Abbildung:

h ∗ α(v) = 〈α, h(v)〉 = 〈h ∗ α, v〉 ∀v ∈ V, α ∈ W ∗.

(2) Es gilt

id∗ = id,

(k ◦ h)∗ = (h∗) ◦ (k∗),
h ∈ Isom(V,W ) =⇒ h∗ ∈ Isom(Λr(W ),Λr(V )),

(h∗)−1 = (h−1) ∗ .

(3) Es gilt

h ∗ (α ∧ β) = (h ∗ α) ∧ (h ∗ β)

∀h ∈ L(V,W ), α ∈ Λr(W ), β ∈ Λs(W ).

Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus der Definition des pull-
backs. �

Satz X.4.10. Seien n = dim(V ) <∞, h ∈ L(V, V ) und α ∈ Λn(V ).
Dann gilt

h ∗ α = det(h)α.
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Beweis. Sei e1, . . . , en eine Basis von V und ε1, . . . , εn die zugehöri-
ge Dualbasis. Sei (hjk)1≤j,k≤n die Matrix von h bzgl. e1, . . . , en, d.h.,

h(ek) =
n∑
j=1

hjkej ∀1 ≤ k ≤ n.

Dann folgt mit Bemerkung X.4.3 (1)

h ∗ α(e1, . . . , en)

= α(h(e1), . . . , h(en))

=
n∑

j1=1

. . .

n∑
jn=1

hj11 . . . hjnnα(ej1 , . . . , ejn)

=
∑
σ∈σn

hσ(1)1 . . . hσ(n)n sgn(σ)α(e1, . . . , en)

= det(h)α(e1, . . . , en).

Hieraus folgt die Behauptung wegen dim Λn(V ) =
(
n
n

)
= 1. �

X.5. Differentialformen

Im Folgenden ist stets n ∈ N∗, r, s ∈ N, k ∈ N ∪ {∞} und U ⊂ Rn

offen und nicht leer. Wir bezeichnen mit e1, . . . , en die kanonische Basis
des Rn und mit ε1, . . . , εn die zugehörige Dualbasis.

Definition X.5.1. (1) Eine Abbildung α ∈ Ck(U,Λr(Rn)) heißt
Differentialform vom Grade r auf U der Klasse Ck, kurz
r-Form.
(2) Wir setzen

Ωr
k(U) = {α : α ist r-Form der Klasse Ck auf U},

Ωr(U) = Ωr
0(U).

(3) ∧ : Ωr
k(U) × Ωs

k(U) → Ωr+s
k (U) mit (α, β) 7→ α ∧ β und (α ∧

β)(z) = α(z) ∧ β(z) für alle z ∈ U heißt äußere Multiplikation
oder äußeres Produkt.

Bemerkung X.5.2. (1) Definition X.5.1 ist sinnvoll, da gemäß Ab-
schnitt X.4 Λr(Rn) ein normierter Vektorraum ist.
(2) Es ist Ω0

k(U) = Ck(U) und Ωr
k(U) = {0} für alle r > n.

(3) Ωr
k(U) ist ein R-Vektorraum und ein Ck(U) Modul bzgl. der Mul-

tiplikation (f, α) 7→ fα = f ∧ α.
(4) Es ist α ∧ β = (−1)rsβ ∧ α für alle α ∈ Ωr(U), β ∈ Ωs(U).
(5) Ωk(U) = ⊕

r≥0
Ωr
k(U) heißt die Algebra der Ck-Differentialformen,

wobei ∧ die Algebra-Multiplikation ist.
(6) Ist f ∈ Ck+1(U,R), so ist Df ∈ Ck(U,L(Rn,R)) ∼= Ck(U,Rn∗) =
Ck(U,Λ1(Rn)). Daher kannDf als 1-Form aufgefasst werden. In diesem
Fall schreiben wir zur Unterscheidung df und nennen dies das totale
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Differential von f . Ist insbesondere f = prj die Projektion auf die
j-te Variable, d.h.,

f(z) = zj ∀z ∈ U, 1 ≤ j ≤ n,

so schreiben wir

dxj = dprj, 1 ≤ j ≤ n.

Wegen

Dprj(z) = vj ∀z ∈ U, v ∈ Rn, 1 ≤ j ≤ n

ist

dxj(z) = εj ∀z ∈ U, 1 ≤ j ≤ n,

so dass wegen Satz X.4.5 (S. 390) dx1, . . . , dxn eine Basis von Ω1(U)
bilden. Für f ∈ Ck+1(U) ist dann

df =
n∑
j=1

∂f

∂xj
dxj.

Physikalisch beschreibt df das totale Inkrement der Funktion f . Man
vergleiche hierzu Bemerkung VI.3.2 (S. 187).

Satz X.5.3. Sei 1 ≤ r ≤ n. {dxj1 ∧ . . . ∧ dxjr : 1 ≤ j1 < . . . <
jr ≤ n} ist eine Basis von Ωr(U), d.h. jedes α ∈ Ωr(U) besitzt eine
eindeutige Darstellung

α =
∑

1≤j1<...<jr≤n

aj1...jrdxj1 ∧ . . . ∧ dxjr

mit aj1...jr ∈ C(U,R). Insbesondere gilt

α ∈ Ωr
k(U) ⇐⇒ aj1...jr ∈ Ck(U,R) ∀1 ≤ j1 < . . . < jr ≤ n.

Beweis. Folgt wegen

dxj(z) = εj ∀z ∈ U, 1 ≤ j ≤ n

aus Satz X.4.5 (S. 390). �

Beispiel X.5.4. (1) Sei n = 2. Dann gilt

α ∈ Ω1(U) ⇐⇒ α = a1dx1 + a2dx2, a1, a2 ∈ C(U,R),

α ∈ Ω2(U) ⇐⇒ α = a12dx1 ∧ dx2, a12 ∈ C(U,R).

(2) Sei n = 3. Dann gilt

α ∈ Ω1(U) ⇐⇒ α = a1dx1 + a2dx2 + a3dx3,

a1, a2, a3 ∈ C(U,R),

α ∈ Ω2(U) ⇐⇒ α = a1dx2 ∧ dx3 + a2dx3 ∧ dx1 + a3dx1 ∧ dx2,

a1, a2, a3 ∈ C(U,R),
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α ∈ Ω3(U) ⇐⇒ α = adx1 ∧ dx2 ∧ dx3, a ∈ C(U,R).

(3) Sei n ≥ 2. Dann gilt

α ∈ Ω1(U) ⇐⇒ α =
n∑
i=1

aidxi, ai ∈ C(U,R),

α ∈ Ωn−1(U) ⇐⇒ α =
n∑
i=1

ai(−1)i−1dx1 ∧ . . . ∧ d̂xi ∧ . . . ∧ dxn,

ai ∈ C(U,R),

wobei dx1∧ . . .∧ d̂xi∧ . . .∧ dxn bedeutet, dass der Term dxi fehlt. Wir

verwenden im Folgenden stets {(−1)i−1dx1 ∧ . . .∧ d̂xi ∧ . . .∧ dxn : 1 ≤
i ≤ n} als Basis von Ωn−1(U).
(4) Sei n ≥ 2 und f ∈ C(U,R), u ∈ C(U,Rn). Dann entsprechen f die
0- und die n-Form

α0,f = f,

αn,f = fdx1 ∧ . . . ∧ dxn

und u die 1- und die (n− 1)-Form

α1,u =
n∑
i=1

uidxi,

αn−1,u =
n∑
i=1

ui(−1)i−1dx1 ∧ . . . ∧ d̂xi ∧ . . . ∧ dxn.

Definition X.5.5. Seien V ⊂ Rm offen, h ∈ Ck+1(U,Rm) mit
h(U) ⊂ V und α ∈ Ωr

k(V ). Dann definieren wir den pull-back oder
Rücktransport h ∗ α ∈ Ωr

k(U) von α mittels h durch

(h ∗ α)(z)(v1, . . . , vr)

= [Dh(z)] ∗ α(h(z))(v1, . . . , vr)

= α(h(z))(Dh(z)v1, . . . , Dh(z)vr) ∀z ∈ U, v1, . . . , vr ∈ Rn.

Aus Definition X.5.5, Definition X.4.8 (S. 392), Bemerkung X.4.9
(S. 392) und Satz X.4.10 (S. 392) folgt unmittelbar:

Bemerkung X.5.6. (1) h ∗ (α ∧ β) = (h ∗ α) ∧ (h ∗ β).
(2) Es gilt

h ∗ dxj = dhj , 1 ≤ j ≤ n,

h ∗ f = f ◦ h.

(3) Es gilt

h ∗ (dxj1 ∧ . . . ∧ dxjr)
= dhj1 ∧ . . . ∧ dhjr , 1 ≤ j1 < . . . < jr ≤ m,
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und

h ∗ (
∑

1≤j1<...jr≤m

aj1...jrdxj1 ∧ . . . ∧ dxjr)

=
∑

1≤j1<...jr≤m

aj1...jr ◦ h dhj1 ∧ . . . ∧ dhjr .

(4) Falls n = m ist, gilt

h ∗ (dx1 ∧ . . . ∧ dxn) = dh1 ∧ . . . ∧ dhn
= det(Dh)dx1 ∧ . . . ∧ dxn.

(5) Es gilt

h ∈ Ck+1(U,Rm), h(U) ⊂ V

=⇒h∗ ∈ L(Ωr
k(V ),Ωr

k(U)) falls r ≥ 1,

h∗ ∈ L(Ck+1(V ), Ck+1(U)) falls r = 0.

(6) Es ist (k ◦ h)∗ = (h∗) ◦ (k∗) und idRn∗ = idΩ(U).

Beispiel X.5.7. Sei h : R2 → R2 definiert durch

h(r, ϕ) = (r cosϕ, r sinϕ).

Dann ist

dh1 = cosϕdr − r sinϕdϕ

dh2 = sinϕdr + r cosϕdϕ.

Seien V ⊂ R2 offen, U = h−1(V ) und

α = fdx1 + gdx2 ∈ Ω1
k(V )

β = Fdx1 ∧ dx2 ∈ Ω2
k(V ).

Dann folgt

h ∗ α = [cosϕ · f ◦ h+ sinϕ · g ◦ h]dr
+ [r cosϕ · g ◦ h− r sinϕ · f ◦ h]dϕ,

h ∗ β = r · F ◦ h dr ∧ dϕ.

Definition X.5.8. Seien r ≥ 1 und

α =
∑

1≤j1<...<jr≤n

aj1...jrdxj1 ∧ . . . ∧ dxjr ∈ Ωr
k+1(U).

Dann heißt

dα =
∑

1≤j1<...<jr≤n

daj1...jr ∧ dxj1 ∧ . . . ∧ dxjr ∈ Ωr+1
k (U)

die äußere Ableitung oder das Differential von α.
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Beispiel X.5.9. Wir verwenden die Bezeichnungen von Beispiel
X.5.4. Seien f ∈ C1(U,R) und u ∈ C1(U,Rn). Dann gilt

df = dα0,f

=
n∑
i=1

∂f

∂xi
dxi

= α1,grad f

dαn−1,u =
n∑
i=1

(−1)i−1dui ∧ dx1 ∧ . . . ∧ d̂xi ∧ . . . ∧ dxn

=
n∑
i=1

(−1)i−1
{ n∑
j=1

∂ui
∂xj

dxj ∧ dx1 ∧ . . . ∧ d̂xi ∧ . . . ∧ dxn
}

=
n∑
i=1

(−1)i−1∂ui
∂xi

dxi ∧ dx1 ∧ . . . ∧ d̂xi ∧ . . . ∧ dxn

=
{ n∑
i=1

∂ui
∂xi

}
dx1 ∧ . . . ∧ dxn

= αn,div u.

Ist speziell n = 3, so folgt schließlich

dα1,u = d(u1dx1 + u2dx2 + u3dx3)

= du1 ∧ dx1 + du2 ∧ dx2 + du3 ∧ dx3

=
∂u1

∂x2

dx2 ∧ dx1 +
∂u1

∂x3

dx3 ∧ dx1

+
∂u2

∂x1

dx1 ∧ dx2 +
∂u2

∂x3

dx3 ∧ dx2

+
∂u3

∂x1

dx1 ∧ dx3 +
∂u3

∂x2

dx2 ∧ dx3

=
(∂u3

∂x2

− ∂u2

x3

)
dx2 ∧ dx3

+
(∂u1

∂x3

− ∂u3

∂x1

)
dx3 ∧ dx1

+
(∂u2

∂x1

− ∂u1

∂x2

)
dx1 ∧ dx2

= α2,rotu.

Satz X.5.10. Die Abbildung d : Ωr
k+1(U) → Ωr+1

k (U) hat folgende
Eigenschaften:

(1) d ∈ L(Ωr
k+1(U),Ωr+1

k (U)).
(2) d(α ∧ β) = (dα) ∧ β + (−1)rα ∧ (dβ) für alle α ∈ Ωr

1(U),
β ∈ Ωs

1(U) (Produktregel).
(3) d2 = d ◦ d = 0.
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(4) Ist h ∈ C2(U,Rm), so ist

(h∗) ◦ d = d ◦ (h∗).

Beweis. ad (1): Ist offensichtlich.
ad (2): Seien (j) = (j1, . . . , jr) mit 1 ≤ j1 < . . . < jr ≤ n und
(k) = (k1, . . . , ks) mit 1 ≤ k1 < . . . < ks ≤ n und

α = adx(j) = adxj1 ∧ . . . ∧ dxjr
β = bdx(k) = bdxk1 ∧ . . . ∧ dxks .

Fall 1: (j) und (k) haben einen Index gemeinsam. Aus Satz X.4.6 (S.
391) folgt

α ∧ β = abdx(j) ∧ dx(k) = 0

und

(dα) ∧ β = bda ∧ dx(j) ∧ dx(k)

= 0

α ∧ (dβ) = adx(j) ∧ db ∧ dx(k)

= 0.

Fall 2: (j) und (k) sind disjunkt.
Aus Bemerkung X.5.2 und Satz X.5.3 folgt dann

d(α ∧ β) = d(abdx(j) ∧ dx(k))

= d(ab) ∧ dx(j) ∧ dx(k)

= [b(da) + a(db)] ∧ dx(j) ∧ dx(k)

= bda ∧ dx(j) ∧ dx(k)

+ (−1)radx(j) ∧ db ∧ dx(k)

= (dα) ∧ β + (−1)rα ∧ (dβ).

Hieraus folgt die Behauptung zusammen mit der Linearität von d.
ad (3): Sei f ∈ C2(U,R). Aus Satz VII.4.18(2) (S. 237) folgt

d2f = d
( n∑
i=1

Difdxi

)
=

n∑
i=1

d(Dif) ∧ dxi

=
n∑
i=1

n∑
j=1

DjDifdxj ∧ dxi

=
∑

1≤i<j≤n

(DiDjf −DjDif)dxi ∧ dxj

= 0.
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Sei nun 1 ≤ j1 < . . . < jr ≤ n und a ∈ C2(U,R). Aus Obigem und Teil
(2) folgt

d2(adxj1 ∧ . . . ∧ dxjr)
= d(da ∧ dxj1 ∧ . . . ∧ dxjr)
= d2a ∧ dxj1 ∧ . . . ∧ dxjr
− da ∧ (d1) ∧ dxj1 ∧ . . . ∧ dxjr

= 0.

Hieraus folgt die Behauptung mit der Linearität von d.
ad (4): Wir beweisen die Behauptung durch Induktion über den Grad
r der Differentialformen.

”
r = 0 :“ Seien f ∈ C1(U,R) und h ∈ C2(U,Rm) mit h(U) ⊂ V . Dann

ist nach Satz VII.3.3 (S. 226)

d(h ∗ f) = d(f ◦ h)

=
n∑
i=1

Di(f ◦ h)dxi

=
n∑
i=1

m∑
j=1

(Djf) ◦ h ·Dihjdxi

=
m∑
j=1

(Djf) ◦ hdhj

= h ∗ (df).

”
r → r + 1 :“ Wegen der Linearität von d brauchen wir nur den Fall
α = β ∧ dxj mit β ∈ Ωr

1(V ), 1 ≤ j ≤ m, und h ∈ C2(U,Rm) mit
h(U) ⊂ V zu betrachten. Aus den Teilen (2) und (3) und der Indukti-
onsvoraussetzung folgt dann

h ∗ (d(β ∧ dxj)) = h ∗ (dβ ∧ dxj + (−1)rβ ∧ d2xj)

= h ∗ (dβ ∧ dxj)
= (h ∗ dβ) ∧ h ∗ dxj
= d(h ∗ β) ∧ dhj
= d(h ∗ β) ∧ dhj + (−1)r(h ∗ β) ∧ d2hj

= d((h ∗ β) ∧ dhj)
= d(h ∗ (β ∧ dxj)).

�

Bemerkung X.5.11. (1) d ◦ (h∗) = (h∗) ◦ d bedeutet, dass d von
der speziellen Koordinatendarstellung unabhängig ist.
(2) Für α ∈ Ωk+1(U) kann auch dα ∈ Ωk+1(U) gelten.
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Definition X.5.12. α ∈ Ωr(U) heißt geschlossen, wenn dα = 0
ist. α ∈ Ωr(U) heißt exakt, wenn es ein β ∈ Ωr−1(U) gibt mit α = dβ.

Bemerkung X.5.13. (1) Sei u ∈ C(U,Rn). Dann ist u genau dann
ein Gradientenfeld, wenn α1,u exakt ist.
(2) Sei u ∈ C1(U,Rn). Dann ist α1,u genau dann geschlossen, wenn Du
symmetrisch ist.
(3) Jede n-Form ist wegen Ωn+1(U) = {0} geschlossen.
(4) Jede exakte Form ist wegen d2 = 0 geschlossen.
(5) Die Differentialform

α = − y

x2 + y2
dx+

x

x2 + y2
dy ∈ Ω1

∞(R2\{0})

ist geschlossen, aber nicht exakt. Denn andernfalls wäre

f(x, y) = (− y

x2 + y2
,

x

x2 + y2
) ∈ C∞(R2\{0},R2)

ein Gradientenfeld im Widerspruch zu Beispiel VIII.3.4 (S. 271).

Wir wollen einen Zusammenhang zwischen geschlossenen und exak-
ten Differentialformen herstellen. Dazu benötigen wir folgenden Begriff.

Definition X.5.14. U heißt sternförmig, wenn es ein x0 ∈ U
gibt, derart dass für jedes x ∈ U die Strecke x0t + (1 − t)x, t ∈ [0, 1],
ganz in U verläuft.

Bemerkung X.5.15. (1) Ist U konvex, so ist U sternförmig.
(2) U = [−1, 1]2\[0, 1]2 ist sternförmig, aber nicht konvex (vgl. Abb.
X.5.1).
(3) Ist U sternförmig, so ist U einfach zusammenhängend.
(4) R3\{0} ist einfach zusammenhängend, aber nicht sternförmig.

Abbildung X.5.1. Beispiel für ein sternförmiges, nicht
konvexes Gebiet

Der folgende Satz ist eine Verallgemeinerung von Satz VIII.3.16 (S.
281).

Satz X.5.16 (Satz von Poincaré). Ist U sternförmig, so ist jede
geschlossene Differentialform auf U exakt.
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Beweis. O.E. können wir annehmen, dass der Punkt x0 aus Defi-
nition X.5.14 der Nullpunkt ist. Andernfalls führen wir die Koordina-
tentransformation x 7→ x−x0 aus. Sei α ∈ Ωr(U) geschlossen. Definiere
ϕ ∈ C∞(R× Rn,Rn) durch

ϕ(t, x) = tx.

Dann ist

[0, 1]× U ⊂ V = ϕ−1(U).

Definiere

β = ϕ ∗ α ∈ Ωr(V ).

Wegen Satz X.5.10 ist β geschlossen. Definiere ψ0, ψ1 ∈ C∞(U,
R× Rn) durch

ψ0(x) = (0, x) , ψ1(x) = (1, x) ∀x ∈ U.

Dann ist ψ0(U) ⊂ V , ψ1(U) ⊂ V . Daher ist

γ = ψ1 ∗ β − ψ0 ∗ β ∈ Ωr(U).

Wir setzen

Is = {(j1, . . . , js) = 1 ≤ j1 < . . . < js ≤ n}, 1 ≤ s ≤ n,

dx(j) = dxj1 ∧ . . . ∧ dxjs , (j) ∈ Is
und stellen β in der Form

β =
∑

(j)∈Ir

f(j)dx(j) +
∑

(k)∈Ir−1

g(k)dt ∧ dx(k)

dar mit Funktion f(j), g(k) ∈ C1(V,R). Es folgt

ψ1 ∗ β =
∑

(j)∈Ir

f(j)(1, x)dx(j)

ψ0 ∗ β =
∑

(j)∈Ir

f(j)(0, x)dx(j)

dβ =
∑

(j)∈Ir

Dtf(j)dt ∧ dx(j)

+
∑

(j)∈Ir

n∑
i=1

Dif(j)dxi ∧ dx(j)

−
∑

(k)∈Ir−1

n∑
i=1

Dig(k)dt ∧ dxi ∧ dx(k).

Da dβ = 0 ist, folgt

(∗)
∑

(j)∈Ir

Dtf(j)dx(j) =
∑

(k)∈Ir−1

n∑
i=1

Dig(k)dxi ∧ dx(k).
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Indem wir beide Seiten von (∗) bzgl. t von 0 bis 1 integrieren, erhalten
wir

γ = ψ1 ∗ β − ψ0 ∗ β

=
∑

(j)∈Ir

[f(j)(1, x)− f(j)(0, x)]dx(j)

=
∑

(j)∈Ir

{∫ 1

0

Dtf(j)(t, x)dt
}
dx(j)

=
∑

(k)∈Ir−1

n∑
i=1

{∫ 1

0

Dig(k)(t, x)dt
}
dxi ∧ dx(k)

=
∑

(k)∈Ir−1

n∑
i=1

∂

∂xi

{∫ 1

0

g(k)(t, x)dt
}
dxi ∧ dx(k)

= dη

mit

η =
∑

(k)∈Ir−1

{∫ 1

0

g(k)(t, x)dt
}
dx(k).

Andererseits ist

ϕ ◦ ψ1 = idU , ϕ ◦ ψ0 = 0

und somit gemäß Bemerkung X.5.6

ψ1 ∗ β = ψ1 ∗ (ϕ ∗ α)

= (ϕ ◦ ψ1) ∗ α
= α

ψ0 ∗ β = ψ0 ∗ (ϕ ∗ α)

= (ϕ ◦ ψ0) ∗ α
= 0.

Also ist

α = dη.

�

Zum Abschluss interpretieren wir Satz X.5.16 in der Sprache der
klassischen Vektoranalysis.

Satz X.5.17. (1) Seien U ⊂ R3 und f ∈ C2(U,R), u ∈ C2(U,R3).
Dann gilt

rot(grad f) = 0,

div(rotu) = 0.
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(2) Sei U ⊂ R3 sternförmig und u ∈ C1(U,R3). Dann gilt

rotu = 0 ⇐⇒ u = grad f für ein f ∈ C2(U,R),

div u = 0 ⇐⇒ u = rot v für ein v ∈ C2(U,R3).

Beweis. ad (1): Folgt aus Beispiel X.5.9 und d2 = 0.
ad (2): Folgt aus Beispiel X.5.4, Beispiel X.5.9 und Satz X.5.16. �

X.6. Integration von Differentialformen

Im Folgenden sei stets n ≥ 2 und 1 ≤ k < n. Zunächst definieren wir
das Integral von n-Formen auf offenen Mengen im Rn. Wegen Ωn(Rn) ∼=
C(Rn,R) können wir dabei auf die Integration von Funktionen im Rn

zurückgreifen.

Definition X.6.1. Seien U ⊂ Rn offen, M ⊂ U und α = fdx1 ∧
. . .∧dxn ∈ Ωn(U). α heißt integrierbar über M , wenn f ∈ L1(M,R)
ist. In diesem Fall definieren wir∫

M

α =

∫
M

fdx.

Der folgende Satz ist eine Übertragung des Transformationssatzes
IX.5.6 (S. 343). Wir erinnern für die Bezeichnungen an Definition X.2.5
(S. 366).

Satz X.6.2 (Transformationssatz). Seien U, V ⊂ Rn offen,
ϕ : U → V ein C1 -Diffeomorphismus, M ⊂ U und α ∈ Ωn(V ). Dann
gilt ∫

ϕ(M)

α =

∫
M

ϕ ∗ α , falls ϕ orientierungstreu,∫
ϕ(M)

α = −
∫
M

ϕ ∗ α , falls ϕ orientierungsumkehrend.

Beweis. Sei α = fdx1 ∧ . . . ∧ dxn. Aus Bemerkung X.5.6(4) (S.
395) folgt

ϕ ∗ α = f ◦ ϕ detDϕdx1 ∧ . . . ∧ dxn.
Damit ergibt sich die Behauptung direkt aus Satz IX.5.6 (S. 343). �

Wir wollen als nächstes das Integral von k-Formen über k-dimensi-
onale Mgfkten definieren. Analog zum Vorgehen in Paragraph X.3 soll
dies mit Hilfe von Karten und Partitionen der Eins auf die Integration
von k-Formen im Rk zurückgeführt werden. Dazu benötigen wir das
folgende Analogon zu Satz X.3.3 (S. 372).

Satz X.6.3. (1) Seien U, V ⊂ Rk offen, ϕ ∈ C1(U,Rn) eine Im-
mersion, τ : V → U ein orientierungstreuer C1-Diffeomorphismus,
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ψ = ϕ ◦ τ und α ∈ Ωk(ϕ(U)). Dann ist ϕ ∗ α ∈ Ωk(U) genau dann
integrierbar, wenn ψ ∗ α ∈ Ωk(V ) integrierbar ist. In diesem Fall gilt∫

U

ϕ ∗ α =

∫
V

ψ ∗ α.

(2) Seien U ⊂ Rn offen, M ⊂ U eine orientierbare k-dimensionale
Mfgkt, α ∈ Ωk(U) mit supp(α) bU , A = {(Ui, ϕi, Vi) : 1 ≤ i ≤ m} und
A′ = {(U ′

j, ϕ
′
j, V

′
j ) : 1 ≤ j ≤ m′} zwei positiv orientierte Atlanten von

M ∩supp(α) und {ψi : 1 ≤ i ≤ m}, {ψ′j : 1 ≤ j ≤ m′} zwei Partitionen
der Eins auf M ∩ supp(α), die A bzw. A′ untergeordnet sind. Dann ist
für jedes 1 ≤ i ≤ m die Differentialform ϕi ∗ (ψiα) ∈ Ωk(Ui) inte-
grierbar, genau dann, wenn für jedes 1 ≤ j ≤ m′ die Differentialform
ϕ′j ∗ (ψ′jα) ∈ Ωk(U ′

j) integrierbar ist. In diesem Fall gilt

m∑
i=1

∫
Ui

ϕi ∗ (ψiα) =
m′∑
j=1

∫
U ′j

ϕ′j ∗ (ψjα).

Beweis. ad (1): Folgt aus Satz X.6.2 und ψ ∗ α = τ ∗ (ϕ ∗ α).
ad (2): Folgt aus Teil (1) mit den gleichen Argumenten wir im Beweis
von Teil (2) des Satzes X.3.3 (S. 372). �

Wegen Satz X.6.3 ist folgende Definition sinnvoll.

Definition X.6.4. Seien U ⊂ Rn offen, M ⊂ U eine orientierbare
k-dimensionale Mfgkt und α ∈ Ωk(U) mit supp(α) bU . Dann heißt α
auf M integrierbar, wenn es einen positiv orientierten Atlas A =
{(Ui, ϕi, Vi) : 1 ≤ i ≤ m} von supp(α) ∩M und eine A untergeordnete
Partition der Eins {ψi : 1 ≤ i ≤ m} auf M gibt, derart dass für jedes
1 ≤ i ≤ m die Differentialform ϕi ∗ (ψiα) integrierbar ist. In diesem
Fall heißt ∫

M

α =
m∑
i=1

∫
Ui

ϕi ∗ (ψiα)

das Integral von α über M .

Bemerkung X.6.5. (1) Streng genommen müsste man bei
∫
M
α

zusätzlich die gewählte Orientierung angeben. Ist −O die gemäß Be-
merkung X.2.8 (S. 367) zur Orientierung von M entgegengesetzte Ori-
entierung, so gilt wegen Satz X.6.2∫

(M,−O)

α = −
∫

(M,O)

α.

(2) Seien [a, b] ⊂ R und γ ∈ C1([a, b],Rn) ein regulärer C1-Weg sowie

α =
n∑
i=1

fidxi ∈ Ω1(U)
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mit γ([a, b]) ⊂ U . Dann ist M = γ([a, b]) eine eindimensionale Mfgkt
und ∫

M

α =

∫
[a,b]

γ ∗ α

=

∫ b

a

n∑
i=1

fi ◦ γγ′idt

=

∫ b

a

(f ◦ γ, γ′)dt

=

∫
γ

f.

D.h., die Kurvenintegrale aus Kapitel VIII sind ein Spezialfall von De-
finition X.6.4.

Beispiel X.6.6. Sei M = {x ∈ S2 : xi > 0, 1 ≤ i ≤ 3} und

α = x1dx1 ∧ dx2 ∈ Ω2(R3).

M wird durch die Karte (U, ψ,M) dargestellt mit

U = (0,
π

2
)× (0,

π

2
)

ψ(ϕ, θ) = (cosϕ cos θ, sinϕ cos θ, sin θ).

Es ist

ψ ∗ α = cosϕ cos θ[− sinϕ cos θdϕ− cosϕ sin θdθ]

∧ [cosϕ cos θdϕ− sinϕ sin θdθ]

= cosϕ cos θ[sin2 ϕ cos θ sin θ + cos2 ϕ cos θ sin θ]dϕ ∧ dθ
= cosϕ cos2 θ sin θdϕ ∧ dθ

und somit∫
M

α =

∫ π
2

0

∫ π
2

0

cosϕ cos2 θ sin θdϕdθ

= [sinϕ]
π
2
0 [−1

3
cos3 θ]

π
2
0

=
1

3
.

Der folgende Satz stellt einen Zusammenhang her zwischen der In-
tegration von Funktionen und von Differentialformen auf Mfgkten.

Satz X.6.7. Seien U ⊂ Rn offen, M ⊂ U eine Hyperfläche, die
durch das Einheitsnormalenfeld ν orientiert sei, und f ∈ C(U,Rn).
Dann gilt für jede kompakte Menge K ⊂M∫

K

αn−1,f =

∫
K

n∑
i=1

fi(−1)i−1dx1 ∧ . . . ∧ d̂xi ∧ . . . ∧ dxn
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=

∫
K

(f, ν)dS.

Beweis. Indem wir αn−1,f gegebenenfalls mit einer hinreichend fei-
nen Partition der Eins multiplizieren, können wir o.E. annehmen, dass
K ∩ supp(αn−1,f ) in einer offenen Menge enthalten ist, in der M Graph
einer Funktion von n− 1 Variablen ist. Indem wir evtl. noch eine Ko-
ordinatentransformation durchführen, können wir o.E. annehmen, dass
gilt:

U = U ′ × I mit U ′ ⊂ Rn−1 Gebiet, I offenes Intervall,

M = {(x′, xn) ∈ Rn : xn = g(x′)} mit g ∈ C1(U ′,R).

Dann wird M durch die Karte (U ′, ϕ,M) mit

ϕ(x′) = (x′, g(x′))

dargestellt. Wie man nicht nachrechnet, ist

ν̃(x) =
1√

1 + ‖∇g(x′)‖2
(−∇g(x′), 1) ∀x = (x′, xn) ∈M

ein Einheitsnormalenfeld von M . Also gilt

ν = εν̃ mit ε = ±1.

Weiter ist

det(ν,D1ϕ, . . . , Dn−1ϕ)

=
ε√

1 + ‖∇g(x′)‖2
det

(
−∇g(x′)t In−1

1 ∇g(x′)

)
= ε(−1)n−1

√
1 + ‖∇g(x′)‖2.

Also ist die Karte (U ′, ϕ,M) positiv bzw. negativ orientiert, je nachdem
ob ε(−1)n−1 positiv oder negativ ist. Daher ist∫

K

αn−1,f = ε(−1)n−1

∫
ϕ−1(K)

ϕ ∗ αn−1,f .

Weiter ist

ϕ ∗ αn−1,f =
n∑
i=1

fi ◦ ϕ(−1)i−1ϕ ∗ (dx1 ∧ . . . ∧ d̂xi ∧ . . . ∧ dxn)

=
n−1∑
i=1

fi ◦ ϕ(−1)i−1dx′1 ∧ . . . ∧ d̂x′i ∧ . . . ∧ dg(x′)

+ fn ◦ ϕ(−1)n−1dx′1 ∧ . . . ∧ dx′n−1

= (−1)n−1
{
−

n−1∑
i=1

fi ◦ ϕDig + fn ◦ ϕ
}
dx′1 ∧ . . . ∧ dx′n−1
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und somit ∫
K

αn−1,f = ε

∫
ϕ−1(K)

F (x′)dx′

mit

F = −
n−1∑
i=1

fi ◦ ϕDig + fn ◦ ϕ.

Andererseits folgt aus Beispiel X.3.7(3) (S. 374)∫
K

(f, ν)dS =

∫
ϕ−1(K)

(f ◦ ϕ, ν ◦ ϕ)
√

1 + ‖∇g‖2dx′

= ε

∫
ϕ−1(K)

(f ◦ ϕ, ν̃ ◦ ϕ)
√

1 + ‖∇g‖2dx′

= ε

∫
ϕ−1(K)

F (x′)dx′.

Hieraus folgt die Behauptung. �

Als nächstes formulieren wir den Gaußschen Integralsatz in der
Sprache der Differentialformen.

Satz X.6.8 (Gaußscher Integralsatz). Seien U ⊂ Rn offen,
K ⊂ U kompakt mit glattem Rand und α ∈ Ωn−1

1 (U). Dann ist∫
K

dα =

∫
∂K

α,

wobei ∂K durch das äußere Normalenfeld orientiert ist.

Beweis. Da K kompakt und ∂SK = ∅ ist, ist ∂RK = ∂K kompakt
und damit σn−1(∂RK) <∞. Sei f ∈ C1(U,Rn) derart, dass α = αn−1,f

ist. Dann folgt aus Satz X.3.19 (S. 384) und Satz X.6.7∫
K

dα =

∫
K

div fdx

=

∫
∂K

(f, ν)dS(x)

=

∫
∂K

α.

�

Beispiel X.6.9. (1) Sei

α =
n∑
i=1

xi(−1)i−1dx1 ∧ . . . ∧ d̂xi ∧ . . . ∧ dxn.

Wegen
dα = ndx1 ∧ . . . ∧ dxn
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folgt für jedes Kompaktum K ⊂ Rn mit glattem Rand

λn(K) =
1

n

∫
∂K

n∑
i=1

(−1)i−1xidx1 ∧ . . . ∧ d̂x1 ∧ . . . ∧ dxn.

Speziell ergibt sich in R2 die Leibnizsche Sektorformel

λ2(K) =
1

2

∫
∂K

{xdy − ydx}.

Zur geometrischen Interpretation betrachte man das Dreieck ∆ mit den
Eckpunkten (0, 0), (x, y), (x+δx, y+δy), wobei δx, δy klein seien. Dann
ist

λ2(∆) =
1

2
det

(
x x+ δx
y y + δy

)
=

1

2
(xδy − yδx).

Die Fläche K kann man sich approximativ durch solche Dreiecke zu-
sammengesetzt denken.
(2) Seien U ⊂ R2 offen, f, g ∈ C1(U,R) und K ⊂ U kompakt mit
glattem Rand. Dann folgt aus Satz X.6.8 die Green-Riemannsche
Formel ∫

∂K

{fdx+ gdy} =

∫
K

{∂g
∂x
− ∂f

∂y
}dxdy.

Satz X.6.8 hat folgende praktische Konsequenz:

Satz X.6.10. Seien U ⊂ Rn offen, x∗ ∈ U und α ∈ Ωn−1
1 (U\{x∗})

geschlossen. Weiter seien K1, K2 ⊂ U zwei Kompakta mit glattem Rand

und x∗ ∈
◦
K1 ∩

◦
K2. Dann ist∫

∂K1

α =

∫
∂K2

α,

wobei ∂K1, ∂K2 bzgl. der äußeren Normalen orientiert sind.

Beweis. Sei ε > 0 so, dass

Bε = B(x∗, ε) ⊂
◦
K1 ∩

◦
K2

ist. Setze

Ki,ε = Ki\
◦
Bε , i = 1, 2.

Dann sind K1,ε, K2,ε Kompakta mit glattem Rand, die in U\{x∗} ent-
halten sind. Wegen dα = 0 folgt aus Satz X.6.8∫

∂K1,ε

α = 0 =

∫
∂K2,ε

α.

Da der Rand von Ki,ε, i = 1, 2, aus dem positiv orientierten Rand von
Ki und dem negativ orientierten Rand von Bε besteht, gilt∫

∂Ki,ε

α =

∫
∂Ki

α−
∫
∂Bε

α , i = 1, 2.
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Hieraus folgt die Behauptung. �

Im Folgenden wollen wir den Integralsatz von Stokes beweisen. Er
ist eine Verallgemeinerung von Satz X.6.8, indem U durch eine Mfgkt
M ersetzt wird. Zu seiner Formulierung und seinem Beweis benötigen
wir einige Vorbereitungen. Wir bezeichnen mit

Hk = {x ∈ Rk : x1 ≤ 0}
den Standard-Halbraum in Rk. Das äußere Einheitsnormalenfeld
zu ∂Hk ist

ν = e1 = (1, 0, . . . , 0).

∂Hk besitzt die globale Karte (Rk−1, β, ∂Hk) mit

β(t1, . . . , tk−1) = (0, t1, . . . , tk−1).

∂Hk ist durch diese Karte orientiert. Dann ist das äußere Einheitsnor-
malenfeld ν = e1 positiv orientiert.

Satz X.6.11. Sei α ∈ Ωk−1
1 (Rk) mit kompaktem Träger. Dann ist∫
Hk

dα =

∫
∂Hk

α.

Beweis. Im Fall k = 1 ist H1 = R− = (−∞, 0] und ∂H1 = {0}.
Die Aussage des Satzes besagt dann∫ 0

−∞
df = f(0) ∀f ∈ C1

0(R,R)

und folgt somit aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung.
Sei also k ≥ 2 und

α =
k∑
i=1

fi(−1)i−1dx1 ∧ . . . ∧ d̂xi ∧ . . . ∧ dxk

mit
fi ∈ C1

0(Rk,R), 1 ≤ i ≤ k.

Mit der oben definierten globalen Karte β von ∂Hk folgt∫
∂Hk

α =

∫
Rk−1

β ∗ α

=

∫
Rk−1

k∑
i=1

fi(0, t1, . . . , tk−1)(−1)i−1

β ∗ (dx1 ∧ . . . ∧ d̂xi ∧ . . . ∧ dxk)

=

∫
Rk−1

f1(0, t1 . . . tk−1)dt1 . . . dtk−1.
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Andererseits folgt aus fi ∈ C1
0(Rk,R) und Satz IX.3.3 (S. 317)∫

Hk

dα =

∫
Hk

n∑
i=1

Difi

=

∫
Rk−1

(∫
R−
D1f1(x1, . . . , xk)dx1︸ ︷︷ ︸

=f1(0,x2,...,xk)

)
dx2 . . . dxk

+
k∑
i=2

∫
R−×Rk−2

(∫
R
Difi(x1, . . . , xk)dxi︸ ︷︷ ︸

=0

)
dx1 . . . d̂xi . . . dxk

=

∫
Rk−1

f1(0, x2, . . . , xk)dx2 . . . dxk.

Hieraus folgt die Behauptung. �

Lemma X.6.12. Seien U,U ′ ⊂ Rk offen und ϕ : U → U ′ ein orien-
tierungstreuer C1-Diffeomorphismus mit ϕ(Hk ∩ U) = Hk ∩ U ′. Dann
gilt

det
(
(Diϕj(x))2≤i,j≤k

)
> 0 ∀x ∈ ∂Hk ∩ U.

Beweis. Da ϕ und ϕ−1 stetig sind, ist

ϕ(∂Hk ∩ U) = ∂Hk ∩ U ′.

Also gilt für alle x = (0, x′) ∈ ∂Hk ∩ U , x′ ∈ Rk−1,

ϕ1(x) = ϕ1(0, x
′) = 0

und daher

Djϕ1(x) = 0 ∀2 ≤ j ≤ k, x ∈ ∂Hk ∩ U.

Wegen ϕ(Hk ∩ U) = Hk ∩ U ′ gilt weiter für alle x′ ∈ Rk−1 und h ∈ R
mit (h, x′) ∈ U

ϕ1(h, x
′) ≤ 0 falls h ≤ 0

ϕ1(h, x
′) > 0 falls h > 0.

Also ist

D1ϕ1(0, x
′) = lim

h→0

ϕ1(h, x
′)− ϕ1(0, x

′)

h

= lim
h→0

ϕ1(h, x
′)

h
≥ 0.

(∗)

Damit folgt für jedes x ∈ ∂Hk ∩ U

0 < det
(
(Diϕj(x))1≤i,j≤k

)
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= det

(
D1ϕ1(x) 0
∗ (Diϕj(x))2≤i,j≤k

)
= D1ϕ1(x) det((Diϕj(x))2≤i,j≤k).

Zusammen mit (∗) folgt hieraus die Behauptung. �

Definition X.6.13. (1) Seien M ⊂ Rn und K ⊂M . Dann heißt

∂MK = {x ∈M : ∀U ∈ U(x) : U ∩K 6= ∅, U ∩Kc 6= ∅}

der Rand von K relativ zu M .
(2) Sei M ⊂ Rn eine k-dimensionale Mfgkt und K ⊂ M kompakt. K
hat glatten Rand (relativ zu M), wenn es zu jedem x ∈ ∂MK eine
Karte (U,ϕ, V ) von M mit x ∈ V und

(a) ϕ(Hk ∩ U) = K ∩ V ,
(b) ϕ(∂Hk ∩ U) = ∂MK ∩ V

gibt.

Bemerkung X.6.14. (1) Wenn wir uns darauf verständigen, un-
ter einer n-dimensionalen Mfgkt in Rn eine offene Menge zu verstehen,
ist Definition X.6.13 eine Verallgemeinerung von Definition X.3.11 (S.
379) für Kompakta mit glattem Rand.
(2) Man kann auch den Begriff eines Kompaktums mit stückweise glat-
tem Rand übertragen. Dazu muss man ∂MK in der Form ∂MK =
∂M,RK ∪ ∂M,SK mit ∂M,RK ∩ ∂M,SK = ∅ schreiben und fordern, dass
∂M,RK relativ offen in ∂MK ist und die Bedingungen (a) und (b) erfüllt
und dass es zu jedem x ∈ ∂M,SK eine Karte (U,ϕ, V ) von M mit x ∈ V
und

lim
ε→0

ε−1λk

( ⋃
u∈ϕ−1(V ∩∂M,SK)

B(u, ε)
)

= 0

gibt.
(3) Es ist stets ∂MK ⊂ ∂K; i. a. gilt jedoch ∂MK 6= ∂K.

Beispiel X.6.15. (1) Sei M = S2 und

K = {x ∈ S2 : x3 ≥ 0}.

Dann ist ∂MK der Äquator, und K hat glatten Rand relativ zu M .
(2) Sei M = S2 und

K = {x ∈ S2 : xi ≥ 0 , 1 ≤ i ≤ 3}.

Dann ist

∂MK =
3⋃
i=1

{x ∈ S2 : xi = 0, xj ≥ 0 j 6= i}

und

∂M,SK = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}.
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Satz X.6.16. Sei M ⊂ Rn eine k-dimensionale Mfgkt und K ⊂M
kompakt mit glattem Rand relativ zu M . Dann ist ∂MK eine (k − 1)-
dimensionale Mfgkt. Jede Orientierung von M induziert eine Orientie-
rung von ∂MK.

Beweis. Der Fall k = 1 ist trivial (eine 0-dimensionale Mfgkt ist
eine endliche Punktmenge). Sei also k ≥ 2 und A = {(U,ϕ, V )} ein
Atlas von M . O.E. können wir annehmen, dass A rand-adaptiert ist
bzgl. K, d.h., jede Karte von A erfüllt die Bedingungen (a) und (b) von
Definition X.6.13. Insbesondere ist dann U∩∂Hk = ∅, wenn V ∩∂MK =
∅ ist.
Sei nun (U,ϕ, V ) eine Karte von A mit V ∩∂MK 6= ∅. Sei β die globale
Karte von ∂Hk. Definiere

U0 = β−1(∂Hk ∩ U),

V0 = ∂MK ∩ V,
ψ = ϕ ◦ β.

Da ϕ ein Homöomorphismus mit ϕ(∂Hk ∩ U) = ∂MK ∩ V ist, ist
ψ : U0 → V0 ein Homöomorphismus. Weiter ist

Dψ(u) = (Diϕj(0, u))2≤i≤k
1≤j≤n

∀u ∈ U0.

Da Dϕ den Rang k hat, hat somit Dψ den Rang k − 1.
Sei A0 die Menge aller Karten, die sich so aus den Karten von A erge-
ben. Aus Satz X.1.6 (S. 362) folgt, dass ∂MK eine (k−1)-dimensionale
Mfgkt ist.
Sei nun A wie oben zusätzlich orientiert. Wir wollen zeigen, dass der
wie oben konstruierte Atlas A0 orientiert ist. Seien dazu (Ui, ϕi, Vi),
i = 1, 2, zwei Karten von A mit V1 ∩ V2 ∩ ∂MK 6= ∅. Dann ist τ =
ϕ−1

2 ◦ ϕ1 : U1 → U2 ein orientierungstreuer C1-Diffeomorphismus. Sei
τ̃ = (ϕ2 ◦ β)−1 ◦ (ϕ1 ◦ β) : U10 → U20 die Transformation zwischen den
abgeleiteten Karten von ∂MK. Dann ist

τ̃(u) = (τ2(0, u), . . . , τk(0, u)) ∀u ∈ U10.

Damit folgt aus Lemma X.6.12, dass τ̃ orientierungstreu ist. Also ist
A0 orientiert. �

Beispiel X.6.17. Seien M und K wie in Beispiel X.6.15 (1). M
sei durch die äußere Normale orientiert. Dann ist die induzierte Orien-
tierung von ∂MK so, dass die Kurve ∂MK im mathematisch positiven
Sinn durchlaufen wird, d.h., die obere Halbkugel liegt beim Durchlau-
fen von ∂MK links.

Wir kommen nun zum Hauptergebnis dieses Abschnittes.

Satz X.6.18 (Stokesscher Integralsatz). Seien U ⊂ Rn of-
fen, M ⊂ U eine orientierbare k-dimensionale Mfgkt, k ≥ 2, K ⊂ M
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kompakt mit glattem Rand relativ zu M und α ∈ Ωk−1
1 (U). Dann ist∫

K

dα =

∫
∂MK

α,

wobei ∂MK die durch M induzierte Orientierung hat.

Beweis. Da K kompakt ist, gibt es ein m ∈ N∗ und positiv orien-
tierte Karten (Ui, ϕi, Vi), 1 ≤ i ≤ m, von M mit

(1) K ⊂
m⋃
i=1

Vi,

(2) ϕi(Hk ∩ Ui) = K ∩ Vi,
(3) ϕi(∂Hk ∩ Ui) = ∂MK ∩ Vi.

Sei {ψi : 1 ≤ i ≤ m} eine {Vi : 1 ≤ i ≤ m} untergeordnete Partition
der Eins auf K. Wegen∫

K

dα =

∫
K

d
( m∑
i=1

ψiα
)

=
m∑
i=1

(∫
K

d(ψiα)
)

∫
∂MK

α =

∫
∂MK

m∑
i=1

ψiα

=
m∑
i=1

(∫
∂MK

ψiα
)

reicht es, die Behauptung für die (k − 1)-Formen ψiα zu zeigen.
Wegen supp(ϕi ∗ (ψiα)) bUi kann ϕi ∗ (ψiα) zu einer stetig differen-
zierbaren (k − 1) Form α̃i auf Rk mit kompaktem Träger fortgesetzt
werden. Damit folgt aus Satz X.5.10(4) (S. 397) und Satz X.6.11∫

K

d(ψiα) =

∫
K∩Vi

d(ψiα)

=

∫
Hk∩Ui

ϕi ∗ d(ψiα)

=

∫
Hk∩Ui

d(ϕi ∗ (ψiα))

=

∫
Hk

dα̃i

=

∫
∂Hk

α̃i

=

∫
∂Hk∩Ui

ϕi ∗ (ψiα)
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=

∫
∂MK∩Vi

ψiα

=

∫
∂MK

ψiα.

Hieraus folgt die Behauptung. �

Bemerkung X.6.19. (1) Wenn wir offene Mengen im Rn als n-
dimensionale Mfgkten bezeichnen, ist Satz X.6.8 der Spezialfall k = n
von Satz X.6.18.
(2) Wenn wir eine endliche Punktmenge als 0-dimensionale Mfgkt be-
zeichnen, ist der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung der
Spezialfall k = 1 von Satz X.6.18, d.h.∫

γ

df = f(γ(b))− f(γ(a))

für jeden C1-Weg γ ∈ C1([a, b],Rn) und jedes f ∈ C1(U,R) mit γ([a, b])
⊂ U .
(3) Mit einigem technischem Mehraufwand kann man Satz X.6.18 auch
für Kompakta mit stückweise glattem Rand beweisen.

Falls die Mfgkt M selber kompakt ist, kann man K = M in Satz
X.6.18 wählen. Da dann ∂MK = ∅ ist, folgt sofort:

Satz X.6.20. Seien U ⊂ Rn offen, M ⊂ U eine kompakte orien-
tierbare k-dimensionale Mfgkt und α ∈ Ωk−1

1 (U). Dann ist∫
M

dα = 0.

Beispiel X.6.21. Sei n ≥ 2 und

α =
n∑
i=1

‖x‖−n2 xi(−1)i−1dx1 ∧ . . . ∧ d̂xi ∧ . . . ∧ dxn ∈ Ωn−1
∞ (Rn\{0}).

Wegen

div(‖x‖−n2 x) = 0

ist α geschlossen. α ist nicht exakt. Dann wäre α = dβ mit β ∈
Ωn−2

1 (Rn\{0}), so folgte aus Satz X.6.7 und Satz X.6.20

0 =

∫
Sn−1

dβ

=

∫
Sn−1

α

=

∫
Sn−1

(‖x‖−n2 x, ν)dS

= σn−1(S
n−1).
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Im Fall n = 3 ist daher

u = ‖x‖−3
2 x =

1

(x2
1 + x2

2 + x2
3)

3/2
(x1, x2, x3)

ein Beispiel für ein divergenzfreies Vektorfeld, das nicht Rotation eines
Vektorfeldes ist.

Als eine Konsequenz von Satz X.6.18 erhalten wir den klassischen
Stokesschen Satz.

Satz X.6.22 (Stokesscher Integralsatz im R3). Seien U ⊂
R3 offen, M ⊂ U eine durch das Einheitsnormalenfeld ν orientierte
Hyperfläche, K ⊂ M kompakt mit glattem Rand relativ zu M und
u ∈ C1(U,R3). Dann ist∫

K

(rotu, ν)dS =

∫
∂MK

(u, τ)ds,

wobei ds die Bogenlänge von ∂MK und τ das durch die induzierte Ori-
entierung von ∂MK definierte Einheitstangentenfeld ist.

Beweis. Wende Satz X.6.18 auf

α1,u =
3∑
i=1

uidxi

an. Dann folgt die Behauptung aus Satz X.6.7, Beispiel X.5.9 (S. 397),
Bemerkung X.6.5 (2) und Bemerkung VIII.2.7 (S. 266), Definition
VIII.2.4 (S. 265) und Definition VIII.3.1 (S. 271). �

Beispiel X.6.23. (1) Seien M,K wie in Beispiel X.6.15 (1) und

f(x) = (−x2, x1, 0).

Dann ist

rot f(x) = 2e3 = (0, 0, 2)

und wegen Satz X.6.7 und Beispiel X.3.7 (S. 374)∫
K

(rot f, ν)dS =

∫ 2π

0

∫ π
2

0

2 sin θ cos θdθdϕ

= 2π.

Andererseits ist∫
∂MK

(f, τ)ds =

∫
S1

(−x2, x1)

=

∫ 2π

0

(− sin t)(− sin t) + cos t cos tdt

= 2π.
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(2) Seien x∗ ∈ R3 und v ∈ R3 mit ‖v‖2 = 1. Sei M = {x ∈ R3 :
(x− x∗, v) = 0} die Ebene durch x∗ senkrecht zu v. Wir orientieren M
so, dass v ein positiv orientierter Normalenvektor ist. Für ε > 0 sei

Kε = {x ∈M : ‖x− x∗‖2 ≤ ε}.
Sei U ⊂ R3 eine Umgebung von x∗ und u ∈ C1(U,R3). Dann folgt aus
Satz X.6.22

(rotu(x∗), v) = lim
ε→0

1

πε2

∫
Kε

(rotu, v)dS

= lim
ε→0

1

πε2

∫
∂Kε

(u, τ)ds.

Physikalisch beschreibt also die Rotation rotu(x∗) den Fluss pro Flä-
cheneinheit durch einen beliebig kleinen Kreis mit Mittelpunkt x∗.
(3) Seien U ⊂ R3 offen und I ⊂ R ein Intervall. Das elektrische und das
magnetische Feld sind zeitabhängige Vektorfelder E,B ∈ C1(I×U,R3).
Sie genügen u.a. der Differentialgleichung

(D) rotE = −∂B
∂t
.

Seien M eine durch das Einheitsnormalenfeld ν orientierte Hyperfläche
in U und K ⊂M kompakt mit glattem Rand relativ zu M . Dann ist∫

K

(B(t, x), ν(x))dS(x)

der magnetische Fluss durch K zur Zeit t. Aus (D) und Satz X.6.22
folgt

d

dt

∫
K

(B(t, x), ν(x))dS(x) =

∫
K

(
∂

∂t
B(t, x), ν(x))dS(x)

= −
∫
K

(rotE(t, x), ν(x))dS(x)

= −
∫
∂MK

(E(t, x), τ(x))ds(x).

(I)

Die zeitliche Änderung des magnetischen Flusses durchK ist also gleich
dem negativen elektrischen Strom durch ∂MK.
Mit Hilfe von Teil (2) kann man umgekehrt aus (I) die Differentialglei-
chung (D) herleiten.

X.7. Die Fixpunktsätze von Brouwer und Schauder

Satz X.7.1 (Brouwerscher Fixpunktsatz). Sei Bn = {x ∈
Rn : ‖x‖2 ≤ 1} die abgeschlossene Einheitskugel in Rn und f ∈ C(Bn,
Rn) mit f(Bn) ⊂ Bn. Dann besitzt f mindestens einen Fixpunkt x∗ in
Bn, d.h.

f(x∗) = x∗.
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Beweis. Für n = 1 besagt Satz X.7.1, dass jedes f ∈ C([−1, 1],R)
mit f([−1, 1]) ⊂ [−1, 1] einen Fixpunkt besitzt und ist damit eine
Konsequenz des Zwischenwertsatzes angewandt auf x− f(x).
Sei also n ≥ 2.
1. Schritt: Es gebe ein g ∈ C1(Rn,Rn) mit g|Bn = f .
Ann.: f besitzt keinen Fixpunkt.
Dann gibt es wegen der Stetigkeit von g ein r > 1 mit

x− g(x) 6= 0 ∀x ∈ B(0, r) ⊂ Rn.

Sei ϕ1 = x − g(x) und α ∈ Ωn−1
∞ (Rn\{0}) wie in Beispiel X.6.21 (S.

414). Dann ist ϕ1 ∗ α in B(0, r) geschlossen und damit wegen Satz
X.5.16 (S. 400) exakt. Also gilt nach Satz X.6.20 (S. 414)

(X.7.1)

∫
Sn−1

ϕ1 ∗ α = 0.

Definiere Φ : R×B(0, r) −→ Rn durch

Φ(t, x) = x− tg(x).

Für t ∈ [0, 1] und x ∈ Sn−1 gilt dann Φ(t, x) 6= 0. Also ist V =
Φ−1(Rn\{0}) offen und [0, 1] × Sn−1 ⊂ V . Dann gibt es auch eine
offene Menge U ⊂ Rn mit Sn−1 ⊂ U ⊂ B(0, r) und [0, 1] × U ⊂ V .
Definiere ψ0, ψ1 : U → V durch

ψ0(x) = (0, x),

ψ1(x) = (1, x).

Da Φ ∗α geschlossen ist, folgt wie im Beweis von Satz X.5.16 (S. 400),
dass es ein η ∈ Ωn−2

1 (U) gibt mit

ψ1 ∗ Φ ∗ α− ψ0 ∗ Φ ∗ α = dη.

Für x ∈ U ist aber

Φ ◦ ψ1(x) = Φ(1, x) = x− g(x) = ϕ1(x)

Φ ◦ ψ0(x) = Φ(0, x) = x

und daher

dη = ϕ1 ∗ α− α.
Damit folgt aus Satz X.6.20 (S. 414) und Gleichung (X.7.1)

σn−1(S
n−1) =

∫
Sn−1

α

=

∫
Sn−1

(ϕ1 ∗ α− dη)

= 0.

Dies ist ein Widerspruch. Also besitzt f doch einen Fixpunkt.
2. Schritt: Sei nun f ∈ C(Bn,Rn) mit f(Bn) ⊂ Bn beliebig.
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Ann.: f besitzt keinen Fixpunkt.
Da Bn kompakt ist, gilt

ε = inf
x∈Bn

‖x− f(x)‖2 > 0.

Definiere f̃ : Rn → Rn durch

f̃(x) =

{
f(x) falls x ∈ Bn,

f( x
‖x‖2 ) falls x 6∈ Bn.

Dann ist f̃ ∈ C(Rn,Rn) mit f̃(Rn) ⊂ Bn. Sei ψ ∈ C∞
0 (Rn,R) mit

0 ≤ ψ(x) ≤ 1 ∀x ∈ Rn

suppψ ⊂ Bn∫
Rn
ψ = 1

wie im Beweis von Satz IX.6.7 (S. 354). Da B(0, 2) kompakt und f̃
stetig ist, gibt es ein δ > 0 mit

‖f̃(x)− f̃(y)‖2 ≤
ε

2
∀x, y ∈ B(0, 2) mit ‖x− y‖2 ≤ δ.

Definiere g : Rn → Rn durch

g(x) =

∫
Rn
δ−nψ(

y − x
δ

)f̃(x)dx

=

∫
Rn
ψ(z)f̃(x+ δz)dz ∀x ∈ Rn.

Dann ist g ∈ C∞(Rn,Rn) und

‖g(x)‖2 ≤
∫

Rn
ψ(z)‖f̃(x+ δz)‖2dz

≤ 1 ∀x ∈ Rn.

Insbesondere ist g(Bn) ⊂ Bn.
Weiter ist für x ∈ Bn

‖f(x)− g(x)‖2 = ‖
∫

Rn
ψ(z)[f(x)− f̃(x+ δz)]dz‖2

= ‖
∫
Bn

ψ(z)[f̃(x)− f̃(x+ δz)]dz‖2

≤ ε

2
.

Daher gilt für alle x ∈ Bn

‖x− g(x)‖2 ≥ ‖x− f(x)‖2 − ‖f(x)− g(x)‖2

≥ ε

2
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im Widerspruch zum 1. Schritt. Also besitzt f doch einen Fixpunkt.
�

Bemerkung X.7.2. (1) Das Beispiel n = 1, f(x) = x2 zeigt, dass
der Fixpunkt aus Satz X.7.1 im allgemeinen nicht eindeutig ist.
(2) Sei v ∈ Sn−1. Definiere f ∈ C(Rn,Rn) durch

f(x) =
1

2
(v + x).

Dann ist f(Bn) ⊂ Bn und f besitzt keinen Fixpunkt in Bn. Dieses
Beispiel zeigt, dass man in Satz X.7.1 Bn nicht durch Bn ersetzen kann.

Satz X.7.1 hat eine einfache, aber sehr praktische Konsequenz.

Satz X.7.3. Sei f ∈ C(Rn,Rn). Es gebe ein r > 0 mit

(X.7.2) (f(x), x) > 0 ∀x ∈ Rn mit ‖x‖2 = r.

Dann besitzt f eine Nullstelle x in B(0, r).

Beweis. Ann.: f besitzt keine Nullstelle in B(0, r). Definiere g :
Bn → Rn durch

g(x) = −‖f(rx)‖−1
2 f(rx).

Dann ist g stetig und g(Bn) ⊂ Bn. Wegen Satz X.7.1 gibt es ein x∗ ∈ Bn

mit

g(x∗) = x∗.

Wegen g(Bn) ⊂ Sn−1 ist ‖x∗‖2 = 1. Also gilt

1 = ‖x∗‖22

=
1

r
(rx∗, x∗)

=
1

r
(rx∗, g(x∗))

= −(r‖f(rx∗)‖2)−1(rx∗, f(rx∗))

< 0.

Dies ist ein Widerspruch. Also besitzt f eine Nullstelle in B(0, r). We-
gen Gleichung (X.7.2) kann diese aber nicht auf ∂B(0, r) liegen. �

Satz X.7.3 hat eine interessante Konsequenz.

Satz X.7.4. Sn−1 und Bn−1 sind nicht homöomorph.

Beweis. Ann.: Es gibt einen Homöomorphismus ϕ von Sn−1 auf
Bn−1.
Definiere ψ : Rn → Rn durch

ψ(x) =

{
0 falls x = 0,

‖x‖2ϕ( x
‖x‖2 ) falls x 6= 0.
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Dann ist ψ stetig und damit auch f : Bn → Sn−1 mit f = ϕ−1 ◦ψ. Für
x ∈ Sn−1 gilt

f(x) = x

und somit

(f(x), x) = 1 > 0 ∀x ∈ Sn−1.

Wegen Satz X.7.3 gibt es ein x∗ ∈ Bn mit f(x∗) = 0. Dies ist ein
Widerspruch zu f(Bn) ⊂ Sn−1. �

Wir wollen den Brouwerschen Fixpunktsatz verallgemeinern. Da-
zu benötigen wir ein approximationstheoretisches Ergebnis, das von
eigenständigem Interesse ist.

Satz X.7.5. Seien H ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (·, ·) und
Norm ‖ · ‖ und M ⊂ H abgeschlossen und konvex. Dann besitzt jedes
x ∈ H eine eindeutige beste Approximation PMx ∈M in M , d.h.

‖x− PMx‖ = inf
y∈M
‖x− y‖.

Weiter gilt

‖PMx− PMy‖ ≤ ‖x− y‖ ∀x, y ∈ H.

Beweis. Vorbemerkung: Da (·, ·) ein Skalarprodukt ist, gilt die
Parallelogrammregel

(X.7.3) ‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2[‖x‖2 + ‖y‖2].
Eindeutigkeit: Seien x ∈ H beliebig und y, z ∈ M zwei beste Ap-
proximationen an x. Dann folgt aus Gleichung (X.7.3)

‖y − z‖2 = 2‖x− y‖2 + 2‖x− z‖2 − ‖2x− y − z‖2

= 2{‖x− y‖2 + ‖x− z‖2 − 2‖x− 1

2
(y + z)︸ ︷︷ ︸
∈M

‖2}

≤ 0.

Also ist y = z.
Existenz: Sei x ∈ H beliebig und d = inf

y∈H
‖x − y‖. O.E. ist d > 0,

sonst ist die Behauptung trivial. Sei (yn)n∈N eine Minimalfolge, d.h.

lim
n→∞

‖x− yn‖ = d.

Dann folgt aus Gleichung (X.7.3) für n,m ∈ N

‖yn − ym‖2 = 2{‖x− yn‖2 + ‖x− ym‖2 − 2‖x− 1

2
(yn + ym)︸ ︷︷ ︸

∈M

‖2}

≤ 2{‖x− yn‖2 + ‖x− ym‖2 − 2d}.
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Also ist (yn)n∈N eine Cauchyfolge und konvergiert damit gegen ein y∗ ∈
M . Konstruktionsgemäß gilt ‖x− y∗‖ = d.
Stetigkeit von PM : Seien x, y ∈ H und t ∈ (0, 1) beliebig. Dann
folgt

0 ≤ ‖x− (1− t)PMx− tPMy︸ ︷︷ ︸
∈M

‖2 − ‖x− PMx‖2

+ ‖y − (1− t)PMy − tPMx︸ ︷︷ ︸
∈M

‖2 − ‖y − PMy‖2

= ‖x− PMx+ t[PMx− PMy]‖2 − ‖x− PMx‖2

+ ‖y − PMy − t[PMx− PMy]‖2 − ‖y − PMy‖2

= 2t(x− PMx, PMx− PMy)
− 2t(y − PMy, PMx− PMy)
+ 2t2‖PMx− PMy‖2

= 2t(x− y, PMx− PMy)− 2t(1− t)‖PMx− PMy‖2

und somit

‖PMx− PMy‖2 ≤
1

1− t
(x− y, PMx− PMy)

≤ 1

1− t
‖x− y‖‖PMx− PMy‖ ∀0 < t < 1.

Hieraus folgt die Behauptung durch Grenzübergang t→ 0. �

Satz X.7.6. Seien X ein endlich dimensionaler Banachraum, M ⊂
X konvex und kompakt und f ∈ C(M,M). Dann besitzt f einen Fix-
punkt in M .

Beweis. Sei n = dimX und Φ : Rn → X ein Isomorphismus. Dann
ist N = Φ−1(M) ⊂ Rn konvex und kompakt. Insbesondere gibt es ein
R > 0 mit N ⊂ B(0, R). Sei PN : Rn → N der Operator, der gemäß
Satz X.7.5 jedem x ∈ Rn seine beste Approximation in N zuordnet.
Definiere ψR : Rn → Rn durch

ψR(x) = Rx

und g : Bn → Rn durch (vgl. Abb. X.7.1)

g = ψ−1
R ◦ Φ−1 ◦ f ◦ Φ ◦ PN ◦ ψR.

Die Funktion g ist stetig, und wegen f(M) ⊂M gilt g(Bn) ⊂ Bn. Also
besitzt gemäß Satz X.7.1 g einen Fixpunkt z∗ ∈ Bn. Sei y∗ = ψR(z∗).
Dann gilt

Φ−1 ◦ f ◦ Φ ◦ PN(y∗) = ψR(g(z∗))

= y∗.
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Also ist y∗ ∈ N und damit PNy
∗ = y∗. Sei x∗ = Φ(y∗) ∈M . Dann folgt

f(x∗) = Φ(Φ−1 ◦ f ◦ Φ ◦ PN(y∗))

= x∗.

�

X ⊃M
f−−−→ M ⊂ X

Φ

x yΦ−1

Rn ⊃ N N ⊂ Rn

PN

x yid
B(0, R) ⊃ N N ⊂ B(0, R)

ψR

x yψ−1
R

Bn
g−−−→ Bn

Abbildung X.7.1. Definition der Funktion g

Bemerkung X.7.7. Satz X.7.6 folgt gemäß obigem aus Satz X.7.1.
Umgekehrt ist offensichtlich Satz X.7.1 ein Spezialfall von Satz X.7.6.
Also sind die beiden Sätze in Wahrheit äquivalente Formulierungen
eines Sachverhaltes.

Definition X.7.8. Seien X ein Vektorraum und x1, . . . , xn ∈ X,
n ∈ N∗. Dann heißt

conv[x1, . . . , xn] =
{
x =

n∑
i=1

αixi : 0 ≤ αi ≤ 1,
n∑
i=1

αi ≤ 1
}

die konvexe Hülle von x1, . . . , xn.

Satz X.7.9. Seien X ein normierter Vektorraum und x1, . . . , xn ∈
X, n ∈ N∗. Dann ist conv[x1, . . . , xn] kompakt und konvex.

Beweis. Die Konvexität folgt aus der Konstruktion. Die Kompakt-
heit folgt aus conv[x1, . . . , xn] = Φ(S) mit

Φ : Rn → X

(α1, . . . , αn) 7→
n∑
i=1

αixi

und

S =
{
α ∈ Rn : 0 ≤ αi ≤ 1,

n∑
i=1

αi ≤ 1
}
.
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�

Satz X.7.10 (Erster Schauderscher Fixpunktsatz). Seien
X ein normierter Vektorraum, K ⊂ X konvex, C ⊂ K kompakt und
f ∈ C(K,C). Dann besitzt f einen Fixpunkt in C.

Beweis. 1. Schritt: Zu jedem ε > 0 gibt es ein xε ∈ K mit
‖f(xε)− xε‖ ≤ ε.
Sei ε > 0 beliebig. Da C kompakt ist, gibt es ein n ∈ N∗ und Punkte

x1, . . . , xn ∈ C mit C ⊂
n⋃
i=1

B(xi, ε). Sei

K0 = conv[x1, . . . , xn] ⊂ K

und

ϕi(x) = [ε− ‖x− xi‖]+
= max{ε− ‖x− xi‖, 0} ∀x ∈ X, 1 ≤ i ≤ n.

Dann sind die ϕi stetig und

ϕ(x) =
n∑
i=1

ϕi(x) > 0 ∀x ∈ C.

Daher ist ψi : C → R, 1 ≤ i ≤ n, mit

ψi(x) =
ϕi(x)

ϕ(x)
∀x ∈ C

stetig und erfüllt

0 ≤ ψi(x) ≤ 1 ∀x ∈ C, 1 ≤ i ≤ n
n∑
i=1

ψi(x) = 1 ∀x ∈ C.

Definiere g : C → K0 durch

g(x) =
n∑
i=1

ψi(x)xi.

g ist stetig, und für jedes x ∈ C gilt

‖g(x)− x‖ = ‖
n∑
i=1

ψi(x)[xi − x]‖

= ‖
∑

1≤j≤n
x∈B(xj ,ε)

ψj(x)[xj − x]‖

≤
∑

1≤j≤n
x∈B(xj ,ε)

ψj(x)‖xj − x‖

≤ ε.



424 X. ANALYSIS AUF MANNIGFALTIGKEITEN

Definiere schließlich h ∈ C(K,K0) durch h = g◦f . Aus Satz X.7.6 ange-
wandt auf h und span{x1, . . . , xn} (Man beachte: endlich dimensionale
normierte Vektorräume sind vollständig!) folgt, dass es ein xε ∈ K0

gibt mit
h(xε) = xε.

Hieraus folgt aber

‖f(xε)− xε‖ = ‖f(xε)− g(f(xε))‖ ≤ ε.

2. Schritt: Gemäß dem 1. Schritt gibt es zu jedem n ∈ N∗ ein xn ∈ K
mit

(X.7.4) ‖f(xn)− xn‖ ≤
1

n
.

Da f(K) ⊂ C und C kompakt ist, gibt es eine Teilfolge (xnk)k∈N von
(xn)n∈N und ein x∗ ∈ C mit

f(xnk) −→
k→∞

x∗.

Aus Gleichung (X.7.4) folgt

xnk −→
k→∞

x∗.

Aus der Stetigkeit von f ergibt sich schließlich

f(x∗) = x∗.

�

Wir wollen eine andere, äquivalente Formulierung des ersten Schau-
derschen Fixpunktsatzes angeben. Dazu benötigen wir:

Definition X.7.11. Seien X ein normierter Vektorraum und K ⊂
X. K heißt relativ kompakt, wenn K kompakt ist.

Bemerkung X.7.12. (1) Definition X.7.11 gilt auch für allgemeine
topologische Räume.
(2) Eine relativ kompakte Menge ist notwendig beschränkt.
(3) Da in normierten Räumen Kompaktheit und Folgen-Kompaktheit
übereinstimmen, ist K genau dann relativ kompakt, wenn jede Folge
in K eine konvergente Teilfolge besitzt.

Satz X.7.13 (Zweiter Schauderscher Fixpunktsatz). Seien
X ein normierter Vektorraum, K ⊂ X konvex und f ∈ C(K,K).
f besitzt sicher dann einen Fixpunkt in K, wenn eine der folgenden
Voraussetzungen erfüllt ist:

(1) K ist kompakt

oder

(2) K ist abgeschlossen und f(K) ist relativ kompakt.

Beweis. Die Behauptung folgt aus Satz X.7.10 mit C = K im Fall
(1) und C = f(K) ⊂ K im Fall (2). �



X.7. DIE FIXPUNKTSÄTZE VON BROUWER UND SCHAUDER 425

Wir wollen Satz X.7.13 benutzen, um die lokale Existenz von Lösun-
gen gewöhnlicher Differentialgleichungen zu beweisen. Dazu benötigen
wir ein Hilfsergebnis das von eigenständigem Interesse ist.

Satz X.7.14 (Satz von Arzela-Ascoli). Seien (X, ‖ · ‖X) ein
Banachraum und K ⊂ X kompakt. Dann sind folgende Aussagen äqui-
valent:

(1) A ⊂ C(K,Rn) ist relativ kompakt.
(2) A ist beschränkt und gleichgradig stetig, d.h.

(a) supf∈A ‖f‖C(K,Rn) ≤ C und
(b) supf∈A ‖f(x)− f(y)‖Rn → 0 für ‖x− y‖X → 0.

Beweis.
”
(1) =⇒ (2)“: Sei ε > 0 beliebig. Dann gibt es ein nε ∈ N∗

und f1,ε, . . . , fnε,ε ∈ A mit A ⊂
⋃nε
i=1B(fi,ε, ε), wobei B(f, ε) die offene

Kugel um f mit Radius ε bzgl. ‖ · ‖C(K,Rn) ist. Für f ∈ A gibt es dann
ein i0 ∈ N∗

nε mit f ∈ B(fi0,ε, ε). Hieraus folgt

‖f‖C(K,Rn) ≤ ε+ ‖fi0,ε‖C(K,Rn)

≤ ε+ max
1≤i≤nε

‖fi,ε‖C(K,Rn).

Hieraus folgt (a). Weiter gibt es ein δ > 0 mit

max
1≤i≤nε

‖fi,ε(x)− fi,ε(y)‖Rn < ε

für alle x, y ∈ K mit ‖x − y‖X < δ (Man beachte: die fi,ε sind
gleichmäßig stetig!). Hieraus folgt für f ∈ A

‖f(x)− f(y)‖Rn ≤ 2ε+ ‖fi0,ε(x)− fi0,ε(y)‖Rn
≤ 3ε ∀x, y ∈ K, ‖x− y‖X < δ.

Dies zeigt (b).

”
(2) =⇒ (1)“: Sei ε > 0 beliebig. Dann gibt es k,m ∈ N∗ und η1, . . . , ηk
∈ Rn, x1, . . . , xm ∈ K mit

Rn ⊃ B(0, C) ⊂
k⋃
i=1

B(ηi, ε)

und

X ⊃ K ⊂
m⋃
j=1

B(xj, ε).

Für jede Abbildung π : N∗
m → N∗

k sei

Aπ = {f ∈ A : max
1≤j≤m

‖f(xj)− ηπ(j)‖Rn ≤ ε}.

Falls Aπ 6= ∅ ist, wähle ein fπ ∈ Aπ.
Zu jedem f ∈ A gibt es dann ein π mit f ∈ Aπ. Sei nun x ∈ K. Dann
gibt es ein j ∈ N∗

m mit x ∈ B(xj, ε). Daher gilt

‖f(x)− fπ(x)‖Rn ≤ ‖f(x)− f(xj)‖Rn + ‖f(xj)− ηπ(j)‖Rn
+ ‖ηπ(j) − fπ(xj)‖Rn + ‖fπ(xj)− fπ(x)‖Rn
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≤ 2 sup
f∈A

sup
x,y∈K
‖z−y‖≤ε

‖f(z)− f(y)‖Rn + 2ε

= rε.

Da A gleichgradig stetig ist, gilt rε → 0 für ε→ 0.
Aus obiger Abschätzung folgt

A ⊂
⋃
π

B(fπ, 2rε),

wobei die (endliche) Anzahl von Kugeln, deren Vereinigung gebildet
wird, von ε abhängt. Wie in Beweis von Satz III.4.4 (S. 82) folgt hieraus,
dass A kompakt ist. �

Satz X.7.15 (Existenzssatz von Peano). Seien I ⊂ R ein of-
fenes Intervall, U ⊂ Rn offen und f ∈ C(I × U,R). Dann gibt es zu
jedem τ ∈ I und jedem η ∈ U ein ε0 > 0, so dass das Anfangswert-
problem

d

dt
x(t) = f(t, x(t)) ∀τ − ε0 < t < τ + ε0

x(τ) = η
(X.7.5)

eine Lösung hat.

Beweis. Offensichtlich ist x ∈ C1((τ − ε0, τ + ε0),Rn) eine Lösung
von Gleichung (X.7.5), genau dann wenn x ∈ C((τ − ε0, τ + ε0),Rn) ist
und die Beziehung

(X.7.6) x(t) = η +

∫ t

τ

f(s, x(s))ds ∀t− ε0 < t < τ + ε0

erfüllt.
Seien nun τ ∈ I und η ∈ U beliebig. Dann gibt es ein ε1 > 0 mit

Q = [τ − ε1, τ + ε1]×BRn(η, ε1) ⊂ I × U.

Sei

M = max{1, sup
(t,y)∈Q

‖f(t, y)‖Rn}

und

ε0 =
ε1

M
.

Definiere

X = C([τ − ε0, τ + ε0],Rn)

‖ · ‖X = ‖ · ‖C([τ−ε0,τ+ε0],Rn)

K = {x ∈ X : ‖x− η̃‖X ≤ ε1},

wobei η̃ die konstante Funktion mit Wert η bezeichnet.
X ist ein Banachraum und K ⊂ X ist konvex und abgeschlossen.
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Definiere L : K → X durch

Lx(t) = η +

∫ t

τ

f(s, x(s))ds.

Für x ∈ K folgt

‖Lx− η̃‖X = sup
|t−τ |≤ε0

‖
∫ t

τ

f(s, x(s))ds‖Rn

≤ ε0M

≤ ε1.

Also ist L(K) ⊂ K.
Sei ε > 0 beliebig. Da f auf der kompakten Menge Q gleichmäßig stetig
ist, gibt es ein δ > 0 mit

‖f(s, u)− f(t, v)‖Rn ≤
ε

ε0

∀(s, u), (t, v) ∈ Q

mit max{|s− t|, ‖u− v‖Rn} ≤ δ.

Für x, y ∈ K mit ‖x− y‖X ≤ δ folgt dann

‖Lx− Ly‖X = sup
|t−τ |≤ε0

‖
∫ t

τ

[f(s, x(s))− f(s, y(s))]ds‖Rn

≤ ε0 ·
ε

ε0

= ε.

Also ist L ∈ C(K,K).
Für t1, t2 ∈ [τ − ε0, τ + ε0] gilt schließlich

‖Lx(t1)− Lx(t2)‖Rn = ‖
∫ t2

t1

f(s, x(s))ds‖Rn

≤M |t2 − t1|
und somit

sup
x∈K
‖Lx(t1)− Lx(t2)‖Rn ≤M |t1 − t2|.

Damit folgt aus Satz X.7.14, dass L(K) relativ kompakt ist und dass
X, K, L die Voraussetzungen von Satz X.7.13 erfüllen. Mithin hat
Gleichung (X.7.6) und damit auch Gleichung (X.7.5) eine Lösung. �

Bemerkung X.7.16. (1) Seien I = U = R und f : R2 → R
definiert durch

f(t, x) =
√
|x| ∀(t, x) ∈ R.

Für a ∈ R+ sei

ua(t) =
1

4
[(t− a)+]2

=
1

4
max{(t− a), 0}2.
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Dann ist ua Lösung des Anfangswertproblems

d

dt
ua(t) = f(t, ua(t)) ∀t ∈ R

ua(0) = 0.

Dies zeigt, dass man unter den Voraussetzungen von Satz X.7.15 i.
a. keine Eindeutigkeit der Lösung des Anfangswertproblems erwarten
kann.
(2) Seien I = U = R und f : R2 → R definiert durch

f(t, x) = x2 ∀(t, x) ∈ R.
Dann ist u : (−∞, 1)→ R mit

u(t) =
1

1− t
die (eindeutige) Lösung des Anfangswertproblems

d

dt
u(t) = f(t, u(t)) ∀t ∈ (−∞, 1)

u(0) = 1.

Dies zeigt, dass man unter den Voraussetzungen von Satz X.7.15 i. a.
nur die lokale Existenz einer Lösung des Anfangswertproblems erwarten
kann.
(3) Erfüllt f aus Satz X.7.15 zusätzlich eine Lipschitz Bedingung bzgl.
des zweiten Argumentes, d.h., gibt es ein λ ∈ R∗

+ mit

‖f(t, x)− f(t, y)‖Rn ≤ λ‖x− y‖Rn ∀t ∈ I, x, y ∈ U,
so kann man zeigen, dass das Anfangswertproblem eine eindeutige
Lösung besitzt (Satz von Picard-Lindelöf) (s. Satz XI.1.7). Der
Beweis beruht auf dem Banachschen Fixpunktsatz angewandt auf den
Operator L aus dem Beweis von Satz X.7.15.



KAPITEL XI

Gewöhnliche Differentialgleichungen

In diesem Kapitel geben wir einen kurzen Einblick in die Theorie
gewöhnlicher Differentialgleichungen. Zunächst beweisen wir einige ein-
fache Existenz-, Eindeutigkeits- und Fortsetzbarkeitssätze. Dann stel-
len wir an Hand von Beispielen die wichtigsten elementaren Lösungs-
methoden vor. Anschließend zeigen wir die stetige bzw. differenzierba-
re Abhängigkeit der Lösung eines Anfangswertproblems von den An-
fangswerten. Zum Abschluss geben wir einen kurzen Einblick in die
Stabilitätstheorie, d.h. über das Langzeitverhalten von Lösungen von
Differentialgleichungen unter dem Einfluss kleiner Störungen.

XI.1. Existenz- und Eindeutigkeitssätze

Im Folgenden bezeichnen stets I ⊂ R ein nicht leeres offenes Inter-
vall und U ⊂ Rn, n ∈ N∗, eine nicht leere offene Menge. ‖ · ‖ ist eine
beliebige Norm auf Rn.

Definition XI.1.1. (1) Seien k ∈ N∗, V ⊂ Rkn eine nicht leere
offene Menge und f : I × V → Rn eine Funktion. Dann heißt das
Problem

Finde y ∈ Ck(I,Rn) mit

y(k)(t) = f
(
t, y(t), . . . , y(k−1)(t)

)
, t ∈ I

(D)

eine gewöhnliche Differentialgleichung k-ter Ordnung auf
I. Ist speziell k = 1, so sprechen wir einfach von einer gewöhnlichen
Differentialgleichung (gDgl).
(2) Seien t0 ∈ I und v0 = (v0,0, . . . , v0,k−1) ∈ V . Dann heißt (D)
zusammen mit den Bedingungen

(A) y(t0) = v0,0, . . . , y(k−1)(t0) = v0,k−1

ein Anfangswertproblem (AWP).
(3) Eine gDgl bzw. ein AWP heißen autonom, wenn die Funktion f
nicht von der Variablen t abhängt.

Bemerkung XI.1.2. (1) Eine gDgl k-ter Ordnung, k ≥ 2, kann
stets in eine äquivalente gDgl erster Ordnung auf Rnk umformuliert
werden. Um dies einzusehen, setze

z(t) =
(
z0(t), . . . , zk−1(t)

)
=
(
y(t), y′(t), . . . , y(k−1)(t)

)
∈ Rnk

429
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und

F (t, z(t)) =
(
z1(t), . . . , zk−1(t), f(t, z0(t), . . . , zk−1(t))

)
∈ Rnk.

Dann ist offensichtlich y genau dann eine Lösung von (D), wenn z eine
Lösung von

z′(t) = F (t, z(t)) , t ∈ I
ist. Aus diesem Grunde betrachten wir im Folgenden nur gewöhnliche
Differentialgleichungen erster Ordnung.
(2) Eine gDgl kann stets in eine äquivalente autonome gDgl umformu-
liert werden. Um dies anzusehen, setze

z(s) = (y(s), s) ∈ Rn+1

und

F (z) = F
(
(y(s), s)

)
=
(
f(s, y(s)), 1

)
∈ Rn+1.

Dann ist y genau dann eine Lösung von (D), wenn z eine Lösung von

z′(s) = F (z(s)), s ∈ I
ist.

Beispiel XI.1.3. (1) (Populationsdynamik) y(t) beschreibe die
Größe einer Population zur Zeit t > 0. Die relative zeitliche Änderung
der Populationsgröße sei eine bekannte Funktion r der Zeit und der
aktuellen Populationsgröße. Diese Annahmen führen auf die gDgl

y′(t) = r(t, y(t))y(t) , t > 0.

Wichtige Spezialfälle sind die des unbeschränkten Wachstums

r(t, y(t)) = α > 0 ∀t > 0

und des beschränkten Wachstums

r(t, y(t)) = α(y∗ − y(t)) ∀t > 0

mit α > 0, y∗ > 0. y∗ spielt die Rolle einer Grenzpopulation, deren
Überschreiten zum Absterben der Population führt (vgl. Beispiel XI.2.5
(S. 444)).
(2) (Räuber-Beute-Modell) x(t) und y(t) beschreiben die Größe
einer Räuber- bzw. Beutepopulation zur Zeit t > 0. Die Räuberpopula-
tion lebe ausschließlich von der Beutepopulation, ihre Reproduktions-
rate sei proportional zur Größe der Beutepopulation und bei fehlender
Beute sei ihre relative Sterberate konstant. Die Beutepopulation habe
bei fehlenden Räubern eine konstante relative Wachstumsrate und ihre
Sterberate sei proportional zur aktuellen Größe der Räuberpopulation.
Diese Annahmen führen zu der gDgl

x′ = −α1x+ β1xy

y′ = α2y − β2xy
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mit α1, β1, α2, β2 ∈ R∗
+ (vgl. Beispiel XI.2.2 (S. 440)).

(3) (Chemische Reaktionskinetik) Zwei Ausgangsstoffe A und B
mögen zu einem Endprodukt C reagieren, u(t) beschreibe die Konzen-
tration von C zur Zeit t > 0. Die Änderung dieser Konzentration sei
proportional zu der aktuellen Konzentration von A und B. Wenn a und
b die Anfangskonzentrationen von A und B bezeichnen, führen diese
Annahmen auf das AWP

u′(t) = r(a− u(t))(b− u(t)) , t > 0

u(0) = 0

mit r > 0 (vgl. Beispiel XI.2.4 (S. 443)).
(4) (Federschwingung) Die vertikale Schwingung z(t) einer Feder
mit Masse m > 0 wird nach den Newtonschen Kraftgesetzen durch die
gDgl 2. Ordnung

mz′′(t) = −kz(t)− rz′(t) , t > 0

beschrieben. Dabei ist −kz(t), k > 0, die Rückstellkraft der Feder und
−rz′(t), r ≥ 0, die Reibungskraft. Die äquivalente gDgl 1. Ordnung
lautet

z′(t) = v(t)

v′(t) = − k
m
z(t)− r

m
v(t).

Dabei ist v(t) die Geschwindigkeit der Auslenkung.
(5) (Einfluss des Luftwiderstandes) Ein Fahrzeug der Masse
m > 0 werde durch die konstante Kraft K > 0 beschleunigt. Der Luft-
widerstand sei proportional zum Quadrat der Geschwindigkeit. Dann
führen die Newtonschen Kraftgesetze auf die gDgl 2. Ordnung

mx′′(t) = K − rx′(t)2

mit r > 0. Bezeichnet v(t) die Geschwindigkeit, lautet die äquivalente
gDgl 1. Ordnung

x′(t) = v(t)

mv′(t) = K − rv(t)2

(vgl. Beispiel XI.2.6 (S. 444)).

Wir wollen einen Existenz- und Eindeutigkeitssatz für die Lösungen
von AWPen beweisen. Dazu benötigen wir einige Vorbereitungen.

Definition XI.1.4. Die Funktion f ∈ C(I ×U,Rn) heißt gleich-
mäßig Lipschitz-stetig auf I×U bzgl. U , wenn es ein L ∈ R+, die
sog. Lipschitz-Konstante, gibt mit

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L‖x− y‖ ∀t ∈ I, x, y ∈ U.
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f heißt Lipschitz-stetig auf I×U bzgl. U , wenn es zu jedem (t0, x0) ∈
I×U eine Umgebung J×V ∈ U

(
(t0, x0)

)
gibt, derart dass f auf J×V

gleichmäßig Lipschitz-stetig ist bzgl. V .

Bemerkung XI.1.5. (1) Ist f ∈ C(I × U,Rn) bzgl. der Variablen
x differenzierbar und Dxf ∈ C(I × U,L(Rn,Rn)), so ist f auf I × U
bzgl. U Lipschitz-stetig.
(2) Ist f ∈ C(I×U,Rn) Lipschitz-stetig auf I×U bzgl. U und J×K ⊂
I × U kompakt, so ist f auf J ×K gleichmäßig Lipschitz-stetig bzgl.
K.
(3) Ist f ∈ C1(U,Rn), so ist f Lipschitz-stetig (auf U bzgl. U). Ist f ∈
C(U,Rn) Lipschitz-stetig und K ⊂ U kompakt, so ist f gleichmäßig
Lipschitz-stetig auf K.

Beweis. ad (1): Sei (t0, x0) ∈ I × U beliebig und ε > 0 so, dass

[t0−ε, t0+ε]×B(x0, ε) ⊂ I×U ist. Da [t0−ε, t0+ε]×B(x0, ε) kompakt
und Dxf ∈ C(I × U,L(Rn,Rn)) ist, existiert

M = max
|t−t0|≤ε

max
x∈B(x0,ε)

‖Dxf(t, x)‖L(Rn,Rn).

Für alle t ∈ |t0 − ε, t0 + ε| und alle x, y ∈ B(x0, ε) folgt dann mit Satz
VII.3.7(1) (S. 228)

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤M‖x− y‖.
ad (2): Ist offensichtlich.
ad (3): Ist offensichtlich. �

Satz XI.1.6 (Lemma von Gronwall). Seien α, β, u ∈ C(I,R+)
und t0 ∈ I mit

u(t) ≤ α(t) +
∣∣∣∫ t

t0

β(s)u(s)ds
∣∣∣ ∀t ∈ I.

Dann gilt

u(t) ≤ α(t) +
∣∣∣∫ t

t0

α(s)β(s)e|
R t
s β(σ)dσ)|ds

∣∣∣ ∀t ∈ I.
Beweis. Sei

v(t) =

∫ t

t0

β(s)u(s)ds ∀t ∈ I.

Aus den Voraussetzungen folgt, dass v stetig differenzierbar ist und die
Ungleichung

v′(t) = β(t)u(t)

≤ β(t)α(t) + β(t)
∣∣∣∫ t

t0

β(s)u(s)ds
∣∣∣

= β(t)α(t) + sgn(t− t0)β(t)v(t) ∀t ∈ I
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erfüllt. Multiplikation dieser Ungleichung mit

γ(t) = e
−|

R t
t0
β(s)ds|

= e
−

R t
t0

sgn(s−t0)β(s)ds

liefert

γ(t)v′(t) ≤ α(t)β(t)γ(t) + sgn(t− t0)β(t)γ(t)v(t)

= α(t)β(t)γ(t)− γ′(t)v(t) ∀t ∈ I

und somit

(γv)′ ≤ αβγ auf I.

Integration von t0 bis t ∈ I liefert wegen v(t0) = 0

sgn(t− t0)γ(t)v(t) ≤ sgn(t− t0)
∫ t

t0

α(s)β(s)γ(s)ds

und somit∣∣∣∫ t

t0

β(s)u(s)ds
∣∣∣ = sgn(t− t0)v(t)

≤ sgn(t− t0)
∫ t

t0

α(s)β(s)γ(s)γ(t)−1ds

=
∣∣∣∫ t

t0

α(s)β(s)e|
R t
s β(σ)dσ|ds

∣∣∣ ∀t ∈ I.
Hieraus folgt die Behauptung. �

Satz XI.1.7 (Satz von Picard-Lindelöf). Sei f ∈ C(I×U,Rn)
auf I×U bzgl. U Lipschitz-stetig. Dann gibt es zu jedem (t0, x0) ∈ I×U
ein ε > 0, so dass das AWP

x′ = f(t, x) auf (t0 − ε, t0 + ε)

x(t0) = x0

eine eindeutige Lösung x ∈ C1((t0 − ε, t0 + ε),Rn) hat.

Beweis. 1. Variante: Aus dem Existenzsatz von Peano, Satz
X.7.15 (S. 426), folgt, dass das AWP mindestens eine Lösung hat. Seien
x, y ∈ C1((t0 − ε, t0 + ε),Rn) zwei Lösungen des AWP. Indem wir ε
nötigenfalls verkleinern, folgt aus der Lipschitz-Stetigkeit von f

‖x(t)− y(t)‖ =
∥∥∥∫ t

t0

f(s, x(s))− f(s, y(s))ds
∥∥∥

≤
∣∣∣∫ t

t0

‖f(s, x(s))− f(s, y(s))‖ds
∣∣∣

≤
∣∣∣∫ t

t0

L‖x(s)− y(s)‖ds
∣∣∣ ∀|t− t0| < ε.
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Diese Abschätzung und Satz XI.1.6 mit α = 0 und β = L beweisen die
behauptete Eindeutigkeit.
2. Variante: Seien ε0 > 0 und R > 0, so dass [t0 − ε0, t0 + ε0] ×
B(x0, R) ⊂ I ×U ist und f auf [t0− ε0, t0 + ε0]×B(x0, R) gleichmäßig

Lipschitz-stetig ist bzgl. B(x0, R). Sei L die Lipschitz-Konstante von f
und

M = max
|t−t0|≤ε0

max
x∈B(x0,R)

‖f(t, x)‖.

Setze

ε = min
{
ε0,

R

M

}
.

Sei X = C([t0− ε, t0 + ε],Rn) und K = B‖·‖∞(x0, R). Dabei bezeichnet
‖ · ‖∞ die Maximumsnorm auf X und x0 die konstante Funktion mit
Wert x0. Durch

‖x‖L = max
|t−t0|≤ε

∥∥∥e−L|t−t0|x(t)∥∥∥
wird dann eine Norm auf X definiert, bzgl. derer X vollständig und
K abgeschlossen ist (Beweis Übungsaufgabe!). Definiere die Abbildung
Φ : X → X wie im Beweis von Satz X.7.15 (S. 426) durch

Φx(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, x(s))ds ∀|t− t0| ≤ ε.

Offensichtlich ist x ein Fixpunkt von Φ genau dann, wenn x das AWP
löst. Für x, y ∈ X folgt

‖Φx(t)− x0‖ =
∥∥∥∫ t

t0

f(s, x(s))ds
∥∥∥

≤M |t− t0|
≤Mε

≤ R

und∥∥∥e−L|t−t0|[Φx(t)− Φy(t)]
∥∥∥ =

∥∥∥e−L|t−t0| ∫ t

t0

f(s, x(s))− f(s, y(s))ds
∥∥∥

≤ e−L|t−t0| sgn(t− t0)

·
∫ t

t0

‖f(s, x(s))− f(s, y(s))‖ds

≤ e−L|t−t0| sgn(t− t0)
∫ t

t0

L‖x(s)− y(s)‖ds

≤ sgn(t− t0)
∫ t

t0

e−L|t−t0|LeL|s−t0|‖x− y‖Lds

= (1− e−L|t−t0|)‖x− y‖L
≤ (1− e−Lε)‖x− y‖L.
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Also ist Φ eine Kontraktion auf K mit Kontraktionsrate κ = 1− e−Lε.
Damit folgt die Behauptung aus dem Banachschen Fixpunktsatz, Satz
IV.4.3 (S. 137). �

Bemerkung XI.1.8. Bemerkung X.7.16(1) (S. 427) zeigt, dass man
ohne die vorausgesetzte Lipschitz-Stetigkeit i. a. nicht die Eindeutigkeit
der Lösung des AWP erwarten kann. Bemerkung X.7.16(2) (S. 427)
zeigt, dass man unter den Voraussetzungen von Satz XI.1.7 i. a. nur
die lokale Existenz der Lösung des AWP erwarten kann. Satz XI.1.7
zeigt, dass es nicht immer ratsam ist, eine nicht autonome gDgl in
die äquivalente autonome gDgl umzuformen. Für die nicht autonome
gDgl benötigen wir nämlich nur Lipschitz-Stetigkeit bzgl. x, für die
äquivalente autonome gDgl dagegen Lipschitz-Stetigkeit bzgl x und t.

Satz XI.1.9 (Globaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz).
Sei f ∈ C(I × U,Rn) auf I × U bzgl. U Lipschitz-stetig. Dann exis-
tiert für jedes (t0, x0) ∈ I × U genau eine nicht fortsetzbare Lösung
u(·; t0, x0) ∈ C1(I(t0, x0), U) des AWP

x′ = f(t, x)

x(t0) = x0.
(∗)

Das maximale Existenzintervall I(t0, x0) ist offen, d.h.

I(t0, x0) = (t−(t0, x0), t
+(t0, x0)),

und es gilt entweder

t− = t−(t0, x0) = inf I bzw. t+ = t+(t0, x0) = sup I

oder

lim
t→t±∓0

min{dist(u(t; t0, x0), ∂U), ‖u(t; t0, x0)‖−1} = 0.

Dabei ist

dist(z, ∅) = +∞
und für eine nicht leere abgeschlossene Menge A

dist(z, A) = inf{‖z − y‖ : y ∈ A}.

Beweis. 1. Schritt: Sei (t0, x0) ∈ I ×U beliebig und im Folgen-
den fest. Wegen Satz XI.1.7 existiert ein ε1 > 0, so dass das AWP (∗)
eine eindeutige Lösung u auf I1 = [t0 − ε1, t0 + ε1] hat. Wegen Satz
XI.1.7 existiert weiter ein ε2 > 0, so dass das AWP

x′ = f(t, x)

x(t0 + ε1) = u(t0 + ε1)

eine eindeutige Lösung v auf I1,2 = [t0 + ε1 − ε2, t0 + ε1 + ε2] besitzt.
Aus dem Beweis von Satz XI.1.7 folgt, dass auf I1 ∩ I1,2 gilt u = v.
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Folglich ist die durch

u1 =

{
u auf I1,

v auf I1,2,

auf I1 ∪ I1,2 definierte Funktion eine Lösung des AWP (∗), die u echt
fortsetzt. Da wir ganz analog für t0 − ε1 argumentieren können, zeigt
dies, dass u echt nach links und rechts fortgesetzt werden kann.
2. Schritt: Wegen des 1. Schrittes ist folgende Definition sinnvoll

t+ = t+(t0, x0) = sup{β ∈ I : (∗) hat eine Lösung auf [t0, β]},
t− = t−(t0, x0) = inf{β ∈ I : (∗) hat eine Lösung auf [β, t0]}.

Dann existiert genau eine Lösung u = u(·; t0, x0) ∈ C1((t−, t+), U) von
(∗) und u kann nicht fortgesetzt werden. Das maximale Existenzinter-
vall I(t0, x0) = (t−, t+) ist offen, da wir sonst das Fortsetzungsargu-
ment aus Schritt 1 auf (t+, u(t+; t0, x0)) bzw. (t−, u(t−; t0, x0)) anwen-
den könnten.
3. Schritt: Wir nehmen an, dass t+ < sup I ist, und wollen zeigen,
dass

(∗∗) lim
t→t+−0

min{dist(u(t), ∂U), ‖u(t)‖−1} = 0

ist. Wir nehmen dazu an, dass (∗∗) falsch ist. Dann gibt es ein ε > 0
und eine Folge (tn)n∈N mit tn < t+ für alle n ∈ N, lim

n→∞
tn = t+ und

‖u(tn)‖ ≤
1

2ε
und dist(u(tn); ∂U) ≥ 2ε ∀n ∈ N.

Dabei ist o.E. ε2 ≤ 1
2
. Sei

M = max{‖f(t, x)‖ : t0 ≤ t ≤ t+, ‖x− x0‖ ≤
1

ε
, dist(x, ∂U) ≥ ε}

und 0 < δ < ε
M

.
Beh.: Für alle n ∈ N und alle s ∈ [0,min{δ, t+ − tn}] gilt

‖u(tn + s)‖ < 1

ε
und dist(u(tn + s), ∂U) > ε.

Bew. der Beh.: Angenommen, die Beh. ist falsch. Dann gibt es ein
k ∈ N∗ und ein β ∈ (0,min{δ, t+ − tk}] mit ‖u(tk + s)‖ ≤ 1

ε
und

dist(u(tk + s), ∂U) ≥ ε für alle 0 ≤ s ≤ β und

‖u(tk + β)‖ =
1

ε
oder dist(u(tk + β), ∂U) = ε.

Dann folgt

‖f(tk + s, u(tk + s))‖ ≤M ∀0 ≤ s ≤ β

und somit

‖u(tk + β)− u(tk)‖ =
∥∥∥∫ tk+β

tk

f(s, u(s))ds
∥∥∥

≤Mβ
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≤ δM

< ε.

Folglich gilt

‖u(tk + β)‖ ≤ ε+ ‖u(tk)‖ ≤ ε+
1

2ε
<

1

ε

wegen ε2 ≤ 1
2

und

dist(u(tk + β), ∂U) ≥ dist(u(tk), ∂U)− ‖u(tk + β)− u(tk)‖
> 2ε− ε
= ε.

Dies ist ein Widerspruch zur Wahl von ε.
Wegen der Beh. gilt für alle k ∈ N mit t+−tk ≤ δ und alle s, t ∈ [tk, t

+)
die Abschätzung

‖u(t)− u(s)‖ =
∥∥∥∫ t

s

f(τ, u(τ))dτ
∥∥∥

≤M |t− s|.

Ist also (t′n)n∈N eine beliebige Folge mit t′n < t+ für alle n ∈ N und
lim
n→∞

t′n = t+, so zeigt dies, dass (u(t′n))n∈N eine Cauchyfolge ist und

somit gegen ein y ∈ Rn konvergiert. Da dist(u(t), ∂U) ≥ ε ist für
alle t hinreichend nahe bei t+, folgt y ∈ U . Ebenso folgt aus obiger
Abschätzung, dass

lim
n→∞

∫ t′n

t0

f(s, u(s))ds

existiert. Sei nun (t′′n)n∈N eine andere Folge mit t′′n < t+ für alle n ∈ N
und lim

n→∞
t′′n = t+. Dann folgt mit den gleichen Argumenten

u(t′′n) −→
n→∞

z ∈ U.

Aus obiger Abschätzung folgt

‖y − z‖ = lim
n→∞

‖u(t′n)− u(t′′n)‖

≤M lim
n→∞

|t′n − t′′n|

= 0.

Also gilt

y = lim
t→t+−0

u(t).

Ganz analog folgt, dass

lim
t→t+−0

∫ t

t0

f(s, u(s))ds =

∫ t+

t0

f(s, u(s))ds
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gilt, d.h. dass rechts stehende uneigentliche Integral existiert. Definiere

v(t) =

{
u(t) für t− < t < t+,

y für t = t+.

Dann folgt v ∈ C((t−, t+], U) und

v(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, v(s))ds ∀t− < t ≤ t+.

Also ist v eine Lösung des AWP (∗), die u fortsetzt. Dies ist ein Wi-
derspruch. Also gilt t+ = sup I oder

lim
t→t+−0

min{dist(u(t), ∂U), ‖u(t)‖−1} = 0.

Ganz analog verfahren wir für t−. �

Bemerkung XI.1.10. Die Bezeichnungen und Voraussetzungen sei-
en wie in Satz XI.1.9. Definiere

γ+(t0, x0) = {u(t; t0, x0) : t ∈ [t0, t
+(t0, x0))},

γ−(t0, x0) = {u(t; t0, x0) : t ∈ (t−(t0, x0), t0]}.

Dann gilt:

(1) Ist γ± beschränkt, so ist t+ = sup I bzw. t− = inf I oder es
gilt dist(u(t; t0, x0), ∂U)→ 0 für t→ t± ∓ 0. D.h., die Lösung
existiert entweder für alle Zeiten oder sie läuft gegen den Rand
von U .

(2) Ist γ± in einer kompakten Menge enthalten, so ist t+ = sup I
bzw. t− = inf I.

Bemerkung XI.1.11. Die Funktion f sei linear beschränkt, d.h. es
gebe α, β ∈ C(I,R+) mit

‖f(t, x)‖ ≤ α(t)‖x‖+ β(t) ∀(t, x) ∈ I × U.

Dann folgt aus dem Lemma von Gronwall, Satz XI.1.6, dass jede Lösung
von x′ = f(t, x) beschränkt ist auf beschränkten Intervallen. Ist insbe-
sondere U = Rn, so besitzt das AWP x′ = f(t, x), x(t0) = x0 für alle
t0 ∈ I, x0 ∈ Rn eine eindeutige globale Lösung.

XI.2. Elementare Lösungsmethoden

Beispiel XI.2.1 (Exakte gDgl, integrierender Faktor).
Sei U ⊂ R2 offen, nicht leer, P,Q ∈ C1(U,R) und (x0, y0) ∈ U mit
Q(x0, y0) 6= 0. Wir betrachten das AWP

y′(x) = −P (x, y(x))

Q(x, y(x))

y(x0) = y0

(XI.2.1)
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oder äquivalent

Q(x, y(x))y′(x) + P (x, y(x)) = 0

y(x0) = y0.

Sei

α = Pdx+Qdy.

Wir nehmen zunächst an, α sei geschlossen, d.h.

dα = 0 ⇐⇒ ∂P

∂y
=
∂Q

∂x
.

Dann gibt es in einer Umgebung V von (x0, y0) in U eine Funktion
F ∈ C2(V,R2) mit

α = dF ⇐⇒ P =
∂F

∂x
,Q =

∂F

∂y
.

O.E. können wir F so wählen, dass F (x0, y0) = 0 ist (F ist eindeutig
bis auf eine additive Konstante!). Wegen Q(x0, y0) = ∂F

∂y
(x0, y0) 6= 0

folgt aus dem Satz über implizite Funktionen, Satz VII.5.9 (S. 249),
dass die Menge

N0 = {(x, y) ∈ V : F (x, y) = 0}

in einer Umgebung von (x0, y0) als Graph einer Funktion y von x
dargestellt werden kann. Es gibt also ein ε > 0 und eine Funktion
y ∈ C1((x0 − ε, x0 + ε),R) mit

F (x, y(x)) = 0 ∀|x− x0| < ε und y(x0) = y0.

Aus der Kettenregel folgt, dass y das AWP (XI.2.1) löst. Andererseits
erfüllt Problem (XI.2.1) die Voraussetzungen von Satz XI.1.7 (S. 433),
so dass y die eindeutige Lösung ist. Die Lösung von Problem (XI.2.1)
ist also durch die Niveaulinie einer Stammfunktion F von α bestimmt.
Da α = dF , d.h. α exakt ist, nennt man Problem (XI.2.1) eine exakte
gDgl.
Wir betrachten nun den Fall dα 6= 0. Wir nehmen an, dass es eine Funk-
tion M ∈ C1(U,R) gibt, so dass αM geschlossen ist. M heißt dann ein
integrierender Faktor. M muss die partielle Differentialgleichung

∂

∂y
(MP ) =

∂

∂x
(MQ)

⇐⇒ Q
∂M

∂x
− P ∂M

∂y
= M

{∂P
∂y
− ∂Q

∂x

}
erfüllen. Da αM geschlossen ist, gibt es wieder eine Umgebung V von

(x0, y0) in U und eine Stammfunktion F̃ von αM , d.h.

αM = dF̃ ⇐⇒ MP =
∂F̃

∂x
,MQ =

∂F̃

∂y
.
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Wie oben folgt daher, dass die Lösung von Problem (XI.2.1) durch die

Niveaulinie von F̃ , auf der (x0, y0) liegt, gegeben ist.

Beispiel XI.2.2 (Räuber-Beute-Modell). Wir betrachten das
AWP aus Beispiel XI.1.3(2) (S. 430)

x′ = −α1x+ β1xy

y′ = α2y − β2xy

x(0) = x0

y(0) = y0

(XI.2.2)

mit α1, α2, β1, β2, x0, y0 ∈ R∗
+. Die Funktion f : R∗

+ × R∗
+ → R2 mit

f(x, y) = (−α1x + β1xy, α2y − β2xy) ist offensichtlich C∞ und erfüllt
wegen Bemerkung XI.1.5 (S. 432) die Voraussetzungen von Satz XI.1.7
(S. 433). Also gibt es ein ε > 0, so dass Gleichung (XI.2.2) eine eindeu-
tige Lösung (x, y) ∈ C1((0, ε),R∗

+×R∗
+) besitzt. Multiplizieren wir die

erste Gleichung von Gleichung (XI.2.2) mit α2y − β2xy und die zweite
mit α1x− β1xy und addieren beide Gleichungen, so folgt

y(α2 − β2x)x
′ + x(α1 − β1y)y

′ = 0.

Die Differentialform α = y(α2 − β2x)dx + x(α1 − β1y)dy ist nicht ge-
schlossen. Wie man leicht nachprüft, ist aber 1

xy
ein integrierender Fak-

tor und

(xy)−1α = (α2x
−1 − β2)dx+ (α1y

−1 − β1)dy = df

mit
f(x, y) = α2 lnx− β2x+ α1 ln y − β1y.

Aus Beispiel XI.2.1 folgt daher, dass die Lösung von Gleichung (XI.2.2)
auf einer geeigneten Niveaulinie von f liegt. Da exp : R → R∗

+ ein
Homöomorphismus ist, können wir äquivalent die Niveaulinien von

F = exp ◦f =
xα2

eβ2x
· y

α1

eβ1y
= ϕ(x) · ψ(y)

betrachten. Sei also c ∈ R∗
+ und

Nc = {(x, y) ∈ R2 : F (x, y) = c}.
Offensichtlich haben die Funktionen ϕ und ψ folgende Eigenschaften:

(1) ϕ(0) = ψ(0) = 0,
(2) lim

z→∞
ϕ(z) = lim

z→∞
ψ(z) = 0,

(3) Mϕ = sup
z∈R+

ϕ(z) = ϕ(
α2

β2

),

(4) Mψ = sup
z∈R+

ψ(z) = ψ(
α1

β1

),

(5) zu jedem µ ∈ (0,Mϕ) bzw. µ ∈ (0,Mψ) gibt es genau zwei
Zahlen z−ϕ,µ <

α2

β2
< z+

ϕ,µ bzw. z−ψ,µ <
α1

β1
< z+

ψ,µ mit ϕ(z±ϕ,µ) = µ

bzw. ψ(z±ψ,µ) = µ.
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Hieraus folgt unmittelbar:

(1) Ist c > MϕMψ, so ist Nc = ∅.
(2) Ist c = MϕMψ, so ist Nc = {(α2

β2
, α1

β1
)}.

(3) Ist c < MϕMψ, so ist Nc eine geschlossene ellipsenförmige Kur-
ve, die in dem Rechteck[

z−
ϕ,cM−1

ψ

, z+

ϕ,cM−1
ψ

]
×
[
z−
ψ,cM−1

ϕ
, z+

ψ,cM−1
ϕ

]
liegt.

Für die Lösung von Gleichung (XI.2.2) bedeutet dies wegen Bemerkung
XI.1.10(2) (S. 438):

(1) Ist (x0, y0) = (α2

β2
, α1

β1
), so ist (x(t), y(t)) für alle t ≥ 0 konstant.

(2) Ist (x0, y0) 6= (α2

β2
, α1

β1
), so existiert die Lösung von Gleichung

(XI.2.2) für alle t ≥ 0 und liegt auf der Niveaulinie NF (x0,y0).

Wir wollen zeigen, dass im Fall (2) die Lösung des AWP (XI.2.2) peri-
odisch ist, d.h., dass es ein T > 0 gibt mit

(∗) (x(t+ T ), y(t+ T )) = (x(t), y(t)) ∀t ∈ R.
Dazu setzen wir C = F (x0, y0) und bezeichnen mit

γ0 = {(x(t), y(t)) : t ∈ R}
die Trajektorie der Lösung von Gleichung (XI.2.2) zum Anfangswert
(x0, y0). Dann ist gemäß obigem γ0 ⊂ NC . Aus Satz XI.1.7 (S. 433)
folgt, dass γ0 relativ offen ist in NC . Sei nun (x1, y1) ∈ NC\γ0. Dann
besitzt das AWP (XI.2.2) eine eindeutige Lösung zum Anfangswert
(x1, y1). Für die zugehörige Trajektorie γ1 gilt wegen Satz XI.1.7 (S.
433) γ1 ∩ γ0 = ∅ und γ1 ist relativ offen in NC . Also ist γ0 auch relativ
abgeschlossen in NC . Da NC zusammenhängend ist, folgt γ0 = NC .
Also gibt es ein T > 0 mit

(x(T ), y(T )) = (x0, y0) = (x(0), y(0)).

Hieraus und aus Satz XI.1.7 (S. 433) folgt dann die Beziehung (∗).
Mit Hilfe der Periode T können wir den Mittelwert der Räuber- bzw.
Beutepopulation durch

x =
1

T

∫ T

0

x(t)dt , y =
1

T

∫ T

0

y(t)dt

definieren. Dividieren wir die erste bzw. zweite Gleichung von Problem
(XI.2.2) durch x bzw. y und integrieren wir beide Gleichungen von 0
bis T , so erhalten wir wegen der Periodizität

0 = lnx(T )− lnx(0)

=

∫ T

0

x′(t)

x(t)
dt

=

∫ T

0

(−α1 + β1y(t))dt
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= −α1T + β1Ty

und

0 = ln y(T )− ln y(0)

=

∫ T

0

y′(t)

y(t)
dt

=

∫ T

0

(α2 − β2x(t))dt

= α2T − β2Tx.

Also gilt für die Mittelwerte der Populationen

x =
α2

β2

, y =
α1

β1

,

d.h., die mittlere Populationsdichte der Räuberspezies (Beutespezies)
hängt nur von dem Verhältnis der relativen Geburts- und Sterberaten
der Beutespezies (Räuberspezies) ab. Dies hat eine interessante Konse-
quenz: Nehmen wir an, wir wollen die Beutespezies künstlich durch ein
Gift reduzieren, das - als Nebenwirkung - auch die Räuberspezies an-
greift. Dann müssen wir in Gleichung (XI.2.2) α1 und α2 durch α1 + ε1

bzw. α2− ε2 mit ε1, ε2 > 0 ersetzen. Falls das Gift so schwach ist, dass
α2 − ε2 > 0 ist, können wir unsere bisherigen Überlegungen anwenden
und erhalten die neuen Mittelwerte

x =
α2 − ε2

β2

, y =
α1 + ε1

β1

.

D.h., unser Eingriff ist kontraproduktiv und die Beutespezies nimmt
im Mittel sogar zu.

Beispiel XI.2.3 (Trennung der Variablen). Seien I ⊂ R, J ⊂
R offene, nicht leere Intervalle, f ∈ C(I,R), g ∈ C(J,R) und x0 ∈ I,
y0 ∈ J mit g(y0) 6= 0. Dann betrachten wir das AWP

y′ = f(x)g(y) auf I

y(x0) = y0.
(XI.2.3)

Dies ist ein Spezialfall von Beispiel XI.2.1 mit U = I × J und

P (x, y) = f(x) , Q(x, y) = − 1

g(y)
.

Offensichtlich ist die zugehörige Differentialform

α = f(x)dx− 1

g(y)
dy

geschlossen und hat die Stammfunktion

F (x, y) =

∫ x

x0

f(u)du−
∫ y

y0

1

g(v)
dv
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mit F (x0, y0) = 0. Daher ist die Lösung von Gleichung (XI.2.3) in einer
Umgebung von x0 gegeben durch die Niveaulinie

N0 = {(x, y) ∈ R2 : F (x, y) = 0}.
Wegen Satz VII.5.9 (S. 249) und Satz IV.2.11 (S. 124) können wir die
Lösung in einer Umgebung von x0 darstellen als

y(x) = ϕ−1 ◦ ψ(x)

mit

ψ(x) =

∫ x

x0

f(u)du,

ϕ(y) =

∫ y

y0

1

g(v)
dv.

Beispiel XI.2.4 (Chemische Reaktionskinetik). Wir betrach-
ten das AWP

u′ = r(a− u)(b− u) , t > 0

u(0) = 0
(XI.2.4)

aus Beispiel XI.1.3(3) (S. 430) mit r, a, b ∈ R∗
+. Dies ist eine Gleichung

mit getrennten Veränderlichen wie in Beispiel XI.2.3 mit

f(x) = r , g(y) = (a− y)(b− y).
Wir betrachten zunächst den Fall a 6= b. Durch elementare Integration
bzw. Partialbruchzerlegung folgt

ψ(x) =

∫ x

0

rdu

= rx

ϕ(y) =

∫ y

0

1

(a− v)(b− v)
dv

=
1

a− b

∫ y

0

[ 1

b− v
− 1

a− v

]
dv

=
1

a− b

[
ln
(a− y
b− y

)
− ln

(a
b

)]
.

Also lautet die Lösung von Gleichung (XI.2.4)

u(t) = ab
1− er(a−b)t

b− aer(a−b)t
.

Insbesondere folgt durch elementare Rechnung

lim
t→∞

u(t) = min{a, b}.

Betrachte nun den Fall a = b. Dann folgt

ψ(x) = rx
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ϕ(y) =

∫ y

0

1

(a− v)2
dv

=
1

a− v
− 1

a
.

Also lautet die Lösung von Gleichung (XI.2.4)

u(t) = a− 1
1
a

+ rt
,

und es gilt wieder
lim
t→∞

u(t) = a.

Beispiel XI.2.5 (Populationsdynamik). Wir betrachten das
AWP

y′ = αy(y∗ − y) , t > 0

y(0) = y0

(XI.2.5)

aus Beispiel XI.1.3(1) (S. 430) mit α, y∗, y0 ∈ R∗
+. Beispiel XI.2.3 liefert

mit f(u) = α und g(v) = v(y∗ − v):

ψ(x) =

∫ x

0

αdu

= αx

ϕ(y) =

∫ y

y0

1

v(y∗ − v)
dv

=
1

y∗

∫ y

y0

[ 1

y∗ − v
+

1

v

]
dv

=
1

y∗

[
ln
∣∣∣ y

y∗ − y

∣∣∣− ln
∣∣∣ y0

y∗ − y0

∣∣∣].
Also lautet die Lösung von Gleichung (XI.2.5)

y(t) = y∗
y0e

αy∗t

y∗ − y0 + y0eαy
∗t
.

Insbesondere konvergiert y(t) für t→∞ gegen die Grenzpopulation y∗,
und zwar monoton wachsend, wenn y0 < y∗ ist, und monoton fallend,
wenn y0 > y∗ ist.

Beispiel XI.2.6 (Einfluss des Luftwiderstandes). Das AWP

v′ =
K

m
− r

m
v2

v(0) = 0
(XI.2.6)

aus Beispiel XI.1.3(5) (S. 430) kann wegen

K

m
− r

m
v2 =

(√K

m
−
√

r

m
v
)(√K

m
+

√
r

m
v
)
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= − r

m

(√K

r
− v
)(
−
√
K

r
− v
)

mit den gleichen Methoden gelöst werden wie Beispiel XI.2.4. Wir er-
halten die Lösung

v(t) =

√
K

r

1− e−2
√

Kr
m
t

1 + e−2
√

Kr
m
t

und

lim
t→∞

v(t) =

√
K

r
,

d.h., um eine Verdoppelung der Grenzgeschwindigkeit zu erhalten, muss
man die Antriebskraft vervierfachen oder den Luftwiderstand vierteln.

Beispiel XI.2.7 (Variation der Konstanten). Seien a, b ∈
C(R,R) und t0, x0 ∈ R. Wir betrachten das AWP

x′ = a(t)x+ b(t)

x(t0) = x0.
(XI.2.7)

Wegen Satz XI.1.7 (S. 433) und Bemerkung XI.1.11 (S. 438) besitzt
dieses AWP eine eindeutige Lösung x ∈ C1(R,R).
Zur Konstruktion dieser Lösung betrachten wir zunächst den Fall b = 0.
Da wegen Satz XI.1.7 (S. 433) das AWP

y′ = a(t)y

y(t1) = 0

für beliebiges t1 stets die eindeutige Lösung y = 0 besitzt, folgt für die
Lösung von Gleichung (XI.2.7) mit b = 0:

(1) x0 < 0 ⇐⇒ x(t) < 0 ∀t ∈ R,
(2) x0 = 0 ⇐⇒ x(t) = 0 ∀t ∈ R,
(3) x0 > 0 ⇐⇒ x(t) > 0 ∀t ∈ R.

Sei o.E. x0 > 0. Dann können wir Gleichung (XI.2.7) mit b = 0 durch
x(t) dividieren und erhalten

a(t) =
x′(t)

x(t)

=
d

dt
lnx(t)

und somit

lnx(t)− lnx0 =

∫ t

t0

a(s)ds

also

x(t) = x0 exp
{∫ t

t0

a(s)ds
}
.
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Offensichtlich ist dies auch die eindeutige Lösung in Fällen x0 = 0 und
x0 < 0.
Wir betrachten nun den Fall b 6= 0. Motiviert durch das Ergebnis im
Fall b = 0 machen wir den folgenden Ansatz, genannt Variation der
Konstanten:

x(t) = c(t) exp
{∫ t

t0

a(s)ds
}

mit c ∈ C1(R,R). Einsetzen in Gleichung (XI.2.7) liefert

x0 = x(t0) = c(t0)

und

b(t) = x′ − a(t)x

= c′ exp
{∫ t

t0

a(s)ds
}
.

Hieraus folgt

c′ = b(t) exp
{
−
∫ t

t0

a(s)ds
}

c(t0) = x0

und daher

c(t) = x0 +

∫ t

t0

b(s) exp
{
−
∫ s

t0

a(τ)dτ
}
ds.

Also lautet die Lösung von Gleichung (XI.2.7)

x(t) = x0 exp
{∫ t

t0

a(s)ds
}

+

∫ t

t0

b(s) exp
{∫ t

s

a(τ)dτ
}
ds.

Beispiel XI.2.8 (Autonome lineare Differentialgleichun-
gen). Seien A ∈Mn,n(R) und x0 ∈ Rn. Wir betrachten das AWP

x′ = Ax

x(0) = x0.
(XI.2.8)

Aus Satz XI.1.7 (S. 433) und Bemerkung XI.1.11 (S. 438) folgt, dass
es eine eindeutige globale Lösung x ∈ C1(R, Rn) besitzt.
Zur Konstruktion dieser Lösung überlegen wir uns zunächst, dass wir
o.E. eine komplexe Lösung von Gleichung (XI.2.8) betrachten können.
Sei nämlich z ∈ C1(R,Cn) eine Lösung von Gleichung (XI.2.8). Dann
folgt für u = Re z und v = Im z:

u, v ∈ C1(R,Rn),

u′ = Au,

u(0) = x0,

v′ = Av,
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v(0) = 0.

Aus Satz XI.1.7 (S. 433) und Bemerkung XI.1.11 (S. 438) folgt v(t) = 0
für alle t ∈ R, und u ist die eindeutige reelle Lösung von Gleichung
(XI.2.8).
Sei also z ∈ C1(R,Cn) die eindeutige Lösung von Gleichung (XI.2.8).
Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass wir A auf Jordansche
Normalform transformieren können. D.h., es gibt natürliche Zahlen
k, n1, . . . ,
nk ∈ N∗ mit n1 + . . . + nk = n und komplexe Zahlen λ1, . . . λk ∈ C
und eine reguläre Matrix U ∈Mn,n(C) mit

UAU−1 = J = diag(J(λ1), . . . , J(λk))

und

J(λi) =



λi falls ni = 1,
λi 1

. . . . . .
. . . 1

λi

 ∈Mni,ni(C), falls ni > 1.

Die Zahlen λ1, . . . , λk sind die Eigenwerte von A. Es ist ni > 1 genau
dann, wenn die algebraische Vielfachheit des Eigenwertes λi größer ist
als seine geometrische Vielfachheit. Setze

z̃ = Uz , z̃0 = Uz0.

Dann folgt

z̃′ = Uz′ = UAz

= Jz̃

z̃(0) = z̃0.

(XI.2.9)

Da J Block-diagonal ist, zerfällt das AWP (XI.2.9) in k voneinander
unabhängige (entkoppelte) AWPe in Rm der Form

w′ = J(λ)w

w(0) = w0

(XI.2.10)

mit λ = λi, m = ni für ein i ∈ N∗
k.

Sei zunächst m = 1. Dann folgt für die Lösung von Gleichung (XI.2.10)

w(t) = w0e
λt.

Insbesondere gilt:

(1) Reλ < 0 =⇒ lim
t→∞

w(t) = 0,

(2) Reλ = 0 =⇒ |w(t)| ist konstant für alle t ∈ R,
(3) Reλ > 0 =⇒ lim

t→∞
|w(t)| =∞ (sofern w0 6= 0).
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Sei nun m > 1. Dann gilt für die Komponenten w1, . . . , wm der Lösung
von Gleichung (XI.2.10):

w′m = λwm,

w′m(0) = w0,m,

w′l = λwl + wl+1,

wl(0) = w0,l, l = m− 1, . . . , 1.

Aus Beispiel XI.2.7 folgt daher rekursiv:

wm(t) = w0,me
λt,

wl(t) = w0,le
λt +

∫ t

0

wl+1(s)e
λ(t−s)ds , l = m− 1, . . . , 1.

Hieraus folgt durch Induktion für l ∈ N∗
m

wl(t) = eλt
m−l∑
j=0

w0,l+j
1

j!
tj.

Also gilt:

(4) Reλ < 0 =⇒ lim
t→∞

wl(t) = 0 ∀l ∈ N∗
m,

(5) Reλ ≥ 0 =⇒ lim
t→∞

{ m∑
l=1

|wl(t)|2
}1/2

=∞ (sofern w0 6= 0).

Setzen wir die Lösungen der AWPe (XI.2.10) geeignet zusammen und
transformieren zurück, erhalten wir die Lösung x = U−1z̃ von Glei-
chung (XI.2.8). Aus den Eigenschaften (1) – (5) folgt für das asympto-
tische Verhalten von x unabhängig vom Anfangswert x0:

• lim
t→∞

x(t) = 0, falls alle Eigenwerte von A negativen Realteil

haben,
• ‖x(t)‖ ist beschränkt, falls alle Eigenwerte von A nicht-positi-

ven Realteil haben und bei den Eigenwerten mit Realteil 0 die
geometrische und algebraische Vielfachheit übereinstimmen.

Insbesondere gilt stets lim
t→∞

x(t) = 0, falls A symmetrisch und negativ

definit ist.

XI.3. Stetigkeits- und Differenzierbarkeitssätze

Seien I ⊂ R ein offenes, nicht leeres Intervall, U ⊂ Rn, n ∈ N∗, eine
offene, nicht leere Menge und f ∈ C(I×U,Rn) auf I×U Lipschitz-stetig
bzgl. U . Aufgrund Satz XI.1.7 (S. 433) besitzt das AWP

x′ = f(t, x(t))

x(t0) = x0

für jedes (t0, x0) ∈ I × U in einer Umgebung von t0 eine eindeutige
Lösung x = x(t; t0, x0). Wir wollen zeigen, dass x(·; t0, x0) stetig und –
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unter zusätzlichen Annahmen an f – differenzierbar von x0 abhängt.
Dazu benutzen wir zunächst, dass aus dem Beweis von Satz XI.1.7 (S.
433) folgt, dass es zu jedem (t0, x0) ∈ I × U zwei Umgebungen J =
J(t0) ∈ U(t0) und V = V (x0) ∈ U(x0) mit den folgenden Eigenschaften
gibt:

(1) f ist gleichmäßig Lipschitz-stetig auf J × V .
(2) Zu jedem x1 ∈ V besitzt das AWP

x′ = f(t, x(t))

x(t0) = x1

eine eindeutige Lösung x(·; t0, x1) ∈ C1(J, V ) auf J .

Daher können wir durch ϕ(z) = x(·; t0, z) eine Abbildung ϕ : V →
C1(J, V ) definieren. Dann können wir unser Ziel wie folgt formulie-
ren: ϕ ∈ C(V,C(J, V )) bzw. – unter zusätzlichen Bedingungen an f –
ϕ ∈ C1(V,C(J, V )). Dazu nehmen wir zur Vereinfachung an, dass J
beschränkt ist.

Satz XI.3.1 (Stetige Abhängigkeit von den Anfangswer-
ten). Die Funktion ϕ ist gleichmäßig Lipschitz-stetig auf V :

‖ϕ(z1)− ϕ(z2)‖C(J,V ) ≤ eLd‖z1 − z2‖Rn ∀z1, z2 ∈ V.
Dabei ist d = sup{|s − t| : s, t ∈ J} die Länge von J und L die
Lipschitz-Konstante von f .

Beweis. Seien z1, z2 ∈ V und t ∈ J . Dann gilt

x(t; t0, z1)− x(t; t0, z2) = z1 − z2

+

∫ t

t0

[
f(s, x(s; t0, z1))− f(s, x(s; t0, z2))

]
ds,

und aus der Lipschitz-Stetigkeit von f folgt

‖x(t; t0, z1)− x(t; t0, z2)‖ ≤ ‖z1 − z2‖

+
∣∣∣∫ t

t0

L‖x(t; t0, z1)− x(t; t0, z2)‖ds
∣∣∣.

Zusammen mit dem Lemma von Gronwall, Satz XI.1.6 (S. 432), liefert
dies

‖x(t; t0, z1)− x(t; t0, z2)‖ ≤ ‖z1 − z2‖

+
∣∣∣∫ t

t0

‖z1 − z2‖LeL|t−s|ds
∣∣∣

= ‖z1 − z2‖eL|t−t0|

und somit

‖ϕ(z1)− ϕ(z2)‖C(J,V ) = sup
t∈J
‖x(t; t0, z1)− x(t; t0, z2)‖
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≤ eLd‖z1 − z2‖.
�

Satz XI.3.2 (Differenzierbare Abhängigkeit von den An-
fangswerten). Die Funktion f(t, x) sei zusätzlich auf J × V stetig
differenzierbar bzgl. der Variablen x und Dxf Lipschitz-stetig bzgl. V .
Dann ist ϕ stetig differenzierbar:

(Dϕ(z)w)(t) = Z(t; t0, z)w ∀t ∈ J, z ∈ V,w ∈ Rn.

Dabei ist Z(·; t0, z) ∈ C1(J,Mn,n(R)) die eindeutige Lösung des linea-
ren AWP

Z ′ = Dxf(t, x(t; t0, z))Z

Z(t0) = IdRn .
(∗)

Beweis. Aus den Voraussetzungen an f und aus Satz XI.1.7 (S.
433) folgt, dass das AWP (∗) eine eindeutige Lösung hat. Durch Ver-
kleinern von J und V können wir erreichen, dass gilt:

(1) f ist gleichmäßig Lipschitz-stetig auf J × V mit Lipschitz-
Konstanter L,

(2) Dxf ist gleichmäßig Lipschitz-stetig auf J × V mit Lipschitz-
Konstanter K,

(3) sup
t∈J

sup
v∈V
‖Dxf(t, v)‖L(Rn,Rn) ≤M .

Seien δ > 0 und ε > 0 so gewählt, dass gilt

[t0 − δ, t0 + δ] ⊂ J und B(x0, ε) ⊂ V.

Für jedes z1, z2 ∈ B(x0, ε) und jedes t ∈ [t0 − δ, t0 + δ] folgt dann aus
Satz XI.3.1

‖x(t; t0, z1)− x(t; t0, z2)‖ ≤ eLδ‖z1 − z2‖.
Indem wir δ hinreichend klein wählen, können wir somit erreichen, dass
gilt

x(t; t0, zi) ∈ V ∀|t− t0| ≤ δ, i = 1, 2.

Hieraus und aus (∗) folgt

‖Z(t; t0, z1)‖L(Rn,Rn)

≤ 1 + |
∫ t

t0

‖Dxf(s, x(s; t0, z1))‖L(Rn,Rn)‖Z(s; t0, z1)‖L(Rn,Rn)ds|

≤ 1 + |
∫ t

t0

M‖Z(s; t0, z1))‖L(Rn,Rn)ds|.

Das Lemma von Gronwall, Satz XI.1.6 (S. 432), liefert daher die Schran-
ke

‖Z(t; t0, z1)‖L(Rn,Rn) ≤MeMδ ∀|t− t0| ≤ δ.

Weiter gilt

x(t; t0, z2)− x(t; t0, z1)− Z(t; t0, z1)(z2 − z1)
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= z2 +

∫ t

t0

f(s, x(s; t0, z2))ds

− z1 −
∫ t

t0

f(s, x(s; t0, z1))ds

− (z2 − z1)−
∫ t

t0

Dxf(s, x(s; t0, z1))Z(s; t0, z1)(z2 − z1)ds

=

∫ t

t0

∫ 1

0

[
Dxf(s, x(s; t0, z1) + θ(x(s; t0, z2)− x(s; t0, z1)))

]
[
x(s; t0, z2)− x(s; t0, z1)− Z(s; t0, z1)(z2 − z1)

]
dθds

+

∫ t

t0

∫ 1

0

[
Dxf(s, x(s; t0, z1) + θ(x(s; t0, z2)− x(s; t0, z1)))

−Dxf(s, x(s; t0, z1))
]
Z(s; t0, z1)(z2 − z1)dθds.

Hieraus und den schon bewiesenen Abschätzungen folgt

‖x(t; t0, z2)− x(t; t0, z1)− Z(t; t0, z1)(z2 − z1)‖

≤ |
∫ t

t0

∫ 1

0

M‖x(s; t0, z2)− x(s; t0, z1)− Z(s; t0, z1)(z2 − z1)‖dθds|

+ |
∫ t

t0

∫ 1

0

θK‖x(s; t0, z2)− x(s; t0, z1)‖‖Z(s; t0, z1)‖L(Rn,Rn)·

· ‖z2 − z1‖dθds|

≤ |
∫ t

t0

M‖x(s; t0, z2)− x(s; t0, z1)− Z(s; t0, z1)(z2 − z1)ds|

+ |
∫ t

t0

KeLδMeMδ‖z2 − z1‖2ds|

≤ δKMe(L+M)δ‖z2 − z1‖2

+ |
∫ t

t0

M‖x(s; t0, z2)− x(s; t0, z1)− Z(s; t0, z1)(z2 − z1)‖ds|.

Das Lemma von Gronwall, Satz XI.1.6 (S. 432), liefert daher die Ab-
schätzung

sup
|t−t0|≤δ

‖x(t; t0, z2)− x(t; t0, z1)− Z(t; t0, z1)(z2 − z1)‖

≤MeMδδKMe(L+M)δ‖z2 − z1‖2,
d.h.

lim
‖z2−z1‖→0

1

‖z2 − z1‖
‖ϕ(z2)− ϕ(z1)− Z(·; t0, z1)(z2 − z1)‖C(J,V ) = 0.
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Hieraus und aus der Definition der Differenzierbarkeit folgt die Behaup-
tung. �

Bemerkung XI.3.3. Die Ergebnisse der Sätze XI.3.1 und XI.3.2
erlauben die Lösung von Randwertproblemen, d.h. von Dglen

(XI.3.1) x′ = f(t, x) auf [a, b]

unter der Randbedingung

(XI.3.2) r(x(a), x(b)) = 0

mit r ∈ C(Rn × Rn,Rn). Mit der Notation dieses Paragraphen ist
nämlich die Lösung von Gleichungen (XI.3.1), (XI.3.2) äquivalent dazu,
einen Anfangswert z ∈ U mit

(XI.3.3) r(z, x(b; a, z)) = 0

zu finden. Diese Gleichung kann mit einer Fixpunktiteration gelöst wer-
den. Falls sogar r differenzierbar ist und f die Voraussetzungen von
Satz XI.3.2 erfüllt, kann Problem (XI.3.3) mit dem Newtonverfahren
gelöst werden. In jedem Newtonschritt ist dann ein lineares AWP der
Form (∗) zu lösen.
Die Frage der Existenz und Eindeutigkeit einer Lösung des Randwert-
problems (XI.3.1), (XI.3.2) kann nicht so einfach beantwortet werden
wie bei AWPen. Um dies einzusehen, betrachte das Beispiel

u′ = v

v′ = −ω2u

u(0) = 0

u(1) = 1

mit ω ∈ R∗. (Die äquivalente gDgl 2. Ordnung lautet offensichtlich u′′ =
−ω2u.) Für einen beliebigen Anfangswert z = (α, β) ∈ R2 erhalten wir
mit Beispiel XI.2.8 (S. 446) die Lösung

x(t; 0, z) =

(
cos(ωt) sin(ωt)
−ω sin(ωt) ω cos(ωt)

)(
α
β
ω

)
.

Also ergibt Problem (XI.3.3) das lineare Gleichungssystem

α = 0

α cosω +
β

ω
sinω = 1,

woraus die Bedingung
β sinω = ω

folgt. Falls ω ∈ πZ\{0} ist, besitzt diese Gleichung offensichtlich keine
Lösung. Ist dagegen ω 6∈ πZ\{0}, so besitzt sie die eindeutige Lösung
β = ω

sinω
.

Betrachtet man die gleiche gDgl mit den Randbedingungen

u(0) = u(1) = 0,
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so folgt mit den gleichen Argumenten, dass das Randwertproblem un-
endlich viele Lösungen hat, falls ω ∈ πZ\{0} ist, und nur die triviale
Lösung u = 0 hat, falls ω 6∈ πZ ist.

XI.4. Stabilität

Sei U ⊂ Rn, n ∈ N∗, eine offene, nicht leere Menge und f ∈ C(R×
U,Rn) auf R × U Lipschitz-stetig bzgl. U . Für beliebiges t0 ∈ R und
x0 ∈ U betrachten wir in diesem Abschnitt das AWP

x′ = f(t, x(t))

x(t0) = x0.
(XI.4.1)

Wir bezeichnen die gemäß Satz XI.1.9 (S. 435) existierende eindeutige
globale Lösung von Gleichung (XI.4.1) mit x(·; t0, x0) und setzen vor-
aus, dass sie für alle Zeiten existiert, d.h., dass gilt t+(t0, x0) = +∞ für
alle t0 ∈ R, x0 ∈ U . Ist speziell t0 = 0, so lassen wir im Folgenden das
Argument t0 weg. Gemäß Satz XI.3.1 (S. 449) hängt x(·; t0, x0) stetig
von x0 ab, genauer: Für alle x1, x2 ∈ U , t0, t ∈ R gilt

‖x(t; t0, x1)− x(t; t0, x2)‖ ≤ ec|t−t0|‖x1 − x2‖
mit einem geeigneten c ∈ R∗

+. Diese Ungleichung sagt aber nur über
die kurzzeitige Abhängigkeit etwas Sinnvolles aus, da der Vorfaktor
exponentiell mit |t − t0| wächst. Andererseits zeigt Beispiel XI.2.8 (S.
446), dass u. U. stets gilt

lim
t→∞
‖x(t; t0, x1)− x(t; t0, x2)‖ = 0.

Dieses Langzeitverhalten wollen wir nun genauer untersuchen.

Definition XI.4.1. Die Lösung x(·; t0, x0) von Gleichung (XI.4.1)
heißt Ljapunov-stabil, kurz stabil, wenn es ein R > 0 und C > 0
gibt, so dass für alle x1 ∈ B(x0, R) und alle t ≥ t0 gilt

‖x(t; t0, x1)− x(t; t0, x0)‖ ≤ C‖x0 − x1‖.
Andernfalls heißt die Lösung x(·; t0, x0) instabil. Die Lösung x(·; t0,
x0) heißt asymptotisch stabil, wenn es ein R > 0 und eine Funktion

γ ∈ C([t0,∞),R+) mit lim
t→∞

γ(t) = 0 gibt, so dass für alle x1 ∈ B(x0, R)

und alle t ≥ t0 gilt

‖x(t; t0, x1)− x(t; t0, x0)‖ ≤ γ(t)‖x0 − x1‖.
Der folgende Satz ist eine Umformulierung und teilweise Verschär-

fung der Ergebnisse von Beispiel XI.2.8 (S. 446).

Satz XI.4.2. Sei A ∈ Mn,n(R). Für x0 ∈ Rn bezeichne x(·;x0) die
Lösung des linearen autonomen AWP

x′ = Ax

x(0) = x0.
(XI.4.2)

Dann gilt:
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(1) Die Realteile der Eigenwerte von A seien alle nicht positiv.
Zusätzlich sei für alle Eigenwerte mit verschwindendem Re-
alteil die algebraische gleich der geometrischen Vielfachheit.
Dann ist jede Lösung von Gleichung (XI.4.2) stabil.

(2) Die Realteile der Eigenwerte A seien alle negativ. Dann ist
jede Lösung von Gleichung (XI.4.2) asymptotisch stabil.

(3) A habe einen Eigenwert mit positivem Realteil. Dann ist jede
Lösung von Gleichung (XI.4.2) instabil.

Beweis. Seien x1, x2 ∈ Rn beliebig und

y = x(·;x2)− x(·;x1).

Dann gilt

y′ = Ay

y(0) = x2 − x1.
(XI.4.3)

Also reicht es in allen drei Fällen, die Stabilität bzw. die Instabilität
der Nulllösung zu untersuchen.
ad (1): Wegen obiger Vorbemerkung ist die Behauptung eine Umfor-
mulierung des Ergebnisses von Beispiel XI.2.8 (S. 446).
ad (2): Wie wir uns bereits in Beispiel XI.2.8 (S. 446) überlegt haben,
können wir o. E. komplexe Lösung von Gleichung (XI.4.3) betrach-
ten. Außerdem seien U und J wie in Beispiel XI.2.8 (S. 446), d.h.
UAU−1 = J ist die Jordansche Normalform von A. Sei

α = min
{
−1

2
Reλi : 1 ≤ i ≤ k

}
= −1

2
max

{
Reλi : 1 ≤ i ≤ k

}
= −1

2
max

{
Reλ : λ ist Eigenwert von A

}
.

Nach Voraussetzung ist α > 0, und für jeden Eigenwert λ von A gilt

Reλ ≤ −2α.

Setze

Dα = diag(D1, . . . , Dk)

mit

Di =



1 falls ni = 1,
1

α
. . .

αni−1

 ∈Mni,ni(R) falls ni > 1,
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und

V = D−1
α U.

Dann ist

V AV −1 = D−1
α JDα

= Jα

= diag(Jα(λ1), . . . , Jα(λk))

mit

Jα(λi) =



λi falls ni = 1,
λi α

. . . . . .
. . . α

λi

 falls ni > 1.

Für jedes i ∈ N∗
k und jedes w ∈ Cni folgt dann mit der Cauchy-

Schwarzschen Ungleichung

wHJα(λi)w + wHJα(λi)
Hw

=

ni∑
k=1

wkwk(λi + λi) + α

ni−1∑
k=1

(wkwk+1 + wk+1wk)

= 2 Reλi‖w‖2 + α

ni−1∑
k=1

(wkwk+1 + wk+1wk)

≤ 2 Reλi‖w‖2 + 2α‖w‖2

≤ −2α‖w‖2.

Also gilt für jedes z ∈ Cn

(XI.4.4) zHJαz + zHJHα z ≤ −2α‖z‖2.

Durch

‖z‖V = ‖V z‖
wird eine Norm auf Cn definiert. Da auf Cn alle Normen äquivalent
sind, Satz III.1.11 (S. 64), gibt es ein c ≥ 1 mit

1

c
‖z‖ ≤ ‖z‖V ≤ c‖z‖ ∀z ∈ Cn.

Setze

ϕ(t) = ‖y(t)‖2V = ‖V y(t)‖2

= y(t)HV HV y(t).
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Dann gilt

ϕ′ = yHV HV y′ + y′
H
V HV y

= yHV HV y′ + (V y′)HV y
(XI.4.5)

und

V y′ = V Ay = V AV −1V y = JαV y.

Zusammen mit Gleichung (XI.4.4) liefert dies

ϕ′ = yHV HJαV y + yHV HJHα V y

≤ −2α‖V y‖2

= −2αϕ.

Division durch ϕ und Integration von 0 bis t liefert

lnϕ(t)− lnϕ(0) =

∫ t

0

ϕ′(s)

ϕ(s)
ds ≤ −2αt

und somit

‖y(t)‖2 ≤ c2‖y(t)‖2V
= c2ϕ(t)

≤ c2e−2αtϕ(0)

= c2e−2αt‖y(0)‖2V
≤ c4e−2αt‖y(0)‖2

= c4e−2αt‖x1 − x2‖2.

Also gilt

‖x(t;x2)− x(t;x1)‖ ≤ c2e−αt‖x2 − x1‖.
Dies ist die behauptete asymptotische Stabilität mit γ(t) = c2e−αt.
ad (3): O.E. ist Reλ1 > 0. Sei w ein Eigenvektor von A zum Eigenwert
λ1. Dann folgt

x(t;w) = eλ1tw

und somit

‖x(t;w)‖ = eReλ1t‖w‖ −→
t→∞
∞.

Wegen unserer Vorüberlegung beweist dies die behauptete Instabilität
der Lösungen von Gleichung (XI.4.2). �

Die folgenden beiden Sätze sagen etwas aus über das Stabilitätsver-
halten der Lösungen von Gleichung (XI.4.1), wenn Problem (XI.4.1)
eine

”
kleine Störung“ einer linearen autonomen gDgl ist.

Satz XI.4.3. Seien A ∈ Mn,n(R), g ∈ C(R × Rn,Rn) und t0 ∈ R.
Es gelte:

(1) Alle Eigenwerte von A haben negativen Realteil.
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(2) Es gibt eine Funktion k ∈ C(R,R+) mit lim
t→∞

k(t) = 0 und

‖g(t, u)− g(t, v)‖ ≤ k(t)‖u− v‖ ∀t ≥ t0, u, v ∈ Rn.

Dann ist jede Lösung des AWP (XI.4.1) mit

f(t, x) = Ax+ g(t, x)

asymptotisch stabil.

Beweis. Durch eine Translation der Zeitvariablen können wir er-
reichen, dass o.E. t0 = 0 ist. Entsprechend lassen wir im Folgenden
stets das Argument t0 fort. Weiter können wir g durch

g(t, z) = g(t,Re z) ∈ Cn

zu einer Funktion aus C(R×Cn,Cn) fortsetzen. Mit dem gleichen Ar-
gument wie in Beispiel XI.2.8 (S. 446) können wir daher o.E. komplexe
Lösungen von Gleichung (XI.4.1) betrachten.
Seien nun x1, x2 ∈ Rn beliebig und

y = x(t;x2)− x(t;x1).

Dann gilt

y′ = Ay + g(t, x(t;x2))− g(t, x(t;x1))

y(0) = x2 − x1.

Wir benutzen die gleichen Notationen wie im Beweis von Satz XI.4.2.
Dann gilt

‖{V [g(t, x(t;x2))− g(t, x(t;x1))]}H‖
= ‖V [g(t, x(t;x2))− g(t, x(t;x1))]‖
≤ ‖V ‖L(Cn,Cn)‖g(t, x(t;x2))− g(t, x(t;x1))‖
≤ ‖V ‖L(Cn,Cn)k(t)‖x(t;x2)− x(t;x1)‖
= ‖V ‖L(Cn,Cn)k(t)‖y‖.

Zusammen mit Gleichungen (XI.4.4) und (XI.4.5) folgt hieraus

ϕ′ = yHV HV y′ + (V y′)HV y

= yHV HJαV y + yHV HV [g(t, x(t;x2))− g(t, x(t;x1))]

+ yHV HJHα V y + {V [g(t, x(t;x2))− g(t, x(t;x1))]}HV y
≤ −2αϕ+ 2‖V ‖L(Cn,Cn)k(t)‖y‖2

≤ [−2α+ 2‖V ‖L(Cn,Cn)k(t)c
2]ϕ.

(XI.4.6)

Wegen der Voraussetzung (2) gibt es ein t1 > 0, derart dass für alle
t ≥ t1 gilt

−2α+ 2‖V ‖L(Cn,Cn)k(t)c
2 ≤ −α.

Daher folgt aus Gleichung (XI.4.6) durch Division durch ϕ und Inte-
gration von t1 bis t > t1

ϕ(t) ≤ ϕ(t1) · e−α(t−t1) ∀t ≥ t1.
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Wegen Satz XI.3.1 (S. 449) gibt es andererseits ein β ≥ 0 mit

ϕ(t) ≤ eβtϕ(0) ∀t ≤ t1.

Also gilt für t ≥ t1

ϕ(t) ≤ e−α(t−t1)ϕ(t1)

≤ e−αteαt1eβt1ϕ(0)

und für t ≤ t1

ϕ(t) ≤ e−βtϕ(0)

= e−αte(β+α)tϕ(0)

≤ e−αte(α+β)t1ϕ(0).

Wie im Beweis von Satz XI.4.2 (2) folgt hieraus die behauptete asym-
ptotische Stabilität mit

γ(t) = c2e
1
2
(α+β)t1e−

1
2
αt.

�

Satz XI.4.4. Seien A ∈Mn,n(R) und g ∈ C(R×Rn,Rn). Es gelte:

(1) Alle Eigenwerte von A haben negativen Realteil.
(2) Es gibt eine monoton wachsende Funktion k ∈ C(R+,R+) mit

k(0) = 0 und

‖g(t, x)‖ ≤ k(‖x‖)‖x‖ ∀t ∈ R, x ∈ Rn.

Dann ist die Lösung des AWP (XI.4.1) mit

f(t, x) = Ax+ g(t, x)

und x0 = 0 asymptotisch stabil.

Beweis. Wegen der Voraussetzung (2) gilt

g(t, 0) = 0 ∀t ∈ R.

Daher ist

x(t; 0) = 0 ∀t ∈ R.

Sei nun x1 ∈ Rn zunächst beliebig und

y = x(t;x1).

Mit den Bezeichnungen der vorigen Beweise gilt

‖[V g(t, y(t))]H‖ = ‖V g(t, y(t))‖
≤ ‖V ‖L(Cn,Cn)k(‖y(t)‖)‖y(t)‖.
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Zusammen mit Gleichungen (XI.4.4) und (XI.4.5) folgt hieraus

ϕ′ = yHV HV y′ + (V y′)HV y

= yHV HJαV y + yHV HV g(t, y(t))

+ yHV HJHα V y + [V g(t, y(t))]HV y

≤ −2αϕ+ 2‖V ‖L(Cn,Cn)k(‖y(t)‖)‖y‖2

≤ [−2α+ 2‖V ‖L(Cn,Cn)c
2k(‖y(t)‖)]ϕ

≤ [−2α+ 2‖V ‖L(Cn,Cn)c
2k(c‖y(t)‖V )]ϕ

= [−2α+ 2‖V ‖L(Cn,Cn)c
2k̃(ϕ(t))]ϕ

(XI.4.7)

mit
k̃(u) = k(cu) ∀u ∈ R+.

Wegen der Voraussetzung (2) ist k̃ stetig, monoton wachsend und

k̃(0) = 0. Insbesondere gibt es ein R > 0 mit

2‖V ‖L(Cn,Cn)c
2k̃(u) ≤ α ∀0 ≤ u ≤ R.

Sei nun x1 so gewählt, dass gilt

ϕ(0) = ‖x1‖2V ≤
1

2
R.

Wegen Satz XI.3.1 (S. 449) gibt es ein T > 0, so dass gilt

‖x(t; z)‖2V ≤ R ∀0 ≤ t ≤ T, ‖z‖2V ≤
1

2
R.

Für alle 0 ≤ t ≤ T ist dann

−2α+ 2‖V ‖L(Cn,Cn)c
2k̃(ϕ(t)) ≤ −α,

so dass aus Gleichung (XI.4.7) folgt

(XI.4.8) ϕ(t) ≤ e−αtϕ(0) ∀0 ≤ t ≤ T.

Insbesondere ist

ϕ(T ) ≤ e−αTϕ(0) ≤ ϕ(0) ≤ 1

2
R.

Daher können wir obiges Argument mit y(T ) an Stelle von x1 wieder-
holen. Wegen

y(T + t) = x(T + t;x1) = x(t; y(T )) ∀t ≥ 0

erhalten wir die Abschätzung

ϕ(T + t) = ‖y(T + t)‖2V
≤ e−αtϕ(T )

≤ e−α(T+t)ϕ(0) ∀0 ≤ t ≤ T,

d.h., die Abschätzung (XI.4.8) gilt für alle 0 ≤ t ≤ 2T . Durch Induktion
folgt dann, dass Gleichung (XI.4.8) für alle t ∈ R+ gilt. Hieraus folgt
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wie in den vorigen Beweisen die behauptete asymptotische Stabilität
mit γ(t) = c2e−

1
2
αt. �

Bemerkung XI.4.5. Mit etwas zusätzlichem Aufwand kann man
folgende teilweise Umkehrung der Sätze XI.4.3 und XI.4.4 beweisen:
Besitzt A einen Eigenwert mit positivem Realteil und ist die Bedingung
(2) aus Satz XI.4.3 bzw. XI.4.4 erfüllt, so ist für f(t, x) = Ax+g(t, x) je-
de Lösung von Problem (XI.4.1) bzw. die Lösung von Problem (XI.4.1)
zum Anfangswert x0 = 0 instabil.

Zum Abschluss betrachten wir das autonome AWP

x′ = F (x)

x(0) = x0

(XI.4.9)

mit F ∈ C1(Rn,Rn). Ist x0 eine Nullstelle von F , d.h. F (x0) = 0, so
folgt sofort, dass die Lösung von Gleichung (XI.4.9) konstant ist:

x(t;x0) = x0 ∀t ∈ R.

Ist umgekehrt x(t;x0) eine stationäre Lösung von Gleichung (XI.4.9),
d.h., gibt es ein t0 ∈ R mit x′(t0;x0) = 0, so gilt

F (x(t0;x0)) = 0,

und aus dem Eindeutigkeitssatz folgt

x(t;x0) = x(t0;x0) ∀t ∈ R.

Stationäre Lösungen von Gleichung (XI.4.9) sind also genau diejenigen
Lösungen, die zu einem Anfangswert x0 mit F (x0) = 0 gehören. Daher
heißen die Nullstellen von F auch Ruhepunkte des AWP (XI.4.9).
Der folgende Satz charakterisiert die Stabilität solcher Ruhepunkte.

Satz XI.4.6. Sei x0 ein Ruhepunkt von Gleichung (XI.4.9). Die
Jacobi Matrix DF (x0) habe lauter Eigenwerte mit negativem Realteil.
Dann ist die stationäre Lösung x(t;x0) = x0 von Gleichung (XI.4.9)
asymptotisch stabil.

Beweis. Sei x1 ∈ Rn beliebig und

y(t) = x(t;x1)− x(t;x0) = x(t;x1)− x0.

Dann gilt

y′ = x′(t;x1)

= F (x(t;x1))

= F (x(t;x1))− F (x0)

= DF (x0)(x(t;x1)− x0)

+ F (x(t;x1))− F (x0)−DF (x0)(x(t;x1)− x0)

= DF (x0)y + g(y)
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mit

g(u) = F (x0 + u)− F (x0)−DF (x0)u.

Offensichtlich erfüllt g die Voraussetzung (2) von Satz XI.4.4. Weiter
erfüllt A = DF (x0) die Voraussetzung (1) von Satz XI.4.4. Damit folgt
die Behauptung aus Satz XI.4.4. �

Bemerkung XI.4.7. (1) Besitzt DF (x0) einen Eigenwert mit posi-
tivem Realteil, so folgt aus obigem Beweis und Bemerkung XI.4.5, dass
die stationäre Lösung x(t;x0) = x0 von Gleichung (XI.4.9) instabil ist.
(2) Besitzt DF (x0) einen rein imaginären Eigenwert, so ist keine all-
gemein gültige Aussage möglich.
Betrachte z.B. Gleichung (XI.4.9) mit

F (x) = (−x2 + x3
1, x1 + x3

2).

Offensichtlich ist x0 = 0 die einzige Nullstelle, und

DF (x0) =

(
0 −1
1 0

)
hat die Eigenwerte ±i. Sei x(t) eine Lösung von Gleichung (XI.4.9) zu
einem Anfangswert x̃0 6= 0. Für

r(t)2 = ‖x(t)‖2 = x1(t)
2 + x2(t)

2

folgt dann

rr′ = x1x
′
1 + x2x

′
2

= x1(−x2 + x3
1) + x2(x1 + x3

2)

= x4
1 + x4

2

> 0.

Also ist r′(t) > 0 und die Lösung
”
läuft von x0 = 0 weg“, d.h., x0 ist

instabil.
Betrachte nun Gleichung (XI.4.9) mit

F (x) = (−x2 − x3
1, x1 − x3

2).

Wieder ist x0 = 0 die einzige Nullstelle, und

DF (x0) =

(
0 −1
1 0

)
hat wieder die Eigenwerte ±i. Für x(t) und r(t) wie oben folgt jetzt

rr′ = x1x
′
1 + x2x

′
2

= x1(−x2 − x3
1) + x2(x1 − x3

2)

= −x4
1 − x4

2

< 0.

Also ist r′(t) < 0 und die Lösung
”
läuft in x0 hinein“, d.h., x0 ist stabil.
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Beispiel XI.4.8. (1) Betrachte das gedämpfte mathematische Pen-
del

x′′ + 2αx′ + λ sin x = 0

mit α, λ ∈ R∗
+. Die zugehörige gDgl 1. Ordnung ist

x′ = v

v′ = −2αv − λ sin x.

Dies ist von der Form von Gleichung (XI.4.9) mit

F (x, v) = (v,−λ sin x− 2αv).

Die Nullstellen sind offensichtlich genau die Punkte

(xk, vk) = (kπ, 0), k ∈ N.
Die Jacobi Matrix ist

DF (xk, vk) =

(
0 1

−λ cosxk −2α

)
=

(
0 1

−(−1)kλ −2α

)
und hat die Eigenwerte −α ±

√
α2 − λ(−1)k. Mithin sind die Ruhe-

punkte zu geradem k asymptotisch stabil und die zu ungeradem k
instabil.
(2) Betrachte Problem (XI.4.9) mit n = 2 und

F (x) =

(
−x2

1 − x2

−x1 + x2
2

)
.

Aus F (x) = 0 folgt
x1 = x2

2

und
0 = −x4

2 − x2 = −x2(x
3
2 + 1).

Also sind die Nullstellen

(0, 0) und (1,−1).

Für die Jacobi Matrix ergibt sich

DF (x) =

(
−2x1 −1
−1 2x2

)
und somit

DF (0, 0) =

(
0 −1
−1 0

)
mit den Eigenwerten ± 1,

DF (1,−1) =

(
−2 −1
−1 −2

)
mit den Eigenwerten − 3,−1.

Also ist (0, 0) instabil und (1,−1) asymptotisch stabil.
(3) Betrachte Problem (XI.4.9) mit n = 2 und

F (x) =

(
x2

1 − x2
2

2x1x2

)
.



XI.4. STABILITÄT 463

Offensichtlich ist 0 die einzige Nullstelle und DF (0) = 0. Also erlauben
Satz XI.4.6 und Bemerkung XI.4.7 keine Aussage über die Stabilität
oder Instabilität der Nulllösung.
Setze z(t) = x1(t) + ix2(t). Dann gilt

z′ = x′1 + ix′2 = x2
1 − x2

2 + 2x1x2i = z2.

Also lautet die Lösung von Gleichung XI.4.9 zum Anfangswert (x0, y0)

z(t) =
1

z0 − t
mit

z0 = (x0 + iy0)
−1.

Hieraus folgt sofort:

(1) Ist z0 ∈ C\R+, so konvergiert z(t) für t→∞ gegen Null.
(2) Ist z0 ∈ R+, so explodiert die Lösung in endlicher Zeit. Insbe-

sondere ist die Nulllösung instabil.
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perfekte Mengen; Räume Cn(M, K), C∞(M, K); Leibnizregel; Ab-
leitung von exp, sin, cos, ln, ax, x2 sin(1/x); links- und rechtsseitige
Differenzierbarkeit; Eigenschaften von exp(1/x)

2. Mittelwertsätze
Satz von Rolle; Mittelwertsatz; Charakterisierung monotoner Funk-
tionen; Umkehrfunktionen differenzierbarer, monotoner Funktionen
sind wieder differenzierbar; arccos, arcsin; Charakterisierung und
Eigenschaften konvexer und konkaver Funktionen; Youngsche und
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⇒ punktweise konvergent; Raum B(M,Y ); Cauchykriterium für
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men T (I, Y ), S(I, Y ), B(I, Y ) und C(I, Y ); I kompakt ⇒ T (I, Y )
dicht in S(I, Y ) bzgl. ‖ · ‖∞

VI. Integralrechnung einer Variablen

1. Das (Riemann-) Integral
Integral einer Treppenfunktion; Linearität und Beschränktheit des
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VIII. Kurven und Kurvenintegrale

1. Kurven und ihre Länge
Cm-Wege, rektifizierbare Wege; stetige Wege sind nicht notwendig
rektifizierbar; C1-Wege sind rektifizierbar; Umparametrisierungen;
Invarianz der Länge eines Weges unter Umparametrisierungen; Cm-
Kurven; Beispiele

2. Tangente und Krümmung
reguläre Wege; Tangenteneinheitsvektor; Parametrisierung nach der
Bogenlänge; Orthogonalität der ersten und zweiten Ableitung nach
der Bogenlänge; Krümmung eines ebenen Weges; Frenetsche For-
meln

3. Kurvenintegrale
Wegintegral; Invarianz des Wegintegrals unter Umparametrisierun-
gen; Kurvenintegral; stückweise Cm-Kurven; Kurvenintegral für
stückweise Cm-Kurven; Eigenschaften; Gradientenfeld und Stamm-
funktion; f Gradientenfeld ⇔ das Kurvenintegral verschwindet für
jede geschlossene, stückweise C1-Kurve; Lemma von Goursat; f ∈
C1(G, Rn), G konvex: f Gradientenfeld⇔ Df symmetrisch; Homo-
topie von Wegen; einfach zusammenhängend; Invarianz des Wegin-
tegrals unter Homotopie; Satz von Poincaré

4. Komplexe Kurvenintegrale
komplexe Kurvenintegrale; holomorphe Funktionen; Cauchyscher
Integralsatz; Cauchysche Integralformel; f holomorph⇔ f komplex-
analytisch; Cauchysche Ableitungsformel; Satz von Liouville; Lau-
rent-Reihen; Residuum und Hauptteil; Riemannscher Hebbarkeits-
satz; Residuensatz

IX. Integralrechnung mehrerer Veränderlicher

1. Nullmengen
Lebesgue-Maß mehrdimensionaler Intervalle; Nullmengen; Beispie-
le; Teilmengen und abzählbare Vereinigungen von Nullmengen sind
Nullmengen; Cantorsches Diskontinuum; punktweise Konvergenz
fast überall

2. Das Lebesgue-Integral
Treppenfunktionen und ihre Darstellung; Lebesgue-Integral von
Treppenfunktionen; Eigenschaften des Integrals; monotone Folgen
von Treppenfunktionen und deren Integrale; Definition des
Lebesgue-Integrals; Eigenschaften des Lebesgue-Integrals; Integrier-
barkeitskriterien; Zusammenhang mit eigentlichem und uneigentli-
chem Riemann-Integral
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3. Eigenschaften des Lebesgue-Integrals
Satz von Fubini; Anwendungen; Satz von der monotonen Konver-
genz; Anwendungen; Satz von Lebesgue über die majorisierte Kon-
vergenz; Satz von Lebesgue über die beschränkte Konvergenz; Lem-
ma von Fatou; Vertauschen von Differentiation und Integration

4. Messbare Funktionen und Mengen
messbare Funktionen; Charakterisierungen; Eigenschaften; Zusam-
menhang mit Integrierbarkeit; Satz von Tonelli; messbare Mengen
und ihr Lebesgue-Maß; Eigenschaften; offene und abgeschlossene
Mengen sind messbar; Beispiel einer nicht messbaren Menge; Zu-
sammenhang zwischen Messbarkeit von Mengen und Funktionen;
Verknüpfung messbarer Funktionen

5. Der Transformationssatz
Messbarkeit transformierter Mengen; Transformationssatz für linea-
re Transformationen; Approximation durch lineare Transformatio-
nen; Transformationssatz; Anwendung auf Koordinatentransforma-
tionen

6. Die Lp-Räume
Definition von Lp, 1 ≤ p < ∞; Höldersche Ungleichung; Banach-
raum-Struktur; Abschneidefunktionen; Schrumpfungslemma; Parti-
tionen der Eins; C∞

0 ist dicht in Lp

X. Analysis auf Mannigfaltigkeiten

1. Mannigfaltigkeiten
Charakterisierung von Mannigfaltigkeiten als lokale Nullstellenmen-
gen, lokale Graphen, lokale Urbilder von Ebenen, lokale Bilder offe-
ner Mengen in Rk; Karten und Atlanten; Kartenwechsel; Beispiele

2. Tangentialraum und Orientierung
Definition von Tangential- und Normalraum; orientierungserhalten-
de Diffeomorphismen; orientierte Atlanten; Orientierbarkeit einer
Mannigfaltigkeit; Einheitsnormalenfeld; Orientierbarkeit von Hy-
perflächen; Beispiele

3. Integration auf Mannigfaltigkeiten
Maßtensor und Gramsche Determinante; Definition des Integrals
auf Mannigfaltigkeiten; Eigenschaften des Integrals; Beispiele; Ver-
halten unter Transformationen; Zerlegung eines n-dimensionalen
Integrals in Radial- und Winkelanteil; Integral rotationssymmetri-
scher Funktionen; Kompakta mit stückweise glattem Rand; Eigen-
schaften des glatten Randteils; Integralsatz von Gauß; Interpretati-
on der Divergenz; Greensche Formeln

4. Multilineare Algebra
Definition und Charakterisierung alternierender r-Formen; äußeres
Produkt; Eigenschaften; pull-back; Eigenschaften

5. Differentialformen
Definition und Eigenschaften von r-Formen; totales Differential;
äußeres Produkt; pull-back; äußere Ableitung; Eigenschaften; ge-
schlossene und exakte Formen; Satz von Poincaré für Vektorfelder
in R3

6. Integration von Differentialformen
Integration von n-Formen in Rn; Transformationssatz; Integrati-
on von k-Formen auf k-dimensionalen Mannigfaltigkeiten; Beispie-
le; Zusammenhang mit Integration von Funktionen auf Mannigfal-
tigkeiten; Integralsatz von Gauß; Leibnizsche Sektorformel; Green-
Riemannsche Formel; Integration über Halbräume; Kompakta mit
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glattem Rand relativ zu einer Mannigfaltigkeit; Eigenschaften; In-
tegralsatz von Stokes; klassische Form im Spezialfall R3; Beispiele

7. Die Fixpunktsätze von Brouwer und Schauder
Brouwerscher Fixpunktsatz; Nullstellen von Funktionen in Rn; Bn

und Sn nicht homöomorph; beste Approximation durch konvexe
Teilmengen eines Hilbertraumes; Brouwerscher Fixpunktsatz in end-
lich dimensionalen Vektorräumen; konvexe Hülle; 1. Schauderscher
Fixpunktsatz; relativ kompakt; 2. Schauderscher Fixpunktsatz; Satz
von Arzela-Ascoli; Existenzsatz von Peano für Lösungen gewöhnli-
cher Differentialgleichungen

XI. Gewöhnliche Differentialgleichungen

1. Existenz- und Eindeutigkeitssätze
gewöhnliche Differentialgleichungen; Anfangswertprobleme; autono-
me Differentialgleichungen; Beispiele; Lipschitz-Stetigkeit; Lemma
von Gronwall; Satz von Picard-Lindelöf; globale Existenz und Ein-
deutigkeit; maximale Existenzintervalle

2. Elementare Lösungsmethoden
Exakte Differentialgleichungen; integrierende Faktoren; Räuber-
Beute Modell; Trennung der Variablen; Chemische Reaktionskine-
tik; Populationsdynamik; Luftwiderstand; Variation der Konstan-
ten; autonome lineare Differentialgleichungen und asymptotisches
Verhalten

3. Stetigkeits- und Differenzierbarkeitssätze
Stetige Abhängigkeit von den Anfangswerten; differenzierbare Ab-
hängigkeit von den Anfangswerten; Randwertprobleme

4. Stabilität
(Lyapunov-) stabil, instabil, asymptotisch stabil; Stabilität der Lö-
sungen linearer Differentialgleichungen; Störungen linearer Differen-
tialgleichungen; Stabilität von Ruhepunkten autonomer Systeme;
Beispiele
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äußere Ableitung, 396
äußere Algebra, 392
äußere Multiplikation, 393
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381
äußeres Produkt, 390, 391, 393
algebraisch, 24
alternierende harmonische Reihe, 49
alternierende r-Form, 389
analytische Funktion, 157
Anfangspunkt, 259
Anfangspunkt eines Weges, 91
Anfangswertproblem, 426, 429
angeordneter Körper, 17
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Antisymmetrie, 6
Archimedisches Prinzip, 386
Argument einer komplexen Zahl, 108
Assoziativität, 6
asymptotisch stabil, 453
Atlas, 362
Automorphismengruppe, 243
autonom, 429
AWP, 429

Ball, 63
Banachraum, 66
Banachscher Fixpunktsatz, 137
bedingt konvergente Reihe, 49
Bernoullische Ungleichung, 38
Berührungspunkt, 70
beschränkt, 15
beschränkte Folge, 30
beschränkte lineare Abbildung, 173
Betrag, 24, 26
Binomialkoeffizient, 10
Binomialreihe, 161
Binomischer Lehrsatz, 12
Bogenlänge, 263
Bolzano, B., 39
Borel, E., 84
Brouwerscher Fixpunktsatz, 416

Cantorsches Diskontinuum, 298
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Cauchy-Schwarzsche Ungleichung, 63
Cauchyfolge, 41
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Cauchykriterium für gleichmäßige

Konvergenz, 150
Cauchyprodukt, 54
Cauchysche Ableitungsformel, 284
Cauchysche Integralformel, 282
Cauchyscher Integralsatz, 282
CF, 41
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Cosinus, 98
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Dedekind, R., 20
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Differential, 187, 394, 396
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Differenzierbarkeitskriterium, 221
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ebene Polarkoordinaten, 347
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einfach zusammenhängend, 278
Einheitsball, 63
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Ellipsoid, 360
endlich, 13
Endpunkt, 259
Endpunkt eines Weges, 91
entgegengesetzte Orientierung, 367
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Potenzreihe, 57
erster Schauderscher Fixpunktsatz,

423
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Eulersche Zahl, 36
Eulersches Beta-Integral, 203
exakte Differentialform, 400
exakte gDgl, 439
Existenzssatz von Peano, 426
Exponentialfunktion, 51, 98

Fakultät, 10
f.ü., 299
fast überall, 299
Fibonacci Folge, 29
Fixpunkt, 136
Fixpunktiteration, 137
Fläche, 296
Folge, 29
folgenkompakt, 84
Forsetzung, 175
Fortsetzung stetiger linearer

Operatoren, 175
Frenetsche Formeln, 268



476 INDEX

Frobenius-Norm, 215
Fundamentalsatz der Algebra, 86
Funktionalmatrix, 221

ganze Zahlen, 14
Gaußsche Darstellung der

Gammafunktion, 209
Gaußsches Fehlerintegral, 210
Gaußscher Integralsatz, 384, 407
gDgl, 429
Gebiet, 94
geometrische Reihe, 12, 46
geschlossene Differentialform, 400
geschlossener Weg, 259
gewöhnliche Differentialgleichung,

429
glatt berandet, 379
gleichgradig stetig, 425
gleichmäßig Lipschitz-stetig, 431
gleichmäßig stetig, 81
gleichmäßige Konvergenz, 147, 150
gleichorientierte Karten, 367
gliedweise Differentiation von

Funktionenfolgen, 229
globaler Existenz- und

Eindeutigkeitssatz, 435
Gradient, 223
Gradientenfeld, 274
Gramsche Determinante, 372
Graph, 376
Graßmannsche Algebra, 392
Green-Riemannsche Formel, 408
Greensche Formel, 387
Grenzwert, 30

Häufungspunkt, 29, 70
harmonische Reihe, 46
Hauptsatz der Differential- und

Integralrechnung, 184
Hauptteil der Laurent-Entwicklung,

289
Hausdorffsches Trennungsaxiom, 73
hebbare Singularität, 289
Heine, E., 84
Hesse-Matrix, 239
Hilbertraum, 353
hinreichende Bedingungen für lokale

Extrema, 240
Höldersche Ungleichung, 127, 350
holomorph, 282
Homöomorphismus, 248
homotop, 278
Homotopie, 278

HP, 29
Hyperboloid, 360
Hyperfläche, 253, 361

Identitätssatz für analytische
Funktionen, 163

Imaginärteil, 26
imaginäre Einheit, 25
Immersion, 362
indefinit, 239
Induktionsaxiom, 5
Induktionsprinzip, 1. Fassung, 7
Induktionsprinzip, 2. Fassung, 8
Infimum, 18
innerer Punkt, 68
instabil, 453
Integral, 172, 373
Integral bzgl. einer Zerlegung, 171
Integral einer Differentialform, 404
Integrationskriterium für Reihen, 200
integrierbar, 373, 403, 404
integrierender Faktor, 439
Intervall, 295
Intervallschachtelung, 18
inverse Kurve, 272
inverser Weg, 272
Isometrie, 212
Isomorphismus, 212

Jacobimatrix, 221

k-dimensionale Nullmenge, 374
k-dimensionales Volumen, 374
Karte, 362
Kettenregel, 115, 226
Koeffizienten einer Potenzreihe, 57
Körper, 16
kommutative Halbgruppe, 14
Kommutativität, 6
kompakt, 82
komplexe Wurzeln, 108
komplexe Zahlen, 25
Komposition, 77
konjugierte Zahl, 26
konkav, 125
Kontraktion, 136
Kontraktionsrate, 136
konvergente Folge, 30
konvergente Reihe, 46
Konvergenz gegen ±∞, 43
Konvergenzkreis, 57
Konvergenzradius, 57
konvex, 91, 125
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konvexe Hülle, 422
Koordinatendarstellung der

Kettenregel, 227
kritischer Punkt, 230
Krümmung, 268
Kugelkoordinaten, 348
Kurve, 262
Kurvenintegral, 271, 272

Länge, 260, 263
Langrange-Funktion, 253
Langrange-Multiplikatoren, 253
Laplace, 387
Laurent-Reihe, 286
Lebesgue-Integral, 302, 308, 309
Lebesgue-integrierbar, 309
Lebesgue-Maß, 296, 332
Leibnizkriterium, 48
Leibnizregel, 118
Leibnizsche Sektorformel, 408
Lemma von Fatou, 326
Lemma von Goursat, 275
Lemma von Gronwall, 432
Limes inferior, 44
Limes superior, 44
Lindemann, 106
Linearität, 302, 309
linksseitig differenzierbar, 119
linksseitig stetig, 80
Lipschitz-Konstante, 431
Lipschitz-stetig, 432
Ljapunov-stabil, 453
logarithmisch konvex, 206
Logarithmus, 100
lokal gleichmäßige Konvergenz, 153
lokal topologisch, 248
lokale Parameterdarstellung, 362
lokaler Cm-Diffeomorphismus, 248
lokaler Homöomorphismus, 248
lokales Extremum, 121
lokales Maximum, 121
lokales Minimum, 121

m-lineare Abbildung, 231
m-mal differenzierbar, 231
m-mal stetig differenzierbar, 233
m-te Ableitung, 230
Majorantenkriterium, 50, 201
Mannigfaltigkeit, 359
Maß, 333
Maßraum, 333
Maßtensor, 372
Maximumprinzip, 164

messbare Funktion, 329
messbare Menge, 332
Mfgkt, 361
Minimumprinzip, 165
Mittelwertsatz, 122, 228
Mittelwertsatz der Integralrechnung,

186
Möbiusband, 363
monoton fallende Folge, 35
monoton fallende Funktion, 94
monoton wachsende Folge, 35
monoton wachsende Funktion, 94
monotone Funktion, 94
Monotonie, 302, 310
multilineare Abbildung, 231

n-mal stetig differenzierbar, 117
nach oben beschränkt, 18
nach unten beschränkt, 18
Nachfolger, 6
natürlicher Logarithmus, 100
negativ definit, 239
negativ semi-definit, 239
negative Zahlen, 13
neutrales Element, 6
Newtonverfahren, 141
Norm, 62
normale Konvergenz, 150
Normalenableitung, 387
Normalenvektor, 364
Normalraum, 364
normierter Vektorraum, 62
notwendige Bedingung für lokale

Extrema, 229
Nullfolge, 32
nullhomotop, 278
Nullmenge, 296, 374

obere Halbsphäre, 376
obere Schranke, 18
offen, 68
offene Überdeckung, 82
offenes Intervall, 25
ordnungsvollständig, 18
orientierbar, 367
orientierter Atlas, 367
Orientierung, 367
orientierungstreu, 366
orientierungsumkehrend, 366

Partialbruchzerlegung, 192
Partialsumme, 46
partiell differenzierbar, 219



478 INDEX

partielle Ableitung, 219
partielle Ableitung m-ter Ordnung,

237
partielle Integration, 189
Partition der Eins, 355
Peano Axiome, 5
Peano, G., 5
perfekte Menge, 117
periodische Funktion, 104
Polarkoordinatendarstellung, 108
Polstelle, 289
Polynom, 77
positiv definit, 239
positiv orientierte Basis, 368
positiv orientiertes

Einheitsnormalenfeld, 368
positiv semi-definit, 239
Potenzmenge, 13
Potenzreihe, 57
Produktregel, 227, 397
pull-back, 392, 395
punktweise Konvergenz, 147, 150

quadratische Konvergenz, 141
Quotientenkriterium, 51

r-Form, 393
Rand, 73, 411
Randwertproblem, 452
Rang, 252
rationale Funktion, 77
Realteil, 26
rechtsseitig stetig, 80
reelle Zahlen, 20
Reflexivität, 6
Regel von de l’Hôpital, 130
reguläre Kurve, 265
regulärer Punkt, 252, 265
regulärer Rand, 379
regulärer Weg, 265
Reihe, 46
rektifizierbar, 260, 263
rekursive Definition, 9
relativ abgeschlossen, 74
relativ kompakt, 424
relativ offen, 74
Residuensatz, 290
Residuum, 287
Richtungsableitung, 218
Riemann-Integral, 179
Riemann-integrierbar, 179
Riemann-Summe, 179
Riemannscher Hebbarkeitssatz, 290

Ring, 14
Rolle, M., 122
Rotation, 387
Rotationsfläche, 375
rotationssymmetrisch, 379
Rücktransport, 392, 395
Ruhepunkt, 460
Russell, B., 13

Satz über die Umkehrabbildung, 246
Satz über implizite Funktionen, 249
Satz von Archimedes, 21
Satz von Arzela-Ascoli, 425
Satz von Bolzano-Weierstraß, 39
Satz von der Gebietstreue, 166
Satz von der monotonen

Konvergenz, 321
Satz von Fubini, 317
Satz von Heine-Borel, 84
Satz von Lebesgue über die

beschränkte Konvergenz, 326
Satz von Lebesgue über die

majorisierte Konvergenz, 324
Satz von Liouville, 284
Satz von Picard-Lindelöf, 433
Satz von Poincaré, 281, 400
Satz von Riemann, 54
Satz von Rolle, 122
Satz von Tonelli, 331
σ-Algebra, 333
singulärer Rand, 379
Sinus, 98
Skalarprodukt, 353
Sphäre, 251, 360
Sprungstelle, 95
sprungstetig, 166
Spur, 259
Spur eines Weges, 91
stückweise m-mal stetig

differenzierbar, 272
stabil, 453
Stammfunktion, 159, 184, 274
Standard-Halbraum, 409
sternförmig, 400
stetig, 74
stetig differenzierbar, 117, 217
stetige Abhängigkeit von den

Anfangswerten, 449
stetige Abhängigkeit von den

Integrationsgrenzen, 183
stetige Ergänzung, 79
Stirlingsche Formel, 196
Stokesscher Integralsatz, 412
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Stokesscher Integralsatz im R3, 415
streng monoton fallende Funktion,

94
streng monoton wachsende Funktion,

94
strikt konkav, 125
strikt konvex, 125
stückweise glatt berandet, 379
Substitutionsregel, 187
Summenweg, 272
Supremum, 18
symmetrische multilineare

Abbildung, 234

Tangenteneinheitsvektor, 265
Tangentialraum, 364, 366
Tangentialvektor, 364
Taylor, B., 132
Taylorentwicklung, 132
Taylorpolynom, 132, 236
Taylorreihe, 132
Taylorsche Formel, 132, 236
Taylorsche Formel für Funktionen

auf Rk, 239
Teilfolge, 31
Topologie, 69
topologisch isomorph, 212
topologischer Isomorphismus, 212
topologischer Raum, 69
Torus, 360
totales Differential, 394
Totalordnung, 6
Träger, 354
Transformationssatz, 343, 403
Transitivität, 6
transzendent, 24
Trapezregel, 194
Treppenfunktion, 166, 299

Umgebung, 68
umgekehrte Dreiecksungleichung, 62
Umordnung, 52
Umparametrisierung, 262
unbestimmtes Integral, 184
uneigentlich integrierbar, 199
uneigentliches Integral, 199
Unendlichkeitsaxiom, 5
untere Schranke, 18
Untermannigfaltigkeit, 253

Variation der Konstanten, 446
Vektorprodukt, 387
Vektorraum, 61

Verfahren von Heron, 145
Verknüpfung, 77
vollständig, 66
Volumen, 296
Volumen von Kugeln in Rn, 345

Wallissches Produkt, 192
Weg, 91, 259
Wegintegral, 271, 281
wegzusammenhängend, 91
Weierstraß, K., 39
wesentliche Singularität, 289
wohlgeordnet, 6
Wohlordnungssatz, 6
Würfel, 295
Wurzelkriterium, 50

Youngsche Ungleichung, 127

Zerlegung, 166
zulässige Funktion, 198
zusammenhängend, 88
zweimal differenzierbar, 230
zweite Ableitung, 230
zweiter Schauderscher Fixpunktsatz,

424
Zwischenwertsatz, 90
Zylinderkoordinaten, 347
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