Ungerade Wurzeln aus negativen Zahlen

Gerade Wurzeln sind unumstritten nur fir Zaltehdefiniert, z.B\/ -4 ist nicht definiert (in R).
Es gibt aber in Deutschland zwei unterschiedliclendngen dariber, wie man (im Mathematikunterraaift
Schulniveau) mit ungeraden Wurzeln aus negativérteziaumgeht.

Bsp.: Meinung (1): %/—_8:\3/ (=2)°=-2; Meinung (ll): %/—_8 ist nicht definiert (in R).
Die Antwort aus streng mathematischer Sicm ist nicht definiert (in R).

Um es vorweg zu nehmen: Ich pladiere trotzdem famdng(l), obwohl

(1) es mathematisch falsch ist (man kann Widersprkonstruieren, siehe unten),

(2) es der DIN 1302 widerspricht,

(3) das Vermitteln und Anwenden der Potenzregethudzh aufwendiger wird.

Was spricht fur diese Entscheidung?

(1) Die Funktion f (x) =x™ ist fur ungerade Zahlem = 2n+1, nON, eine bijektive Abbildung von R nach R. Wie
lautet die Umkehrfunktion, wenn nicht %(x) = {/x mit A/ x"=x=({x)" OxOR.

(2) Daraus ergibt sich sofort die nachste Fragé: wdlchem Rechenschritt erhalt man beispielswaiseder Gleichung
x3=-8 die offensichtliche Lésung = -2, wenn nicht durcl{f ?

(3) Beachtet man einige Besonderheiten beim Rechiieangeraden Wurzeln, dann tritt bei der Losurakpscher

Probleme kein Widerspruch auf.
Die Verfechter der Meinung (II) machen sich im Aligeinen das Leben leicht und ignorieren diese Bnodikllungen.

Wo liegen nun die Probleme, wenn man ungerade Wueaes negativen Zahlen zuldasst?
. Fir alle ungeraden Zahlem = 2n+1, nON gilt dann X/ -1 = -1 = (-1)™, also auch ) lim-1)""=-1und
wegen Iiry% =0 folgt somit (-P=-1,im Widerspruch zu (-4¥ 1. Gliicklicherweise beeintrachtigt dieser

Widerspruch kaum das Rechnen mit Wurzeln in dexiBriMehr Probleme verursachen die folgenden Fa#edenen
eine Rechenregel fur Potenzen nicht mehr uneingéskbanwendbar ist.

Il. For a=0 undm, nON gilt die Regel (*): @™)*"=a™"=(a'")", dabeiista’"=4a.
Was ist zu beachten far< 0 ?
Einschrankung der Regel (*)a™" ist fiir a< 0 nur bei ungerademdefiniert; das Erweitern bzw. Kiirzen vonund
n mit bzw. durch geraden Zahlen ist nicht erlaubt.
Bsp.: Einerseitsist (¥j= (-1)¥5=-1=((-1}%)3; andererseitsist (P nicht definiert, denn § -1 )°
existiert nicht und ((-f)V°=1Y0=1, also (-FP# (-1)7°.
Ein ahnliches Beispiel, dass in diesem Zusammenhanfig angefiihrt wird:
2={64 =\(-8)" = ((-8P°# (-8P°# (-8]° =8 = -2
Diese Einschrankung ist aber nicht neu, sondetragdlog beim Rechnen mit geraden Wurzeln, wie amfolgendem
Beispiel sieht: 1 == ((-1§)¥?z (1?2 (1)t = -1.
Eine weiteres Beispiel fiir obige Einschrankung:1){®=1, also ((-8?)¥°=1,
aber ((—133)310% (~121% (~1Y/5= 1.

1I. Ein weiteres Problem: Wie ist beispielsweige 16 definiert?
Um zu entscheiden, ob ein Ausdruck bei negativesiBand rationalem Exponenten definiert ist, muas musatzlich
festlegen, das der Exponent teilerfrei gekiirzt widch. (-196= (-1°=-1, wahrend (-#/° nicht definiert ist.
Natirlich kann man auch hier — &hnlich wie unter Wiederspriiche konstruieren: Die Folgan= 0,6 + 1/(10),
b,=0,6 +1/(2+1), c,=0,6 + 2/(h+1) konvergieren alle gegen 0,6; aber @ 1ist fir keinnON definiert,
(1) =1 OnON, (-1)=-1 OnON. Interessant auch die Tabelle von @4} fir n=1 bis 10



(-1)° ‘ (-1)*? ‘ (-1 ‘ (-1 ‘ (-1P° ‘ (-1° ‘ (-1 ‘ (-1 ‘ (-1)*° ‘ 1

n.d. ‘ -1 ’ n.d. ’ 1 ’ n.d. -1 n.d. 1 n.d. -1

IV. Besonders bei Potenzausdriicken mit VariableteinBasis ist die Einschrédnkung der Regel (*)dfin

\Y

Definitionsbereich des Terms ausschlaggebend. bieluhtung fuhrt haufig zu Fehlern.

Bsp. &2)Y4=(|x|?)Y*=|x['? ist OxOR definiert, x¥*= (xY*)? =xY? nur fir x= 0, ebenso wiex{?)*# x2.
x13 istOxOR definiert, ebenso x¢)¢ = (|x |2)Y¢ = |x [®, dagegenx?® = (x1/®)2 nur fiirx> 0.

Das Zulassen ungerader Wurzeln aus negativele@ddat damit natiirlich Auswirkungen auf die Loswon

Gleichungen. Dazu einige Beispiele:

* Die L6sung von %/?: -2 ist x=-8 (nach Meinung Il. gibt es keine L&sung).

« Die Gleichungen (a%/?z 1, (Bx3=1, () R[x)>=1 besitzen die beiden Losungen

Nach Meinung Il. erhalt man fir (a) das gleichedbmgjs, jedoch bei (b) und (c) nur die Losung +1.

« Dagegen istx¥8 = (§[x)*#[x* =x2® und die Gleichung (&) =1 besitzt wieder die Lésunge,

wihrend (b}*6=1 und (c) €/x)*=1 nur die Lésung +1 haben (im Einklang mitiMmg I1.).

.Potenzrechnung am Beispiel Wolfram|Alpha bzvatMematica

Da Mathematikprogramme widerspruchsfrei arbeitessai, ,vertreten“ sie die Meinung Il. Au3erdem remhsie in
den komplexen Zahlen, sind also fur das Rechné&hiiicht immer geeignet. Beispiele:

« Als Losung der Gleichung \(x)* =1 erhalt man die beiden Wette, da hier ¢/ x)* vereinfacht wird zuw?, was
zwar in den komplexen Zahlen richtig ist, nicht raineR.

«3[=1=(-1}? ist hier die komplexe Zahl ca¥8) +i sin(U3) = (1 +i[3)/2,

allgemein (-13=cos@m +isin@m und furx > 0 insgesamt (92 = (-1)*x?.

Daher ist firx< 0 die FunktionW gleich (-1¥®x (also komplexwertig) und kann nicht grafisch destgllt
werden.

» Andererseits ist die Funktion W)” gleich x On=2 und wird auch fiix <0 gezeichnet.

« Die Losung von A/ x= -1 ergibt die leere Mendeén= 2, Wurzeln aus Zahlen kénnen also nie negatidere

« Die Gleichung x23= (J[x)2=1 hat die Lésung 1.

Noch ein Wort zum Ausdruck °0Auch hier gibt es 2 unterschiedliche Meinungen:

Meinung I.: @ ist nicht definiert, Meinung I1.: 0= 1.

Ich pladiere fiir Meinung 1., denn auch hier erindn sonst schnell Widerspriiche?& 0 0 nON,
also _lim 0Y"=0, aber (h)°=1 0OnON, also lim (1n)° = 1. Auch andere Grenzwerte sind bti@glich:

Bsp.: f(x) = 272/F, g(x) = >, alsog(0) =0, JNimf(x) =0, aber_linf (x)9% = lim ( 21y = o

Auflistung der Rechenregeln fiir Potenzettps://de.wikipedia.org/wiki/Potenz_%28Mathemat9o




