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Bemerkung:
Es diirfen nur die eingefiihrten Konstrukte

T =T+ Tg
XTi = Tjk Ty

x; = x; DIV x4,

8 Tii=x;+¢ 4 Ti=1x; —¢C

X i= ® IF2=0THEN A END (nur fiir 10.1)
8 x;:=c & = xz; MOD zy,

4 o

N

zu den programmspezifischen Konstrukten (siehe Skript) verwendet werden. Weitere Kon-
strukte konnen verwendet werden, wenn sie durch bereits bekannte Konstrukte definiert
werden. Statt zg,...,x; diirfen auch andere Variablennamen verwendet werden. Es muss
jedoch angegeben werden, welche Variablen die Ein- und Ausgabe enthalten.

Aufgabe 10.1

In der Werkstatt des Weihnachtsmanns gibt es eine penible Qualitatssicherung. Es sollen
nur Objekte ausgeliefert werden, die sich tatsdchlich als Geschenk eignen. Die Brauchbarkeit
wird dabei mit Hilfe der partiell definierten Funktion

f(n) 1, falls n in der Dezimalbruchentwicklung von n~! auftaucht
n =
undefiniert, sonst

bestimmt. Jedes Objekt wurde von den Wichteln katalogisiert und eine Zahl n € N zuge-
wiesen. Ist f(n) = 1, darf das Objekt verpackt und als Geschenk unter den Baum gebracht
werden. (Hoffen wir mal, dass die Wichtel die Zahlen so zugewiesen haben, dass nur die wiin-
schenswerten Objekte es zum Geschenk schaffen...). Hilf dem Weihnachtsmann und seinen
Wichteln bei dieser Qualitétssicherung. Gib ein WHILE-Programm an, welches die obige
Funktion f berechnet. Kommentiere dein Programm!

Bemerkung: Eine k-stellige natiirliche Zahl z taucht in der Dezimalbruchentwicklung von z~!

auf, wenn es k aufeinanderfolgende Stellen in dieser Dezimalbruchentwicklung gibt, die mit
den k Ziffern von x iibereinstimmen, z.B. 1471 = 0.0714285... oder 618! = 0.00161812....
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Aufgabe 10.2

Wie jedes Jahr ist um die Weihnachtszeit viel zu tun. Die Wichtel sind mit der Qualitéts-
sicherung der Geschenke beschéftigt. Die Aufgabe der Rentiere ist es, zusammen mit dem
Weihnachtsmann diese rechtzeitig unter den Baum zu bringen. Um die fleifigen Rentiere
dieses Jahr etwas zu entlasten, hat sich eine aufopfernde Schildkrote bereit erkléart zu helfen.
Der Weg, den die Schildkréte dieses Weihnachten zu absolvieren hat, ist in Abbildung 1
zu sehen. Gewissenhaft besucht sie jedes Feld einmal. Da sie auf jedem Feld ein Geschenk
abladen muss, braucht sie fiir jedes Feld einen Schritt.
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Abbildung 1: Der Weihnachtsweg der hilfsbereiten Schildkrote

Um es der Schildkrote etwas einfacher zumachen, schreibe ein GOTO-Programm, welches ihr
angibt, welches Feld sie beim ¢-ten Schritt besuchen soll. Das Programm soll die Koordinaten
x, y des entsprechenden Feldes liefern.

Beispiel: Nach t = 7 (bzw. t = 12) Schritten befindet sich die fleifige Schildkrote an der
Position (1,2) (bzw. (3,3)).
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Aufgabe 10.3

a)

Beim Verteilen der Geschenke wird die Schildkréte auf einmal stutzig. Ihr Blick fallt
auf ein Geschenk, welches in ihrer Liste mit der Zahl 6 vermerkt ist. Die Teiler von 6
sind 1,2, 3,6 und deren Summe ist 1+ 2+ 346 = 12, das doppelte der Ursprungszahl.
Aufgeregt schweift ihr Blick weiter iiber die Liste und bleibt beim Geschenk mit der
Nummer 28 héngen. Die Summe aller Teiler von 28 ist 1424447414428 = 56, wieder
das Doppelte! Wie kann das sein? Ist dies Zufall oder gibt es beliebig viele Zahlen mit
dieser Eigenschaft? Die Schildkrote ist entziickt von ihrer Beobachtung und griibelt
iiber diese Fragen nach. Ein paar Geschenke und Felder spéter stellt sie fest, dass die
Sprache

L ={neN| esgibt ein m > n, wobei diec Summe aller Teiler
von m das Doppelte von m ergibt}

entscheidbar ist. Mache es der Schildkréte nach. Zeige, dass L entscheidbar ist, obwohl
es leider nicht bekannt ist, wieviele Zahlen es mit obiger Eigenschaft gibt.

Dann endlich ist es geschafft. Alle Geschenke sind verteilt. Etwas miide aber iiber-
gliicklich macht sich die Schildkréte auf den Riickweg, dabei kommt ihr wieder ihre
gefundene entscheidbare Sprache in den Sinn. Sie stellt sich die Frage, was passiert,
wenn man zwei Sprachen kombiniert. Angenommen man hat eine Sprache L, die ent-
scheidbar ist, und zusétzlich eine aufzéhlbare Sprache Ls;. Was kann man dann iiber
die Differenz bzw. den Schnitt der beiden Sprachen sagen? Kommst du auf das selbe
Ergebnis wie die Schildkrote?

Zeige, dass sowohl Lo \ L; als auch L; N Ly aufzdhlbar sind.
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Aufgabe 10.4

Dank der Wichtel, Rentiere und der Schildkréte steht der Bescherung nichts mehr im Weg. An
Heiligabend findet Fridolin unter dem Baum ein tolles Geschenk. Seine erste eigene Turing-
maschine. Aufgeregt vergriabt er sich gleich in der Anleitung. Die ersten Seiten beschreiben
den Aufbau. Seine Maschine M = (Z,%,T, 9, 8,8, E) ist deterministisch und zeichnet sich
durch die Zustandsmenge Z = {é, 4,i7\m,6}, dem Eingabealphabet ¥ = {4,*, w} und
dem Bandalphabet I' = {é, 4}, wm} aus. Der einzige Endzustand der Maschine ist 8. Auf
der folgenden Seite wird ihre Funktionsweise beschrieben:

s &5 | A | ¥ | =
8 (M, 4 R) | (4 M R) | (4 um L)
A | B« R) | (x4 R) — —
[ — (\azx, W, R) —
o — — — (6, amx, N)

Fridolin will sofort loslegen. Aber Achtung: fast hétte er den Warnhinweis iiberlesen. Die
Maschine darf auf gar keinen Fall auf einer Eingabe angesetzt werden, auf der sie nicht halt.
Ansonsten erlischt die Garantie. Hilf dem Kleinen, damit er lange Spafs an seinem Geschenk
hat. Begriinde, warum es entscheidbar ist, ob M auf einer Eingabe = € ¥* angesetzt halt.

Frohe Weihnachten und einen guten Rutsch in das neue Jahr
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