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Vorgeplänkel:MathematischeGrundlagen

Voraussetzung:WissenausmathematischenGrundvorlesungen

hier:weitereGrundlagenzuWörtern,SprachenundRelationen
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AlphabetundZeichen

Alphabet=endlicheMenge

DieElementeeinesAlphabetsΣwerdenalsZeichen,SymboleoderBuchstaben

bezeichnet.

Beispiele:

1.Σ={a,...,z}∪{A,...,Z}∪{0,...,9}.

2.Σ={a,b}.

HansU.Simon,Ruhr-UniversitätBochum,GermanyTIWS2006/2007



DieChomsky–HierarchieSlide4

'

&

$

%

Zeichenfolgen

Σ
+

=Mengedernicht–leerenZeichenfolgenüberAlphabetΣ.

DieElementevonΣ
+

werdenauchalsWörter,SätzeoderStringsbezeichnet.

DieLängeeinesStringswistgegebendurch

|w|=AnzahlderZeichen(mitVielfachheit)inw.

FüreinZeichena∈Σschreibenwir

|w|a=AnzahlderVorkommenvonainw.

Beispiel:

•{a,b}
+

={a,b,aa,ab,ba,bb,aaa,...}.

•|a|=|ba|a=1,|ba|=2,|aaa|=3.
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Zeichenfolgen(fortgesetzt)

DasleereWortderLänge0wirdmitεbezeichnet.

(SpielteineähnlicheRollewiedie
”
Null“beimAddieren.)

Σ
∗

=Σ
+
∪{ε}bezeichnetdanndieMengeallerStrings(inklusivedemleeren)

überAlphabetΣ.
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KonkatenationvonWörtern

Wörterkonkateniert(=aneinandergehängt)ergebenwiederWörter.Esgilt:

|uv|=|u|+|v|

Beispiel:Füru=abundv=aabgiltuv=abaabund|uv|=2+3=5.

Dien–facheKonkatenationeinesWorteswmitsichselbstnotierenwirmitw
n
.

Esgilt|w
n
|=n·|w|.

Beispiel:Fürw=abgiltw
3

=abababund|w
3
|=3·2=6.
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FormaleSprachen

EineMengeA⊆Σ
∗

heißt(formale)SpracheüberAlphabetΣ.Neben

denüblichenMengenoperationen(Vereinigung,Durchschnitt,Komplement,

Mengendifferenz,...)sindaufSprachendiefolgendenOperationenvonInteres-

se:

KonkatenationAB:={uv|u∈A,v∈B}.

PotenzA
n

:=A···A ︸︷︷︸

n−mal

,wobeiA
0

={ε}undA
1

=A.

KleenescherAbschlussA
+

=∪n≥1A
n

undA
∗

=∪n≥0A
n
.
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FormaleSprachen(fortgesetzt)

BeispielBetrachtedieSprachen

A={w∈{a,b}
∗
||w|a=5}undB={w∈{a,b}

∗
||w|b=5}.

Danngilt

w=

∈A
︷︸︸︷

baaabbababbbb

∈B
︷︸︸︷

aaabaabbbaabaaa∈AB.

Weitergilt:

A
20

={w∈{a,b}
∗
||w|a=100}

A
+

={w∈{a,b}
+
|5istTeilervon|w|a}
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Relationen

WirbetrachtenRelationenRübereinerGrundmengeM.

Formal:R⊆M×M.

Statt(x,y)∈RschreibenwiroftxRy.

Statt(x,y)∈Rund(y,z)∈RschreibenwirmitunterxRyRz.
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VerknüpfungvonRelationen

ÄhnlichwiebeiformalenSprachenbetrachtenwirfolgendeOperationen:

KonkatenationRS:={(x,y)∈M×M|∃z∈M:xRzundzSy}.

PotenzR
n

:=R···R ︸︷︷︸

n−mal

,wobeiR
0

={(x,x)|x∈M}undR
1

=R.

(reflexive)transitiveHülleR
+

=∪n≥1R
n

undR
∗

=∪n≥0R
n
.

Esgilt:

1.R
n

={(x,y)∈M×M|∃z1,...,zn−1:xRz1Rz2···Rzn−1Ry}fürn≥1.

2.R
+

istdiekleinstetransitiveRumfassendeRelation.

3.R
∗

istdiekleinstereflexiveundtransitiveRumfassendeRelation.

HansU.Simon,Ruhr-UniversitätBochum,GermanyTIWS2006/2007



DieChomsky–HierarchieSlide11

'

&

$

%

Beispiele

M=MengevonPersonen

R=dieRelation
”
istSchwestervon“

S=dieRelation
”
istVateroderMuttervon“

Danngilt:

RS=dieRelation
”
istTantevon“

S
2

=dieRelation
”
istGroßvateroderGroßmuttervon“

S
+

=dieRelation
”
ist(echter)Vorfahrvon“
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Jetztgehts...

...zurSache!
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Grammatiken

EineGrammatikbestehtausvierKomponenten:

•V,dieMengederVariablen

•Σ,dasTerminalalphabet

•P⊆(V∪Σ)
+
×(V∪Σ)

∗
,dasRegel–oderProduktionensystem

•S∈V,dieStartvariable

DabeisindV,Σ,PendlicheMengenundV∩Σ=∅.EinPaar(y,y
′
)ausP

notierenwirmeistinderFormy→y
′
.

Intuition:IneinergrammatischenAbleitungdarfydurchy
′
ersetztwerden.

StringsüberΣheißenSätze;StringsüberV∪ΣheißenSatzformen.
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GrammatischeAbleitungen

DieNotationu⇒Gvbedeutet,dassSatzformuuntereinerRegelanwendung

derGrammatikGinSatzformvübergehenkann:

u,vhabendieFormu=xyz,v=xy
′
z,undy→y

′
∈P.

MitHilfevonRelation
”
⇒G“könnenfolgendeRelationengebildetwerden:

⇒
n
G=n–fachePotenzvon⇒G

⇒
+
G=transitiveHüllevon⇒G

⇒
∗
G=reflexive–transitiveHüllevon⇒G
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GrammatischeAbleitungen(fortgesetzt)

•u⇒
n
Gvbedeutet,dassSatzformuunternAnwendungenvonRegelnder

GrammatikGinSatzformvübergehenkann.

•u⇒
+
Gvbedeutet,dassSatzformuuntereineriteriertenAnwendung

(mindestenseinmal)vonRegelnderGrammatikGinSatzformvübergehen

kann.

•u⇒
∗
Gvbedeutet,dassSatzformuuntereineriteriertenAnwendung(auch

null-mal)vonRegelnderGrammatikGinSatzformvübergehenkann.

HansU.Simon,Ruhr-UniversitätBochum,GermanyTIWS2006/2007
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GrammatischeAbleitungen(fortgesetzt)

EineFolge

w0,w1,...,wn

vonSatzformenmit

w0=S,wn∈Σ
∗

undwi⇒Gwi+1

heißtAbleitung(vonwnmitRegelnausG).

DievonGerzeugteSpracheistdieMengeallerausStartsymbolSableitbaren

WörterüberTerminalalphabetΣ:

L(G):={w∈Σ
∗
|S⇒

∗
Gw}
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Beispiel:KorrektgeklammerteAusdrücke

BetrachtedieGrammatikGmitdenKomponenten

•V={E,T,F}.

•Σ={(,),a,+,∗}.

•PenthaltedieRegeln

E→T,E→E+T,T→F,T→T∗F,F→a,F→(E).

•S=E,d.h.,EistdieStartvariable.

Intuition:EstehtfürEXPRESSION(arithmetischerAusdruck),Tfür

TERMundFfürFACTOR.Terminalzeichenarepräsentierteinenatomaren

Ausdruck(etwaeineKonstanteodereineVariable).DieGrammatiksollgerade

diekorrektgeklammertenAusdrückeerzeugen.
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Beispiel(fortgesetzt)

Esgilt

a∗(a+a)+a∈L(G)

wiefolgendeAbleitungzeigt:

E⇒E+T⇒T+T⇒T∗F+T

⇒F∗F+T⇒a∗F+T⇒a∗(E)+T

⇒a∗(E+T)+T⇒a∗(T+T)+T⇒a∗(F+T)+T

⇒a∗(a+T)+T⇒a∗(a+F)+T⇒a∗(a+a)+T

⇒a∗(a+a)+F⇒a∗(a+a)+a

EswurdeinjedemSchrittdieamweitestenlinksstehendeVariableersetzt:

wirsprechenvoneinerLinksableitung.
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Beispiel(fortgesetzt)

E

E

T

F

E

E

T

F

a

F

a a

F

T

(+)

T

+a

F

T

*

Abbildung1:DerSyntaxbaumzurAbleitungvona∗(a+a)+a.
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Chomsky–HierarchiederGrammatiken

Typ0:EineGrammatikmitRegelnderallgemeinenFormw→w
′

mit

w∈(V∪Σ)
+

undw
′
∈(V∪Σ)

∗
heißtGrammatikvomTyp0.

Typ1:EineGrammatikmitRegelnderFormw→w
′
mitw,w

′
∈(V∪Σ)

+

und|w|≤|w
′
|heißtkontextsensitive(oderauchTyp1)Grammatik.

Typ2:EineGrammatikmitRegelnderFormX→wmitX∈Vund

w∈(V∪Σ)
+

heißtkontextfreie(oderauchTyp2)Grammatik.

Typ3:EineGrammatikmitRegelnderFormX→aoderX→aYmit

X,Y∈Vunda∈Σheißtreguläre(oderauchTyp3)Grammatik.

WirübertragendieseBezeichnungenauchaufdievondenGrammatiken

generiertenSprachen.

Offensichtlichgilt:

regulär⇒kontextfrei⇒kontextsensitiv⇒Typ0⇒formaleSprache

HansU.Simon,Ruhr-UniversitätBochum,GermanyTIWS2006/2007
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EchtheitderChomsky–Hierarchie

1.DieSprache{(a
n
b
n
|n≥1}istkontextfreiabernichtregulär.

2.DieSprache{a
n
b
n
c
n
|n≥1}istkontextsensitivabernichtkontextfrei.

3.EsgibtüberabzählbarvieleformaleSprachen,abernurabzählbarviele

vomTyp0.

DaesauchnichtkontextsensitiveSprachenvomTyp0gibt,sindalleInklusionen

derChomsky–Hierarchieecht.

HansU.Simon,Ruhr-UniversitätBochum,GermanyTIWS2006/2007
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EchtheitderChomsky–Hierarchie(fortgesetzt)

DiekontextfreienRegeln

S→ab,S→aSb

erzeugendieSprache

{a
n
b
n
|n≥1}.

Wirwerdenspätersehen,dassdieseSprachenichtregulärist.

HansU.Simon,Ruhr-UniversitätBochum,GermanyTIWS2006/2007
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EchtheitderChomsky–Hierarchie(fortgesetzt)

Satz:DiekontextsensitiveGrammatikmitdenRegeln

S→aSBC,S→aBC,CB→BC

aB→ab,bB→bb,bC→bc,cC→cc

erzeugtdieSprache{a
n
b
n
c
n
|n≥1}.(Beweisfolgt!)

Wirwerdenspätersehen,dassdieseSprachenichtkontextfreiist.

HansU.Simon,Ruhr-UniversitätBochum,GermanyTIWS2006/2007
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Warnung

SubtileBeweisführungimAnmarsch!

Techniken

•desErkennensvonInvarianten

•der(einfachen)vollständigenInduktion

•derstrukturellenvollständigenInduktion

kommendabeizumEinsatz!

HansU.Simon,Ruhr-UniversitätBochum,GermanyTIWS2006/2007
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1.Beweisrichtung(vollständigeInduktion)

Behauptung1(BeweisanderTafelskizziert):DieRegeln

S→aSBC,S→aBC,CB→BC

aB→ab,bB→bb,bC→bc,cC→cc

erlaubenfürallen≥0dieErzeugungvon

a
n
S

n-mal
︷︸︸︷

BCBC···BC

a
n

n-mal
︷︸︸︷

BCBC···BC

a
n
B

n
C

n

a
n
b
n
c
n

.

FormalerBeweisdurchvollständigeInduktionnachn(oderdurchÜberlegung

vomTyp“...”)!
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2.Beweisrichtung(strukturellevollständigeInduktion)

S→aSBC,S→aBC,CB→BC

aB→ab,bB→bb,bC→bc,cC→cc

Behauptung2(BeweisanderTafelskizziert):Fürjedevondiesen

RegelnerzeugteSatzformwgeltendiefolgendenBedingungen(sogenannte

Invarianzbedingungen):

1.|w|a=|w|B+|w|b=|w|C+|wc|.

2.EinGroßbuchstabestehtniemalslinksvoneinemKleinbuchstaben.

3.Symboleb,cstehenniemalslinksvoneinema.

4.EinSymbolcstehtniemalslinksvoneinemb

DahersindalleerzeugtenTerminalstringsvonderForma
n
b
n
c
n

(mitn≥1).

FormalerBeweisdurchvollständigeInduktionüberdieLängebzw.denAufbau

einergrammatischenAbleitung!

HansU.Simon,Ruhr-UniversitätBochum,GermanyTIWS2006/2007
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SonderregelungfürdasleereWort

JetzigeDefinitionvonTyp1,2,3GrammatikenGerlaubtnichtdieGenerierung

desleerenWortesε.Dasistschlecht,fallsε∈L(G)erwünschtist:

ErweiterungderaltenDefinition(eingeschränkteVerwendungvon

ε–Regeln):

BeiTyp1,2,3SprachenmitStartsymbolSerlaubenwirauchdieRegelS→ε.

IndiesemFalledarfaberSaufkeinerrechtenSeiteeinerRegelauftreten.

HansU.Simon,Ruhr-UniversitätBochum,GermanyTIWS2006/2007
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Allgemeineε–RegelnbeiTyp2,3Grammatiken

Beikontextfreien(oderregulären)Sprachentreibenwiresnochbunterund

erlaubenwiri.A.auchRegelnderFormA→εmitA∈V(sogenannte

ε-Regeln).

Frage:WirddadurchdieKlassederkontextfreien(bzw.regulären)Sprachen

erweitert?

Antwort:Nein!

Begründung:Einekontextfreie(bzw.reguläre)GrammatikGmitε-Regeln

kannstetsineineäquivalentekontextfreie(bzw.reguläre)GrammatikG
′

verwandeltwerden,dieε-Regelnnicht(odernurindereingeschränkten

Form)verwendet.

Beweiswirdspäter(inVerbindungmitderChomsky-Normalform)nachgelie-

fert.

HansU.Simon,Ruhr-UniversitätBochum,GermanyTIWS2006/2007
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DasWortproblem

DasWortproblemfüreineSpracheL⊆Σ
∗

istfolgendesProblem:

Eingabe:w∈Σ
∗

Frage:w∈L?

Esheißtentscheidbar,wenneinAlgorithmusexistiert,derfürjedeEingabew

dierichtigeAntwortliefert.

Satz:DasWortproblemfürjedekontextsensitiveSpracheListentscheidbar.

Idee:VerwendeeinekontextsensitiveGrammatikG,dieLgeneriert.

WegenderMonotonie–Eigenschaft

”
rechteSeiteeinerRegelistnichtkürzeralsdielinkeSeite“

sindnurdieendlichvielenSatzformenmiteinerMaximallängevonn=|w|

fürdieAbleitungvonwrelevant.

HansU.Simon,Ruhr-UniversitätBochum,GermanyTIWS2006/2007
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DasWortproblem(fortgesetzt)

ImplementierungderIdee:

1.Setzen:=|w|.

2.BerechnedieMengeAblnallerSatzformenderMaximallängen,diesich

ausSableitenlassen:

Abln:={w∈(V∪Σ)
∗
||w|≤nundS⇒

∗
Gw}

3.Fallsw∈Abln,dannakzeptierew;andernfallsverwerfew.

DabeikannAblniterativberechnetwerdenwiefolgt:

InitialisierungAbl:={S}.

IterationSolangeeinWortw/∈Ablmit

|w|≤n,∃u∈Abl:u⇒Gw

existiert,nimmauchwinAblauf.

HansU.Simon,Ruhr-UniversitätBochum,GermanyTIWS2006/2007
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Syntaxbäume

BetrachtewiedereinekontextfreieGrammatikG=(V,Σ,P,S).JedeRegel

B→A1···AkkanndurcheineVerzweigungvisualisiertwerden:

B

AAAA 12k-1k .  .  .  .

Abbildung2:VisualisierungeinerRegelB→A1···Ak.
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Syntaxbäume(fortgesetzt)

EinSyntaxbaumzurkontextfreienGrammatikGisteingeordneterWurzel-

baummitfolgendenEigenschaften:

1.DieWurzelistmitdemStartsymbolSmarkiert.

2.DieinnerenKnotensindmitVariablenausVmarkiert.

3.DieBlättersindTerminalzeichenausΣ(odermitε)markiert.

4.JedeVerzweigungentsprichteinerRegelausP.

AlsBeschriftungeinesSyntaxbaumesTbezeichnenwirdasWortausΣ
∗
,

dassichausdenMarkierungenderBlätter,gelesenvonlinksnachrechts,

zusammensetzt.

HansU.Simon,Ruhr-UniversitätBochum,GermanyTIWS2006/2007
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Syntaxbäume(fortgesetzt)

FolgendeAussagensindäquivalent:

1.EsgibteineAbleitungvonwmitRegelnausG.

2.EsgibteinenSyntaxbaumzuGmitBeschriftungw.

3.EsgibteineLinksableitungvonwmitRegelnausG.

EinformalerBeweiskönntedurcheinenRingschluss

1.⇒2.⇒3.⇒1.

erfolgen.

(IllustrationanderTafel)

HansU.Simon,Ruhr-UniversitätBochum,GermanyTIWS2006/2007
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Backus–Naur–Form
Backus–Naur–Form(BNF)erlaubtflexiblereFormenvonkontextfreienRegeln:

1.DieMetaregel

A→β1|β2|···|βn

(unterVerwendungdes
”
Metasymbols”|)stehtfür

A→β1

A→β2

······

A→βn

DadurchlassensichalleA-RegelnineinerZeilezusammenfassen.

2.A→α[β]γstehtfürA→αγ|αβγ:

mandarfβzwischenαundγeinfügen,mussesabernicht.

3.A→α{β}γstehtfürA→αγ|αBγ,B→β|βB:dasWortβkannzwischen

αundγiteriert(auchnull–mal)eingefügtwerden.
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BeispielzurBackus–Naur–Form

DieRegeln

E→T,E→E+T,T→F,T→T∗F,F→a,F→(E)

fürkorrektgeklammertearithmetischeAusdrückekönneninBNFkompakt

notiertwerdenwiefolgt:

E→T|E+T,T→F|T∗F,F→a|(E)

Odernochkompakter:

E→[E+]T,T→[T∗]F,F→a|(E)

HansU.Simon,Ruhr-UniversitätBochum,GermanyTIWS2006/2007
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EindeutigeundmehrdeutigeGrammatiken

EinekontextfreieGrammatikGheißtmehrdeutig,wennsieverschiedene

SyntaxbäumemitdergleichenBeschriftungzulässt;andernfallsheißtsie

eindeutig.

EinekontextfreieSpracheLheißteindeutig,wenneineLgenerierendeein-

deutigekontextfreieGrammatikGexistiert;andernfallsheißtsieinhärent

mehrdeutig.

Programmiersprachensollteneindeutigsein,damitjedesProgrammeindeutig

interpretiertwerdenkann.

HansU.Simon,Ruhr-UniversitätBochum,GermanyTIWS2006/2007
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MehrdeutigeBeispiel-Grammatik

DieRegeln

K→()|KK|(K)

erzeugendieSpracheder(nichtleeren)korrektenKlammerausdrücke.

Korrektgeklammert:(),(()())()

Falschgeklammert:((),)(

HansU.Simon,Ruhr-UniversitätBochum,GermanyTIWS2006/2007
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DemonstrationderMehrdeutigkeit

K

KK

KK

((( )))

K

KK

( )) (

K

()

K

Abbildung3:ZweiverschiedeneSyntaxbäumefürdenKlammerausdruck()()().
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EindeutigeGrammatikfürdieselbeSprache

K→A|AK,A→()|(K)

Intuition:K=Klammerausdruck,A=atomarerKlammerausdruck.

()

K

K A

(( ))

AK

A

Abbildung4:EindeutigerSyntaxbaumfürdenKlammerausdruck()()().
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BeispieleinerinhärentmehrdeutigenSprache

DieSprache

L={a
i
b
j
c
k
|i=joderj=k}

istinhärentmehrdeutig(ohneBeweis).
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ExemplarischeLernzielezurChomsky–Hierarchie

•Grundbegriffekennen(Vokabelnlernen!)undintellektuellbeherrschen

•beiOperationenaufSprachendieErgebnissprachebeschreiben

•beiOperationenaufRelationendieErgebnisrelationbeschreiben

•zueinergegebenenSpracheeinepassendeGrammatikfinden

•zueinergegebenenGrammatikdiedavonerzeugteSprache
”
intelligent

erraten“

•zueinemWortauseinerSprachediepassendegrammatischeAbleitung

(imkontextfreienFallauchdenSyntaxbaum)finden

•MehrdeutigkeiteinerkontextfreienGrammatikerkennenund,sofern

möglich,vermeidenkönnen

•Invariantenerkennenundmitvollständiger(evtl.struktureller)Induktion

beweisenkönnen
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