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20 Neuronale Netzwerke

Kiinstliche neuronale Netzwerke sind Berechnungsmodelle, deren Design auf einer groben
Modellierung natiirlicher neuronaler Netzwerke (wie wir sie zum Beispiel im Gehirn vor-
finden) basiert. Die Knoten dieser Netzwerke représentieren die Nervenzellen, welche auch
Neurone genannt werden. Die Kanten reprisentieren die Vernetzungsstruktur. Mathema-
tisch gesehen bilden die Neurone und ihre Verbindungen einen gerichteten Graphen. Ist
dieser Graph azyklisch, so spricht man von einem vorwdrtsgerichteten neuronalen Netzwerk,
das auch , Feedforward Neural Network®“ oder kurz ,FFNN* genannt wird.

Die Kanten e in einem neuronalen Netzwerk sind mit einem reellen Parameter w(e)
gewichtet. Der Absolutbetrag |w(e)| steht fiir die Starke der Reiziibertragung; mit dem
Vorzeichen unterscheiden wir exzitatorische (anregende) von inhibitorischer (hemmender)
Reiziibertragung. Die Gewichtsparameter sind programmierbar. Durch die Festlegung der
Gewichte kann eine Anpassung des Netzwerkes an Trainingsdaten erreicht werden.

In diesem Kapitel werden wir uns auf die Diskussion vorwértsgerichteter neuronaler Netz-
werke konzentrieren. In Abschnitt 20.1 fithren wir ein FFNN-Standardmodell ein, welches
in Abschnitt 20.2 geringfiigig erweitert wird. Abschnitt 20.3 beschéftigt sich mit der Re-
chenkraft von FFNN. Die Informationskomplexitit einer FFNN-Architektur und der durch
sie reprasentierten Hypothesenklasse wird in Abschnitt 20.4 analysiert. Im abschlieSenden
Abschnitt 20.5 besprechen wir die Heuristik namens ,, Backpropagation®, die haufig zur Ad-
justierung der Gewichtsparameter verwendet wird.

20.1 Das FFNN-Standardmodell

Ein vorwdrtsgerichtetes neuronales Netzwerk N (auch ,Feedforward Neural Network® oder
SEFFNN“ genannt) wird durch folgende Komponenten spezifiziert:

e cin gerichteter azyklischer Graph (V, E) mit Kantengewichten w : E — R, dessen
Knoten als Neurone bezeichnet werden

e cine Funktion o : R — R, genannt Aktivierungsfunktion



Diese Spezifikation wird in der Gleichung N = (V, E, 0, w) zusammengefasst. Das Tripel
(V, E, o) heifit die Architektur des Netzwerkes. Die Gewichte w(e) mit e € E sind program-
mierbare Parameter, deren Belegung mit reellen Zahlen durch einen Lernalgorithmus fixiert
werden kann. Durch die konkrete Wahl der Gewichte passt sich das Netzwerk an vorliegende
Trainingsdaten an.

Wir setzen im Folgenden voraus, dass das Netzwerk N geschichtet (layered) ist, d.h., die
Knotenmenge V' besitzt eine Zerlegung der Form V =V, U V; U... U Vp, und die Kanten in
E verlaufen stets von einer Schicht zu der darauf folgenden, d.h., £ C UL | (V;_y x V;). Wir
nennen Vg die Fingabeschicht (input layer), Vi, ..., Vr_y die verborgenen Schichten (hidden
layers) und Vp die Ausgabeschicht (output layer). T heifit die Tiefe und max;<i<r |V;| heifit
die Weite von N.

Es sei n = |Vy| — 1 und d = |Vz|. Dann reprisentiert N' = (V, E, 0, w) eine Funktion
hy : R® — RY. Es folgt eine Beschreibung, wie die Berechnung auf einer Netzeingabe € R"
die Schichten 0,1,...,7 der Reihe nach durchléuft, wobei o,(x) den Wert bezeichnet, den
ein Knoten v € V' berechnet:

1. Die Eingabeschicht V reicht im Wesentlichen x an die erste Schicht V; weiter. Genauer:
firi = 1,...,n produziert der i-te Knoten in V; die Ausgabe z; (= die i-te Komponente
der Netzeingabe ) und der (n + 1)-te Knoten in Vj produziert die Ausgabe 1.

2. Nehmen wir induktiv an, dass die Neurone der ¢-ten Schicht ihre Ausgabewerte schon
berechnet haben und betrachten nun ein Neuron v in Vi;;. Es seien uq,...,u, alle
Neurone in V;, die durch eine Kante mit v verbunden sind. Weiter seien wq, ..., w, die
diesen Kanten zugeordneten Gewichte. Wir bezeichnen dann

() i= Y wiou (@) (1)

als die Fingabe fiir den Knoten v und dieser berechnet

oy(z) :=o(a,(x)) =0 (Z W;Ou, (x))

Seien vy, ...,vg die d Knoten der Ausgabeschicht V. Dann setzen wir

har () := (04, (), ..., 00,(x)) € R? |

d.h., die von vy,...,vs € Vpr berechneten Werte bilden die Ausgabe des Netzwerkes.
Da N = (V,E,o,w) mit n+ 1 = |[Vp| und d = |Vy| eine Funktion hy : R"® — R?
reprasentiert, reprasentiert die Architektur (V, E, o) die Hypothesenklasse

HVvEﬂf = {hV,E,U,w| w: B — R} C {f ‘R"™ — Rd} )

Das Adjustieren der Gewichtsparameter w an vorliegende Trainingsdaten entspricht also der
Wahl einer Hypothese aus der Klasse Hy g .



20.2 Erweiterung des Standardmodells

Wir erweitern A/ um eine Komponente 6 : V' — R, so dass N = (V| E, 0, w, 6). Die Eingabe
a,(x) fur einen Knoten v bei Netzeingabe = — vergleiche mit (1) — hat dann die Form

a,(x) := Zwioui (x) +0(v)

d.h., 0 assoziiert zu jedem Knoten ein Bias. Ansonsten verlduft die Berechnung der Funktion
har genau so wie wir es in Abschnitt 20.1 beschrieben haben. Wir betrachten die Biaswer-
te 6 ebenso wie die Gewichte w als programmierbare Parameter. Somit repréisentiert eine
Architektur (V, E, o) die Hypothesenklasse

Hvee ={hvEecws w:E—-R,0:V >R} C{f:R"— ]Rd} .

Es ist nicht schwer zu zeigen, dass jedes neuronale Netzwerk in dem erweiterten Modell
simulierbar ist durch ein (nicht wesentlich groieres) neuronales Netzwerk im Standardmodell.
Hierzu muss lediglich die 1-Konstante (welche in der Eingabeschicht zur Verfiigung gestellt
wird) mit Hilfe eines Extra-Neurons pro versteckter Schicht weiterpropagiert werden, so dass
ein Bias 6(v) mit Hilfe eines zusétzlichen Gewichtsparameters einer in v miindenden Kante
dargestellt werden kann. Die Details sind leicht einzufiillen. Im Folgenden bedienen wir uns
meistens des erweiterten Modells.

20.3 Die Rechenkraft von FFNN

Fiir eine Boolesche Variable v; identifizieren wir v} mit v; und v mit ihrem Negat v;. Es sei
b= (by,...,by) € {0,1} ein Boolescher Vektor. Dann berechnet der Term T = v A. .. Avbr,
angewendet auf einen weiteren Booleschen Vektor a = (ay, ..., a,) den Wert T'(a) = 1 genau
dann, wenn a = b. Es sei f : {0,1}" — {0,1} ecine beliebige Boolesche Funktion in n
Variablen. Weiter sei B(f) = f~'(1) die Menge der Booleschen Vektoren, die von f auf 1
abgebildet werden. Offensichtlich kann f durch die folgende DNF-Formel dargestellt werden:

f)y="\/ @A Al

beB(f)

Es ergibt sich folgendes Resultat:
Lemma 20.1 Jede Boolesche Funktion kann durch eine DNF-Formel dargestellt werden.

Es bezeichne @ die Addition modulo 2 und es sei P(vy, ..., v,) = v1®. . .Bv, die Funktion,
die den Wert 1 genau dann liefert, wenn sich in vy, . .., v, ungeradzahlig viele Einsen befinden
(die sogenannte Paritédtsfunktion). Man kann leicht zeigen, dass jede DNF-Formel, welche
P darstellt, 27! Konjunktionen verwenden muss. Hieraus folgt, dass wir i.A. DNF-Formeln
exponentieller Grofle benotigen, um alle Booleschen Funktionen in n Variablen darzustellen.



Es seien v, uq, ..., u, € {v1,...,v,} Boolesche Variable. Wir setzen

1—v fallsb=20
Lo(v) '_{ v fallsb=1

Da die Boolesche Formel v® den selben Wert (0 oder 1) liefert wie die arithmetische Formel
Ly(v), wird Ly(v) auch als ,, Arithmetisierung® des Literals v® bezeichnet. Eine Konjunktion
oder Disjunktion von Literalen kann von einem Neuron mit sign(-) als Aktivierungsfunktion
nach folgendem Schema simuliert werden:

WAL AU =1 & Ly (ur) 4 .. 4 Ly, (uy) > 7S Ly, (ug) + ...+ Ly, () — 7 >0

W'V vt =1 e Ly (u) .. 4 Lo, (uy) > 1 Ly (u) 4 ...+ Ly, (u) —1 >0

Insbesondere gilt
wmV..Vu,=leuy+...+u, 21wy +...+u.—1>0 .
Wir kénnen daher aus Lemma 20.1 direkt folgendes Resultat ableiten:

Lemma 20.2 Jede DNF-Formel (und damit jede Boolesche Funktion) kann von einem neu-
ronalen Netzwerk der Tiefe 2 berechnet werden.

Beispiel 20.3 Wir bauen ein Netzwerk fiir die DNF-Formel (vi AT3)V (01 AU;). Dazu nutzen
wiT Qus:

A3 =1 & U1+(1—U3)22<:>U1—U3—120
A =1 & 1-v)+(1—-wv)>2—v;—v,>0

Dies fiihrt zu dem in Abbildung 1 dargestellten Netzwerk.

Wir werden spéter zeigen, dass die VC-Dimension von Hy,gsign durch O(|E|In(|E|)) =
O(]V[?) nach oben beschrinkt ist. Da 2" die VC-Dimension von {f : {0,1}" — {0,1}} ist,
muss es Boolesche Funktionen geben, die nur von einer Architektur mit €(2"/3) Neuronen
berechnet werden konnen. Man benétigt also i.A. Netzwerke einer exponentiellen Grofe.
Ahnliche Resultate gelten, wenn o die Sigmoid-Funktion ist.

Neuronale Netzwerkfamilien polynomiell beschrinkter Grofle. P/poly bezeichnet
die Klasse aller Familien (f,),>1 Boolescher Funktionen, die von einer Schaltkreisfamilie
(Cy)n>1 polynomiell beschrinkter Groe tiber der Standardbasis {—, A, V} berechnet werden
konnen. Da wir solche Schaltkreise (wie weiter oben bereits ausgefithrt) mit Hilfe neuronaler
Netzwerke effizient simulieren konnen, kann jedes (f,)n>1 € P/poly auch durch eine Familie
(Ny)n>1 neuronaler Netzwerke einer polynomiell beschrinkten GroBe berechnet werden. Die
Klasse P/poly ist recht groff. Sie umfasst zum Beispiel die Klasse P der in Polynomialzeit
Turing-berechenbaren Booleschen Funktionsfamilien.
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Abbildung 1: Netzwerk fiir die DNF-Formel (v; A 73) V (71 A 7y).

| WA

a)

Abbildung 2: a) Konvexer Polyeder als Durchschnitt von vier affinen Halbebenen. b) Verei-
nigung von drei konvexen Polyedern

FFNN und Vereinigung von konvexen Polyedern. Ein Neuron v in der ersten ver-
steckten Schicht berechnet eine Funktion der Form

oy(x) = sign <Z w;x; + 9)

i=1

Das ist die Indikatorfunktion fiir einen affinen Halbraum in R". Ein konvezxer Polyeder ist
ein Durchschnitt von affinen Halbrdumen. Die Indikatorfunktion eines Polyeder ist daher die
Konjunktion (Ver-Und-ung) von Indikatorfunktionen von affinen Halbraumen. Somit kénnen
neuronale Netzwerke mit einer versteckten Schicht die Indikatorfunktionen zu Polyedern
berechnen. Mit zwei versteckten Schichten sind dann Indikatorfunktionen von Vereinigungen
konvexer Polyeder berechenbar. Abbildung 2 veranschaulicht diese Beobachtungen in R?.



20.4 Die Informationskomplexitit von FFNN

Es sei H C {h : X — Y} fiir einen Grundbereich X und einen endlichen Zielbereich ).
Wie gewohnt bezeichnet Hjy; mit M C X die Menge der auf M eingeschrinkten Funktionen
aus H. Der Beweis des folgenden Resultates verwendet die einer bindren Hypothesenklasse
‘H zugeordnete Kapazitdtsfunktion 74, (m), die wir im Kapitel , Lernen via uniforme Konver-
genz* kennengelernt hatten.

Theorem 20.4 Es sei (V,E,0) eine FFNN-Architektur mit einem Ausgabeneuron. Dann
qgilt:
VCdim(HV7E7sjgn> = O(’E’ ln(]E|)) . (2)

Beweis Der Kiirze halber setzen wir ‘H := Hy ggen. Es sei vi,...,vx eine topologische
Sortierung der Neurone in (V, E), so dass aus (v;,v;) € E stets ¢ < j folgt. Insbesondere ist
vy das Ausgabeneuron. Es sei n die Dimension der Netzeingabevektoren. Fiir i =1,... N

sei r; die Anzahl der in v; eingehenden Kanten aus F. Beachte, dass dann |F| = Zf\il r;. Zu

gegebenem w : E — R bezeichne A () die vom i-ten Neuron v; in Abhéngigkeit von der
Netzeingabe € R" berechnete Funktion. Betrachte die folgende Familie von Funktionen:

HS = {z— (WD (2),..., k()| w: E — R}

Fixiere eine beliebige Menge M C R™ mit m = |M|. Es ist leicht zu sehen!, dass

7
< s () < P ey

7

Expandieren dieser Rekursion liefert

N
M| < ] [(em)™ = (em)*! .
i=1

Wegen |Hy| < |H5| kénnen wir nun schlussfolgern, dass 7 (m) < (em)"l. Fiir m =

VCdim(H) miisste gelten 2™ < (em)!®l. Geschicktes Auflésen nach m liefert m = VCdim(H) <

c|E|In(|E|) fir eine geeignete Konstante ¢ > 0. qed.

20.5 FFNN und Backpropagation

Das Konsistenzproblem fiir Hy,, ist selbst fiir einfache Architekturen NP-hart und das
Lernproblem fiir Hy, , ist unter bestimmten kryptographischen Voraussetzungen selbst dann
hart, wenn der Lernalgorithmus die Form seiner Hypothese frei wihlen kann. Daher existieren
fiir FFNN nur heuristische Lernverfahren. Das bekannteste unter ihnen ist ,, Backpropagati-
on“. Es handelt sich dabei, wie wir im Folgenden herausarbeiten werden, im Wesentlichen
um ein stochastisches Gradientenabstiegsverfahren, das eine lokal optimale Wahl der Ge-
wichtsparameter findet.

1Das wiire eine gute Ubungsaufgabe.



20.5.1 Grundlagen aus der Analysis

Es seiseien fi, ..., f,, differenzierbare Funktionen in n reellen Variablen und f = (fi,..., fi) :
R"™ — R™. Es bezeichne J,,(f) € R"™*" die Funktionalmatrix (englisch: Jacobian) von f am
Punkt z = w, d.h., J,(f)[i,j] = ng;(w). Mit anderen Worten: die i-te Zeile von J,(f) ist
der Gradient von f; am Punkt # = w. Betrachte die Komposition f o g : R¥ — R™ fiir
eine weitere differenzierbare Funktion g : RF — R". Gemif der Kettenregel gilt J,(f og) =

Jow)(f) - Jw(g)-

Beispiel 20.5 Fir f(w) = Aw mit A € R™F gilt J,(f) = A fiir alle w € R*.

Es sei o : R — R die Sigmoid-Funktion, d.h., o(0) = Hﬁ Man rechnet leicht nach, dass
o' (0) = m Weiter sei & : R™ — R"™ die Funktion, welche o komponentenweise
anwendet, d.h., fir 6 = (01,....6,) gilt 30) = (0(61),...,0(0,)). Dann ist J5(0) eine
(n x n)-Diagonalmatriz mit den Werten o'(01),...,0'(0,) auf der Hauptdiagonalen. Wir
notieren diese Matriz im Folgenden als diag(c”(6)).

Sei nun A € R™* und g(w) = Aw. Dann gilt

Ju(o o g) = diag(c’(Aw)) - A . (3)

Die Aktualisierung eines programmierbaren Parameters w € R* im Rahmen eines Gra-
dientenabstieges beziiglich einer Kostenfunktion f : R¥ — R hat die allgemeine Form

wi=w—nVf(w),

wobei Vf(w) = J,(f) den Gradienten von f an der Stelle w und n > 0 die sogenannte
»Schrittweite* oder ,Lernrate“ bezeichnet. Der Vektor —V f(w) gibt, vom Punkt w aus
gesehen, die Richtung an, in welcher die f-Werte am stérksten abfallen.

20.5.2 Gradientenabstieg und Backpropagation

Wir betrachten eine geschichtete Architektur (V, E, o), wobei o die Sigmoidfunktion bezeich-
net, Vol =n+1und |V,| =k fir t = 1,...,T. Jedes Netzwerk N' = (V| E, o, w) berechnet
daher eine Funktion h,, : R® — R*”. Wir verwenden die regularisierte quadratische Verlust-
funktion, die einer Hypothese h,, und einem Beispiel (z,y) ~ D die Kosten

(ha (.0)) = 3 @) P + 3 o] (@)

zuordnet. Dabei ist, wie iiblich, A > 0 ein Regularisierungsparameter. Die eigentliche Ko-
stenfunktion ist Lp(h,) + 3||w[|>. Den Gradienten dazu kénnen wir aber ohne Kenntnis von
D nicht bestimmen. Wir gehen daher rundenweise vor, wihlen in jeder Runde ein neues
zufélliges Beispiel (x,y) ~ D und realisieren den néichsten Schritt des Gradientenabstiegs
mit der in (4) spezifizierten Kostenfunktion. Beachte, dass B y)~p|||hw(z) = y||*] = Lp(hy),
d.h., im statistischen Mittel entspricht ¢ der idealen (aber uns unbekannten) Kostenfunktion.
Verfahren dieser Bauart heiflen ,stochastische Gradientenabstiegsverfahren®.
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Es erweist sich als vorteilhaft, die Schrittweite n des Gradientenabstiegs im Laufe der
[terationen zu reduzieren. Die in der i-ten Iteration verwendete Schrittweite bezeichnen wir
mit 7;. Weiterhin ist es gut, den Gewichtsvektor nicht mit 0 zu initialisieren sondern mit
einem zufiillig gewihlten Vektor (geméif einer Verteilug, deren Realisierung i.A. Vektoren in
der lokalen Umgebung von 0 produziert). Ein Startvektor 0 hiitte namlich zwei Nachteile:

e Falls zwei aufeinander folgende Schichten vollstandig vernetzt sind, dann wiirden Ge-
wichtsparameter, welche der selben Schicht angehoren, auch nach Aktualisierung gleich
bleiben (was die Freiheitsgrade zu sehr einschréinkt).

e Mit identischen Startvektoren in verschiedenen Iterationen des Verfahrens wird, im
Vergleich zu wechselnden Startvektoren, ein kleinerer Teil des Parameterraumes explo-
riert.

Es folgt der Pseudocode fiir das stochastische Gradientenabstiegsverfahren. Es verwendet
die Hilfsprozedur ,,backpropagation, die wir im Anschluss erlautern.

Parameter: Anzahl 7 > 1 an Iterationen, Schrittweiten 7,...,7, > 0 und Regularisie-
rungsparameter A > 0

Eingabe: geschichtete FFNN-Architektur (V, E, o)
Initialisierung: Wihle w zufillig.
Hauptschleife: Fiir i = 1,...,7 mache folgendes:

1. Nimm ein zufilliges Beispiel (z,y) ~ D.
2. Berechne den Gradienten G := backpropagation(V, E, o, z,y, w®).
3. Setze w*) = w® — n; (GO 4+ \w®).

Ausgabe Gib einen Gewichtsvektor w € {w™,...,w™} aus, der auf einer Validierungs-
menge am besten abschneidet.

Wir werden nachweisen, dass die Aktualisierung von w in Schritt 3 der Hauptschleife dem
allgemeinen Schema des Gradientenabstiegs folgt, und zwar beziiglich der in (4) spezifizierten
Kostenfunktion. Dabei ist der Term Aw(? gerade der Gradient von 4|jw||* an der Stelle w'®).
Es wird also noch zu zeigen sein, dass der durch den Aufruf von Backpropagation berechnete
Term G® den Gradienten von ||k, (z) — y||? = ||or(z) — y||> an der Stelle w® bildet.?

Wir fassen im Folgenden w : E — R als Vektor w € R¥ auf (mit einer Gewichtskom-
ponente fiir jede Kante). Wir setzen der Einfachheit halber voraus, dass zwei aufeinander
folgende Schichten vollstdndig vernetzt sind. Die allgemeine Prozedur ergibt sich aus der
hier geschilderten, indem die Gewichtsparameter zu fehlenden Kanten stets auf den Wert 0
gesetzt werden.

Backpropagation ist die folgende Prozedur.

2Dieser Gradient ldsst sich nicht analytisch, sondern nur algorithmisch, ermitteln.



Eingabe: geschichtete FENN-Architektur (V, E, o), gelabeltes Beispiel (z,y) und ein Ge-
wichtsvektor w € R¥.

Initialisierung: 1. Kreiere die Schichten Vg, Vi, ..., Vr mit Vi = {vi1,..., v, }-

2. Firt=0,...,7-1,i=1,...,kyyund j = 1,... ke setze Wi, ;= w((ve,j, Ves14))-
W, sei dann die resultierende (k;yq X k;)-Matrix.

Vorwirtsphase: (Berechnung der Ausgabe des Netzwerks)

1. Es bezeichne 0y = (z,1) € R™! den Vektor der Ausgabewerte der Eingabeschicht.
2. Firt=1,...,Tundi=1,... k; setze

kt—1

ap; = g Wiz1i00-1,; und o == o(ay;) .

j=1
a;, 0, € R* seien dann die resultierenden Vektoren.
Riickwirtsphase: (Berechnung eines Gradienten)

1. Setze o7 := or — y.
2. Firt=T—-1,...,1und ¢ =1,..., k; setze

ki1

e /
Ori =Y Wijabir1,;0 (aery) -

j=1
5; € R¥ sein dann der resultierende Vektor.

Ausgabe: Gib G € RF aus mit
G(((Ut—l,j7vt,i) = 5t,i0/(at,i)0t—1,j .

In der nun folgenden Analyse werden wir den Zusammenhang zum Gradientenabstieg her-
stellen.

Es sei ¢;(u) der (quadratische) Verlustwert, der beziiglich des Beispiels (x,y) entsteht,
wenn u die Ausgabewerte der t-ten Schicht reprasentiert. Diese Werte ergeben sich rekursiv
wie folgt:

L lr(u) = 5llu—yl*

2. ét(u) == Et_t'_l(O'(Wtu)) firt=1T — 1, ey 1.



Aus dieser Rekursion ergeben sich die Funktionalmatrizen (bzw. Gradienten, da die Ver-
lustfunktion Werte in R = R! annimmt) J,(¢7) = v — y und, fiir t = T — 1,...,1 unter
Anwendung der Kettenregel, J,(¢;) = Jo(w,u) (ﬁt“)diag(c;’(Wtu))Wt. Setzen wir v := o, und
8¢ := Jo,(¢;), dann ergibt sich

dor =or —y

und firt=T—1,...,1 gilt

5t = JOt(gt) - JU(WtOt)(gt-i-l)diag(oj(wtot))Wt

= Jop,, (ley1)diag(o’(a1)Ws = 0pyadiag(o’(ap1))We

Diese rekursive Rechenvorschrift zur Berechnung der §,-Werte stimmt iiberein mit der Be-
rechnung der 9§, ;-Werte wihrend der Riickwértsphase von Backpropagation.

Da w € R¥ die programmierbaren Parameter sind, reicht es nicht aus die Gradienten
0t = J,,(£;) zu kennen. Vielmehr miissen wir die Funktion

9ge(Wi1) = Li(0r) = (G (ar)) = (G (Wi104-1))

betrachten, welche den auf Schicht ¢ entstehenden Verlust als eine Funktion in W,_; auffasst?,
um dann ihren Gradienten an der Stelle W;_; zu bestimmen. Dies geschieht zunéchst fiir
t = T und danach fir ¢t = T — 1,...,1, so dass nach und nach der Gradient G fiir alle
Gewichtsparameter bestimmt wird.

Zu diesem Zweck ist es besser, W,_; € RF¥*k—1 als Vektor w;_; € RF*-1 aufzufassen.
Sei also w;_; der Vektor der entsteht, wenn die Zeilen von W,_; aneinander gehéngt werden.
Weiter sei

- S S
01 U 0
0 o, 0
Ot_l — . . . . e ]Rkthtktfl 7
0 0 . . . o,

so dass W;_10;_1 = O;_1w;_1. Wir erhalten dann die Gleichung

gr(wi—1) = (G (Op_qwy—q)) .

Anwendung der Kettenregel liefert

Juis(9) = J500 o) () diag(0"(Or1w;1))Osy
= Jo (gt)diag<gl(at))0t—1
= Odiag(o’(ar)) Oy

= (5t,10/(at,1)0;17 . 7525,/%0-/(&15,’%)0;21) .

3wobei alle anderen Gewichtsparameter als Konstanten betrachtet werden, wie das bei partiellen Ablei-
tungen stets der Fall ist
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Der Gradient J,, ,(g:) ist ein Vektor mit k:k;—; Komponenten. Die Komponente, die fiir die
Aktualisierung des Gewichtsparameters zur Kante (v;_ j,v;;) zusténdig ist, finden wir in
Position (i —1)k;_; +j. Fiir den Gradientenvektor G' € R” muss daher gelten: G((vi_1 ,v14))
stimmt {iberein mit der Komponente von J,,_,(g;) in Position (i —1)k;_; + j. Inspektion von
(6:10"(as1)o) 1, ., Orp, 0" (ar g, )o) 1) liefert

G((Ut—l,ja Ut,i)) = 5t,i0/(at,i>0t—1,j .

Dies deckt sich aber mit der Art wie Backpropagation GG in der Ausgabephase berechnet.

Résumée. Das in diesem Abschnitt angegebene Verfahren , Gradientenabstieg mit Ver-
wendung von Backpropagation® realisiert einen stochastischen Gradientenabstieg.

11



