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Welche Funktionen sind effizient berechenbar ¢

Zentrale Frage

~

e In der Berechenbarkeitstheorie hatten wir die Grenze zwischen entscheid-

baren und unentscheidbaren Problemen exploriert.

e Jetzt fragen wir uns ob ein Problem effizient 16sbar ist, oder ob es inh&rent

einen hohen Ressourcenverbrauch hat.

r

entscheidbar,
aber nicht
effizient

effizient
entscheidbar

unentscheidbar
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Ressourcenverbrauch

Wir interessieren uns fir den Ressourcenverbrauch in Form von

e Zeit (Rechenzeit) und

e Platz (Speicherplatz).

~

Um diesen zu beschreiben, machen wir Gebrauch von der (aus DiMa) bekannten

Landau’schen O-Notation

O(f) =19 : Ng — Ng| de,ng € Ng,Vn >ng : g(n) <cf(n)}.

Funktionen g aus O(f) heilen grifienordnungsmdjfig durch f beschrinkt.

Aus historischen Griinden schreibt man g = O(f) anstelle von g € O(f).

Salopp gesprochen kann man sagen, dass das grofle O Konstanten und Terme

ni

-

chtdominanter Gréf3ienordnung ,,schluckt®.
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f Zeit- und Platzschranken \

Definition: Es seien S und T Funktionen von INg nach Ny und M eine
Mehrband-DTM.

1. M heit S(n)-platzbeschrinkt, wenn eine Rechnung von M auf einer

Eingabe der Maximalldnge n maximal O(S(n)) Bandzellen verbraucht.

2. M heif3t T'(n)-zeitbeschrdinkt, wenn eine Rechnung von M auf einer Eingabe

der Maximalldnge n maximal O(T'(n)) Schritte dauert.

Diese Definition lésst sich analog aut Mehrband-NTM'’s iibertragen.

Notation: Ab jetzt notieren wir die von einer TM M akzeptierte Sprache als
L(M) (statt, wie frither, als T'(M)), weil wir das Symbol T fiir Zeitschranken

reservieren mochten.

N /
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f Effiziente Berechenbarkeit \

e Obwohl auch Rechenzeiten der Form T'(n) = 10%n oder T'(n) = n'%% im
Grunde inakzeptabel sind, 148t sich dennoch sagen, dass exponentielles
Wachstum T'(n) = ¢ - 2™ schon fiir moderate Werte von n auch schnellste

Rechenanlagen fiir Milliarden von Jahren beschéftigt.

e Daher hat sich die Sichtweise durchgesetzt, polynomielles Wachstum
noch als ,effizient“ zu betrachten, und superpolynomielles (oder gar

exponentielles) Wachstum fiir ,,ineffizient*.

N /
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f Deterministische Komplexitiatsklassen \

Definition:

e DSpace(S) ist die Klasse aller Sprachen, die von einer S(n)-platzbe-

schrankten DTM akzeptiert werden kénnen.

e DTime(T) ist die Klasse aller Sprachen, die von einer T'(n)-zeitbeschrank-

ten DTM akzeptiert werden kénnen.

e P = Uy>1DTime(n”) ist die Klasse aller deterministisch in Polynomialzeit

akzeptierbaren Sprachen.

o PSpace = UkleSpace(nk ) ist die Klasse aller deterministisch in polyno-

miellem Platz akzeptierbaren Sprachen.

N /
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f Nicht-Deterministische Komplexitatsklassen \

Definition:

e NSpace(S) ist die Klasse aller Sprachen, die von einer S(n)-platzbe-
schrankten NTM akzeptiert werden konnen.

o NTime(T) ist die Klasse aller Sprachen, die von einer T'(n)-zeitbeschrank-

ten NTM akzeptiert werden konnen.

¢ NP = U>1NTime(n*) ist die Klasse aller nicht-deterministisch in

Polynomialzeit akzeptierbaren Sprachen.

o NSpace = Up>1 N Space(n”®) ist die Klasse aller nicht-deterministisch in

polynomiellem Platz akzeptierbaren Sprachen.

N /
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f Einband vs. Mehrband TM \

e Wie wir wissen, lassen sich Mehrband-TMs ohne Platzverlust und mit
nur quadratischem ,,Blow-up® bei der Zeitschranke durch Einband-TMs

simulieren.

e Daher dndern sich die Komplexititsklassen wie P, NP oder PSpace nicht,
wenn wir in der Definition Einband- statt Mehrband-TMs gefordert hétten.

e Wir diirfen daher bei diesen Klassen mit unserem Standard Modell (mit

nur einem Band) arbeiten, wann immer wir das fiir zweckméflig halten.

N /
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Es hat sich gezeigt, dass

DSpace = NSpace

N Space(S) C DSpace(S?).

~

Fiir jede NTM existiert eine deterministische Simulation mit hoéchstens

quadratischem ,,blow-up* des Speicherplatzes (Satz von Savitch).

Daher eriibrigt sich eine Unterscheidung von DSpace und N Space.

-
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f Komplexititsklassen

Beobachtung: P C NP C LOOP-berechenbare Sprachen

Beweisskizze: Wir hatten gesehen, dass die Berechenbarkeitsbegriffe Turing,
WHILE und GOTO &quivalent sind. Insbesondere geniigt dabei ein WHILE-
Programm mit nur einer WHILE-Schleife. Die Anzahl der Schleifendurchléaufe
ist durch die Zeitkomplexitit f(n) der TM beschriankt. Wir kénnen daher
“WHILE z # 0 DO” ersetzen durch “y := f(n) LOOP y DO”.

r semi-entscheidbar

~

s entscheidbar

-~

fLOOP—berechenba?

[Np[p @

=

JJJ

-

~
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f Zentrale Fragen der Komplexititstheorie \

1. Welche Probleme erfordern (im Wesentlichen) die gleichen Ressourcen an

Zeit bzw. Platz und gehoren daher in dieselbe Komplexititsklasse 7
2. Wie ist das Verhéltnis von Platz und Zeit?

3. Wie ist das Verhéaltnis von Determinismus und Nichtdeterminismus?

?
Wir wollen der dritten Frage anhand des berithmten (P # NP)-Problems
nachgehen.

N /
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f P vs. NP \

Viele fundamentale Anwendungsprobleme gehéren zur Klasse NP. Diese

Probleme konnen bis heute nicht (deterministisch) in Polynomialzeit gelost

werden. Daher wird allgemein vermutet
P # NP .

Man kann bis heute aber diese Vermutung nicht beweisen.

Immerhin ist es aber im Rahmen der NP-Vollstdndigkeitstheorie gelungen,
,hérteste Vertreter® der Problemklasse NP dingfest zu machen. Diese werden

NP-vollstdndige Probleme genannt.

Im Folgenden sehen wir einige Vertreter dieser Klasse.

N /
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f Polynomielle Reduktion \

Ein wichtiges Werkzeug zur Entwicklung der NP-Vollstdndigkeitstheorie sind:
Definition: Seien Lq, Lo C »*.

1. Wir sagen, L1 ist polynomiell reduzierbar auf Ly (in Zeichen: L, Spol Ls),
wenn eine Abbildung f : X* — X* existiert, so dass folgendes gilt:

(1) Vwe ¥*: we L) & f(w) € Le.

(2) f ist von einer polynomiell zeitbeschrankten DTM berechenbar.

2. Eine Sprache Ly C X* heilit NP-vollstindig, talls
(1) Loy € NP.
(2) VL € NP: L §p01 Lo.

Falls die zweite Bedingung gilt, aber L nicht notwendig zur Klasse NP
gehort, dann heif3t Lo NP-hart.

N /
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f Eigenschaften \

Lemma: Falls Ly <,, L2 und Lo € P, dann ist auch L; € P.

Beweis: Die Frage, ob w € L1, kann wie folgt entschieden werden:
1. Berechne f(w) mit der TM M.
2. Entscheide, ob f(w) € L; mit der TM Mj.

Die Hintereinanderschaltung der Maschinen M ; M, ist dabei wieder polynomiell

zeitbeschrankt.

Anmerkung: Analog gilt: Falls Ly <,, L2 und Ly € NP, dann ist auch
L, € NP.

N /
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f Eigenschaften fortgesetzt \

¢

Lemma: Die Relation ,,<,,“ ist transitiv. Ketten von Reduktionen ergeben

also wieder eine Reduktion.

Beweis: analog zum vorherigen Beweis.

Folgerung: Aus L; <,, Ly und L; ist NP-hart folgt, dass Ly NP-hart ist.
Ebenfalls folgt:

Lemma: Wenn ein NP-hartes Problem deterministisch in Polynomialzeit
gelost werden kann, dann folgt P = NP.

Satz: Sei A NP-vollstindig. Dann gilt A € P < P = NP.

Folgerung: Zum Nachweis von P = NP oder P # NP wiirde es geniigen,
A € P oder A ¢ P fiir ein beliebiges NP-vollstandiges Problem A zu zeigen.

N /
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f Boolesche Formeln \

Das erste NP-vollstindige Problem beschéftigt sich mit Booleschen Formeln.

e Lin Literal ist eine negierte oder nicht negierte Boolesche Variable.
e Fine Klausel ist eine Disjunktion (Logisches Oder) von Literalen.

e cine Formel in konjunktiver Normalform (kurz: CNF-Formel) ist eine

Konjunktion (Logisches Und) von Klauseln.

Beachte: eine Klausel kann auch aus einem einzigen Literal und eine CNF-

Formel auch aus einer einzigen Klausel bestehen.

Beispiele fiir CNF-Formeln:

F() = (5131\/333)/\(5131 \/56_3)/\33_1
Fy = (x1 VT3 Va3) A (T VT3) A 29

N /
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f Erfiillbarkeitsproblem der Aussagenlogik \

SAT ist folgendes Problem:
Eingabe eine CNF-Formel F {iber Variablen z1, ..., z,.

Frage Ist die Formel erfiillbar, d.h., existiert eine Belegung von x1, ..., x, mit

0 oder 1, so dass F' zu 1 ausgewertet wird?

3SAT ist das eingeschrankte Problem, bei dem F' nur aus Klauseln mit jeweils
drei Literalen besteht.

Beispiel (fortgesetzt) x1 =1,20 = 1,23 = 0 erfiillt die obige Formel F.
Die Formel Fjy hingegen ist nicht erfiillbar. Wieso 7

Satz von Cook (1971): SAT ist NP-vollstandig. (Beweis spdter)

N /
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Weitere NP-vollstindige Probleme \

Ausgehend vom Satz von Cook lasst sich die NP-Vollstéandigkeit vieler Probleme

DHP

HP

START-ZIEL DHF

START-ZIEL HP

HC

TSP

zeigen.
SAT
3-SAT
CLIQUE EXACT-ONE 3-SAT
INDEPENDENT SET SUBSET SUM
VERTEX COVER| |KNAPSACK |PARTITION

HITTING SET BIN PACKING
SET COVER

-

DHC
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f Rate-Verifikationsprinzip \

Vorgehen einer polynomiell zeitbeschrankten NTM M auf Eingabe w:

e Rate eine Art ,Zertifikat“ r € {0,1}* einer polynomiell in n = |w]

beschrankten Lange.

e Verifiziere mit Hilfe von r deterministisch, dass w zur Zielsprache L(M)

gehort.

Das Zertfikat r war intuitiv gesehen der Binérstring der Entscheidungen, die M
trifft. Fiir konkrete formale Sprachen (=Probleme) aus NP hat das Zertifikat
aber in der Regel eine sehr konkrete und plausible Form. Dies werden wir in

den folgenden Beispielen sehen.

N /
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f CLIQUE (vollstiandige Teilgraphen) \

Eingabe: Ein ungerichteter Graph G = (V, F) und ein k € Ny mit k£ < |V|.

Frage: Existiert in G eine Clique der Grof3e mindestens k, d.h., eine Menge
C' C V mit |C| > k, deren Knoten paarweise in G benachbart sind ?

Clique ist in NP:
Zertifikat: eine Menge C' C V der Grofle k

Verifikation: Uberpriifung, dass alle Knoten in C paarweise benachbart sind

N /
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f CLIQUE ist NP-hart N

Satz: 3-SAT <,,,CLIQUE.

Beweis: Sei ' = (C1,...,Cy,) mit C; = 2z;1 V zi2 V 23 und z;; €
{x1,Z1,...,2,,%,} eine Eingabe fiir 3-SAT. Wir ordnen der Formel F' einen
Graph G = (V, F) und eine Zahl k zu, so dass gilt

C' ist erfiillbar < G besitzt einen Clique

Schliissel zur Reduktion:
e Zwei Literale z, 2z’ heiflen kompatibel, falls 2’ # Z.

e Mehrere Literale z1,..., 2., r > 2, heilen kompatibel, wenn sie paarweise

kompatibel sind.

Beobachtung: Es gibt genau dann eine Belegung, die z1, ..., 2z, erfiillt, wenn

kzl, ..., 2 kompatibel sind. /
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f CLIQUE ist NP-hart \

Wir wahlen G = (V, E) und k als

Vv = {(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),...,(m,1),(m,2), (m,3)}
E = {{(i.5), (@)} | i #pund z;; # Zpg}}

kE = m

Dann gilt:

F' ist erfiillbar durch Belegung B

& es gibt in jeder Klausel ein wahres Literal

& es gibt kompatible Literale z1 j,,..., 2m.j,,

& es gibt Knoten 21 4,,...,2m, 4, in G, die paarweise verbunden sind

< G hat einen Clique der Grofle k

N /
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f VERTEXCOVER (Knoteniiberdeckung) \

Eingabe: Ein ungerichteter Graph G = (V, E) und eine natiirliche Zahl
kE<|V|.

Frage: Existiert in G ein ,,Vertex Cover (Knoteniiberdeckungsmenge)* der
Grofle hochstens k, d.h., eine Menge C' C V mit |C| < k, die von jeder

Kante aus F mindestens einen Randknoten enthalt 7
VERTEXCOVER ist in NP.
Zertifikat: eine Menge C C V der GroBe £ (oder kleiner)

Verifikation: Uberpriifung, dass jede Kante in E mindestens einen Randkno-
ten in C besitzt

N /
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f VERTEXCOVER ist NP-hart \

Satz: CLIQUE<,,, VERTEXCOVER.

Beweis: Ein Graph G = (V, F) und eine Zahl k& werden abgebildet auf
G = (V,{{u,v}u,v € V,(u,v) ¢ E}) und m = |V| -k

Dann gilt:

(3 besitzt einen k-Clique < G besitzt ein Vertexcover der GroBe m

N /
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SUBSETSUM (Teilsummen) \

Eingabe: n Zahlen S = a4, ..
Frage: Gibt es eine Menge I C {1,...,n},sodass ) ,.;a; =0b7
SUBSETSUM ist in NP.
Zertifikat: eine Menge I C {1,...,n}

Verifikation: Uberpriifung, dass die Zahlen a; mit ¢ € I sich genau zum Wert

b aufaddieren

., ap, € Ng und eine ,, Teilsummenzahl®“ b € Nj.

/
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f SUBSETSUM ist NP-hart \

Satz: 3-SAT <,,;SUBSETSUM.
Beweis:

Sei FF' = (Cy A ...NC,,) eine 3-SAT Formel mit m Klauseln iiber n Variablen
{z1,...,2n}. Wir wihlenb=1...1 3...3.
N N

n m

Zusétzlich wihlen wir Zahlen S = {y1,21,...,Yn, 20} U{g91,h1,-- s Gm, hm }

Alle diese Zahlen haben n + m Ziffern, wir nennen die ersten n Ziffern den

vorderen Block und die hinteren m Ziffern den hinteren Block.

Der i-ten Ziffer im vorderen Block ist die ¢-te Variable z; zugeordnet, wihrend
der j-ten Ziffer im hinteren Block die j-te Klausel C; zugeordnet ist.

N /
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SUBSETSUM ist NP-hart (fortgesetzt) \

Bei den y; und z; steht im vorderen Block an der i-ten Stelle eine 1.

Tritt die Variable x; positiv (bzw. negativ) in der j—ten Klausel auf,
so steht an der j—ten Stelle im hinteren Block von y; (bzw. z;) eine 1.

An allen sonstigen Positionen der y; und z; steht eine 0.

Bei g; und h; steht an j-ter Stelle im hinteren Block eine 1 gefolgt von Oen.

eobachtungen:

e Jede Losung des SUBSETSUM Problems muss fiir ¢ = 1,...,n entweder

genau y; oder z; enthalten.

e Jede Losung des SUBSETSUM Problems muss fiir j = 1, ..., m mindestens

eine 1 durch ein y; oder z; erhalten.

/
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f SUBSETSUM ist NP-hart (fortgesetzt) \

Es gilt:
F' hat erfiillende Belegung < S hat eine Teilsumme mit Summe b
Denn

=: Fir ¢ = 1,...,n wahle y; aus, falls x; in der erfiillenden Belegung auf
wahr gesetzt wird, sonst wihle z;. Da die Belegung erfiillend ist, erhalt die
Summe der so gewéahlten y; und z; an jeder Klauselposition im hinteren
Block mindestens eine 1. Fiille mit h; und g; auf zu einer Losung fiir S.

<: Eine korrekte Teilsumme muss fiir 7« = 1,...,n entweder genau y,; oder z;
enthalten. Ist y; enthalten, so setze x; auf wahr, sonst auf falsch. Da die
Teilsumme an jeder Klauselposition mindestens einen Beitrag durch die y;
und z; erhalt, wird jede Klausel durch das entsprechende Literal erfiillt.

N /
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K Zn

f SUBSETSUM ist NP-hart (Beispiel)

F=(x1VZzVas)A(xaVazV..)A...\(T3V

1 2 3 4 n|1l 2 m

vy |1 0 0 0 01 0 0

z1 11 0 0 O 010 O 0

Ys 1 0 0 00 1 0

29 1 0 O 0|1 O 0

Y3 I 0 0|1 1 0

23 1 0 010 O 1
Yn 110
110

~
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f SUBSETSUM ist NP-hart (Beispiel) \

1 2 3 4 n| 1l 2 m
g1 I 0 0
h1 1 0 ... O
92 1 0
ho 1 0
Im 1
R 1
b (1 1 1 1 113 3 3

N /
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f PARTITION (Zerlegung) \

Eingabe: n Zahlen aq,...,a, € Ny.

Frage: Kann man diese Zahlen in zwei gleichgrofie Teilsummen zerlegen, d.h.,

existiert eine Teilmenge I C {1,...,n},sodass } ,c;a; =) ;4ra; ?

PARTITION ist in NP.
Zertifikat: eine Menge I C {1,...,n}

Verifikation: Uberpriifung, dass die Summe der Zahlen a; mit i € I denselben

Wert liefert wie die Summe der restlichen Zahlen

N /
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f PARTITION ist NP-hart \

Satz: SUBSETSUM<,,;PARTITION.

Beweis: Sei (a1,...,a,,b) ein SUBSETSUM Problem. Wir setzen M =
> o i a; und wéhlen (aq,...,a,, M —b+1,b+1) als Eingabe fiir PARTITION.

Dann gilt die Aquivalenz der Losungen, denn

=: Ist I C {1,...,n} eine Losung des SUBSETSUM Problem, so ist TU{n+1}
eine Losung fuer PARTITION.

«<: Ist J C {1,...,n+2} eine Losung des PARTITION Problem, dann enthélt
J entweder M — b+ 1 oder b+ 1, aber nicht beide. OBdA M —b+1 € J.
Dann lasst sich leicht nachrechnen, dass J ohne M — b+ 1 eine Losung fiir

SUBSETSUM ist.

N /
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Bin Packing (Behilterpackungsproblem)

Eingabe: n Objekte der Groflen aq,...,a, € Ny, m Behélter (=bins) der

,Bingrofie®“ b € INy.

Frage: Kann man die n Objekte so in die m Behélter verpacken, dass in jedem

Behélter die Grofien der in ihm enthaltenen Objekte sich zu hoéchstens
b addieren, d.h., existiert eine Zerlegung von {1,...,n} in m disjunkte

Teilmengen I4,...,1,,, so dass Zz’elj a; < b fir alle 1 < 5 < m erfiillt ist ?

Bin Packing ist in NP.
Zertifikat: m Mengen I,...,1,, C{1,...,n}

Verifikation: Uberpriifung, dass I, ..., I,, eine Zerlegung von {1,...,n}

bilden und dass Zielj a; < b firallel <j<m.

~

/
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/ Bin Packing ist NP-hart \

Satz: PARTITION <, Bin Packing.

Beweis: Die Reduktion folgt leicht, indem (aq,...,a,) abgebildet wird auf
m = 2 Behilter der Gréfle b= >"" . a;/2 und Objekte (a,...,a,).

1=

N /
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4 N

Beweis des Satzes von Cook

N /
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Denn:

SAT in NP

~

Zertifikat: eine Belegung a € {0,1}" der n Booleschen Variablen

Verifikation: Uberpriifung, dass alle Klauseln in der Formel F' durch a erfiillt

werden

Als néchstes miissen wir zeigen, dass sich jede Sprache L € NP polynomiell

auf SAT reduzieren lasst.

-

/
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f Idee des Beweises \

Sei I € NP beliebig. Dann ist L = T'(M) fiir eine NTM M mit durch Polynom
p beschriankter Laufzeit.

Sei x € X* eine Eingabe fiir M. Wir geben eine boolesche Formel F' = F), an,
so dass gilt
x € L & F ist erfiillbar.

Idee: F' beschreibt die Rechnung von M auf z.

N /
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f Notation \

Sei x = 1 ...z, die Eingabe.

Sei I' = {aq,...,ar} das Arbeitsalphabet von M.
Sei Z ={z,...,2} die Zustandsmenge von M.

OBdA konnen wir annehmen, dass M in einem einmal erreichten Endzustand

stehen bleibt, also (z¢,a, N) € §(ze, a) fiir einen Endzustand z..

Die Anzahl von Rechenschritten einer akzeptierenden Rechnung von M auf
x ist durch p(n) beschrénkt. In dieser Zeit konnen auch nur maximal p(n)
Bandzellen rechts und links der Startposition erreicht werden. Wir nummerieren

diese entsprechend durch, wobei der Kopf anfangs auf Position 1 steht.

N /
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-

Variablen von F

~

Variable | Indizes Intendierte Bedeutung
2USty t=0,...,p(n) zusty , = 1 < nach t Schritten befindet
z €/ sich M in Zustand x
POSy i t=0,...,p(n) posy; =1 < nach t Schritten steht der
i = —p(n),...,p(n) | der Schreib-Lese-Kopf von M an Position ¢
bandy ; q t=0,...,p(n) band;; , =1 < nach ¢ Schritten steht an
i = —p(n),...,p(n) | Position ¢ des Bandes von M das Zeichen a
aecl

-

/
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f Hilfsformel G \

In F' benutzen wir mehrfach die Hilfsformel G, mit folgender Eigenschaft:

G(z1,...,Tm) = 1< fiir genau ein x; ist x; = 1.
(7 lasst sich z.B. realisieren durch

(w1 V... Va) A N\ (@ AT).
1<i<g<m

Die GroBle von G ist 1+ () = O(m?).

N /
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/ Teilformeln von F \

F' hat die Form

F=RVAVU VUV E

wobei

R Randbedingungen

A Anfangsbedingungen

Uy, U, Ubergangsbedingungen
E Endbedingungen

N /
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f Randbedingungen

Die Randbedingungen besagen, dass zu jedem Zeitpunkt ¢ die Variablen
zusty ,, post; und band, ; , eine giiltige Konfiguration beschreiben.

p(n)

I = /\ (G<ZUStt,Z17 SRR ZU’Stt,Zk:) A G(pOSt,—p(n)’ T ’pOStap(n))
t=0

p(n)
A /\ G(bandi; qys- - bandt,i,ae))

i=—p(n)

-

~

/
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-

Anfangs- und Endbedingungen

Die Anfangsbedingungen besagen, dass zu Beginn (Zeitpunkt ¢ = 0) die

Variablen zust ., posg; und bandy ; , die Startkonfiguration beschreiben.

p(n)

n 0
A = zustg ,, N\ posg1 A /\ bandg j,.; /N /\ bandy ; o A /\ bandy_ ;0

j=1

j=—p(n) j=n+1

~

Die Endbedingungen besagen, dass zu Beginn (Zeitpunkt ¢ = 0) die Variablen

zusto, z, posg i und bandy ; , die Startkonfiguration beschreiben.

-

E

\/ zustp(n),z
zel

/
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f Ubergangsbedingungen \

Die Ubergangsbedingungen U; beschreiben die Variablen, die sich beim
Ubergang zum Zeitpunkt ¢ zu einer Folgekonfiguration zum Zeitpunkt ¢ + 1
verdndern. Die Ubergangsbedingungen U, beschreiben die Variablen, die sich

dabei nicht verandern.

U = /\ ((zustt,z A posi i A\bandy ; o) —

t,z,1,a

\/ (zustiy1 2 A POSt41 igy N bandtﬂ’i,a/))
(Z/aa/,y)€5(z,a)

Uy = /\ ((post,i Abandy ;) — b&ndt+1’i’a)

t,1,a

N /
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-

-

=: Nehmen wir an « € L. Dann gibt es eine akzeptierende Rechnung von M
auf x. Diese “erfiillt” alle Teilformeln von F' entsprechend ihrer Intention, und
damit auch F.

«<: Nehmen wir an, F' ist erfiillbar durch eine Belegung der Variablen. Dies
entspricht nach Konstruktion von F' einer akzeptierenden Rechnung, denn

Korrektheit \

e da R erfiillt ist, kann fiir jedes ¢t die Variablen sinnvoll als Konfiguration

aufgefasst werden
e da A erfiillt ist, ist die Konfiguration fiir ¢ = 0 die Startkonfiguration

e da Uy, U, erfiillt sind, ist die Konfiguration fiir £+ 1 eine Folgekonfiguration

der Konfiguration fiir ¢

e da F erfiillt ist, endet die Rechnung in einer Endkonfiguration

/
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-

-

Grofle der Konstruktion

Bleibt zu zeigen, dass F' in polynomieller Zeit berechnet werden kann. Dies

folgt, da die Grofle der Konstruktion polynomiell in n ist.

R
|A
Uh
1%
E

~

/
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f Bemerkungen \

Bemerkung: SAT kann deterministisch in 2€(™) Zeit berechnet werden, z.B.

durch systematisches Durchprobieren aller Losungen.

Folgerung;:
NPC | Time(2v™)

Polynom p

7

= EXPITIMFE

Bemerkung: 25AT € P.

N /
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f 3SAT ist NP-hart \

Beweis: Sei F' eine CNF Formel mit Klauseln von beliebig vielen Literalen.

Wir ersetzen jede Klausel C' in F' durch eine Menge von Klauseln Ko aus
jeweils genau drei (unterschiedlichen) Literalen.

Dabei gelte immer, dass eine erfiillende Belegung fiir C' sich erweitern lasst zu
einer eriillenden Belegung von K, und andersherum eine erfiillende Belegung
von K¢ sich einschrénken lasst zu einer eriillenden Belegung von C.

Fallunterscheidung nach der Anzahl £ von Literalen in C:

k = 3: in diesem Fall ist einfach Ko = {C'}

k < 3: Sei C' = z1. Wir benutzen Hilfsvariablen a,b und wéhlen als K¢
(z1 VaVvb),(z1VaVvb),(z1VaVb),(z VaVb)

Sei C' = z1 V 2z5. Dann benutzen wir Hilfsvariable a und wéahlen als K¢

K (z1 V22 Va),(z1 V22 Va) /
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f 3SAT ist NP-hart (fortgesetzt) \

k>3: Sei C = z1 V...V z,. Wir splitten C auf unter Verwendung von
Hilfsvariablen hso, ..., hy_o. Als Ko wéahlen wir:

(Zl V 29 V hg), (h_g\/ z3 V hg), Ceey (hj_l Vz;V hj), ey (hk_g V21V Zk)

Wir iiberlegen uns, dass eine Belegung von C' erfiillend ist, genau dann
wenn eine entsprechende Belegung von K¢ erfiillend ist.

=: Eine erfiillende Belegung von C' erfiillt eines der Literale z;. Wir erhalten eine
erfiilllende Belegung von K¢ indem wir ha, ..., h;j—1 auf wahr, und hj,..., hr_2

auf falsch setzen.

«<: Wir zeigen mit Hilfe der Logik des Zugzwanges: eine nicht erfiillende Belegung
von C' kann zu keiner erfiillenden Belegung von K¢ fiihren.

Eine Belegung die C' nicht erfiillt, erfiillt also keines der z;. Um die erste Klausel

(z1 V22V ha) aus K¢ zu erfiillen, muss daher he wahr sein. Um die zweite Klausel

(h2 V 23 V h3) zu erfiillen, muss dann hs wahr sein. Iterativ folgt: alle h; miissen
k wahr sein. Dann ist aber die letzte Klausel (hiy—2 V zk—1 V 2zx) nicht erfiillt. /
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f Hamiltonian Path (Hamiltonscher Pfad) \

Directed Hamiltonian Path (DHP)
Eingabe: Ein gerichteter Graph G = (V, F).
Frage: Gibt es in GG einen gerichteten Hamiltonschen Pfad, d.h., kénnen

wir mit (gerichteten) Kanten aus E einen Pfad formen, der jeden
Knoten aus V' genau einmal durchlauft ?

Hamiltonian Path (HP)
das entsprechende Problem fiir ungerichtete Graphen

START-ZIEL-(D)HP
Variante von (D)HP: die Eingabe enthélt neben dem Graphen G = (V, F)
zwei ausgezeichnete Knoten s,t € V und vom (gerichteten) Hamiltonschen
Pfad wird gefordert, dass er in s beginnt und in ¢ endet

N /
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f Hamiltonian Circuit (Hamiltonscher Kreis) \

Directed Hamiltonian Circuit (DHC)
Eingabe: Ein gerichteter Graph G = (V, F).
Frage: Gibt es in G einen gerichteten Hamiltonschen Kreis, d.h., kénnen
wir mit (gerichteten) Kanten aus F einen Kreis formen, der (abgesehen

von dem identischen Start- und Zielknoten) jeden Knoten aus V' genau
einmal durchlduft ?

Hamiltonian Circuit (HC)
das entsprechende Problem fiir ungerichtete Graphen

N /
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f Hamiltonian Path /Circuit in NP \

Alle diese Probleme, also DHP, HP, Start-Ziel-HP, DHC, und HC, sind in NP.
Z.B. fiir DHP:

Zertifikat: eine Folge vy,...,v, € V der Liange n = |V|

Verifikation: Uberpriifung, dass V = {v1,...,v,} und dass (v;,vi41) € E
fire=1,...,n— 1.

N /
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-

Wir zeigen nun:

Reduktionen

SAT<,DHP<,,HP<,,;START-ZIEL HP<,,HC

Die Kette

DHP<,,,START-ZIEL DHP<,,,DHC

ist ahnlich zur Kette

-

HP<,,,START-ZIEL HP<,,HC.

~

/
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f DHP ist NP-hart \

Satz: SAT<,,DHP.

Beweis: Sei ' = C{ A ... A\ C,, eine SAT Formel mit m Klauseln iiber den n

Variablen x4, ..., x,.

Wir konstruieren einen gerichteten Graphen G durch
e fiir jede Variable z; gibt es eine Komponente in (G, die sogenannte x;-Kette
e fiir jede Klausel C; gibt es einen Knoten C; in G

e zusétzlich enthélt G einen ausgezeichneten Startknoten s und Zielknotent

N /
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f DHP ist NP-hart (fortgesetzt) \

Tritt die Variable z; (negiert oder unnegiert) in m; Klauseln auf, so ist die
x;-Kette eine doppelt verkette Liste der Lange m,;.

Fir jedes negierte Vorkommen von z; in Klausel C; gibt es eine von rechts
nach links fiihrende Abzweigung aus der z;-Kette nach C; und wieder zurtick.

Fiir jedes unnegierte Vorkommen von x; in einer Klausel gibt es eine entspre-

chende von links nach rechts fithrende Abzweigung.

C C Co
©3 5 e
&3& Xj —Kette

N /
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/ DHP ist NP-hart (fortgesetzt) \

Die x;-Ketten und Knoten s, ¢ sind wie folgt verbunden:

Q: usw /:/Q X Kette

Qﬂ usw /:/C X+~ Kette

usw

\(P:‘ usw /:/Q‘/xn— Kette

5 T g
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-

DHP ist NP-hart (fortgesetzt) \

Die einzige Chance, G mit einem Hamiltonschen Pfad zu durchlaufen, besteht

offensichtlich darin

-

in s zu starten,

die z;-Ketten in der Reihenfolge + = 1,...,n zu durchlaufen, wobei man
jedesmal die freie Wahl zwischen der Durchlaufrichtung ,,links-rechts“ und
,rechts-links“ hat,

unterwegs jeden Klauselknoten C; genau einmal zu besuchen (durch Wahl

einer geeigneten Abzweigung aus einer Kette),

und schlie3lich in ¢ zu enden.

/
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f DHP ist NP-hart (fortgesetzt) \

Wenn wir die z;-Kette von rechts nach links (bzw. von links nach rechts)
durchlaufen, kénnen wir zu einer beliebigen Teilmenge der Klauseln abzweigen,

in denen x; negiert (bzw. unnegiert) vorkommt.

Wenn wir eine Belegung x; = 0 (bzw. x; = 1) mit der rechts-links Durchlaufrich-
tung (bzw. mit der links-rechts Durchlaufrichtung) der z;-Kette identifizieren,
dann wird offensichtlich:

eine erfiillende Belegung von F' < ein Hamiltonscher Pfad in G

N /
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f HP ist NP-hart \

Satz: DHP<,,HP.

Beweis: Wir verwandeln einen gerichteten Graphen G = (V, E) in einen
ungerichteten Graphen G’ = (V' E’) durch

e jeder Knoten in V wird zu drei Knoten in V' = {v;,,, v, vous| v € V' }.

e I’ besteht

— aus den (ungerichteten) Verbindungskanten zwischen v;, und v’ bzw.

zwischen v’ und wv,,; fiir alle v € V

— sowie den Kanten €’ fiir alle e € . Wenn e eine (gerichtete) Kante von

u nach v ist, so ist €’ die (ungerichtete) Kante zwischen wy,; und v;,.

Sy O——r
HP /
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f HP ist NP-hart (fortgesetzt) \

Beobachtung: ein DHP existiert in G < ein HP existiert in G’
—=: Ein DHP in G lasst sich leicht umformen in einen HP in G.

<: Wir stellen uns die Kanten in G’ als gerichtete Kanten der Form (o, vin ),
(Vin, V"), (V' Vour) vor. Wir beobachten, dass die Kanten auf dem HP ent-
weder alle entlang dieser Orientierung oder alle entlang der umgekehrten
Orientierung durchlaufen werden. Denn wiirden wir etwa bei v;,, die Ori-
entierung ,,umpolen®, also v;, iiber €] betreten und iiber €} gleich wieder
verlassen, dann konnte HP den Knoten v’ nicht durchlaufen, ohne v;,, oder

Vout Mmehrmals zu durchlaufen.

Wir kénnen daher oBdA annehmen, dass alle Kanten von HP geméif3

unserer vorgestellten Orientierung durchlaufen werden.

Die gleiche Durchlaufstrategie konnen wir dann aber auch in G anwenden.

k (G besitzt folglich einen DHP. /
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-

-

START-ZIEL HP ist NP-hart

Satz: HP<,,,START-ZIEL HP.

Beweis: Einem Graphen G fiigen wir Knoten s, ¢ hinzu, die mit allen Knoten
von G verbunden sind. Dann iiberlegt man sich leicht, dass in diesem Graph
ein START-ZIEL HP existiert, genau dann wenn in GG ein HP existiert.

START

G

\

ZIEL

~

/
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f HC ist NP-hart

Satz: START-ZIEL HP<,,HC.

Beweis: Dem Graphen G fiigen wir einen Knoten und zwei Kanten hinzu,
welche die Knoten s und ¢ verbinden. Man iiberlegt sich leicht, dass in diesem
Graph ein HC existiert, genau dann wenn in G ein START-ZIEL HP existiert.

]
\

-

\
\
\
\
\
_\

~

/
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f Travelling Salesman (TSP, Handelsreisender) \

Eingabe: Eine Kostenschranke K, n Stadte Cy,...,C,—1 und eine Distanz-
matrix D = (di,j)OSz’,an—la wobei di’j c IN() die Distanz zwischen Cz und

C; angibt.
Frage: Existiert eine Rundreise durch Cy,..., () _1, deren Gesamtliange K
nicht iiberschreitet, d.h., existiert eine Permutation ¢ von 0,...,n — 1 mit
n—1
Z do(i)o(i+1 mod n) < K 7
i=0

TSP ist in NP:
Zertifikat: eine Permutation o von 0,...,n — 1

Verifikation: Uberpriifung, dass die durch o gegebene Rundreise die Kosten-

k schranke K nicht tiberschreitet /
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f TSP ist NP-hart \

Satz: HC<,,, TSP

Beweis: Sei G = (V,E) mit V = {1,...,n} eine Eingabe von HC. Wir
assoziieren zu G die Kostenschranke K¢ = n und die Distanzmatrix Dg =

D = (dij)lgi,jgna wobel

i

0 falls =,
dij =1« 1 fallsi# jund {i,j} € E,
2 falls i jund {i,j} ¢ E.

\

Offensichtlich kann man beziiglich D die Kostenschranke n genau dann
einhalten, wenn die Rundreise nur durch Kanten aus E fiihrt, also genau dann,

wenn ein Hamiltonscher Kreis in (G existiert.

Anmerkung: Der Beweis zeigt auch, dass metrisches TSP NP-vollstindig ist,

d.h. TSP mit der Einschrinkung, dass Distanzmatrix symmetrisch ist und die
k)reiecksungleichung erfiillt. /
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f Entscheidungs- vs. Optimierungsproblem \

In der Praxis interessiert man sich héufig fiir sogenannte Optimierungsproble-
me, z.B. fiir TSP: finde eine kiirzeste Route durch alle Stéadte.

Anmerkung: Optimierungsprobleme lassen sich in der Regel auf das Loésen
von Entscheidungsproblemen reduzieren.

Details siehe Skript.

N /
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f Umgang mit NP-harten Problemen \

NP-harte Probleme treten hiufig in der Praxis auf, z.B. TSP.

Wie kann man diese dennoch 16sen?
e Heuristiken
e Approximation
e Parametrisierte Komplexitét

Mehr zu Approximationsalgorithmen im Skript.

N /
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