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Das Grundvokabular der Theorie
entscheidbarer und unentscheidbarer Sprachen
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f Entscheidbarkeit und Semi—Entscheidbarkeit \

Eine Sprache L C X>* heifit entscheidbar gdw die charakteristische Funktion

1 fallsw &€ L

xr(w) :=
0 fallsw ¢ L

von L berechenbar ist.

Eine Sprache L C »* heifit semi—entscheidbar gdw die ,,halbe* charakteristi-

sche Funktion
1 falls w € L

/
X1 (w) =
" y,undefiniert“ falls w ¢ L

von L berechenbar ist.
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f Erinnerung: Sprache und Haltebereich einer DTM \

Wir erinnern an die Definition der Sprache T (M) und des Haltebereiches
H(M) einer DTM M:

TM) = {weX*|dz.e E,a,B ™ zow k" az.[}
H(M) = {weX"|
dzeZ Acl,a,pel™: zpowk" azApB,i(z, A) = ,,undefiniert*}
Hierbei setzen wir folgendes voraus:
® (2., A) =,undefiniert” fiir alle z, € E.
e §(z,A) mit z € Z \ E darf undefiniert sein (muss aber nicht).

Somit gilt
T(M)C HM) C X" .
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f Entscheidbarkeit (fortgesetzt) \

Ein nicht-akzeptierender Stoppzustand ist ein Zustand z € Z \ F mit
0(z, A) =, undefiniert® fiir alle A € I".

Satz: L ist entscheidbar gdw es eine DTM M gibt mit

T(M) =L und H(M) = X* .

Beweis: Es wird ausgenutzt, dass Produzieren der Ausgabe 1 ersetzt werden
kann durch Ubergang in einen (akzeptierenden) Endzustand — und umgekehrt.
Produzieren der Ausgabe 0 kann ersetzt werden durch Ubergang in einen

(nicht-akzeptierenden) Stoppzustand auflerhalb von £ — und umgekehrt.
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f Semi—Entscheidbarkeit (fortgesetzt) \

Satz: L ist semi—entscheidbar gdw es eine DTM M gibt mit T'(M) = L.

Beweis: Es wird wieder ausgenutzt, dass Produzieren der Ausgabe ,,1“ ersetzt
werden kann durch Ubergang in einen (akzeptierenden) Endzustand —
und umgekehrt.

Folgerung: Jede entscheidbare Sprache ist (erst recht) semi-entscheidbar.
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f Sprachen und Entscheidungsprobleme \

(Binére) Entscheidungsprobleme sind Probleme, welche nur die Antworten JA
oder NEIN zulassen.

Sprachen und Entscheidungsprobleme sind zwei Seiten der gleichen Miinze:

e Ein Entscheidungsproblem kann auch aufgefasst werden als die Sprache

aller Eingabeinstanzen, welche zur Antwort JA fiihren.

e Eine Sprache kann auch als das Problem aufgefasst werden zu entscheiden,

ob eine Eingabeinstanz zur Sprache gehort (Wortproblem).

Wir werden daher im Folgenden ,,Sprache® und ,,Problem® zuweilen synonym

verwenden.
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f Erinnerung: Abzihlbarkeit \

Erinnerung: Eine nichtleere Menge A ist abzdhlbar gdw wenn wir ihre
Elemente durchnummerieren konnen, d.h., wenn die Elemente sich bijektiv
(1-zu—1) auf Ny oder (falls A endlich ist) auf eine endliche Teilmenge von N

abbilden lassen.

Aquivalent hierzu konnen wir fordern, dass eine Abbildung f : Ng — A

existiert, so dass
A={1(0), F(1), £(2),. } -
Beachte, dass f(z) = f(y) fiir ¢ # j zuléssig ist (sonst wiirden endliche Mengen

A ausgeschlossen).
e Jede Teilmenge einer abzihlbaren Menge ist ebenfalls abzahlbar.

e Da die Wortmenge >* iiber einem endlichen Alphabet X abzéhlbar ist, ist

/
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f Aufzahlbarkeit \

intuitiv: ,, Aufzdhlbarkeit“ = ,,algorithmisch durchfiihrbare Abzahlbarkeit®.

Formale Definition: Eine Sprache L heifit (rekursiv) aufzihlbar gdw L = ()
oder es gibt eine total berechenbare (= total definierte und berechenbare)

Abbildung f mit L = {f(0), f(1), f(2),...}.

Wir wenden diese Definition sinngeméf3 auch auf Mengen an, deren Elemente
wauf natiirliche Weise“ als Strings kodiert werden kénnen (so dass die Menge

als formale Sprache auffassbar ist).

Eine DTM zur Berechnung von f nennen wir eine ,,Abzdhlmaschine® fiir L.
e X.* ist aufzdhlbar.
e Es gibt nicht aufzéhlbare formale Sprachen (Beispiele hierfiir spéter).

e Eine Teilmenge einer aufzdhlbaren Menge ist nicht notwendig aufzédhlbar.

K. INg X INg ist aufzahlbar /
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f Eine Abzihlmaschine fiir {0, 1}" \

Betrachte die Abbildung f, : Ng — {0,1}*, die n abbildet auf den n—ten
Binarstring der unendlichen Liste

£,0,1,00,01,10,11,000,... . (1)
Also

Die Berechnung von f.(n) ist (ohne auf Effizienz zu achten) offensichtlich:

e Zahle auf Band A einen Binarzahler hoch.

e Zihle parallel dazu auf Band B einen Zahler hoch, der die Binérstrings
geméaf (1) durchlauft.

e Wenn der Ziahler von Band A auf n steht, dann enthélt Band B den
Binérstring f*(n).

f« ist bijektiv und ihre Umkehrabbildung ist nach dem gleichen Schema

Qerechenbar. /
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f Eine Abziahlmaschine fiir Ny x N \
Betrachte die bijektive Abbildung d : Ng — INg X INg, die n abbildet auf das

n-te Zahlenpaar der unendlichen Liste

(0,0),(0,1),(1,0),(2,0), (1,1),(0,2), (3,0),(2,1), (1,2),(0,3),... . (2)
W-/ (. ~~ v \a ~~ v \a ~~ J
z+y=0 rz+y=1 r+y=2 r+y=3

Also

d(0) = (0,0),d(1) = (1,0),d(2) = (0,1),d(3) = (2,0),d(4) = (1,1),... .
Die Umkehrabbildung ¢ : INg x Ny — INg ordnet dann einem Zahlenpaar
(x,y) € Ny x Ng eine eindeutige Nummer c¢(z,y) € Ny zu.

Mit Hilfe eines Zahlers zum Auflisten der Paare geméfl (2) und eines parallel
dazu inkrementierten Bindrzahlers sind d und ¢ (ohne auf Efizienz zu achten)

offensichtlich berechenbar.
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f Veranschaulichung der Nummerierung von Zahlenpaaren\

Die Nummern c(x,y) ergeben sich auch aus folgender Tabelle:

y=0 y=1 y=2 y=3 y=4
x=0 0 1 3 6 10
x=1 2 4 7 11 16
X=2 5 8 12 17 23
xX=3 9 13 18 24 31
x=4 | 14 19 25 32 40

Es gilt (Denksportaufgabe!):
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f Aquivalenz von Aufzihlbarkeit und \
Semi—Entscheidbarkeit

Satz Eine Sprache L ist aufzdhlbar gdw L semi—entscheidbar ist.

Wir haben zwei Beweisrichtungen:

1. Transformation einer Abzahlmaschine fiir L in eine DTM zur Berechnung

von X' .

2. Transformation einer DTM zur Berechnung von x’; in eine Abzdhlmaschine
fiir L (vorausgesetzt L # ().

N /
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-

1. Beweisrichtung \

Gegeben: eine Abzihlmaschine M fiir L, die eine Funktion f mit f(INg) = L

berechnet

Gesucht: eine DTM M’ zur Berechnung von y'(w)

Methode: Fiir i = 0,1, 2, ... mache folgendes:

-

1. Berechne f(7) mit Hilfe von M.
2. Falls f(i) = w, dann gib 1 aus und stoppe.

e Fin Eingabewort w € L taucht fiir mindestens einen Index ¢ als w = f(¢)

in der Abz&dhlung auf und fithrt zur Ausgabe 1.

o Fiir w ¢ L geriit M’ in eine Endlosschleife.

/
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f 2. Beweisrichtung \

Gegeben: eine DTM M’ zur Berechnung von x/

Gesucht: eine Abzidhlmaschine M fiir L, die eine Funktion f(n) mit f(INg) = L
berechnet

Erinnerung: total berechenbare bijektive Abbildungen f, : Ny — X%,
d: Ng — Ny x Ng
Methode: 1. Zu Eingabe n berechne d(n) = (n1,n2) € Ny x Nj.
2. Simuliere ny Schritte von M’ angesetzt auf Eingabe f.(nq).
3. Falls M’ in dieser Zeit Ausgabe ,,1“ produziert, dann gib f(n) := f.(n1)

aus; andernfalls gib einen ,,Default—String*“ w € L aus.

Korrektheit: Offensichtlich gilt f(n) € L fiir alle n € Ny, d.h., es werden
wirklich nur Worter aus L aufgezéihlt.
Zudem ist f surjektiv, d.h., jedes Wort x € L kommt in der Aufzdhlung

k vor. Wieso ? (Begriindung in der Vorlesung) /
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-

Folgende Aussagen zu einer Sprache L C Y* sind adquivalent:

-

Uberblick zur Semi—Entscheidbarkeit \

e [ ist aufzahlbar.

e [ ist semi—entscheidbar.

e [ hat eine DTM als Akzeptor.
e [ hat eine NTM als Akzeptor.

e [ ist vom Typ 0.

/
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f Abschluss—Eigenschaften \

Satz 1: Die Klasse der entscheidbaren Sprachen ist abgeschlossen unter den

: 44
Operationen ,,U, N, —, -, *x“.

Satz 2: Die Klasse der semi—entscheidbaren Sprachen ist abgeschlossen unter

44

den Operationen ,U,N, -, x“ aber (wie wir spéter noch zeigen werden) nicht

unter der Operation ,,—*.

e Fiir semi-entscheidbare Sprachen (= Typ 0 Sprachen) sind uns diese
Abschlusseigenschaften von den Typ 0 Sprachen her bereits bekannt.

e Der Nachweis der Abschluss—FEigenschaften kann (relativ leicht) gefiihrt
werden, indem zwei gegebene DTMs fiir L; und L, benutzt werden, um
DTMs fiir

LiULy,LiyNLy,Ly,Ly- Lo, L}

zusammenzubasteln (Syntheseprobleme).

N /
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f Zweimal ,.halb* macht ,,ganz* \

Satz: Eine Sprache L ist entscheidbar gdw L und L semi-entscheidbar sind.
=

Wenn L entscheidbar ist, dann ist auch L entscheidbar.

Da jede entscheidbare Sprache erst recht semi—entscheidbar ist, sind folgerichtig

dann L und L semi—entscheidbar.

<~:

Wenn L und L semi-entscheidbar sind, sagen wir X//i und 7 werden durch
DTMs My und My berechnet, dann ist y 7, nach folgendem Muster berechenbar:
Fir ¢t =0,1,2,... mache folgendes:

1. Simuliere My und M, jeweils aut Eingabe w fiir ¢ Schritte.

2. Sowie eine der D'TMs, sagen wir M;, eine 1 ausgibt und stoppt, dann gib ¢

aus und stoppe ebenfalls.

N /
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f Eine binidre Kodierung von Turing—Maschinen

Arbeitsalphabet und Zustandsmenge konnen stets so gewéhlt werden, dass

jedes Symbol und jeder Zustand eine Nummer erhélt:

I = {Ag,...,A_1}
Z = Az0,-..,25-1}

~

Dabei ist zy der Startzustand und oBdA gibt es nur einen Endzustand, und

das ist z,_1.

Ebenso konnen die Richtungsangaben nummeriert werden:

do=1L,d =R, dy = N

-

/
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Gin Eintrag 0(z;, A;) = (zi, Ajs,di) der Turing-Tafel kann dann durch den\
String

Sbin(i)4bin(7)4bin (i 4bin(j' ) #bin(k)
kodiert werden.

Die Turing—Tafel ist dann kodiert durch die Konkatenation der Codeworter

ihrer Eintrdge (wobei diese, sagen wir, zeilenweise durchlaufen werden).
Die komplette TM ist schlie3lich kodiert durch die Konkatention von:

e Priambel bin(r)#bin(s)

e Kodierung der Turing-Tafel

e Endmarkierung ##+, welche dafiir sorgt, dass kein Codewort Préfix eines

anderen Codewortes ist.

Schliefllich erhalten wir ein bindres Codewort durch die Substitutionen

0— 00,1+ 01,# — 11 .

N /
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f Binire Kodierung von Turing—Maschinen (fortgesetzt) \

Es ist nicht schwer zu zeigen, dass
G :={w € {0,1}*| w ist Codewort einer DTM}

entscheidbar ist.
e Falls w € G, dann bezeichne M,, die von w kodierte DTM.

e Falls w ¢ G, dann bezeichne M, eine (beliebig aber fest ausgewihlte)
, Default-DTM*.

Damit haben wir erreicht, dass jedes Bindrwort als DTM interpretierbar ist!

N /
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f Universelle Turing—Maschine \

Die universelle Sprache ist definiert wie folgt:

U :={w#zx| v € T(My)}

Eine DTM heifit Universelle Turing—Maschine (UTM) gdw sie ein Akzeptor

von U ist.

Eine UTM ist eine Art ,,General Purpose Computer®, der auf Eingaben der

Form w#x vorgeht wie folgt:
e Simuliere M,, auf x.

o Akzeptiere w#x gdw M, ihre Eingabe x akzeptiert.

N /
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f Konstruktion einer UTM \
Satz: Es gibt eine universelle Turing-Maschine (UTM).

Folgerung: U ist semi—entscheidbar.

Beweis des Satzes: Wir konstruieren eine UTM mit 3 Bandern, die wie folgt
eingesetzt werden:

e Band 1 dient als ,,Programmspeicher®. Es enthélt dauerhaft den String
w, der als Code der DTM M, interpretiert wird.

e Band 2 enthilt die Bindrkodierung bin(z) des aktuellen Zustands z; von
M,,.

e Band 3 dient als ,,Rechenspeicher®. Es enthélt die aktuelle Bandinschrift
der 1-Band DTM M,, in kodierter Form. Dabei wird das Symbol
A; € T kodiert als String bin(5)$...$ € {0,1,$}* mit ¢ = [logr],
wobei r die Grofle des Bandalphabets I' von M, bezeichnet. Durch

die ,,Auspolsterung® mit $...$ wird erreicht, dass alle Codeworter fiir
k Bandalphabetssymbole die selbe Lénge ¢ haben. /
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f Konstruktion einer UTM (fortgesetzt) \

Die UTM vollzieht eine Schritt—fiir—Schritt Simulation von M,,. Ein Re-
chenschritt von M,, geméB 0(z;, A;) = (2ir, A, R) (analog fiir die anderen
Richtungswechsel des Kopfes) verdndert die Konfiguration der Rechnung von
M,, wie folgt:

2 A Ay gy e Az Ay
Die UTM (mit bin(z) auf Band 2 und dem ersten Symbol von bin(j) unter dem
Lesekopf von Band 3) simuliert diesen Schritt wie folgt:

1. Finde im ,Programm® w auf Band 1 den Teilstring fiir den Eintrag
0(2i, Aj) = (247, Ajr, R) der Turing-Tafel.

2. Ersetze auf Band 2 , bin(i)* durch , bin(:")*“.

3. Ersetze auf Band 3 ,bin(5)$...3$“ durch ,bin(j")$...$* und bewege den
Kopf auf das erste Bit dahinter (also das erste Bit von ,bin(k)$...$“).

Quf diese Weise kann die Schritt—fiir—Schritt Simulation in Gang gehalten

werden. /
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~

N

Erste Beispiele unentscheidbarer Sprachen

~

/

Lehrstuhl Mathematik und Informatik, Ruhr—Universitdt Bochum

TI WS 2014/2015



Entscheidbare und unentscheidbare Probleme Slide 26

f Eine nicht semi—entscheidbare Sprache \

Die sogenannte Diagonalsprache ist definiert wie folgt:

D:={we{0,1}"| w ¢ T(My)}

In Worten: D besteht aus allen (Kodierungen von) DTMs, die ihre eigene

Beschreibung (durch ein Codewort) nicht akzeptieren.
Satz: D ist nicht semi—entscheidbar.

Beweis durch Widerspruch: Wir machen die (heuchlerische) Annahme, es
gibe eine DTM My mit T'(My) = D. Betrachte das Codewort wy von M. Die
folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) wo € T'(My) (2) wo € D. (3) wo ¢ T'(My).

3) nutze die Definition von D aus.

3

e Zur Aquivalenz von (2) un

)

e Zur Aquivalenz von (1) und (2) nutze aus, dass T'(My) = D.
d (3)
d (3)

ko Die Aquivalenz von (1) u ist ein WIDERSPRUCH. /
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f Reduzierbarkeit \

Definition: Betrachte zwei Sprachen Lq, Lo C X*.
L1 heifit reduzierbar auf L, gdw eine total berechenbare Abbildung

foyXr =3
existiert mit der Eigenschaft
VweX:weli < f(w) € Ly .

f nennen wir in diesem Zusammenhang eine Reduktionsabbildung.

Notation: L1 < Ls.

N /
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f Eigenschaften dieser Relation \

Reflexivitat: L < L.
Transitivitit: Aus Ly < Ly und Lo < L3 folgt L; < Ls.

e 7Zum Nachweis der Reflexivitat benutze die identische Reduktionsabbildung
F(w) = w.

e Zum Nachweis der Transitivitat setze die Reduktionsabbildungen f; und fs
fiir die Reduktionen L; < Lo und Lo < L3 zu einer Reduktionsabbildung
f(w) := fa(f1(w)) fir die Reduktion L; < L3 zusammen:

we L & fl(w) € Lo & fg(fl(’w)) € Ls

N /
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-

Eigenschaften (fortgesetzt)

Voraussetzung: L, < L (Reduktionsabbildung f).

Behauptungen: 1. Falls Lo (semi-)entscheidbar ist, dann ist auch L,

(semi—)entscheidbar.

2. Falls L; nicht (semi-)entscheidbar ist, dann ist auch Lo nicht

(semi—)entscheidbar.

Beweis: 1. Wegen w € L1 & f(w) € Lo gilt

-

X1, (W) = X1, (f(w)) -

~

Abbildung X7 (w) kann also berechnet werden, indem zunéchst f(w)

und anschlieend x_(f(w)) berechnet wird. Eine analoge Bemerkung

gilt fiir die Funktion xr, (w).

2. Die zweite Behauptung ist logisch dquivalent zur ersten.
(Umkehrschluss: A = B ist logisch dquivalent zu =B = —A.)

/
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f Verbreitung ,,guter und schlechter Nachrichten* \

Betrachte eine Reduktionskette
Ly <Lo<---<Lp_ <L .

e Wenn L (semi—)entscheidbar ist, so auch Ly_1,..., La, L1.
e Wenn [; nicht (semi—)entscheidbar ist, so auch Lo, ..., Ly 1, Lj.
Salopp formuliert:

e . Gute Nachrichten“ verbreiten sich entlang von Reduktionsketten von

rechts nach links.

e . Schlechte Nachrichten® verbreiten sich entlang von Reduktionsketten von

links nach rechts.

Wir werden diese Denkweise ausnutzen, um aus der Diagonalsprache D weitere

/
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f Eine kleine Sammlung unentscheidbarer Sprachen \

Neben dem Komplement der Diagonalsprache
D ={we{0,1}*| we T(M,)}
und der universellen Sprache
U=A{w#x| x€T(My)}

betrachten wir noch die folgenden Sprachen:

H = {w#zx|ze HMy)} (Halteproblem)
Hy = {w|ee HMy)} (Halteproblem auf leerem Band)
K = {w|lweH(My)} (spezielles Halteproblem)

N /
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f Kleine Sammlung (fortgesetzt) \

Bei diesen Sprachen geht es also um die folgenden Fragen:

Akzeptiert eine DTM ihre eigene Beschreibung ?
Akzeptiert eine DTM ihre Eingabe 7

T oD

Stoppt eine auf ihre Eingabe angesetzte DTM
nach endlich vielen Schritten ?
Hy: Stoppt eine auf das leere Band angesetzte D'TM
nach endlich vielen Schritten ?
K: Stoppt eine auf ihre eigene Beschreibung angesetzte DTM

nach endlich vielen Schritten ?

Alle diese Fragen werden sich als unentscheidbar erweisen.

N /
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f Kleine Sammlung (fortgesetzt) \

Satz: D ist unentscheidbar.

Beweis: Wire D entscheidbar, so wire auch D entscheidbar.

D ist aber noch nicht einmal semi—entscheidbar.
Satz: K = {w| w € H(M,)} ist semi—entscheidbar.

Beweis: Y/ (w) kann berechnet werden wie folgt:
1. Gegeben Eingabe w, berechne w#w.

2. Setze die UTM auf w#w an und gib ,,1*“ aus, sowie die UTM in eine
Stoppkonfiguration gerit.

Wegen
weKswe HM,,) < w#we HUTM) .

fithrt diese Vorgehensweise zu einer korrekten Berechnung von x/ (w).

N /
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f Kleine Sammlung (fortgesetzt) \

Wir werden die folgende Reduktionskette nachweisen:

D<U<H<H,<K
Wegen der Art, wie sich gute und schlechte Nachrichten verbreiten, erhalten
wir die

Folgerung

D,U, H, Hy, K sind zwar semi-entscheidbar aber unentscheidbar.

Bleibt der Nachweis der obigen Reduktionskette.

N /
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f Reduktion 1 \

Lemma: D < U.

Verwende Reduktionsabbildung

w— WHW .
Offensichtlich gilt:

weD & weT(M,) < wH#welU .

N /
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f Reduktion 2 \

Lemma: U < H.

Verwende Reduktionsabbildung
wHr — wHx .
Ziel: Transformiere M,, in eine DTM M, , so dass
reTlT(My) & € HM,) .

Andere dazu das ,,Programm® w von M,, zu einem neuen , Programm* w’
einer DTM M, ab:

e M, simuliert M,, Schritt-fiir-Schritt,

e aufler dass M, sich in eine Endlosschleife begibt, falls M,, nicht—
akzeptierend stoppt.

/
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-

Reduktion 3

Lemma: H < H,.

Verwende Reduktionsabbildung

wHxr — w' .

Ziel: Transformiere w#x in das ,,Programm® w’ einer DTM M’, so dass

re HM,) & c€ HM,) .

Die gesuchte DTM M, arbeitet wie folgt:

-

~

e Sie 16scht ihre Eingabe (sofern diese nicht ohnehin leer ist) und schreibt

dann x auf ihr Band.

e Sie simuliert anschlieBend Schritt-fiir-Schritt M, auf Eingabe x.

/
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f Reduktion 4 \

Lemma: Hy < K.

Verwende Reduktionsabbildung
w i w .
Ziel: Transformiere M,, in eine DTM M,,/, so dass

e € H(M,) < w € H(M,y) .

Andere dabei das ,,Programm* w von M, zu einem neuen Programm w’ einer
DTM M, ab:

e M, 16scht zunéchst ihre Eingabe (zum Beipiel auch die Eingabe w’)

e und simuliert dann Schritt-fiir-Schritt M,, angesetzt auf das leere Band.

N /
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