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Vorbemerkung: Hier findet sich eine Sammlung von Beispielen und Motivationen zur Vor-
lesung Theoretische Informatik.

4 Kontextsensitive und Typ 0 Sprachen

4.1 Deterministische Turingmaschine

Wir wollen eine Turingmaschine M konstruieren, die gerade Binérzahlen durch 2 dividiert.
Sie besteht aus folgenden Komponenten. ¥ = {0, 1}

Z ={z0, 21, 2}
r=4{0,1,0}

zp = Startzustand
[J = Blank

E ={z}

Die Zusténde sind dabei wie folgt zu interpretieren.
zo: Suche das Bit am weitesten rechts

z1: Falls es sich um eine 0 handelt 16sche diese

Ze: Stoppe

Die Funtion § : Z xI' = Z x I x {L, R, N} wird in Form einer Turing-Tafel angegeben.

§] 0 1 O
20 (20707R) (20717R) (ZlvljaL)
21 (Ze,D,N) (217D7L>

Betrachten wir die Konfigurationen der Turingmaschine bei Bearbeitung der Eingabe 110.

2110 F 12010 F 11200 - 11020 F 112,0 - 112,

Die Turingmaschine gelangt in einen Endzustand. Weitere Schritte sind nicht definiert. Das
Wort wird akzeptiert, da es durch 2 teilbar ist.

Betrachten wir die Konfigurationen der Turingmaschine bei Bearbeitung der Eingabe 111.

2ol11 - 12011 F 11201 F 1112 - 1121



Fiir den Zustand z; ist keine Folgekonfiguration definiert. Die Maschine stoppt und verwirft
das Wort, da sie sich nicht in einem Endzustand befindet.

Die Sprache die diese Turingmaschine erkennt ist die Menge aller geraden Binérzahlen.

4.2 Nichtdeterministische Turingmaschine

Wir geben ein Beispiel fiir eine nichtdeterministische Turingmaschine, die ebenso wie die Tu-
ringmaschine aus Beispiel 4.1 gerade Binérzahlen durch 2 teilt. Die Komponenten der NTM
sind die gleichen wie im Beispiel 4.1. Die Turing-Tafel erlaubt nun jedoch mehrere mogliche
Folgekonfigurationen in einem Schritt.

§ | 0 1 O
20 | {(20,0,R), (21,0, R)} {(20,1,R)}
21 {(ZevDaN)}

Die Zusténde sind dabei wie folgt zu interpretieren.

20: Gehe nach rechts, wenn dabei eine 0 gefunden wird, darf sie geléscht werden; Folgezu-
stand ist dann z;

z1: Falls die NTM in einem Blank landet hat sie die "richtige” 0 geléscht

Ze: Stoppe

Die Sprache ist auch hier die Menge aller geraden Binédrzahlen, denn nachem die Maschine
eine Null geloscht hat, geht sie in Zustand z;iiber. Dieser priift ob das néchste Zeichen ein
Blank ist, denn nur dann befand sich die geléschte Null am Ende der Eingabe und nur dann
gelangen wir in einen Endzustand.

4.3 Haltebereich einer Turingmaschine
Betrachte die DTM M aus Beispiel 4.1. Thr Haltebereich ist

H(M) =3x*

Beachte, dass auf dem Band der TM nur Eingaben aus {0, 1}* erlaubt sind und Blanks nur
links und rechts davon auftreten. Die TM stoppt auf jeder korrekten Eingabe, mit Ausnahme
des leeren Wortes. Bei diesem gelangt sie mit d(21,d) = (21,0, L) in eine Endlosschleife.

4.4 Linear beschrinkter Automat
4.4.1 Beispiel 1

Die Turingmaschine aus Beispiel 4.1 ldsst sich auch mit einem DLBA simulieren. Wir ”ver-
doppeln” das Eingabealphabet durch die markierten Zeichen und erhalten > = {0,1,0,1}



Ein LBA setzt voraus, dass das Eingabewort am Ende bereits markiert ist. Wir benttigen
nur noch zwei Zustéinde, da wir das Ende der Eingabe nicht mehr suchen miissen.

5| 0 1 0 1
20 ‘ (20707R) (20717R) (ZE,D,N)

4.4.2 Beispiel 2

Betrachte die Sprache L = {a"b"c" € {a,b,c}*|n > 1}, die von folgendem DLBA erkannt
wird.

Z = {207 zAaa Za, zAb7 Zb Zr, Ze}
E={z}
zp = Startzustand

F - {a7 b7 C7 d? é? #}

o | # a b c a ¢

20 (ZAaa #7R)

Zo | = | (20,0, R) | (5, #, R)

Za | — — (zp, #, R)

ZAb — (Ze,#,N)
2y | — — (Zr, #, L)

Z | — — — (Za, #, R)

Dabei stehen die Pfeile — bzw. <— abkiirzend fiir Rechenschritte der Form 6(z,v) = (2,7, R)
bzw 0(z,7v) = (2,7, L) in denen der Zustand und der Eintrag auf dem Band gleich bleiben
und nur ein Schritt nach rechts bzw. links gegangen wird.

Arbeitsweise: Der DLBA geht das Eingabewort von links nach rechts durch und 16scht dabei
je das erste a,b und c in dieser Reihenfolge. Dabei wird stets der aktuell relevante Beginn
der Eingabe neu mit einem Dach markiert. Am Ende der Eingabe wird er wieder auf den
Anfang der Eingabe zuriickgesetzt und beginnt erneut, bis alle Buchstaben geltscht wurden.

Der DLBA arbeitet dabei in seinen Zustdnden wie folgt.

zo: Im Startzustand 2z, wird das erste a durch ein # geldscht, andere Buchstaben werden am
Anfang der Eingabe nicht akzeptiert.

Za: Es wurde bereits ein a gefunden, jedoch muss der Anfang der Eingabe noch mit einem
Dach markiert werden. Gesucht wird jedoch bereits das néchste b. Dieses wird durch ein #
geloscht wenn es gefunden wird.

za: Es wurde bereits ein a gefunden und der Anfang der Eingabe wurde bereits mit einem
Dach markiert. Gesucht wird das néchste b. Dieses wird durch ein # geloscht wenn es ge-
funden wird.

Zp: Es wurde bereits ein a und ein b gefunden und geléscht, jedoch wurde der Anfang der
Eingabe noch nicht mit einem Dach markiert. Wird also ein ¢ gefunden, so ist es das letzte
vorhandene ¢ und die Maschine geht in einen akzeptierenden Endzustand iiber.

zp: Es wurde bereits ein @ und ein b gefunden und geloscht, der Anfang der Eingabe wur-
de bereits mit einem Dach markiert. Gesucht wird das néchste c¢. Dieses wird durch ein #
geloscht wenn es gefunden wird. Danach geht die Maschine in den Zuriicksetzungszustand



z, Uber.
z.: Der Lesekopf wird zuriickgesetzt bis zum mit Dach markierten ersten Buchstaben der
Eingabe. Dieses muss ein a sein.

4.5 Vom LBA zur kontextsensitiven Grammatik

Wir betrachten nun den DLBA aus Beispiel 4.4.2.

Analog zum Beweis des Satzes von Kuroda erstellen wir eine Grammatik, deren Variablen
zwei Komponenten haben. In der ersten Komponente wird die Rechnung des LBA simu-
liert, wihrend die zweite Komponente die Eingabe des LBA beibehélt. Wird in der ersten
Komponente ein Endzustand erreicht, so gibt es in der Grammatik Regeln mit deren Hilfe
nun die erste Komponente geloscht wird. Ubring bleiben die Eingabe welche aus Zeichen des
Terminalalphabetes > besteht.

Wir wollen nun eine Ableitung fiir das Wort abc € L. in dieser Grammatik angeben. Dazu
verwenden wir folgende Anfangsregeln

S —T(¢c), T—T(b,b), T—((2,a),a)
und erhalten
S = T(¢c)=T(b0b)(¢c)= ((20,a),a)b,b)(¢c)

Dieser Ausdruck représentiert nun in der ersten Komponente die Rechnung des LBA. In der
zweiten Komponente wird die Eingabe des LBA persistiert. Zu Beginn der Rechnung steht
also in der ersten Komponente Startzustand z, auf dem ersten Zeichen der Eingabe. In der
zweiten Komponente ist eine Kopie der Eingabe notiert.

Als nachstes betrachten wir die Rechenschritte welche der LBA auf abc ausfiirt

5(20,a) = (Za, #, B)  20abé - #4,b¢
0(24,0) = (%, #, R) #2,0C F #HH#Z,C
5(2177 é) = (Ze, #7 N) ##ZAIJ@ - ##26#

Daraus resultieren folgende Regeln in P’

(z0,a)y = #(Z4,7) Vv el
(Za,0)y = #(%,7) Yy eT
( Aba é) — (Zea #)

Durch hinzufiigen der zweiten Komponente, erhalten wir in P die Regeln

((z0,a),01)(7,02) = (#,01)((Za,7), 02) Vy eI, und Voi,00 € &
((éa7b)70-1>(770-2> (#70'1)«2{;, ) (72) Vy eI, und Voi,09 € 2
((217’6)’0-1) — ((Ze,#),O'l) \V/(Tl e

Daraus wéahlen wir nun fiir die v, o; und o, die wir benétigen folgende Regeln aus

((2070’)7 )( ) (#7 )((Za, )7b)
((Za;0),b)(¢,¢) = (#,b)((%,¢), ¢)
((,731”6),0) — ((Ze,#),C)



und wenden sie auf das Wort ((z, a), a)(b, b)(¢, ¢) an.

((20,a),a) (b, 0)(¢, ) = (#,a)((Za, b), b) (¢, ) = (#, a)(#, ) (%, €), ¢) = (#, a)(#,0) (2, #), ¢)

Wir sehen, wie auf der ersten Komponente die Rechnung des LBA ausgefiirt wird, der alle
Buchstaben durch # 16scht und in den Endzustand z. iibergeht. Die Eingabe in der zweiten
Komponente bleibt davon unberiihrt.

In P gibt es nun die Schlussregeln

(v,0) = o VyeTl,ocexn
((2¢,7),0) >0 Vyel,cex

Sie 16schen die erste Komponeten in der Satzform und somit verbleiben nur noch Terminal-
zeichen aus X
Wir wenden diese an und erhalten

(#, a)(#, b)((z, #), ¢) =" abc

Damit konnte das Wort abc aus der Startvariablen S abgeleitet werden.

4.6 Abschlusseigenschaften

Kontextsensitive Sprachen sind unter den Operationen U, N, -, %, = abgeschlossen. Betrachte
die Sprache L, = {w € {a,b,c}*| |w|, = |w|p}. Sie ist deterministisch Kontextfrei, somit
also auch kontextsensitiv.

e Kontextsensitive Sprachen sind abgeschlossen unter Schnittmengenbildung.
Betrachte die Sprache Ly := {w € {a,b,c}*| |w|, = |w|p = |w|.}. Sie ist gleich mit
Loy N Lye = {w € {a, b, c}*| |w|, = |w|p und |w|y = |w|.}. Lape ist nicht kontextfrei aber
kontextsensitiv.

e Kontextsensitive Sprachen sind abgeschlossen unter Vereinigung.
Da L = {a"b"c" € {a,b,c}*|n > 0} kontextsensitiv ist, ist auch Ly = {a™b"c" €
{a,b,c}*|n >0} U {b"a"c" € {a,b, c}*In > 0} kontextsensitiv.

e Kontextsensitive Sprachen sind Abgeschlossen unter Komplementbildung.
Somit muss auch die Sprache Ly = {w € {a,b, c}*| |w|, # |w|p oder |w|, # |w|.}
kontextsensitiv sein.



