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/ Ganzzahlige Division mit Rest \

Fiir a,b € N mit a > b gibt es stets eine ,,Zerlegung®” von a der Form

a=q-b+rmit0<r<b-—1.

-1

(salopp formuliert: b passt ¢g-mal in a rein) und

Hierbei gilt

r=a—q-b
ist der ganzzahlige Rest.
Zum Beispiel gilt fiir a =99 und b = 15:

9=6-15+9 .
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Schema des Euklidischen Algorithmus

Berechnung des ggT(ag, a1) durch iterierte ganzzahlige Division mit Rest

ap = q1°a1+ a2 as = —qi1a1 + Qo

a1 = q2 - a2 + as as = —Q20a2 + aq

a; = (@i+1 Qi1 T+ Q42 Ai42 = —(qi+1 ° Gi+1Qi4+1 T Q5
Ar—1 = —(Qk—2 - Qp—2 + Qk—3
Af—2 = Qg—1-0k—1 t Qg ar = —(Qk—1 " Qk—1 T Qk—2
ar—1 — di - Qk

Es gilt dann

ggT(ag,a1) = ggT(a1,az) = - = ggT(ak—2,ax—1) = ggT(ax—1,ar) = ay

&nd ar = T; - a;11 + y; - a; fir geeignete x;,y; € 7.

~

/
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/ gg'l' als ganzzahlige Linearkombination \

Aus dem Schema des Euklidischen Algorithmus ergibt sich folgende rekursive
Berechnung der z;,y; € 7Z (zu Herleitung s. unten):

Tp—2=—qk—1 und yro2=1
Ti = Yit1 — Titr1 - Gr1  und Yy = T
berechnet werden. Insbesondere gilt:
ggT(ap,a1) =ar =0 a1 + Yo - ao .
Induktive Herleitung der Rekursionsformel: Aus
Aiy2 = —qi+1Gi+1 + a; und ap = Ti41a+2 + Yig1Qi+1
ergibt sich

ar = SUz'+1(—Qz'+1CLi+1 + CLz’) + Yi+1a541

_ (yi—l—l — Qi—l—lxi—l—l) Ai+1 + Tig1 A5 -

. ~ 4 N’
=:x; =Y;
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/ Beispiellauf zum erweiterten Euklidischen Algorithmus\

Zur Berechnung von ggT(392,252) erhalten wir mit ag = 392, a; = 252 unter
Anwendung von

Tp—2 = —Qr—1 und yp_o =1
und
Ti = Yit+1 — Tit1¢i+1 und y; = X441

die folgende Rechnung:

1 ai | aiv1 | Giv1 = |ai/aiv1] | i | Y
0| 392 | 252 1 3] 2
1] 252 | 140 1 2 | -1
2 | 140 | 112 1 11
31112 | 28 4
Test:
\ 28 = ggT(392,252) = 2- 392 — 3 - 252 = 784 — 756 /
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