1 Grundbegriffe zur Asymptotik

Es hat etwas zutiefst Befriedigendes, auf Fragen exakte Antworten zu geben oder Probleme
prizise zu losen. Es gibt jedoch auch Situationen, in denen Approximationen gefragt sind.
Wenn wir zum Beispiel fiir eine rekursive Gleichung oder eine Summe keine Losung in einer
geschlossenen Form finden, kann es dennoch gelingen, die Losung durch eine geschlossene
Form anzunihern. Und selbst wenn eine Losung in geschlossener Form existiert, mochten
wir sie vielleicht qualitativ mit einer anderen geschlossenen Form vergleichen. Dies wollen
wir im Folgenden an einem Beispiel illustrieren, wobei wir nebenbei ein paar Grundbegriffe
auf informeller Ebene einfiihren.

Betrachten wir zum Beispiel die Folge

“-5(2)

von der bekannt ist, dass sie nicht in eine geschlossene Form gebracht werden kann. Es ist
aber nett zu wissen, dafy (ohne Beweis)

Y
In Worten: die Summe 5, ist asymptotisch gleich 2(37?). In Zeichen: S, ~ 2(?’:)
Das Wort Asymptotik stammt aus dem Griechischen. Asymptoten waren in diesem Zusam-
menhang geometrische Kurven, die sich zwar an eine Gerade anschmiegen, aber nicht mit ihr
zusammenfallen (wie zum Beispiel die Hyperbeliste der Funktion 1/z, die sich beim Uber-
gang zu Null an die y-Achse und beim Ubergang zu Unendlich an die z-Achse anschmiegen,
ohne aber mit diesen Achsen zusammenzufallen). Abbildung 1 illustriert dies am Beispiel
der Funktion f(z) = 1/x. Wir betreiben im folgenden Asymptotik beziiglich der Annéhe-
rung einer Variable n aus N ans Unendliche und diskutieren dabei Funktionen der Form
g : N — R} (also Folgen mit Werten im Bereich der nichtnegativen reellen Zahlen). Alle
in diesem Kapitel diskutierten Konzepte lassen sich aber leicht auf Funktionen mit reellem
Definitions- und Zielbereich und auf beliebige Grenziibergénge verallgemeinern.
Wir werden in Abschnitt 1.2 die sogenannte O-Notation kennenlernen. Im Augenblick kénnen
Sie sich unter O(g) eine Folge f vorstellen, die fiir eine Konstante & und fiir hinreichend grofle
n nach oben durch k- g(n) abgeschitzt werden kann. Wir fahren mit unserer beispielhaften
Betrachtung der Folge S,, fort. Die asymptotische Bestimmung von S,, geméfl (2) kann wie
folgt verfeinert werden (ohne Beweis):

- () (deo(3)
= \/g-(6.75)”~<1—%+0<%)>- (4)

Diese Gleichung bestimmt S, bis auf einen relativen Fehler der Ordnung 1/n?.



Eine typische Anwendung der Asymptotik ist der Vergleich zweier Folgen. Aus unserer ver-
feinerten Abschétzung von S, ergibt sich zum Beispiel, dass .S,, ein asymptotisch langsameres
Wachstum hat als 6.75", aber ein schnelleres als zum Beispiel 6.74". Ein Lernziel dieses Ka-
pitels wird sein, Aussagen dieser Art miihelos verstehen und evtl. selber herleiten zu kénnen.

1.1 Kampf der Giganten

Wir holen als erstes die formale Definition fiir asymptotische Gleichheit nach:
fwg:(:)lim—nzl (5)

Dies ist offensichtlich eine Aquivalenzrelation.
Als néchstes wollen wir den Begriff des asymptotisch langsameren oder schnelleren Wachs-
tums formalisieren. Wir benutzen eine 1871 von Paul du Bois-Reymond erfundene Notation
und definieren:

f%g:@lim@:O (6)

n— g(n)
In Worten: f wichst asymptotisch langsamer als g. Diese Relation ist transitiv. Wir schreiben
auch g > f fiir f < g. In Worten: g wichst asymptotisch schneller als f.
Zum Beispiel gilt n < n? und
nt<nfea<p

fiir beliebige reelle Konstanten «, 3. Die Relation < kann benutzt werden, um eine breite
Palette von Funktionen in eine “asymptotische Hackordnung” zu bringen, wie zum Beispiel

1 <loglogn <logn <n® <n <n°<n'e" <" <n™ <. (7)

Hierbei sind ¢, ¢ beliebige Konstanten mit 0 < € < 1 < ¢. Alle hier aufgelisteten Funktionen
mit Ausnahme von 1 streben gegen Unendlich. Bei unserer Hackordnung geht es also nicht
um die Frage, ob eine Folge gegen Unendlich strebt, sondern mit welcher Geschwindigkeit
sie es tut.
Bei asymptotischer Analyse ist folgende innerliche Grundhaltung hilfreich:

DENKE IM GROSSEN!
Zum Beispiel besagt unsere Hackordnung, dass log;,n < n®%°. Dies mag uns falsch erschei-
nen, wenn unser Horizont sich nur auf niedliche Zahlenwinzlinge wie zum Beispiel n = 101%°
erstreckt. In diesem Fall gilt log;on = 100 > 10%9 = n%0%! ynd die Funktion n%%%! sieht
gegeniiber log,, n noch ziemlich alt aus. Setzen wir hingegen n = 101" 5o verblait der Wert
log;on = 1019 im Vergleich zu n°0%% = 1010" Erst jetzt zeigen sich also die Steherqualitéten
der Funktion n%%°! im Vegleich zu log;, n.
Wie ordnen sich weitere Funktionen in die Hackordnung (7) ein? Betrachten wir zum Beispiel
die Anzahl 7(n) der Primzahlen zwischen 1 und n. Aus der Zahlentheorie ist bekannt, dass
m(n) ~n/Inn. Somit gilt fir alle e > 0:

n'~¢ < 7(n) < n.



Wie stehts mit der Funktion 2V'°¢"? Aus der Definition von < ergibt sich durch Logarith-
mieren das Kriterium
e/ <Y < lim (f(n) — g(n)) = —oc.

n—o0

Hieraus 148t sich fiir alle € > 0 leicht ableiten:

logn — 210glogn =< 2\/logn < Qelogn — 'I’LE.

1.2 Die Wachstumsordnung von Funktionen

Die sogenannte O-Notation wurde von Paul Bachmann im Jahre 1894 eingefiihrt und in
den folgenden Jahren von Edmund Landau populédr gemacht. Die Notation ist geeignet, die
asymptotische Wachstumsordnung von Funktionen zu erfassen. Ziel dieses Abschnittes ist es,
die O-Notation (sowie dazu verwandte Notationen) mathematisch sauber zu definieren und
ihren Gebrauch einzuiiben. Im spéteren Verlauf der Vorlesung werden wir die O-Notation
hauptséchlich verwenden, um die Laufzeit von Algorithmen asymptotisch abzuschétzen.
Mathematisch gesehen ist O(g) die folgende Klasse von Funktionen:

O(g) ={f| Ino € N,Jc € R",Vn > ng : f(n) < c-g(n). (8)
Kurioserweise wird die Schreibweise
f=0(9) (9)
anstelle von
f€0(y)
verwendet.
Gleichung (9) lasst sich dquivalent ausdriicken wie folgt:
: f(n)
f=0(g) & limsup —= < 00 10
(9) & lim su a(n) (10)

Es gilt also f = O(g) genau dann, wenn die Folge f(n)/g(n) keine gegen Unendlich strebende
Teilfolge besitzt.

Wenn wir voraussetzen, dass die Folge f(n)/g(n) einen (evtl. unendlichen) Grenzwert besitzt,
erhalten wir das vereinfachte Kriterium

f=0(g) = lim 1Y < o, (11)

d.h., f = O(g) gilt genau dann, wenn der Grenzwert der Folge f(n)/g(n) endlich ist.
Wir betrachten einige Beispiele:

1000n = O(n)
n* + 500n %)
logn = O(lnn)

I
S
S

Diese Beispiele bergen die folgenden allgemeinen (etwas salopp formulierten) Lehrsétze:



e Die O-Notation verschluckt in einem Produkt konstante Faktoren.

e Die O-Notation verschluckt in einer Summe untergeordnete Terme (also alle Summan-
den aufler demjenigen mit dem groften asymptotischen Wachstum).

e Die O-Notation unterscheidet nicht zwischen verschiedenen Basen des Logarithmus.

Man kann also intuitiv die Gleichung f = O(g) auch so lesen, dass die rechte Seite eine
“Vergroberung” der linken Seite darstellt, bei der von allerlei Details (konstante Faktoren,
untergeordnete Terme, etc.) abtrahiert wird, da man sich ausschlielich fiir die sogenannte
“Wachstumsordnung” interessiert.

Hier sind zwei weitere Beispiele:

Soyio= sn(n+1) = 0(n?)
Y = gn(n+g)(n+1) = O

Bei diesen Beispielen gibt es also prézise geschlossene Ausdriicke fiir die Summen. Die O-
Notation erlaubt die Vereinfachung dieser Ausdriicke nach dem nunmehr schon bekannten
Schema.

Bisher haben wir den Eindruck vermittelt, dass die O-Notation erstens zur Vereinfachung
von Termen und zweitens zur prézisen Festlegung der Wachstumsordnung benutzt wird. Es
sei kurz erwahnt, dass die Definition von O(g) dies keineswegs erzwingt. Auch Gleichungen
wie n = O(20500n + 3331logn) oder n = O(n?") sind formal korrekt (auch wenn sie keine
interessanten Neuigkeiten verkiinden).

Eine bedeutende Anwendung der O-Notation besteht darin, asymptotische Approximationen
zu verfeinern. Ein Beispiel dafiir kennen Sie bereits aus der einleitenden Erorterung der Folge
Sy, und ihrer Approximation geméf den Gleichungen (2) und (3).

Um verfeinerte Approximationen zu notieren, ist es bequem, wenn Terme wie O(g) auch
auf der linken Seite und auch innerhalb von arithmetischen Ausdriicken auftauchen diirfen.
Formal definieren wir fiir eine Funktion f, zwei Funktionsmengen F' und G und eine arith-
metische Verkniipfung o:

foG = {foglgeG} (12)
FoG = {foylfeF geG} (13)

Zum Beispiel ist dann f + O(h) = {f + ¢g| ¢ = O(h)}. Gleichung (3) machte bereits von
dieser Notation Gebrauch.

Wenn die O-Notation auf der linken Seite einer Gleichung auftritt, muss das Gleichheitszei-
chen als Mengeninklusion interpretiert werden. Zum Beispiel bedeutet 10n®+ O(n?) = O(n?)
eigentlich 10n® + O(n?) C O(n?). Ahnlich wie frither “=" in der Bedeutung von “€” benutzt
wurde, wird also hier “=” in der Bedeutung von “C” benutzt. Graham, Knuth and Patas-
hnik geben in ihrem Buch {iber Concrete Mathematics drei Griinde fiir diese schlampige
Schreibweise an:



Grund 1: Tradition Die Zahlentheoretiker haben vor mehr als 100 Jahren diese Notati-
on eingefiihrt, und sie hat sich bis heute in der Mathematik gut etabliert. Wir kénnen
nicht darauf spekulieren, dass die “mathematische Gemeinde” ihre Gewohnheiten dies-
beziiglich &ndern wird.

Grund 2: Tradition Informatiker und Programmierer sind an Schlampigkeiten dieser Art
gewohnt, wenn sie zum Beisiel Wertzuweisungen an Variable in der Form n = n + 1
notieren. Auf eine Schludrigkeit mehr oder weniger kommt es dann auch nicht mehr
an.

Grund 3: Tradition Wir sind gewohnt sprachlich das Gleichheitszeichen mit “ist” auszu-
driicken. Wir sagen etwa “f ist von der Wachstumsordnung ¢” oder “f ist gleich O
von ¢”. In der Sprache finden wir rechts neben “ist” oft eine Vergroberung der linken
Seite (aber nicht umgekehrt). Wir sagen zum Beispiel “ein Hund ist ein Sdugetier”
(nicht aber “ein Sdugetier ist ein Hund”). Auch sprachlich entspricht also “ist” oft der
Relation des Enthaltenseins.

Akzeptieren wir also diese Eigenart und kehren zum Thema der verfeinerten Approximatio-
nen zuriick. Fine der beriimtesten Approximationen ist die Stirling-Approximation von

n! = ﬁl{; (14)

Thre einfache Version lautet

n! ~V2mn (ﬁ)n (15)
e
Die verfeinerte Version mit einem relativen Fehler der Ordnung O(1/n*) liest sich wie folgt:
ny\" 1 1 139 1
| =2 (—) (1 . - 1
" e ( T 12n T 3882~ 5120w Y (ml)) (16)

Die harmonische Zahlenfolge ist gegeben durch

1
H = =, 1
=7 (17)
k=1
Die einfache Approximation
H,~Inn (18)
wird verfeinert durch
1 1 1 1
H,=1 — — —— 4+ 0| — 19
Y S T 1o T a0 <n6) (19)

wobei
v = 0.5772156649 . .. (20)



die sogennnte Euler’sche Konstante bezeichnet. Wie bereits erwéahnt haben wir fiir die Anzahl

der Primzahlen zwischen 1 und n die asymptotische Gleichung
n
~— 21
7ln) ~ o (21)

Eine genauere Approximation ist gegeben durch

n n an 6n n
m(n) = Inn + (Inn)? * (Inn)3 " (Inn)? o <W> . )

Durch algebraische Manipulation lassen sich die asymptotischen Approximationen von 7(n)
in asymptotische Approximationen fiir die n-te Primzahl P,, umrechnen. Die einfache Version
lautet

P, ~nlnn (23)

und die verfeinerte

Inl
Pn:nlnn+nlnlnn—n—|—nn nn—i—O(—n ) (24)
lnn Inn

mit einem relativen Fehler von O (1/(Inn)?). Diese Approximation liefert zum Beispiel fiir
n = 10° (also die 1-Millionste Primzahl) die Schéitzung P, = 15631363.8, wobei der genaue
Wert dieser Primzahl 15485863 ist.

Weitere Beispiele fiir Approximationen von Funktionen lassen sich durch die Taylorreihen
(Potenzreihenentwicklungen von Funktionen) konstruieren. Dies betrifft Approximationen
von Funktionen mit reellem (oder komplexem) Definitions- und Zielbereich und die Annéhe-
rung der Variablen an einen endlichen Punkt (den Entwicklungspunkt der Reihe). Zum
Beispiel gilt

2 23

z z 24 5
e :1+Z+§+§+E+O(z)
bei Annéherung von z an 0. Da wir uns in diesem Kapitel auf Definitionsbereich N und
die Annédherung ans Unendliche spezialisiert haben, gehen wir darauf nicht néher ein und
verweisen auf das Gebiet der Analysis.

Es wurde bereits darauf hingewiesen, dass die O-Notation einen nicht darauf verpflichtet, die
genaue Wachstumsordnung anzugeben. Im Prinzip schitzen wir mit f = O(g) die Wachs-
tumsordnungvon f nach oben (aber nicht automatisch nach unten) ab. Fiir die Abschétzung

nach unten verwenden wir die 2-Notation:

9=Q(f) = f=0(9). (25)
Die genaue Wachstumsordnung ergibt sich durch die ©-Notation, wobei
f=0(g) = [ =0(g) und f =Qg) (26)
Es gelten folgende Aquivalenzen:
f=0(g) & g=06(f) (27)
& 0< liminf@ < lim sup S < o0. (28)

noe g(n) T nsee g(n)



In Worten: f = ©(g) genau dann, wenn es in der Folge f(n)/g(n) weder eine gegen Null
noch eine gegen Unendlich konmvergente Teilfolge gibt. Ist diese Kriterium erfiillt, sagen wir,
dass f und g die gleiche Wachstumsordnung haben (eine Aquivalenzrelation). Falls die Folge
f(n)/g(n) einen (evtl. unendlichen) Grenzwert besitzt, so ergibt sich die Vereinfachung

f:@(g)<:>0<r}i_>lgo%<oo, (29)

d.h., f = O(g) genau dann, wenn der Grenzwert der Folge f(n)/g(n) weder Null noch
Unendlich ist.
Wir beschliefflen diesen Abschnitt mit der Definition der o- und w-Notation:

olg) = {flf=g} (30)
w(g) = {fl f>=g} (31)

Die Schreibweise f = o(g) bzw. f = w(g) ist also zu f < g bzw. f > g dquivalent.

Ubersicht und Limes-Kriterien: In der folgenden Ubersicht darf, sofern der Limes exi-
stiert, limsup,, ,., bzw. liminf, .., auch durch lim,,_,., ersetzt werden:

Schreibweise | Limes-Kriterium Sprechweise

f=0(g) lim sup,,_, % < 0 f wachst hochstens so schnell wie g
f=Q(g) lim inf,, % >0 f wéchst mindestens so schnell wie g
f=06(9) f=0(g) und f =Q(g) | f wéchst genau so schnell wie g
f=o(9) lim,, oo % = f wéchst langsamer als g

f=w(g) lim,, o % = 00 f wéchst schneller als ¢




f(x)=1/x 27
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Abbildung 1: Asymptoten




