Lemma 0.1 Fir jedes k > 0 sind die Klassen ¥ und 11}, abgeschlossen unter Vereinigung
und Durchschnitt von Sprachen.

Beweis Fiir £ = 0 ist die Aussage offensichtlich. Sei k > 1. Seien L', L” € 3. Dann existieren
Sprachen Ly, Ly € P und Polynome pi, ..., ., pY,...,p}, so dass

L' = {x: (Ely,l)p'l (vyé)p’z ce (Qlcyll~c)19§C (Yhs- Y w) € Lo},
L' = Ax: Gy (W) - (Quyidpy (01 -5 ¥k, @) € Lo}

Hieraus ergibt sich

L/ U L” = {ZL’ : (Elyl)pol(va)pol(Ely?))pol e (Qkyk)polBedingung (A)}
L'OL" = {z: Cy)por(Vy2)por(Iys)por - - - (Qryn)paBedingung (B)}

wobei die Bedingungen (A) bzw. (B), jeweils bestehend aus zwei Teilen, gegeben sind wie
folgt:

1. Fiir alle ungeraden ¢ € {1,...,k} ist y; ein Codewort fiir eine Stringpaar (y},v.) mit
il < pil]) und Jyf| < pi(Jz]).

2. Falls eine entsprechende Bedingung auch fiir alle geraden i € {1, ..., k} gilt, dann folgt
Yy Y ) € LoV (Y], ..yl x) € Ly
im Falle der Bedingung (A) und
Yy Y ) € LoA (Y], .y, x) € Ly
im Falle der Bedingung (B).

Man beachte, dass die Bedingungen (A) und (B) in Polynomialzeit getestet werden konnen.!

Da Ly U Ly bzw. Ly N Ly mit einer alternierenden Quantorenkette vom Typ X} (gefolgt von

einer in Polynomialzeit iiberpriifbaren Aussage) beschrieben werden kann, ergibt sich L'U L”

bzw. L' N L" € 3.

Die entsprechenden Abschlusseigenschaften von IT; ergeben sich leicht durch Dualisierung. Ubg.
[

1Beim effizienten Testen von |y}| < pi(|z|) bzw. |y/| < p/(]x|) nutzen wir die Platzkonstruierbarkeit der
betreffenden Polynome aus.



