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1 Einleitung

Die Komplexitatstheorie beschéaftigt sich mit der Frage, welche Berechnungsprobleme sich
automatisch mit einem realistischen Aufwand an Zeit (= Rechenzeit) bzw. Platz (= Spei-
cherplatz) l6sen lassen. Dabei wird der Verbrauch von Zeit oder Platz stets als Funktion in
der Eingabeldnge n gemessen. In der Regel wird die Anzahl von Rechenschritten (bzw. die
Anzahl von belegten Speicherzellen) bei Eingaben der Lénge n nicht exakt bestimmt, sondern
nur grofenordnungsméifBig. Hierbei kommt die Landau’sche O-Notation zum Einsatz, welche
die asymptotische Wachstumsordnung einer Funktion nach oben abschétzt. Zum Beispiel ist
aus der Vorlesung ,, Datenstrukturen® bekannt, dass sich n Elemente einer total geordneten
Menge in O(nlogn) Schritten sortieren lassen. Aber selbst bei einer solchen groben Bestim-
mung der bendtigten Rechenzeit kommen wir nicht umhin, einige technische Details exakt
festzulegen:

1. Wie messen wir die ,Lange“ |I| einer Eingabeinstanz I7

2. Welches Maschinenmodell legen wir zugrunde und was kann diese Maschine in einem
Rechenschritt leisten?



Zur Beantwortung der ersten Frage werden wir die ,, Kodierungsldnge® einer Eingabeinstanz
heranziehen: wieviele Bits hat eine ,natiirliche Kodierung“ von I?' Als Maschinenmodell
verwenden wir die nach ihrem Erfinder Alan Turing benannte , Turing-Maschine (TM)*,
die den meisten Horerinnen und Hoérern aus der Vorlesung ,, Theoretische Informatik® be-
kannt sein diirfte. Dabei unterscheiden wir ,, Deterministische Turing-Maschinen (DTMs)*
und ,, Nichtdeterministische Turing Maschinen (NTMs)“. Eine TM besitzt eines oder mehre-
re Arbeitsbénder, welche jeweils in Zellen unterteilt sind. Der Bedarf an Speicherplatz ergibt
sich aus der Anzahl der wihrend einer Rechnung besuchten Zellen.?

Im Rahmen der Komplexitatstheorie werden Rechenprobleme, die einen dhnlichen Ver-
brauch an Zeit bzw. Platz erfordern, zu sogenannten Komplexitatsklassen zusammengefasst.
Einige der wichtigsten Klassen sind die folgenden:

Deterministisch Logarithmischer Platz: Die DTM besucht bei Eingaben der Linge n
lediglich O(logn) Zellen ihrer Arbeitsbénder. Probleme, die sich auf diese Weise 16sen
lassen, landen in der Klasse £ (= Logspace).

Nichtdeterministisch Logarithmischer Platz Die entsprechende Klasse fiir NTMs an
Stelle von DTMSs, notiert als AV/L.

Deterministisch Polynomielle Rechenzeit: Die DTM rechnet bei Eingaben der Léange
n lediglich p(n) Schritte fiir ein geeignet gewéhltes Polynom p(n). Probleme, die sich
auf diese Weise losen lassen, landen in der Klasse P (= Polynomialzeit).

Nichtdeterministisch Polynomielle Rechenzeit: Die entsprechende Klasse fiir NTMs
an Stelle von DTMs, notiert als NP.

Polynomieller Platz: Die DTM besucht bei Eingaben der Lénge n lediglich p(n) Zellen
ihrer Arbeitsbénder fiir ein geeignet gewéhltes Polynom p. Probleme, die sich auf diese
Weise 16sen lassen, landen in der Klasse PSpace.

In Abschnitt 14.2 werden wir sehen, dass jede NTM mit einem Platzbedarf von O(S(n))
— wobei S(n) > logn — von einer DTM mit Platzbedarf O(S(n)?) simuliert werden kann
(Satz von Savich). Hieraus ergibt sich, dass die Klasse PSpace alternativ betrachtet werden
kann als die Klasse von Problemen, die sich mit nichtdeterministisch polynomiellem Platz
16sen lassen.

In Abschnitt 14.4 werden wir sehen, dass die oben aufgefithrten Komplexitéitsklassen eine
durch Mengeninklusion geordnete Kette bilden, ndmlich die folgende Platz-Zeit-Hierarchie:

LCNLC P C NP C PSpace (1)

I Auf die naheliegende nichste Frage, was unter einer ,natiirlichen Kodierung“ zu verstehen ist, gehen wir
im Abschnitt 2 ein.

2Bei sublinearem Verbrauch an Platz hat die TM ein ,Read-only“ Eingabeband und nur die Zellen auf
den restlichen Arbeitsbéndern werden gezéhlt.



Wie wir in Abschnitt 15 sehen werden, gilt N'L C PSpace. Daher muss in (1) an mindestens
einer Stelle eine echte Inklusion vorliegen. Es wird vermutet, dass jede der Inklusionen in (1)
echt ist, aber von keiner einzigen konnte dies bisher gezeigt werden!

Die Klasse P gilt als die Klasse der Probleme, welche sich mit einem tolerierbaren Auf-
wand an Rechenzeit 16sen lassen. Die Klasse NP ist unglaublich reich an Problemen (und
zwar aus allen moglichen Wissenschafts- und Anwendungsbereichen), die man gerne losen
wiirde. Es iiberrascht daher nicht, dass der Frage ,P # NP7“ eine sowohl theoretisch wie
praktisch grofle Bedeutung zugeschrieben wird (P-NP Problem). Das Clay Mathematics
Institute hat zur Jahrtausendwende eine Liste von 7 ,,Millenium—Problemen* veroffentlicht:

e Birch and Swinnerton-Dyer Conjecture

e Hodge Conjecture

Navier-Stokes Equations

P versus NP

e Poincaré Conjecture (im Jahr 2010 von Grigoriy Perelman aus St. Petersburg gelost)

e Riemann Hypothesis
e Yang-Mills Theory

Wie zu sehen ist, befindet sich das P-NP Problem auf Platz 4 dieser Liste und kann als
eines der wichtigsten und spannensten Probleme der Mathematik bzw. der Theoretischen
Informatik betrachtet werden.

Das Skriptum zur Komplexitatstheorie ist aufgebaut wie folgt:

e In Kapitel 2 stellen wir ein paar grundlegende Begriffe und Fakten zusammen. U.a. er-
innern wir an das Konzept der NP-vollstindigen Probleme. Das sind schwerste Proble-
me in der Klasse NP mit der Eigenschaft, dass die Losbarkeit eines dieser Probleme
in deterministisch Polynomialzeit die Gleichung P = NP implizieren wiirde.? Einige
der Grundlagen in Kapitel 2 sollten aus der Veranstaltung , Theoretische Informatik*
bereits bekannt sein.

e In den Kapiteln 3 und 4 zeigen wir, dass in der sequentiellen Komplexititstheorie?
in der Regel die Gleichung ,,Entscheiden = Konstruieren® gilt. Genauer: wir kénnen
ohne wesentlichen Effizienzverlust einen Algorithmus, der lediglich entscheidet, ob zu
einem Problem eine akzeptable Losung existiert, transformieren in einen Algorithmus,
der eine akzeptable Losung (so sie existiert) konstruiert. Dieser Sachverhalt kann dann
als Rechtfertigung dienen, sich beim Studium der Komplexitiatsklassen auf Entschei-
dungsprobleme (mit den moglichen Antworten ,,Ja“ und ,,Nein“) zu beschrianken.

3Vermutet wird freilich, dass keines der NP-vollstindigen Probleme in deterministisch Polynomialzeit
losbar ist.

4im Unterschied zur Komplexititstheorie fiir Parallelrechner, um welche wir uns in dieser Vorlesung nicht
kiimmern werden



In Kapitel 5 machen wir an Beispielen deutlich, dass sich zwischen P und NP mitunter
nur ein schmaler Grat befindet: eine leichte Variation eines effizient 16sbaren Problems
kann zu einem schwersten Problem in der Klasse NP fithren, und umgekehrt. Ein
Lernziel der Vorlesung wird darin bestehen, effizient losbare Problemvarianten von
inhédrent schweren Varianten unterscheiden zu kénnen.

In Kapitel 6 betrachten wir exemplarisch das Graphenfarbungsproblem und zeigen,
dass selbst extrem eingeschrénkte Varianten dieses Problems immer noch NP-vollsténdig
sind.

Mit n Bits lassen sich Zahlen bis zur Grofle 2" — 1 darstellen. Probleme, deren Einga-
beinstanzen Zahlparameter enthalten, sind manchmal nur darum inhérent schwer, weil
die beteiligten Zahlen , riesengrof sind. Dies fiihrt uns in Kapitel 7 auf das Thema der
pseudopolynomiellen Algorithmen (sofern das zugrunde liegende Problem im Falle , klei-
ner“ Zahlparameter effizient 16sbar wird) bzw. das Thema der starken NP-Vollstindig-
keit (sofern das Problem selbst bei , kleinen* Zahlparametern inhérent schwer bleibt).

Kapitel 8 fithrt uns auf das Thema der polynomiellen Approximationsalgorithmen (so-
fern das zugrunde liegende Problem effizient 16sbar wird, wenn wir mit ,,guten anstelle
von optimalen Losungen zufrieden sind) bzw. das Thema der NP-harten Approximati-
on (wenn selbst das Auffinden ,,guter” Losungen inhérent schwer ist). Zudem sprechen
wir kurz das Thema der Komplexitatsklassen fiir Optimierungsprobleme an.

Kapitel 9 widmet sich dem von Downey und Fellows entwickelten Ansatz der ,,parame-
terisierten Komplexitiat®. Dahinter steht der Versuch einen (oder mehrere) Eingabepa-
rameter dingfest zu machen, der gewissermaflen fiir die inhdrente Hérte eines Problems
verantwortlich ist. Ein Festparameter-behandelbares Problem ist eines, das bei konstan-
ten Werten des Festparameters k fiir ein geeignetes Polynom p in p(n) Rechenschritten
l6sbar ist, wobei der Grad des Polynoms p nicht von k abhédngt. Wir diskutieren ,, Ver-
tex Cover als ein (Muster-)Beispiel fiir ein Festparameter-behandelbares Problem. Es
gibt aber (leider) eine Vielzahl von Problemen, die (unter der P # NP-Voraussetzung)
beweisbar nicht Festparameter-behandelbar sind.

Die Kapitel 6 bis 9 kénnen unter dem Motto ,,Umgang mit inhédrent schweren Proble-
men“ gesehen werden. Dahinter steht die Frage, ob das Problem effizient 16sbar wird,
wenn wir es geeignet einschranken, den Anspruch an Optimalitidt aufgeben oder bei
einem ,, Festparameter® nur kleine Werte zulassen. Kapitel 10 zieht eine Zwischenbi-
lanz aus den voran gegangenen Kapiteln und listet ein paar weitere Moglichkeiten zum
Umgang mit inh&rent schweren Problemen auf. Eines der Lernziele der Vorlesung be-
steht darin zu erkennen, ob eine geeignete Variante eines inhérent schweren Problems
effizient l6sbar wird.

In Kapitel 11 nehmen wir (unter der P # NP-Vorausetzung) die Struktur von NP
unter die Lupe. Insbesondere weisen wir nach, dass es Probleme in NP gibt, die we-



der zu P gehoren noch NP-vollstindig sind. Der Nachweis wird mit der Technik der
Diagonalisierung gefiihrt.

In Kapitel 12 beschéftigen wir uns mit der Theorie der ,,diinnen®“ und ,,dichten“ Spra-
chen, die 1977 von Berman und Hartmanis ins Leben gerufen wurde. Insbesondere
diskutieren wir die (bis heute offene) ,, Isomorphie-Vermutung®“ und weisen (unter der
P # NP-Voraussetzung) nach, dass es keine diinne NP-vollstindige Sprache geben
kann (Satz von Mahaney).

Kapitel 13 widmet sich den Untersuchungen von Baker, Gill und Solovay zur ,,Relati-
vierung“ der P-versus-NP Frage aus dem Jahre 1975. Aus diesen Untersuchungen wird
hervorgehen, dass bestimmte Schliisseltechniken, wie zum Beispiel ,,Simulation“ oder
,Diagonalisierung*, weder zum Nachweis von P = NP noch zum Nachweis von P # NP
erfolgreich eingesetzt werden konnen. Dieses sowie die beiden voran gegangenen Kapi-
tel konnen als Versuch gesehen werden, Licht in das Dunkel des P-versus-NP Problems
zu werfen (bzw. als Versuch zu verstehen, warum sich die Vermutung P # NP bisher
hat weder verifizieren noch falsifizieren lassen).

Kapitel 14 beschéftigt sich mit Beziehungen zwischen Komplexitéitsklassen und dahin-
ter stehenden Fragen wie ,,Platz versus Zeit“ oder ,,Determinismus versus Nichtdeter-
minismus®. Insbesondere wird der Nachweis fiir die Platz-Zeit-Hierarchie (1) gefiihrt.
Auflerdem sprechen wir kurz den Satz von Immerman und Szelepcsényi aus dem Jahre
1987 an, welcher besagt, dass Platzkomplexitéatsklassen (ab ,logspace® aufwérts) unter
Komplement abgeschlossen sind.

Kapitel 15 behandelt Hierarchiesétze, welche in salopper Formulierung besagen, dass
eine signifikante Erhohung der Ressourcen ,,Zeit* oder ,,Platz* zu einer echten Vergrofle-
rung der im Rahmen dieser Ressourcen losbaren Probleme fithrt. Aus dem Platzhiera-
chiesatz ergibt sich insbesondere die weiter oben bereits angesprochene echte Inklusion
NL C PSpace. Die Hierarchiesitze werden mit Hilfe von Diagonalisierung bewiesen.

Kapitel 16 nimmt die Klasse 'L unter die Lupe. In Analogie zur NP-Vollstindigkeit
(unter polynomiellen Reduktionen) ldsst sich der Begriff der A/ L-Vollstandigkeit (unter
logspace-Reduktionen) definieren. ,, Digraph-Reachability* erweist sich zum Beispiel als
N L-vollstéindig. Wir geben zudem eine Charakterisierung von A L mit sogenannten
,Read-once Zertifikaten® an (in Analogie zu den kurzen und effizient verifizierbaren
Zertifikaten, welche die Klasse NP charakterisieren).

Kapitel 17 widmet sich der Klasse PSpace. Das Problem , True Quantified Boolean
Formulae (TQBF)“ (ein pradikatenlogischer Verwandter des aus der NP-Vollsténdig-
keitstheorie bekannten Problemes , Satisfiability*) erweist sich als PSpace-vollsténdig.
Hieraus ergibt sich eine priadikatenlogische Charaktersierung von PSpace. Das Kapitel
schliet mit einer Sammlung weiterer PSpace-vollstindiger Probleme und mit einer
Liste offener Probleme.



e In Kapitel 18 beschéftigen wir uns mit der polynomiellen Hierarchie, die Meyer und
Stockmeyer 1972 definiert haben. Es handelt sich um eine (vermutlich) unendliche
Hierarchie von Klassen, die zwischen P und PSpace zu liegen kommt. Sie wird mit
Hilfe von sogenannten Orakel-Turing-Maschinen (OTMs) definiert.

e Kapitel 19 liefert eine beweisbar dquivalente Definition der polynomiellen Hierarchie,
die die verschiedenen Stufen der Hierarchie mit alternierenden Quantorenketten an-
steuert (Satz von Celia Wrathall). Dies fiihrt zu einer préadikatenlogischen Charakte-
risierung der Sprachen, die auf den diversen Stufen der Hierarchie zu liegen kommen,
und zu einer Reihe von Anwendungen. Insbesondere erhalten wir auf jeder Stufe ein
vollstandiges Problem iiber eine geeignete pradikatenlogische Erweiterung von , Satis-
fiability*.

e Die Turing-Maschine ist ein uniformes Maschinenmodell in dem Sinne, dass wir das
selbe TM-Programm fiir alle Eingabelingen verwenden. Dem gegeniiber stehen die
nicht-uniformen Modelle wie sie in der Regel fiir Hardware verwendet werden. Kapi-
tel 20 diskutiert das Verhéltnis von uniformen und nicht-uniformen Rechenmodellen.
Insbesondere werden Techniken vorgestellt, Software in Hardware zu transformieren,
und umgekehrt. Wir stellen die Klasse P/poly vor — die nicht-uniforme Schwester
von P, und verwenden sogenannte spdrliche und kospdrliche Sprachen, um zu Cha-
rakterisierungen von P/poly und von der P-versus-NP Frage zu gelangen. Schliefflich
préasentieren wir den Satz von Karp und Lipton aus dem Jahre 1980, welcher besagt,
dass NP C P/poly implizieren wiirde, dass die polynomielle Hierarchie auf der 2. Stufe
kollabiert. Dieser Satz kann als Hinweis verstanden werden, dass superpolynomielle un-
tere Schranken zur Schaltkreiskomplexitit (zumindest theoretisch) zu einem Nachweis
von P # NP fithren kénnten.

e Das abschlieflende Kapitel 21 kiimmert sich um randomisierte Algorithmen. Das da-
zu passende Maschinenmodell bilden die probabilistischen Turing-Maschinen (PTMs),
die den néchsten Rechenschritt von dem Ergebnis eines Miinzwurfs abhéngig machen
konnen. Wir schauen uns im Detail die probabilistischen Komplexitétsklassen BPP,
RP und ZPP an und analysieren, in welchem Verhéltnis sie untereinander und in wel-
chem Verhéaltnis sie zu den nicht-probabilistischen Komplexitédtsklassen stehen. Das
Kapitel schliet mit der Gesamtlandschaft aller im Skriptum betrachteten Komple-
xitatsklassen.

Analysetechniken und Lernziele: Im Laufe der Vorlesung machen die Hérerinnen und
Horer Bekanntschaft mit veschiedenen Schliisseltechniken wie zum Beispiel Simulation, Dia-
gonalisierung sowie verschiedene Arten der Reduktion (polynomielle Reduktion, logspace-
Reduktion, Turing-Reduktion, Levin-Reduktion). Simulation hilft zu verstehen, wie gut sich
eine Maschine von einem Typ A simulieren lasst durch eine Maschine vom Typ B. Mit Hilfe
von Simulation lésst sich beispielsweise verstehen, dass die Komplexitétstheorie robust ist
gegeniiber kleineren Variationen des Standardmodelles einer TM. Mit Hilfe von Diagonalisie-
rung lassen sich die Hierarchiesétze herleiten oder auch die Existenz einer Sprache in NP\ P,

8



die nicht NP-vollstindig ist. Mit Hilfe von Problemreduktionen lassen sich schwerste Pro-
bleme in einer Komplexititsklasse ausfindig machen (wie zum Beispiel die C-vollstdndigen
Probleme fiir die Komplexitétsklassen C = £, NP, PSpace). Der professionelle Umgang mit
den genannten Techniken ist sicherlich ein zentrales Anliegen der Vorlesung. Weiterhin soll
die Fahigkeit erworben werden, ein konkretes Problem in die Landschaft der Komplexitéts-
klassen einzuordnen und auf diese Weise seine inhérente Komplexitédt zu bestimmen. Dabei
spielt freilich die Unterscheidung von effizient losbaren Problemen und inh&rent schweren
Problemen eine fiir die Praxis besonders wichtige Rolle. Techniken zum Design von effizien-
ten Algorithmen werden in den Vorlesungen , Datenstrukturen* und , Effiziente Algorithmen*
erworben. In der Vorlesung ,, Komplexitatstheorie® wird das komplettiert durch den Erwerb
von Techniken zum Umgang mit inh&rent schweren Problemen.

Wir wiinschen den Teilnehmerinnen und Teilnehmern an der Vorlesungsreihe viel Spafl
und (Lern-)Erfolg!

Bochum, der 07.09.2017 Hans Ulrich Simon

2 Grundlegende Begriffe und Resultate

Bekanntschaft mit der Turing-Maschine aus der Vorlesung ,, Theoretische Informatik* wird
weitgehend vorausgesetzt, obschon die folgenden beiden Abschnitte ein paar zentrale Defini-
tionen und Resultate rekapitulieren. Die meisten Beweise in diesem Kapitel werden wir nur
grob skizzieren, weil der eigentliche neue Stoff der Vorlesungsreihe erst mit dem folgenden
Kapitel beginnen wird. Das laufende Kapitel dient gewissermafien als Erinnerungsstiitze und
kleine Aufwérmiibung.

Ein paar Bemerkungen vorab. Wenn in diesem Skriptum von ,,Polynomen* die Rede ist,
dann sind in der Regel Polynome mit nicht-negativen Koeffizienten gemeint, da es meist nur
darum geht die Rechenzeit T'(n) eines Algorithmus nach oben durch ein Polynom p(n) in der
Eingabelédnge n zu begrenzen. Wenn dabei nur wichtig ist, dass ein solches Polynom existiert,
dann notieren wir das in der Form 7'(n) < pol(n). Dabei steht pol(n) also immer fiir ein
geeignet gewéhltes Polynom, ohne dass dieses konkretisiert wird. Zwei Funktionen f(n), g(n)
heiflen polynomiell verknipft, wenn f(n) < pol(g(n)) und g(n) < pol(f(n)), d.h. also, wenn
Polynome p, ¢ existieren mit f(n) < p(g(n)) und g(n) < ¢(f(n)). Insbesondere folgt dann:
wenn eine der Funktionen f(n), g(n) polynomiell beschriankt ist, dann trifft das auch auf die
andere Funktion zu.

2.1 Die Deterministische Turing-Maschine (DTM)

Die Komponenten des 1-Band Standardmodells einer deterministischen Turing-Maschine
(DTM) M sind wie folgt:

e (), die endliche Zustandsmenge,



Y., das endliche Eingabealphabet,
e [' O X das endliche Bandalphabet,

B e I'\ ¥, der Blank (Leerzeichen),

go € @Q, der Startzustand,
e 5:QxT = QxT x{R,L,N}, die Uberfithrungsfunktion,
e [ C (), die Menge der akzeptierenden Zustéande.

Dies kann in der Gleichung M = (Q, %, T, B, qo, 9, F') zusammengefasst werden. M verfiigt
tiber einen (Lese/Schreib-)Kopf und iiber ein zweiseitig unendliches Band, das in Zellen mit
den Nummern ..., —2,—1,0,1,2,... unterteilt ist. In jeder Zelle steht ein Symbol aus I'. Zu
Anfang einer Rechnung mit dem Eingabewort w = a; ...a, € X" gilt folgendes:

e Das Eingabewort w steht in den Zellen 1,... ,n. Alle anderen Zellen enthalten das
Leerzeichen B.

e Der Kopf von M ist auf Zelle 1 positioniert.

e M befindet sich im Startzustand gp.

Ein Rechenschritt von M wird formal beschrieben durch die Uberfithrungsfunktion ¢ :
QxI' — Q xT x{L,R,N}. Die Interpretation von 6(q, X) = (¢, X’,d) ist die folgende:
Wenn M im Zustand g Symbol X liest, so geht sie in Zustand ¢’ iiber, ersetzt X durch X’
und bewegt den Kopf eine Zelle in Richtung links (bzw. rechts), falls d = L (bzw. d = R).
d = N steht fiir ,,nicht bewegen®.

Die Uberfithrungsfunktion ¢ ist gewissermafBen das ,Programm® von M, welches die
Rechnung auf der Eingabe w steuert. Falls M im Zustand ¢ das Symbol X liest und §(q, X) =
(¢, X, N), dann sagen wir, dass M stoppt (Ende der Rechnung). Falls dabei ¢ € F', dann
handelt es sich um eine akzeptierende Rechnung. Andernfalls heifit die Rechnung verwerfend.
Die Menge L(M) der von M akzeptierten Worter heifit die Sprache zu M. M heifit Akzeptor
der Sprache L C ¥* falls L = L(M). Wir sagen dann auch M erkennt die Sprache L.

Um die Rechnung einer DTM formal zu verfolgen, macht man Schritt fiir Schritt eine
Momentaufnahme genannt ,Konfiguration“. Eine Konfiguration von M ist ein String aqf
mit o, 5 € I'*, ¢ € Q. Sie bedeutet, dass auf dem Band die Inschrift af eingerahmt von
lauter Blanks steht, die Maschine im Zustand ¢ und der Kopf auf dem ersten Buchstaben
von [3 positioniert ist. Eine Rechnung von M kann dann auf natiirliche Weise als eine Folge
von Konfigurationen beschrieben werden.

2.2 Die Nichtdeterministische Turing-Maschine (NTM)

In der Vorlesung ,, Theoretische Informatik“ wurde das Standardmodell einer NTM M mit
dghnlichen Komponenten eingefiithrt wie das Standardmodell der DTM, bis auf die folgenden
Abénderungen:
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e Die NTM hat pro Schritt mehrere Wahlmoglichkeiten fiir den nidchsten Rechenschritt,
sagen wir oBdA zwei Wahlmoglichkeiten. Formalisieren lieBe sich das durch zwei Uber-
fithrungsfunktionen dy, d;. In jedem Schritt kann M auswéhlen, ob sie die Funktion dg
oder 0; zugrunde legt.

e Da es i.A. nun viele mogliche Rechnungen gibt (moglicherweise einige akzeptierend,
andere verwerfend) miissen wir festlegen, wann ein Eingabewort w als ,,akzeptiert® gilt:
wir sagen M akzeptiert w, falls mindestens eine akzeptierende Rechnung auf Eingabe w
existiert. L(M) bezeichnet wieder die Menge der von M akzeptierten Eingabeworter.

Sprechweise: Das Auswihlen einer der beiden Funktionen dg,d; wird auch als ,Raten®
bezeichnet. Wenn die Rateentscheidungen schliefllich zum Akzeptieren von w fiihren,
spricht man auch davon, dass die NTM , richtig geraten“ hat.

Aus der Vorlesung ,, Theoretische Informatik® wissen wir, dass jede NTM M in eine dqui-
valente NTM M’ transformiert werden kann, welche nach dem , Rate-Verifikationsprinzip*
vorgeht:

Nichtdeterministische Ratephase: M’ schreibt in Zelle 0 das Trennsymbol #. Danach
rit sie einen String y € {0, 1}* bitweise und notiert ihn auf den Zellen —1,..., —|y|.

(Auch die Lange |y| des Strings y wird dabei geraten.) Zum Schluss positioniert sie
ihren Kopf auf Zelle 0.

Deterministische Verifikationsphase: In einer zweiten Phase rechnet M’ deterministisch
auf der erweiterten Eingabe y#x.

Bemerkung 2.1 Wenn die NTM M in Polynomialzeit arbeitet, dann hat der von M’ ge-
ratene String y ebenfalls eine polynomiell in n = |w| beschrinkte Linge.

Sprechweise: Wenn die erweiterte Eingabe y#x in der Verifikationsphase akzeptiert wird,
heifit y auch ein , Zertifikat“ fir z € L(M).

2.3 Komplexititsklassen

Wir sagen die DTM M hat Platzschranke S(n) (bzw. Zeitschranke T(n), falls sie, ange-
setzt auf Eingabeworter der Liange n, maximal O(S(n)) Zellen besucht (bzw. maximal
O(T'(n)) Schritte rechnet). Die Platzschranke (bzw. Zeitschranke) nennen wir ezakt, wenn
M auf Eingaben der Lange n exakt S(n) Zellen besucht (bzw. exakt T'(n) Schritte rechnet).
DSpace(S(n) bezeichnet die Klasse aller Sprachen, die von einer S(n)-platzbeschrinkten
DTM erkannt werden kénnen. DTime(T(n)) bezeichnet die Klasse aller Sprachen, die von
einer T'(n)-zeitbeschrankten DTM erkannt werden konnen. NSpace(S(n)) und NTime(T'(n))
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sind die analog definierten nichtdeterministischen Komplexitatsklassen. Aus diesen , generi-
schen“ Komplexitétsklassen ergeben sich die Klassen der Platz-Zeit Hierarchie wie folgt:

L = DSpace(logn)
NL = NSpace(logn)
P = U DTime(n")

k>1
NP = | NTime(n*)
k>1
PSpace = U DSpace(n*) = U NSpace(n")
k>1 k>1

Die letzte Gleichheit gilt nach dem Satz von Savich (s. Einleitung). Es sei auch daran eri-
nert, dass wir bei sublinearen Platzschranken voraussetzen, dass die TM {iber ein zusétzliches
Read-only Eingabeband verfiigt und beim Platzbedarf nur die besuchten Zellen des Arbeits-
bandes gezahlt werden.

2.4 Varianten des Standardmodells

Es gibt zahlreiche Variationen des Standardmodells. Zum Beispiel:

e Das Band ist einseitig unendlich mit Zellnummern 0,1,2,.... (In diesem Fall steht auf
Zelle 0 eine Endmarkierung, damit M nicht versehentlich vom Band fallt.)

e Der Kopf muss sich in jedem Schritt (nach links oder rechts) bewegen.

e Es gibt nur einen akzeptierenden Zustand.

Es ist einfach, zwischen dem Standardmodell und den genannten Variationen wechselsei-
tige effiziente Simulationen anzugeben. Das heifit (gliicklicherweise!), dass die Ergebnisse
der Komplexitdtstheorie nicht von solchen nickligen kleinen technischen Voraussetzungen
abhéngen. Man sagt auch: die Theorie ist robust.

Eine interessantere Variation des Standardmodells besteht darin, mehrere Arbeitsbander
zuzulassen. Eine k-Band DTM ist dhnlich definiert wie eine 1-Band DTM, aufler dass sie
iiber k Kopfe, einen pro Band, verfiigt, die sich unabhéngig von einander bewegen diirfen.
Die Uberfithrungsfunktion ¢ hat dann das Format

§:QxTF 5 QxTFx{R, LN}

mit der offensichtlichen Interpretation. Eine analoge Bemerkung gilt fiir k-Band N'TMs. Die
Komplexitatstheorie ist auch gegeniiber solchen Erweiterungen des Standardmodells robust,
wie die folgenden Bandreduktionsséitze belegen:

Satz 2.2 FEine k-Band DTM (bzw. k-Band NTM) M mit Platzschranke S(n) und Zeit-
schranke T'(n) kann simuliert werden von einer 1-Band DTM (bzw. einer 1-Band NTM) M’
mit der selben Platzschranke S(n) und der Zeitschranke T'(n)S(n) < T'(n)?.
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Der Beweis sollte aus der Vorlesung ,, Theoretische Informatik* bekannt sein. Die we-
sentliche Idee besteht darin, bei M’ das Bandalphabet I'* zugrunde zu legen, so dass die k
Bandinschriften von M auf dem einem Band von M’ untergebracht werden kénnen. Wenn
M das Symbol (X, ..., X) in einer Zelle abspeichert, tun wir anschaulich so, als hétte die
Zelle k Spuren, so dass X; sich in Spur ¢ befindet. M’ kann dann einen Schritt von M in
O(S(n)) Rechenschritten simulieren. Zum Beispiel konnten Bewegungen von Képfen von M
in Richtung links (bzw. rechts) von M’ dadurch simuliert werden, dass die Inschriften der
entsprechenden Spuren in Richtung rechts (bzw. Richtung links) verschoben werden. Wir
erhalten fiir M’ demnach die Zeitschranke 7'(n)S(n). Die Ungleichung T'(n)S(n) < T'(n)?
gilt, da offensichtlich S(n) < T'(n): bei O(T'(n)) Rechenschritten kénnen natiirlich auch
nur O(S(n)) Zellen besucht werden. Bei Interesse an weiteren Details sei auf die Vorlesung
., Theoretische Informatik* verwiesen.

2-Band TMs konnen fithren zu noch effizienteren Simulationen:

Satz 2.3 1. Eine k-Band DTM M mit Platzschranke S(n) und Zeitschranke T'(n) kann
simuliert werden von einer 2-Band DTM M' mit der selben Platzschranke S(n) und
der Zeitschranke T'(n)log S(n) < T'(n)logT(n).

2. Fine k-Band NTM M mit Zeitschranke T'(n) kann simuliert werden von einer 2-Band
NTM M’ der selben Zeitschranke T'(n).

Wir lassen den Beweis von diesem Satz aus und skizzieren nur die wesentlichen Ideen,
die zum Beweis von Satz 2.2 noch hinzu kommen:

1. Die 2-Band DTM M’ benutzt Band 1 als ,,Schmierblatt* und Band 2 zur Abspeicherung
der k£ Bandinschriften. Diese werden aber so ,aufgelockert” in Blécken verschiedener
Langen abgespeichert, dass eine Bandinschrift nicht immer komplett verschoben wer-
den muss. Die Speicherorganisation ist so listig gewéhlt, dass lange Blocke nur selten
in das Verschieben einbezogen werden. Das Schmierblatt (Band 1) dient im Ubrigen
dazu, die Blockverschiebungen effizient zu bewerkstelligen.

2. Die 2-Band NTM M’ benutzt ein Band, um die komplette Rechnung von M (kodiert
als Folge von Konfigurationen) zu raten. Das andere Band wird danach benutzt, um
spurenweise (also eine Spur nach der anderen) zu verifizieren, dass die geratene Rech-
nung auf Band 1 konsistent ist zu dem, was auf Spur ¢ (bzw. auf dem i-ten Band
von M, deren Inschrift auf Spur i untergebracht ist) real passiert, wenn gemifl der
Uberfithrungsfunktion von M vorgegangen wird.

Bemerkung zur Spezifikation von Komplexititsklassen: Im Folgenden schreiben wir
DSPACEL(S(n)) bzw. DTime(T'(n)), wenn die betreffende Platz bzw. Zeitschranke fiir k-
Band DTMs gelten soll. Wenn der Index k fehlt, sind beliebige Mehrband-DTMs zugelassen.
Eine entsprechende Bemerkung gilt fiir nichtdeterministische Komplexitdtsklassen. Aus den
Bandreduktionstheoremen ergibt sich, dass es bei den Klassen £, N'L, P, NP, PSpace egal ist,
ob wir eine beliebige Mehrband-DTM zulasssen oder uns auf 1-Band-DTMs beschréinken.
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DTMs bilden ein elegantes Maschinenmodell fiir theoretische Zwecke. Man kénnte aber
einwenden, dass es kein sehr praxisnahes Modell ist. Ein praxistauglicheres Modell (das wir
aber im Rahmen dieser Vorlesung nicht formal einfithren) ist die ,,Random Access Maschine
(RAM)“, deren Programme in etwa dem 3-Adress-Code entsprechen, den Compiler (bei der
Tansformation eines Programmes einer hoheren Programmiersprache in ein Programm ei-
ner maschinenniheren Sprache) erzeugen. Wir merken hier kurz an, dass DTMs und RAMs
sich wechselweitig simulieren kénnen, so dass ihre Laufzeiten polynomiell verkniipft sind.
(Polynome dritten Grades reichen bereits aus.) Das heiit zum Beispiel, dass die Klasse P
tibereinstimmt mit der Klasse der Sprachen, die von einer RAM (beim sogenannten loga-
rithmischen Kostenmaf) in Polynomialzeit erkannt werden kénnen. Die Komplexitétstheorie
ist also auch weitgehend robust gegeniiber dem Austausch der Turing-Maschine durch ein
praxisrelevanteres Modell.

Verschirfte Church’sche These: Die Church’sche These besagt, dass eine Funktion ge-
nau dann intuitiv berechenbar ist, wenn sie von einer Turing-Maschine berechnet werden
kann. Die Turing-Maschine ist in diesem Sinn eine universelle Maschine: sie kann alles be-
rechnen, was iiberhaupt als berechenbar gelten kann. Die Verschéarfung dieser These lautet:
alle ,verniinftigen“ Maschinenmodelle sind in ihrer Rechenzeit mit der Deterministischen
Turing-Maschine polynomiell verkniipft.®

2.5 Kompression und Beschleunigung

In Verbindung mit den Bandreduktionssétzen habe wir schon einmal den (zugegebenermafien
schmutzigen) Trick verwendet eine TM mit einem Superalphabet der Form I'* auszustatten.
Der selbe Trick kann verwendet werden, um Platz- oder Zeitschranken um einen konstanten
Faktor zu stauchen (aufler dass n Rechenschritte stets benotigt werden, um das Eingabewort
vollsténdig zu lesen). Wir geben hier ohne Beweis die daraus resultierenden Sétze an:

Satz 2.4 (Kompressionstheorem) FEs sei M eine DTM (bzw. NTM), die auf Eingaben
der Lange n mazximal S(n) Zellen ihrer Arbeitsbinder besucht. Weiter sei e > 0 eine beliebig
kleine Konstante. Dann kann M von einer DTM (bzw. NTM) simuliert werden, die lediglich
e-S(n) Zellen ihrer Arbeitsbinder besucht.

Satz 2.5 (Beschleunigungstheorem) FEs sei M eine DTM (bzw. NTM), die auf Eingaben
der Lange n maximal T'(n) Schritte rechnet. Weiter sei e > 0 eine beliebig kleine Konstante.
Dann kann M von einer DTM (bzw. NTM) simuliert werden, die auf Eingaben der Léinge n
mazimal n + € - T'(n) Schritte rechnet.

Dies rechtfertigt im Nachhinein die Verwendung von der O-Notation bei der Definition
von Platz- und Zeitschranken: die durch die Notation versteckte Konstante spielt wegen der
Moéglichkeit von Kompression und Beschleunigung ohnehin keine Rolle.

5Diese These ist etwas ins Wanken geraten, seitdem es ernsthafte Versuche gibt, Quantenrechner herzu-
stellen. Hierauf kénnen wir aber im Rahmen dieser Vorlesung nicht eingehen.
6Falls €S(n) < n, dann hat M’ wieder ein Read-only Eingabeband, dessen Zellen nicht mitgezihlt werden.
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Phéanomene wie Bandreduktion, Kompression und Beschleunigung treten auf, weil wir
im Prinzip jedes konstant grofle Informationspaket in die Zustandsmenge () oder das Ban-
dalphabet I' hineinkodieren kénnen. Wir werden bei Verwendung solcher Kodierungstricks
in Zukunft sagen: diese Information ,stecken wir in die endliche Kontrolle® der Turing-
Maschine.

Bemerkung 2.6 Mit Hilfe von Kompression und Beschleunigung lisst sich fir viele Funk-
tionen T'(n) zeigen, dass eine TM M mit Zeitschranke T'(n) in eine TM M’ mit exakter
Zeitschranke T'(n) transformiert werden kann. Das gilt insbesondere fiir alle super-linearen,
zeitkonstruierbaren Funktionen. Eine analoge Bemerkung gilt fiir Platzschranken und platz-
konstruierbare Funktionen.”

2.6 Natiirliche Kodierung

TMs haben als Eingabe stets ein Wort w iiber ihrem Eingabealphabet. Bei natiirlichen
Problemen treten in der Regel strukturierte Eingaben auf wie zum Beispiel Vektoren (= 1-
dimensionale Arrays), Matrizen (= 2-dimensionale Arrays) oder (gerichtete wie ungerichtete)
Graphen. Um ein solches strukturiertes Objekt einer TM zum Frafl vorzuwerfen, miissen wir
es als ein Wort iiber dem Eingabealphabet kodieren. In den folgenden Kapiteln des Skriptums
werden wir uns nicht mit Codewortern herumschlagen, sondern unterstellen stets implizit,
dass die Eingabe in einer ,natiirlichen Kodierung“ vorliegt. In diesem Abschnitt gehen wir
kurz darauf ein, was man sich unter , natiirlicher Kodierung® vorstellen kann.

Binidrkodierung von Zahlen: Mit Hilfe von Bitstrings der Lénge k£ konnen Zahlen im
Bereich von 0 bis 28 — 1 kodiert werden. Zu einer Zahl n bezeichne bin(n) € {0,1}*
ihre Bin&rkodierung.

Binidrkodierung von Elementen einer endlichen Menge: Die Elemente einer endlichen
Menge kénnen durchnummeriert und mit ihren Nummern identifiziert werden. Danach
verwenden wir die Bindrkodierung von Zahlen (Nummern).

Codewdrter fiir Worttupel: Das Tupel (uy, . .., ux) konnte unter Verwendung eines neu-
en Trennzeichens $ kodiert werden als uy$us$ . .. up—_1$uy. Falls uy, ..., u, € {0,1}* und
falls wir den Ehrgeiz haben, Codewdrter iiber {0, 1} herzustellen, kénnen wir 00 als
Code fiir 0, 11 als Code fiir 1 und 01 als Code fiir $ benutzen. Das Tripel (01,110, 0)
hétte dann zum Beispiel das Codewort 0011011111000100.

Codeworter fiir Wortmatrizen: Das geschieht analog zur Kodierung von Worttupeln.
Man kann $ als Trennzeichen zwischen den Eintrdgen einer Zeile verwenden und $$
als Trennzeichen zwischen verschiedenen Zeilen. Falls die Eintrdge der Matrix Worter
iiber {0, 1} sind, kénnen wir wieder die Substitution 0 — 00, 1 — 11 und $ — 01
einsetzen, um einen Binércode fiir die Matrix zu erhalten.

"Die Definition von zeit- und platzkonstruierbaren Funktionen holen wir spéter in Abschnitt 14.1 nach.
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Codeworter fiir Vektoren und Matrizen: Nachdem die Zahleneintrage bindr kodiert
sind, konnen wir das Kodierschema fiir Worttupel und Wortmatrizen einsetzen.

Codeworter fiir endliche Graphen: Eine mogliche Kodierung wére das Codewort fiir
die Adjazenzmatrix.

Da der Binércode fiir Tupel aus Bindrwortern im Skriptum des Ofteren eingesetzt werden
wird, fithren wir dafiir eine Notation ein. Es seien wuq,...,u; € {0,1}*. Dann bezeichnet
(uy,...,ug) das bindre Codewort fiir das Tupel (uq,...,u;). Zum Beispiel: (01,110,0) =
0011011111000100.

Es sind i.A. verschiedene natiirliche Kodierungen denkbar. Zum Beispiel kénnten wir fiir
Graphen auch ein Codewort bilden, das nicht der Adjazenzmatrix sondern der Adjazenz-
listendarstellung entspricht. Gliicklicherweise wird diese Mehrdeutigkeit fiir unsere Betrach-
tungen keine grofle Rolle spielen, und zwar aus folgenden Griinden:

e Die Léingen verschiedener natiirlicher Kodierungen sind i.A. polynomiell verkniipft und
lassen sich wechselseitig effizient ineinander umrechnen.

e Die Komplexitétstheorie (mit ihren Klassen P, NP, ...) nimmt eine so grobe Einteilung
der Rechenprobleme vor, dass polynomielle Unterschiede in der Eingabeldnge nicht ins
Gewicht fallen.

Aus dem gleichen Grund kénnen wir im Ubrigen auch mit natiirlicheren Mafen fiir die Lange
einer Eingabeinstanz arbeiten. Wenn zum Beispiel die Eingabeinstanz ein Graph G = (V, F)
ist, dann konnen wir als Eingabeldnge statt der Lange des Codewortes fiir G auch die Anzahl
|V| seiner Knoten nehmen. Diese beiden Mafie sind polynomiell verkniipft.

2.7 Die Universelle Turing-Maschine (UTM)

Ein Computer, so wie Sie in kennen, ist eine ,,general purpose“ Maschine, d.h., er ist nicht
spezialisiert auf die Losung eines Problems, sondern kann prinzipiell beliebige Programme
einer Programmiersprache ausfiihren. Die UTM ist das Pendant zu einem ,,general purpose
computer” in der Welt der Turing-Maschinen. Die UTM mit festem Grundalphabet ¥ D
{0,1} und fester Anzahl k& von Béandern bekommt als Eingabe:

e die Beschreibung v € {0,1}* einer k-Band DTM M = M,
e das eigentliche Eingabewort w € »*

Ihre Aufgabe ist es, die DTM M,,, angesetzt auf das Eingabewort w, zu simulieren.
Zunéchst enmal wirft das die Frage auf, wie wir eine k-Band DTM M = (Q, %, T, B, qo, 0, F')
durch einen Binérstring beschreiben. Wir skizzieren das kurz fiir £ = 1, wobei das Prinzip
auch fiir beliebige Werte von k deutlich werden wird. Die r := |Q| Zusténde von M identifi-
zieren wir mit den Nummern von 1 bis . Nummer 1 ist dabei fiir den Startzustand reserviert.
Die s := |I'| Bandalphabetssymbole identifizieren wir mit den Nummern von 1 bis s. Die
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Richtungsangaben d; = L, dy = R und d3 = N identifizieren wir (in dieser Reihenfolge) mit
den Nummern 1,2, 3. Ein Eintrag 6(¢;, X;) = (¢, Xj/, di) der Funktionstabelle von § wird
kodiert durch 0°107107 107 10* (unére Kodierung mit 1 als Trennsymbol). Das Codewort fiir
die gesamte Funktionstabelle von ¢ ergibt sich als Konkatenation der Codewdrter fiir die
einzelnen Eintrdge jeweils abgetrennt durch 11. Als Prdambel bezeichnen wir den String
0"1by - - - b,10°11. Dabei gilt b; = 1, falls ¢; € F', und b; = 0 sonst, d.h. die Bitmaske by - - - b,
gibt uns die Menge F' der akzeptierenden Zusténde an. Das gesamte Codewort « fiir M hat
dann die Form 111, gefolgt von der Pridambel, gefolgt von dem Codewort fiir §, gefolgt von
111. Die DTM, die durch das Codewort « beschrieben ist, wird auch mit M, bezeichnet.
Wir geben ohne Beweis den folgenden Satz an:

Satz 2.7 Fir die Klasse der k-Band DTMs mit einem festen Grundalphabet ¥ 2O {0,1}
gibt es eine k-Band UTM U mit folgender Eigenschaft. Ist o das Codewort fiir eine k-Band
DTM, so simuliert U, angesetzt auf (o, w), die Rechnung der DTM M, auf dem Eingabewort
w. Zur Simulation eines Schrittes von M, bendtigt U lediglich O(|a|) Schritte, sofern k > 2,
und O(|a|?) Schritte, falls k = 1.

Die Beweisidee ist, dass U ihre k Bander so benutzt wie M,, und das Codewort o sowie
den aktuellen Zustand von M, dabei in der ,,Hosentasche* mit sich fithrt. Als ,, Hosentasche*
dient im Falle k& > 2 eine Extraspur auf Band 1, auf welcher der String o vermerkt ist,
sowie eine Extraspur auf Band 2, auf welcher die Nummer des aktuellen Zustands vermerkt
ist. Beide Codeworter werden so verschoben, dass sie sich immer in der Nihe der aktuel-
len Kopfposition befinden. Eine kleine technische Schwierigkeit besteht darin, dass U ein
Bandalhabet fester Grofle hat, aber DTMs mit im Prinzip beliebig groflen Bandalphabeten
simulieren kénnen muss. Zu diesem Zweck speichert sie ein Symbol von I' in einem Block der
Grofe s ab: Symbol X; wird dabei mit dem String 0°1°77 kodiert. Die Polsterung mit s — j
Einsen fiihrt zu einer festen Blockldnge s, die sich als niitzlich erweist, wenn M ein Sym-
bol X; mit einem neuen Symbol X {iberschreibt. Wir verzichten auf die Angabe weiterer
Details.

2.8 NP-Vollstiandigkeitstheorie

Ein wichtiges Werkzeug zur Entwicklung der Theorie sind die polynomiellen Reduktionen,
die (benannt nach ihrem Erfinder Richard Karp) auch Karp-Reduktionen genannt werden.

Definition 2.8 Seien L, Lo C ¥*.

1. Wir sagen, Ly ist Karp-reduzierbar auf Ly (in Zeichen: L, Spol Ly), wenn eine Ab-
bildung f : ¥* — X* mit

(i) Yw e ¥*: we Ly & f(w) € Lo

(i) f ist von einer polynomiell zeitbeschrinkten DTM berechenbar.

existiert.
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2. FEine Sprache Ly C ¥* heifit NP-vollstandig, falls

(’1,) Ly € NP
(i) VL € NP: L <,y Lo.

Falls die zweite Bedingung gilt, aber L nicht notwendig zur Klasse NP gehdrt, dann
heifst L NP-hart.

Die folgenden Beobachtungen sind leicht zu beweisen.

Bemerkung 2.9 1. Spol ist transitiv. Ketten von Reduktionen ergeben also wieder eine

Reduktion.
2. Aus Ly <po Ly und Ly st NP-hart folgt, dass auch Ly NP-hart ist.

3. Aus L <,, Lo (via Eingabentransformation f) und Ly € P folgt L € P. Die Frage, 0b
w € L, kann ndmlich entschieden werden wie folgt:

(a) Berechne f(w).
(b) Entscheide, ob f(w) € Ly.

4. Wenn ein NP-hartes Problem in (deterministisch) Polynomialzeit gelost werden kann,

dann folgt P=NP.

Die Liste NP-vollstandiger Probleme im Anhang 22 ist durch folgende Evolution entstan-
den:

1. Das Theorem von Cook — gewissermaflen der “Urknall” der NP-Vollstandigkeitstheo-
rie — lieferte mit SATISFIABILITY das erste “natiirliche” NP-vollsténdige Problem.

2. Von SATISFIABILITY ausgehend hat sich mit Reduktionen Spol mit der Zeit eine
Art “Stammbaum” NP-vollstdndiger Probleme gebildet. Ein Teil dieser Stammbaums
ist in Abbildung 1 zu sehen. (Die Abkiirzungen beziehen sich dabei auf die Problemliste
im Anhang.)

Eine lange Liste mit NP-vollstindigen Problemen ist in dem Buch Garey and Johnson,
Computers and Intactability, A Guide to the Theory of NP-Completeness, Freeman and
Company, 1979, zu finden. Es enthélt zudem eine grofartige Beschreibung der Theorie der
NP-Vollstandigkeit.

SATISFIABILITY (oder kurz SAT) ist ein Problem im Zusammenhang mit Booleschen
Formeln. (Vgl. Teil I des Skriptes.) Ein Literal ist eine negierte oder nicht negierte Boolesche
Variable. Eine Klausel ist eine Disjunktion (Logisches Oder) von Literalen, und eine Formel
in konjunktiver Normalform (kurz: CNF-Formel) ist eine Konjunktion (Logisches Und) von
Klauseln.

Beispiel 2.10 (21 V73 V x3) A (T1 V T3) A z2 ist eine CNF-Formel.
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| Kb | [PARTITION| | HC |

| BPP | | TSP |

(s. Ubung & Garay, Johnson)

Abbildung 1: Stammbaum NP-vollstéindiger Probleme.

SAT ist folgendes Problem:

Eingabe eine CNF-Formel F.

Frage Ist die Formel erfiillbar, d.h., existiert eine Belegung von x1,...,x, mit 0 oder 1, so
dal F' zu 1 ausgewertet wird?

2.10 Beispiel (fortgesetzt) 7 = 1,25 = 1,23 = 0 erfiillt obige Formel.

Satz 2.11 (Theorem von Cook)
SAT ist NP-vollstindig.

Vorsicht: Der Beweis ist noch einzufiigen mit einer Notation, die konsistent zum spaeteren
Resultat der NP-Vollstiandigkeit von Rgar ist. Vielleicht sogar schon auf die Losungs-
transformationen (welche zur Levin-Reduktion fiihren) hinweisen.

Satz 2.12 Alle Probleme aus der Liste im Anhang 22 sind NP-vollstindig.
Fiir den Beweis des letzten Satzes verweisen wir auf die Vorlesung ,, Theoretische Infor-
matik®.
3 Entscheiden, Konstruieren und Optimieren
Mit ,,polynomieller Losbarkeit® oder auch ,,Polynomialzeitlosbarkeit“ eines Berechnungspro-

blems meinen wir stets die Losbarkeit des Problems vermége einer polynomiell zeitbeschrank-
ten deterministischen Turing Maschine (kurz: polynomielle DTM).
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Komplexitéitsklassen enthalten formale Sprachen iiber einem Alphabet, die als Entschei-
dungsprobleme (gehort das Eingabewort zur Sprache?) aufgefasst werden konnen. Prakti-
sche Rechenprobleme hingegen haben oft den Charakter von Konstruktions- oder Optimie-
rungsproblemen. In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass die Frage der polynomiellen
Losbarkeit aller dieser Problemtypen weitgehend anhand von geeignet definierten formalen
Sprachen diskutiert werden kann. Wir erhalten dadurch die Berechtigung, uns in der Kom-
plexitétstheorie auf das Studium von Komplexitétsklassen zuriickzuziehen.

Ein wichtiges Werkzeug, um verschiedene Probleme zueinander in Beziehung zu setzen,
ist die Problemreduktion. Aus diesem Grund werden wir neben der uns bereits bekannten
polynomiellen Reduktion zwei weitere Reduktionstypen einfiithren: die Turing- Reduktion und
die Levin-Reduktion (benannt nach Alan Turing und Leonid Levin).

Dieser Abschnitt ist aufgebaut wie folgt. Zunéchst schildern wir das Problem des Han-
delsreisenden, auch Travelling Salesman Problem oder kurz TSP genannt. Alle wesentlichen
Ideen tauchen bereits in diesem Beispiel auf. Danach bringen wir die im TSP-Beispiel ge-
nannten Problemtypen in eine allgemeinere begrifflich gestraffte Form und fiithren die drei
genannten Reduktionstypen formal ein.

3.1 Das Problem des Handelsreisenden

TSP liest sich als Optimierungsproblem wie folgt. Gegeben sei eine (n x n)-Kostenmatrix
D = (d; j)o<i j<n—1, wobei im Falle ¢ # j der Parameter d; ; € N die Kosten einer ,Reise” von
1 nach 7 angibt. Gesucht ist die kiirzeste Rundreise, also eine Permutation o von 1,...,n,
die die Kostenfunktion

n—1
|U| = Z da(i),o(i—i—l mod n)
=0

minimiert. o, bezeichne im Folgenden eine Permutation, die eine kiirzeste Rundreise re-
préasentiert. Eine Abschwéachung des TSP-Optimierungsproblems ist das TSP-Wertoptimie-
rungsproblem, bei welchem nur nach der Lénge einer kiirzesten Rundreise gefragt ist.

TSP als Konstruktionsproblem hat als weiteren Eingabeparameter neben der Kostenma-
trix D eine Kostenschranke K. Gesucht ist eine Rundreise, deren Kosten K nicht iiberschrei-
ten bzw. die Meldung, dass eine solche Rundreise nicht existiert. Eine Abschwichung des
TSP-Konstruktionsproblems ist das TSP-Entscheidungsproblem, bei welchem nur gefragt
ist, ob eine Rundreise mit Kosten hochstens K existiert. Rundreisen (Permutationen), die
die Kostenschranke K respektieren, nennen wir zuldssig.

Im Folgenden skizzieren wir den Beweis, dass alle vier Problemvarianten polynomiell
verkniipft sind, d.h., ein deterministischer Polynomialzeitalgorithmus fiir eine Variante kann
in einen nicht wesentlich aufwéndigeren Algorithmus fiir alle anderen Varianten transformiert
werden.

Die in Abbildung 2 dargestellte Hierarchie ist offensichtlich. Hierbei bedeutet A — B,
dass eine polynomielle DTM M’, die Problem (oder Problemvariante) B 16st, in eine polyno-
mielle DTM M fiir Problem (oder Problemvariante) A transformiert werden kann. Die ein-
fache Argumentation zu den Reduktionen 1,2,3,4 iiberlassen wir dem Leser und der Leserin.
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Auf eine griffige Formel gebracht haben wir bis jetzt gezeigt: Entscheiden ist nicht schwerer
als Konstruieren, und Konstruieren ist nicht schwerer als Optimieren. Uberraschender ist,
dass die Problemreduktionen in der obigen Hierarchie auch in der umgekehrten Richtung
moglich sind, wie es in Abbildung 3 zu sehen ist. Griffig formuliert: Optimieren ist nicht
schwerer als Konstruieren, und Konstruieren ist nicht schwerer als Entscheiden.

| Wertoptimierungsproblem |

b N

[Entscheidungsproblem | ) |Optimierungsproblem |

X

‘Konstmktionsproblem ‘

Abbildung 2: Reduktion des Entscheidungsproblems auf das Optimierungsproblem.

| Wertoptimierungsproblem |

6

\Optimierungsproblem ‘i» ; | Entscheidungsproblem |

‘Konstruktionsproblem ‘

Abbildung 3: Reduktion des Optimierungproblems auf das Entscheidungsproblem.

Reduktion 5 Gegeben eine Prozedur zur Losung des TSP-Wertoptimierungsproblems so-
wie eine Prozedur zur Losung des TSP-Konstruktionsproblems. Das TSP-Optimie-
rungsproblem kann dann wie folgt gelost werden:

1. Bestimme die Lange K, einer kiirzesten Rundreise.

2. Bestimme eine zulédssige Rundreise o, zu Kostenmatrix D und Kostenschranke
K..

Reduktion 6 Gegeben eine Prozedur zur Losung des TSP-Entscheidungsproblems, so er-
halten wir die Lange K, einer kiirzesten Rundreise mit Hilfe von Binérsuche. Hierbei
nutzen wir aus, dass K* € N nicht grofler als B := n - max; ; d; ; sein kann und dass
die Binérsuche nach K* € {1,..., B} maximal log B Iterationen benotigt.

Reduktion 7 Die Reduktion des Konstruktionsproblems auf das Entscheidungsproblem ist
die interessanteste von allen. Sie macht sich die Eigenschaft der “Selbstreduzierbarkeit”
von TSP zunutze. Selbstreduzierbarkeit ist ein wichtiges Konzept der Komplexitéts-
theorie, das spéter noch formal sauber besprochen werden wird. Nehmen wir im Falle
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von TSP oBdA an, dass eine zuléssige Rundreise mit Kosten hochstens K existiert.
(Andernfalls gibt es nichts zu konstruieren.) Die entscheidende Idee ist, bei jeder einzel-
nen “Kante” (7, j) von i nach j zu testen, ob sie fiir eine zuléssige Rundreise entbehrlich
ist. Dazu werden ihre Kosten d; ; versuchsweise auf K + 1 gesetzt. Die Entscheidungs-
prozedur verrdt uns dann, ob trotzdem noch eine zuldssige Rundreise (logischerweise
dann ohne Kante (¢, 7)) existiert. Falls ja, dann lassen wir d; ; auf seinem hohen Wert.
Dies ist nicht weiter schlimm, da wir uns zuvor von der Entbehrlichkeit der Kante
(i,7) iiberzeugt haben. Falls aber die Entscheidungsprozedur signalisiert, dass keine
zuldssige Losung mehr existiert, dann setzen wir d; ; auf seinen alten Wert zuriick und
nehmen Kante (7,7) in die die zu konstruierende Rundreise o auf. Da wir nur unter
Zugzwang Kanten in o aufnehmen, entsteht auf diese Weise eine zuléssige Rundreise.

3.2 Allgemeine Suchprobleme

Formale Sprachen und Entscheidungsprobleme sind zwei Seiten der selben Miinze. Zu einer
formalen Sprache L C >* konnen wir ndmlich das Entscheidungsproblem assoziieren, ob
ein vorgegebenes Wort = € ¥* zu L gehort (das sogenannte Mitgliedschaftsproblem zu L).
Umgekehrt konnen wir zu einem Entscheidungsproblem (mit den moglichen Antworten “Ja”
und “Nein”) die formale Sprache aller Eingabeworter assoziieren, welche zu der Antwort
“Ja” fithren.

Im vorigen Abschnitt haben wir das TSP-Entscheidungsproblem, das TSP-Konstruk-
tionsproblem und das TSP-(Wert-)Optimierungsproblem diskutiert. In diesem Abschnitt
werden wir den abstrakten Begriff des Suchproblems so allgemein fassen, dass alle Problem-
varianten sich als Suchproblem darstellen lassen:

Definition 3.1 FEin Suchproblem ist gegeben durch eine Relation R C X* x ¥*. Zu einem
BEingabewort x € ¥* ist eine R-zuldssige Losung® y € ¥* gesucht, d.h., ein y mit (z,y) € R.
FEine DTM 16st das Suchproblem, wenn sie fir jedes Eingabewort x € ¥* ein zuldssiges y aus-
gibt (bzw. eine entsprechende Meldung, wenn keine zuldssige Losung existiert). Im Folgenden
bezeichne S(R) das zu Relation R assoziierte Suchproblem.

Beispiel 3.2 Eine formale Sprache L C ¥* kann als Suchproblem zur Relation
R(L) ={(z,1)| x € L} (2)
aufgefasst werden.

Beispiel 3.3 Das durch eine Relation R und eine Bewertungsfunktion val gegebene Minimie-
rungsproblem — zu gegebenem Eingabewort x finde eine R-zuldssige Losung y mit minimalem
Wert val(z,y) — kann als Suchproblem zur Relation

Ry = {(z,y.) € R| Yy : (x,y) € R = wal(z,y) > val(x,y.)} (3)

aufgefasst werden. Eine analoge Bemerkung gilt fiir Maximierungsprobleme, Wertoptimie-
rungsprobleme und Konstruktionsprobleme.

8Wenn R aus dem Kontext hervorgeht, sprechen wir auch einfach von einer zuldssigen Losung
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Ein Suchproblem koénnte aus einem sehr banalen Grund schwer sein, zum Beispiel weil
die zuléssigen y fiir eine gegebenes Eingabewort x extrem lange Worter sind. Evtl. braucht
man dann superpolynomielle Zeit zum Losen des Suchproblems, blo8 weil das Aufschreiben
der Ausgabe eine zeitraubende Angelegenheit ist. Die folgende Definition schlieit diesen und
weitere triviale Griinde fiir die Hérte eines Suchproblems aus.

Definition 3.4 Eine Relation R heisst polynomiell beschrankt, wenn ein Polynom p exis-
tiert so dass fir alle (z,y) € R: |y| < p(|z]). R heisst polynomiell entscheidbar, wenn sich in
Polynomialzeit entscheiden ldst, ob zwei vorgegebene Wérter x,y in Relation R zueinander
stehen. R heisst polynomiell verifizierbar, wenn R polynomiell beschrinkt und polynomiell
entscheidbar ist. Die Wertefunktion val(x,y) heifft polynomiell auswertbar, wenn zu gegebe-
nem (x,y) € R die Bindrdarstellung von val(z,y) in Polynomialzeit berechenbar ist.

Beispiel 3.5 Die Relation Rrgp, die dem TSP-Konstruktionsproblem entspricht, enthdlt ge-
nau die Paare (z,y) mit v = (D, K), y = 0 und Permutation o reprdsentiert eine Rundreise
mit Kosten héchstens K beziiglich der Kostenmatriz D.° Rygp ist offensichtlich polynomiell
verifizierbar. Beim TSP-Optimierungsproblem verwenden wir die Linge einer Rundreise als
Wertefunktion. Diese ist offensichtlich polynomiell auswertbar.

Eine besondere Rolle spielen in der Komplexitéatstheorie die sogenannten NP-Relationen:
Definition 3.6 Zu einer Relation R C ¥* X X* assoziieren wir die formale Sprache
L(R):= o] 3y: (v,y) € R}, (4)

Falls x € L(R) und (z,y) € R, dann heifit y ein Zertifikat fiir € L(R).'"° R heisst NP-
Relation, falls L(R) € NP.

Das folgende Resultat basiert auf dem (in Abschnitt 2.2 kurz besprochenen) Rate-Veri-
fikationsprinzip:

Lemma 3.7 R ist eine NP-Relation genau dann, wenn R polynomiell verifizierbar ist, d.h.,

NP = {L(R)| R ist polynomiell verifizierbar}. (5)

Beweis Falls L € NP, dann gibt es ein Polynom 7" und eine 7T-zeitbeschrinkte NTM M
mit L = Lj;. Wir kénnen oBdA annehmen, dass M auf Eingabewort x € X" nach dem
Rate-Verifikationsprinzip arbeitet:

e In einer ersten Phase rét M einen bindren String y = a4, ...,a, mit m = T'(n) und
schreibt diesen auf die Zellen —1, ..., —m. Auf Zelle 0 schreibt sie das Trennzeichen #.

9Streng genommen ist = ein Wort, das auf eine “natiirliche Weise” D und K kodiert, und y ein Wort, das
“auf natiirliche Weise” ¢ kodiert. Wir gehen davon aus, dass Sie sich vorstellen kénnen, wie man mathema-
tische Objekte als Worter iiber einem Alphabet kodiert und ziehen die informelle (aber weniger gestelzte)
Formulierung vor.

10Aus der Definition von L(R) ergibt sich, dass nur Worter aus L(R) ein solches Zertifikat besitzen!
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e In der zweiten Phase arbeitet M deterministisch auf der um den Ratestring erweiterten
Eingabe y#x.

Wir setzen M (x,y) = 1, falls M in der deterministischen Phase 2 zu gegebenem Eingabewort
x und gegebenem Ratestring y eine akzeptierende Rechnung vollzieht. Andernfalls setzen wir
M(z,y) = 0. Mit

R=|J{(z,y) € X" x ST M(x,y) = 1}

n>0

ergibt sich dann L = L(R). Offensichtlich ist Relation R polynomiell verifizierbar.
Sei nun R eine polynomiell verifizierbare Relation und x € ¥". Dann gibt es zwei Polynome
p,q und eine DTM V mit folgenden Eigenschaften:

ez € L(R)= (FyeX: |yl <p(n)A(z,y) € R).

e U angesetzt auf die Eingabe y#x mit |x| = n und |y| < p(n), stoppt nach maximal
q(n + p(n)) Rechenschritten.

e I/ akzeptiert die Eingabe genau dann, wenn (z,y) € R.

Offensichtlich ist T'(n) = p(n) + ¢(n + p(n)) ein Polynom in n. Die folgende NTM M ist ein
T-zeitbeschrankter Akzeptor von L:

1. Strecke den Platzbereich von Zelle —1 bis Zelle —p(n) mit Hilfe zweier Markierungen
ab.!!

2. Zu gegebenem Eingabewort x mit |z| = n rate einen String y mit |y| < p(n).
3. Setze V auf die Eingabe y#x an.
Es folgt, dass L = L, € NP. °

3.3 Karp-, Cook- und Levin-Reduktionen

Die uns bereits bekannte Definition der polynomiellen Reduktion wurde von Richard Karp
vorgeschlagen. In Wiirdigung ihres Erfinders und in Abgrenzung zu weiteren Reduktionsty-
pen verwenden wir daher ab jetzt die Bezeichnung “Karp-Reduktion”. Eine Karp-Reduktion
setzt zwei formale Sprachen zueinander in Beziechung. Die Problemreduktionen, die wir im
Zusammenhang mit TSP skizziert haben, verlaufen zwischen allgemeinen Suchproblemen.
Um den hierfiir geeigneten Reduktionsbegriff einzufiihren, benotigen wir zunéchst die Defi-
nition der Orakel Turing Maschine.

1Wir werden in Abschnitt 14.1 sehen, dass dies fiir ein Polynom p stets moglich ist.
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Definition 3.8 FEine TM M mit einer Relation R als Orakel, genannt Orakel Turing Ma-
schine (OTM) und notiert als M, verfiigt iiber ein zusditzliches Orakelband und drei aus-
gezeichnete Zustinde qo,q.,q—. Auf das Orakelband kann M ein beliebiges Wort x € ¥*
schreiben und dann den Fragezustand ¢, annehmen. Das Orakel ersetzt dann Wort x durch
ein Wort y mit (z,y) € R (falls mdéglich) und M wechselt in den Zustand q.. Falls kein
zuldssiges y existiert, wird x nicht ersetzt und M wechselt in den Zustand q_. Ansonsten
andert sich die Konfiguration der Maschine bei diesem Ubergang nicht. Wenn die Maschi-
ne ihre Frage auf dem Orakelband spezifiziert hat, kostet sie das Befragen des Orakels und
das Erhalten der Antwort nur zwei Schritte.'* Falls eine Relation der Form R(L) fiir eine
formale Sprache L als Orakel verwendet wird, sprechen wir der Einfachheit halber von ei-
nem L-Orakel und notieren die OTM als M. Deterministische (bzw. nichtdeterministische)
Orakel Turing Maschinen bezeichnen wir kurz als DOTMs (bzw. NOTMs).

Mit Hilfe der Orakel-Maschinen definieren wir Turing-Reduktionen wie folgt.

Definition 3.9 R heisst Cook-reduzierbar auf R’ , in Zeichen R <7 R', falls eine polyno-
mielle DOTM MW egistiert, die in Kooperation mit einem R'-Orakel das Suchproblem Sg
lost. Falls R = R(L), dann schreiben wir der Einfachheit halber L <7 R’ statt R(L) <7 R'.
Fine analoge Bemerkung gilt im Falle R' = R(L’).

Offensichtlich ist eine Karp-Reduktion L <,, L’ eine sehr spezielle Turing-Reduktion, bei
der zunéchst f(x) aus x berechnet wird, um dann das Orakel fiir L' nach f(z) zu befragen.
Insbesondere wird auch nur eine einzige Frage an das Orakel gestellt. Es ist nicht schwer,
die fiir Karp-Reduktionen bereits genannten Eigenschaften auch fiir Turing-Reduktionen zu
beweisen:

Lemma 3.10 1. Relation < st reflexiv und transitiv.

2. Aus R <7 R' und der Losbarkeit von Sg in Polynomialzeit folgt die Losbarkeit von Sg
in Polynomialzeit.

Mit Hilfe der Turing-Reduktionen kénnen wir den Begriff der Selbstreduzierbarkeit prézi-
se definieren.

Definition 3.11 R heisst selbstreduzierbar, falls R <p L(R).

NPC' bezeichnet die Klasse der (beziiglich Karp-Reduktionen) NP-vollsténdigen Pro-
bleme. Eine Relation R heifit NPC-Relation, falls L(R) € NPC. Aus Lemma 3.7 und
NPC C NP folgt, dass NPC-Relationen stets polynomiell verifizierbar sind. Wir werden
spater sehen, dass dariiberhinaus alle NPC-Relationen selbstreduzierbar sind!

Alle am TSP-Beispiel vorgefithrten Reduktionen waren Turing-Reduktionen. Man iiber-
legt sich leicht, dass diese Reduktionen verallgemeinert werden konnen auf beliebige poly-
nomiell verifizierbare und selbstreduzierbare Relationen mit polynomiell auswertbaren Be-
wertungsfunktionen. Da alle NPC-Relationen polynomiell verifizierbar und selbstreduzierbar

12Das Orakel spendiert die Antwort sozusagen kostenlos wie eine gute Fee.
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sind, ergibt sich fiir eine breite Klasse von Problemen, dass Entscheiden, Konstruieren und
Optimieren ungefahr gleich schwer sind. Dadurch erhalten wir die Berechtigung, uns beim
Studium der Problemkomplexitét auf Entscheidungsprobleme (formale Sprachen) zuriickzu-
ziehen.

Stephen Cook (Universitdt Toronto) und Richard Karp (Universitét Berkeley) waren
zwei der westlichen Protagonisten der NP-Vollstandigkeitstheorie in den siebziger Jahren
des vorigen Jahrhunderts. Zur gleichen Zeit wurde die Theorie im Osten von Leonid Le-
vin vorangetrieben. Wir beschlielen diesen Abschnitt mit dem von Levin vorgeschlagenen
Reduktionstyp.

Definition 3.12 R heisst Levin-reduzierbar auf R’ , in Zeichen R <p R', wenn drei in Po-
lynomialzeit berechenbare Abbildungen f, g, h existieren, so dass fiir alle x,y, z € ¥* folgendes
qgilt:

reL(R) & f(x)e L(R) (6)
(z,y) €R < (f(2).9(z,y) € R (7)
(flz)y) e B & (zhzy)) € R (8)

Wir kénnen f als eine Eingabetransformation auffassen, die geméafl (6) eine Karp-Reduktion
von L(R) auf L(R') reprasentiert. Abbildungen g und h sind Ldsungstransformationen: zu
gegebenem FEingabewort x transformiert g geméfl (7) eine R-zuléssige Losung fiir x in eine
R'-zuléssige Losung fiir f(z); umgekehrt transformiert h gemés (8) eine R'-zuléssige Losung
fiir f(x) in eine R-zuldssige Losung fiir .

Eine Levin-Reduktion von R auf R’ impliziert nicht nur eine Karp-Reduktion von L(R)
auf L(R'), sondern auch eine Turing-Reduktion von R auf R":

Lemma 3.13 R<; R — R<r R.

Beweis Folgende DOTM mit einem Orakel fiir R’ 16st das Suchproblem Sgi in Polynomial-
zeit:

1. Transformiere x in f(z).

2. Befrage das Orakel fiir R’ nach einer R'-zulédssigen Losung o' fiir f(x). (Falls diese nicht
existiert, so existiert wegen (6) auch keine R-zuléssige Losung fiir z.)

3. Transformiere (z,%’) in h(x,y’) und gib h(z,y’) aus. (Wegen (8) ist h(z,y’) eine R-
zuléissige Losung fiir x.)

Es ist nicht schwer, die folgenden Aussagen zu zeigen:

Lemma 3.14 1. Relation <y, ist reflexiv und transitiv.
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2. Aus R <;, R' und der Liosbarkeit von Sg in Polynomialzeit folgt die Losbarkeit von Sg
in Polynomialzeit.

Definition 3.15 Fine Relation Ry heifst NP-hart unter <; (bzw. NP-hart unter <r), falls
R <y Ry (bzw. R <p Ry) fiir jede NP-Relation R. Ist zusditzlich Ry selber auch eine NP-
Relation, dann heifit sie NP-vollstindig unter <, (bzw. NP-vollstandig unter <r). Diese
Sprechweise iibertragen sich auch auf das von Ry reprdsentierte Suchproblem.

Wir stellen nun eine erste unter <; NP-vollstindige Relation vor. Die Relation Rgar
enthalte alle Paare der Form (F’ a), so dass folgende Bedingungen gelten:

e [ reprisentiert eine Kollektion von Booleschen Klauseln, sagen wir {iber n Booleschen
Variablen.

e a € {0,1}" ist eine Boolesche Belegung dieser Variablen.
e Belegung a erfiillt alle in F' enthaltenen Klauseln.

Offensichtlich gilt SAT = L(Rgar)-

Satz 3.16 Rgar ist eine unter Levin-Reduktionen NP-vollstindige Relation.

Beweis Rgar ist wegen SAT € NP eine NP-Relation. Es bleibt zu zeigen, dass Rgar unter
< NP-hart ist. Sei R eine NP-Relation. Somit gilt L = L(R) € NP. Der Beweis des Satzes
von Cook liefert eine Karp-Reduktion von L = L(R) auf SAT = L(Rgar) durch Angabe
einer in Polynomialzeit berechenbaren Eingabetransformation x — F,. Zum Nachweis von
Folgerung 3.16 fehlt also nur die Angabe zweier geeigneter Losungstransformationen:

1. Es muss in Polynomialzeit moglich sein, ein Paar (x,y) € R in eine Boolesche Belegung
a mit (F,,a) € Rgar zu transformieren.
(x,y) € R bedeutet, dass y ein Zertifikat fiir x € L ist. Im Beweis des Satzes von
Cook wurde gezeigt, wie man hieraus eine F), erfiillende Boolesche Belegung a ableiten
kann. Diese Belegung ergab sich im Wesentlichen aus der deterministischen Verifikation
von (z,y) € R. Da die Laufzeit der Verifikationsphase polynomiell in |z| + |y| (und
somit polynomiell in |z|) beschrinkt ist, erhalten wir die Transformation (z,y) — a in
Polynomialzeit.

2. Es muss in Polynomialzeit moglich sein, ein Paar (z,a) mit einer F) erfiillenden Boo-
leschen Belegung a in ein Zertifikat y mit (x,y) € R zu transformieren.
Im Beweis des Satzes von Cook wurde demonstriert, wie sich y aus der Belegung der
Booleschen Variablen der Form S(0, —k, b) mit £k = 1,...,p(n) und b = 0, 1 auf einfache
Weise (und offensichtlich in Polynomialzeit) ablesen lésst.

Damit hat sich eine Levin-Reduktion von R auf Rgar ergeben. °

27



4 Selbstreduzierbarkeit aller NP(C-Relationen

Wir beginnen mit der Definition der C-Relationen fiir eine Komplexitéatsklasse K.
Definition 4.1 R heisst K-Relation, falls L(R) € K.

Im Spezialfall K = NP deckt sich diese Definition mit unserer alten Definition der NP-
Relationen. Das Hauptresultat dieses Abschnittes ist die folgende Aussage iiber NPC-Rela-
tionen:

Theorem 4.2 Jede NPC-Relation ist selbstreduzierbar.

Beweis Wir beweisen zunéachst die Selbstreduzierbarkeit von Rgar:
Behauptung Rsar <r SAT.

Sei F' = F(vy,...,v,) eine Konjunktion von Klauseln iiber den Booleschen Variablen
v1,...,U,. Mit Hilfe eines SAT-Orakels konnen wir das Suchproblem zu Rgur losen wie
folgt:

Vorabtest Wir fragen das Orakel, ob F erfiillbar ist. Falls nicht, konnen wir mit der Mel-
dung, dass keine erfiillende Belegung existiert, abbrechen. Falls doch, dann geht es
weiter wie folgt.

Konstruktion einer erfiillenden Belegung Fiir ¢ > 0 und eine partielle Belegung (ay,
..., a;) € {0,1}" bezeichne F; = F(ay,...,a;,vs1,...,v,) die vereinfachte Klauselkon-
junktion, die entsteht, wenn wir fiir j = 1,...,4 die Variable v; durch die Boolesche
Konstante a; ersetzen. '3 Fiir 7 = 0 ist noch keine Variable belegt, d.h., Fy = F. Fiir
i = n sind alle Variablen belegt, d.h., F,, € {TRUE, FALSE}. Falls F,, = TRUE,
dann handelt es sich bei a um eine erfiillende Belegung. Eine partielle Belegung heisse
gut, wenn sie zu einer erfiillenden Belegung fortgesetzt werden kann. Da der Vorabtest
garantiert, dass F' = Fj erfiillbar ist, ist die leere Belegung gut. Unsere Strategie be-
steht darin, fiir ¢ = 0,...,n — 1 eine gute partielle Belegung a4, ..., a; mit Hilfe des
SAT-Orakels zu einer guten partiellen Belegung ay, ..., a;, a;11 zu erweitern. Falls dies
gelingt, konnen wir iterativ die gute leere Belegung zu einer guten vollstédndigen (und
somit F erfiillenden) Belegung fortsetzen. Nehmen wir also an, dass ay, .. ., a; eine gute
partielle Belegung ist. Beachte, dass dann aq,...,a;,0 oder aq,...,a;, 1 eine gute par-
tielle Belegung sein muss. Wir fragen das SAT-Orakel, ob F'(ay,...,a;,0,v;12,...,0,)
erfiillbar ist. Falls ja, dann setzen wir a;,; = 0. Falls nein, dann muss erzwungenerma-
Ben F(ay,...,a;1,v19,...,v,) erfilllbar sein, und wir setzen a;,1 = 1. Auf diese Weise
gelangen wir nach n Iterationen zu einer F erfiillenden Belegung a = (aq, ..., a,).

13Vereinfachungen: durch die partielle Belegung bereits erfiillte Klauseln kénnen eliminiert bzw. durch
TRUE ersetzt werden; in den verbleibenden Klauseln koénnen alle Literale v;,v; fiir j = 1,...,7 entfernt
bzw. durch FALSE ersetzt werden.
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Um Theorem 4.2 zu beweisen haben wir zu zeigen:

Behauptung Sei R eine NPC-Relation. Dann gilt R <r L(R).
Dies ist klar wegen
R <p Rsar <7 SAT <,q L(R) .

Dabei haben wir der Reihe nach ausgenutzt, dass Rgar NP-vollstindig unter Levin-Reduktionen
ist, dass Rgar selbstreduzierbar ist und dass L(R) € NPC gelten muss. Da Levin- und Karp-
Reduktionen spezielle Cook-Reduktionen sind, ergibt sich

R <y Rgar <r SAT <7 L(R)
und somit, wegen der Transitivitdt von Cook-Reduzierbarkeit, schlieflich R <rp L(R). o

Die Klasse NPC' ist sehr reichhaltig. Die Eigenschaft der Selbstreduzierbarkeit gilt daher
fiir eine sehr umfangreiche Klasse von Relationen. Fiir alle diese Relationen ist also das
Konstruieren einer zuléssigen Losung nicht wesentlich aufwendiger als das Entscheiden, ob
eine solche Losung existiert. Nichtsdestotrotz gibt es vermutlich (NP \ P)-Relationen, die
nicht selbstreduzierbar sind:

COMPOSITES COMPOSITES bezeichnet die Menge der natiirlichen Zahlen N > 1
(mit Kodierungslinge n = log N), die keine Primzahlen sind. Da ein Primzahltest
in Polynomialzeit (in Abhéngigkeit von n = log N) durchgefiihrt werden kann, gehort
COMPOSITES zur Klasse P. Das zugehorige Suchproblem ist das Faktorisierungs-
problem: zu gegebener Zahl N finde (falls moglich) eine Faktorisierung N = Nj - Ny
mit Ny, Ny > 2. Die Frage der Selbstreduzierbarkeit ist offen. Im Falle der Selbstre-
duzierbarkeit wiirde ein COMPOSITES-Orakel erlauben, das Faktorisierungsproblem
zu 16sen. Wegen COMPOSITES € P koénnte dann eine Zahl in Polynomialzeit in ihre
Primfaktoren zerlegt werden.

Ebenso gibt es selbstreduzierbare NP-Relationen R, fiir die vermutlich L(R) € NP \ (P U
NPC) gilt:

GRAPHENISOMORPHIE Das Graphenisomorphieproblem ist die Frage, ob zwei vorge-
gebene Graphen G = (V, E), G’ = (V', E') mit |V| = |V'| isomorph sind, d.h., sind bei-
de Graphen bis auf Umbenennung der Knoten gleich? Dieses Problem liegt vermutlich

in NP\ (PUNPC). Das zugehorige Suchproblem verlangt nach Angabe der Isomorphie,
also der bijektiven Abbildung i : V — V' so dass E' = {(h(v), h(w))| (v,w) € E}.

Die zentralen Ideen zum Nachweis der Selbstreduktion sind wie folgt:

e Eine partielle Losung des Grpahenisomorphieproblems ist eine injektive Abbildung h
einer Teilmenge U von V nach V', die zu einer Isomorphieabbildung fortsetzbar ist.
Nehmen wir oBdA an, dass G und G’ isomorph sind. Dann ist die leere Abbildung mit
Definitionsbereich U = () eine partielle Losung.

“Man vermutet, dass dies nicht moglich ist, und viele Public Key Kryptosysteme basieren auf der (ver-
muteten) Hérte des Faktorisierungsproblems.
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e Die Idee ist, den Definitionsbereich einer partiellen Losung mit Hilfe des GRAPHEN-
ISOMORPHIE-Orakels iterativ zu erweitern. Wenn wir testen kénnten, ob eine Erwei-
terung der Form h(w) = z mit w € V' \ U immer noch eine partielle Losung ist, dann
konnten wir durch Ausprobieren aller Kandidaten z schliellich eine Fortsetzung der

partiellen Losung ausfindig machen. Schonheitsfehler: Wir verfiigen nicht iiber einen
solchen “Fortsetzungstest”, sondern nur iiber ein GRAPHENISOMORPHIE-Orakel.

e Es verbleibt zu zeigen, dass man mit einem GRAPHENISOMORPHIE-Orakel einen
virtuellen Fortsetzungstest bereitstellen kann. Sei h bisher auf U = {uy,...,u;} de-
finiert und u; = h(u;) fiir j = 1,...,4. Wir wollen testen, ob h(u;;1) = uj,, eine
geeignete Fortsetzung ist. Zu diesem Zweck erzeugen wir zwei Hilfsgraphen H und
H'. H geht aus G hervor, indem wir fiir j = 1,...,7 + 1 dem Knoten u; jn-viele
neue Knoten als Nachbarn geben. Analog geht H' geht aus G’ hervor, indem wir fiir
Jj=1,...,i+ 1 dem Knoten v} jn-viele neue Knoten als Nachbarn geben. Es ist nicht
schwer zu beweisen, dass h mit erweitertem Definitionsbereich {us, ..., u;, u;11} genau
dann eine partielle Losung ist, wenn H und H’ isomorph sind. Der Fortsetzungstest
wird also implementiert, indem wir das GRAPHENISOMORPHIE-Orakel nach der
Isomorphie von H und H’ befragen.

Wir fassen die letzte Diskussion zusammen:

Theorem 4.3 Die Relation zum Graphenisomorphieproblem ist selbstreduzierbar.

5 Die Grenze zwischen P und NPC

In diesem Abschnitt beziehen wir uns auf Handzettel, die von der Webseite zur Vorlesung
runtergeladen werden kénnen.

Eine alte Binsenweisheit besagt, dass Gliick und Leid dicht beieinander liegen. Wenn
wir unter Leid die NP-Hérte eines zu l6senden Berechnungsproblems und unter Gliick sei-
ne Losbarkeit in Polynomialzeit verstehen, dann trifft die obige Feststellung auch auf den
Algorithmenentwurf zu. Handzettel 2 (entnommen aus Garey & Johnson) zeigt, wie dicht
Probleme aus P und NPC' beieinander liegen kénnen:

e Der kiirzeste Pfad zwischen zwei Knoten in einem Graphen mit positiven Kanten-
gewichten kann (zum Beispiel mit dem Algorithmus von Dijkstra) effizient gefunden
werden. Der langste Pfad hingegen vermutlich nicht. Das korrespondierende Entschei-

dungsproblem, LONGEST PATH BETWEEN TWO VERTICES, ist namlich (sogar
eingeschriinkt auf Einheitsgewichte fiir Kanten) NP-vollstéindig.'®

e VERTEX COVER ist, wie wir bereits wissen, NP-vollstéindig. Es gibt also vermut-
lich keinen effizienten Algorithmus, der zu einem gegebenen Graphen G = (V| F) die

15Dies kann (relativ leicht) mit einer Kette von Karp-Reduktionen nachgewiesen werden, die von HAMIL-
TONIAN CIRCUIT iiber HAMILTONIAN PATH (auf die offensichtiche Weise definiert) nach LONGEST
PATH BETWEEN TWO VERTICES fiihrt.
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kleinste Knotenmenge U C V findet, die von jeder Kante mindestens einen Randkno-
ten enthélt. Das duale EDGE COVER Problem, das nach einer kleinsten Kantenmenge
fragt, die jeden Knoten iiberdeckt, ist hingegen mit Hilfe von MAXIMUM MATCHING
effizient l6sbar.

Das Problem MINIUMUM EQUIVALENT DIGRAPH fragt nach einer kleinsten Teil-
menge A° C A von Kanten eines gegebenen Digraphen G = (V) A), so dass zwei
beliebige u,v € V genau dann in G durch einen Pfad (von w nach v) verbunden
werden konnen, wenn dies in G = (V, A") moglich ist. TRANSITIVE REDUCTI-
ON unterscheidet sich von MINIUMUM EQUIVALENT DIGRAPH nur dadurch, dass
A CV xV,dh, A" muss keine Teilmenge von A sein. TRANSITIVE REDUC-
TION kann (mit Hilfe von TRANSITIVE CLOSURE und Berechnung von starken
Zusammenhangskomponenten) effizient gelost werden. Das Entscheidungsproblem zu
MINIMUM EQUIVALENT DIGRAPH hingegen enthdlt DIRECTED HAMILTONI-
AN CIRCUIT!® als Teilproblem und ist daher NP-vollstindig.

Eine Eingabeinstanz zum Problem SCHEDULING WITH INDIVIDUAL DEADLI-
NES besteht aus einer Menge T von Aufgaben (tasks), einer partiellen Ordnung <
auf T, einem individuellen Schlusstermin (deadline) d(t) fiir jede Aufgabe t € T" und
einer Anzahl m von Prozessoren. Jede Aufgabe ¢ kann in einer Zeiteinheit auf einem
Prozessor ausgefiihrt werden. ¢ < ¢’ bedeutet, dass ¢ ausgefiihrt sein muss, bevor die
Ausfithrung von t’ begonnen wird. Die Frage ist, ob man die Aufgaben aus 7' den m
Prozessoren so zuordnen kann, dass alle Schlusstermine eingehalten werden. Eine parti-
elle Ordnung auf 7" heisst INTREE oder auch Montagebaum, wenn jedes t € T" maximal
einen unmittelbaren Nachfolger hat und es genau ein t, € T' ohne Nachfolger gibt.!”?
Analog spricht man von einem OUTTREE oder auch Sortierbaum, wenn jedes t € T
maximal einen unmittelbaren Vorgénger hat und es genau einen Knoten ¢, € 17" ohne
Vorginger gibt.!* INTREE SCHEDULING (bzw. OUTTREE SCHEDULING) ist die
Spezialisierung von SCHEDULING WITH INDIVIDUAL DEADLINES auf partielle
Ordnungen der Form INTREE (bzw. OUTTREE). Wie Brucker, Garey und Johnson
1977 gezeigt haben, kann INTREE SCHEDULING effizient gelost werden, wohingegen
OUTTREE Scheduling NP-vollstiandig ist (Reduktion von VERTEX COVER).

Es gehort zu den wiinschenswerten Eigenschaften einer professionellen Informatikerin
bzw. eines professionellen Informatikers, das Grenzgebiet zwischen P und NPC gut zu ken-
nen. Der obere Teil von Handzettel 3 zeigt den Grenzverlauf. Die untere Grenzlinie von NPC'
wird von den am weitesten eingeschrénkten NP-vollstindigen Teilproblemen gebildet. Jede
weitere Spezialisierung eines dieser Probleme fiithrt aus NPC heraus. Die obere Grenzlinie

genauer: die Einschrinkung von DIRECTED HAMILTONIAN CIRCUIT auf stark zusammenhiingende
Digraphen, die auch NP-vollstindig ist (gleiche Reduktion wie in der Vorlesung)

17Solche partiellen Ordnungen sind dann als Baum mit Wurzel ¢y darstellbar, wobei die Kanten zur Wurzel
hin orientiert sind.

18Solche partiellen Ordnungen sind dann als Baum mit Wurzel to darstellbar, wobei die Kanten von der
Wurzel weg orientiert sind.
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von P wird von den allgemeinsten Teilproblemen gebildet, die noch in Polynomialzeit gelost
werden konnen. Jede weitere Generalisierung eines dieser Probleme fithrt aus P heraus. Je
dichter diese beiden Grenzlinien aneinanderliegen, desto kleiner ist das unbekannte Terrain
der Probleme mit einem offenen Status. Die voranschreitende Forschung schiebt die Grenz-
linien tendenziell aufeinander zu, da sowohl der Fundus der NP-vollstéandigen Probleme als
auch der Fundus der effizienten Algorithmen sténdig erweitert wird. Anschaulich gesprochen
gibt es kleine Engelchen, die das bekannte Territorium von P auf immer allgemeinere Berech-
nungsprobleme ausdehnen, und kleine Teufelchen, die von immer spezielleren Problemen die
NP-Vollstiandigkeit nachweisen. Es ist aus der strukturellen Komplexitétstheorie bekannt,
dass (unter der Vorausetzung P # NP) die Klasse NPC \ P nicht leer ist. So sehr also
Engelchen und Teufelchen sich miihen, sie werden sich niemals auf einer scharfen Grenzlinie
begegnen.

Wenden wir doch dieses allgemeine Schema einmal auf eine konkrete Problemhierachie
an. PRECEDENCE CONSTRAINED SCHEDULING ist der Spezialfall von SCHEDULING
WITH INDIVIDUAL DEADLINES bei dem die individuellen Schlusstermine alle identisch
sind zu einem gemeinsamen Schlusstermin D. Mit einer von CLIQUE ausgehenden Karp-
Reduktion kann man die NP-Vollstindigkeit von PRECEDENCE CONSTRAINED SCHE-
DULING nachweisen. Aus dem unteren Teil von Handzettel 3 geht hervor, dass die Spezi-
alfille, bei denen die partielle Ordnung auf 7" leer oder ein Baum (Montage- oder Sortier-
baum)!? ist, in Polynomialzeit gelést werden kann. Ebenso fiir allgemeine partielle Ordnung
auf 7" und eine feste Anzahl 1, 2 oder 3 von Prozessoren (fleissige Engelchen). Fiir eine feste
Anzahl von 4 oder mehr Prozessoren ist der Status des Problems offen.

Die Exploration des Grenzgebietes zwischen NPC' und P geschieht in der Praxis meist
fir eine konkrete Problemhierarchie (wie zum Beispiel PRECEDENCE CONSTRAINED
SCHEDULING).

Bei Graphenproblemen ergibt sich eine Problemhierarchie auf natiirliche Weise, indem
man von der Klasse aller (endlicher) Graphen zu speziellen Graphklassen iibergeht. Zum
Beispiel:

e Biume
e planare Graphen
e Graphen mit beschranktem Knotengrad

Eine weitere Spezialisierung ergibt sich, indem einige der Eingabevariablen zu Konstan-
ten “gefriert”. Wir werden in Abschnitt 6 exemplarisch die Problemhierarchie zum Gra-

9Fiir Montagebéume folgt dies aus dem oben zitierten allgemeineren Resultat fiir INTREE SCHEDULING
(individuelle Schlusstermine). Fiir Sortierbdume kann man im Falle eines einheitlichen Schlusstermines D
den Algorithmus fiir Montagebdume zusammen mit einem Symmetrieargument verwenden: Erstens, kehre
im Sortierbaum SB die Orientierung aller Kanten um und erhalte einen Montagebaum MB. Zweitens, wende
das Verfahren fiir Montagebéume an und erhalte einen optimalen Plan, der alle Aufgaben auf m Prozessoren
in T < D Zeiteinheiten 1,...,T unter Einhaltung der (spiegelverkehrten) partiellen Ordnung M B ausfiihrt.
Drittens, spiegele den Plan, d.h., durchlaufe ihn in der zeitlichen Reihenfolge T', ..., 1. Dann wird die partielle
Ordnung SB respektiert.
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phenfarbungsproblem diskutieren.

Fiir ein Zahlenproblem erhalten wir ein natiirliches Teilproblem, indem wir verlangen,
dass der Maximalbetrag eines Zahlparameters der Eingabe polynomiell durch die Einga-
belédnge beschrénkt ist. Dies fiithrt zu der Frage, ob ein Zahlenproblem nur darum nicht zu P
gehort, weil man mit wenigen Bits “riesige Zahlen” spezifizieren kann, oder ob es auch schon
fiir “moderate Zahlen” NP-vollstindig ist. Probleme der ersten Kategorie heiflen pseudopo-
lynomiell l6sbar, Probleme der letzteren Kategorie heiflen stark NP -vollstandig. Wir werden
spater sehen, dass zum Beispiel PARTITION pseudopolynomiell 16sbar, aber eine Verallge-
meinerung davon (3-PARTITION) stark NP-vollstindig ist.

6 Analyse von eingeschrinkten Graphproblemen

Eine k-Fdrbung eines Graphen G = (V| E) ist eine Farbung der Knoten, die monochroma-
tische Kanten vermeidet, d.h., eine Abbildung f : V — {1,...,k} mit f(v) # f(w) fir
alle {v,w} € E. Zu gegebener Fiarbung heisst die Menge aller Knoten der gleichen Farbe i
die Farbklasse zu i. Die chromatische Zahl x(G) ist die kleinste Anzahl k£ von Farben, die
eine zuléssige Farbung von G ermdglicht. Das Graphenfarbungsproblem (als Optimierungs-
problem) besteht darin, zu einem gegebenen Graphen G eine y(G)-Farbung anzugeben.
COLORABILITY sei das Problem zu gegebenem Graphen GG und gegebener Kostenschran-
ke k zu entscheiden, ob G k-farbbar ist. k--COLORABILITY sei das Teilproblem, bei dem &
nicht Teil der Eingabe ist (Gefrieren einer Variable zu einer Konstanten).

Ein natiirliches Anwendungsszenario fiir Graphenfarbung ist die Durchfiihrung von Pro-
zessen mit gemeinsamen Ressourcen. Zwei Prozesse stehen im Konflikt zueinander, wenn sie
die selbe Ressource benétigen. Zwei solche Prozesse kénnen nicht im gleichen Zeitabschnitt
ausgefithrt werden. Prozesse und ihre Ressourcenkonflikte konnen durch einen Konfliktgra-
phen modelliert werden, dessen Knoten Prozesse und dessen Kanten Ressourcenkonflikte
reprasentieren. Die chromatische Zahl des Konfliktgraphen gibt die minimale Anzahl von
Zeitabschnitten an, die eine konfliktfreie Ausfithrung zulésst.

Es ist bekannt, dass 2-COLORABILTY zu P gehort. Wir skizzieren kurz die Grundidee.
Eine Teilmenge U der Knotenmenge V' eines Graphen G = (V| E') heisst unabhdingig (Inde-
pendent Set), wenn die Knoten aus U paarweise in G nicht benachbart sind. Man beachte,
dass jede Farbklasse eine unabhéngige Menge ist. G heisst bipartit, wenn V' sich in zwei
unabhéngige Mengen zerlegen lédsst. Das folgende Resultat ist nicht schwer zu zeigen:

Lemma 6.1 Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
1. G ist 2-fdarbbar.
2. G st bipartit.
3. G enthdlt keine Kreise ungerader Ldnge.

Da man im Rahmen einer systematischen Graphexploration (wie DFS oder BFS) die Existenz
von Kreisen ungerader Lange leicht testen kann, erhalten wir die
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Folgerung 6.2 2-COLORABILITYe P.

Es bezeichne A(G) den maximalen Grad eines Knotens in G. Ein naives Verfahren zum

Farben von G liefert der folgende gierige Algorithmus. Sei A := A(G). Féarbe einen Knoten
nach dem anderen mit Farben aus C' = {1,..., A+1} geméf folgender Strategie: der aktuelle
Knoten v erhélt die kleinste Farbe i aus ', die noch nicht fiir einen seiner Nachbarn verwendet
wurde.
Dieses naive Verfahren ist effizient durchfithrbar und kommt mit 14+ A(G) Farben aus. Somit
gilt x(G) < A(G) + 1. Fiir den vollstindigen Graphen® mit n Knoten ist diese Schranke
scharf, da seine chromatische Zahl n und sein maximaler Knotengrad n—1 ist. Dariiberhinaus
gilt:

Lemma 6.3 (Satz von Brooks) — ohne Beweis —
Es sei G ein zusammenhdngender nicht vollstindiger Graph. Dann gilt x(G) < A(G).

Folgerung 6.4 COLORABILITY eingeschrdnkt auf Graphen vom Maximalgrad 3 gehort
zu P.

Beweis Wir zeigen, dass x(G) effizient berechenbar ist. Da man die Zusammenhangskom-
ponenten eines Graphen unabhéngig voneinander fiarben kann, diirfen wir oBdA annehmen,
dass der gegebene Graph zusammenhéngend ist. Falls G nicht aus einem einzigen Knoten
besteht, benotigen wir mindestens zwei Farben. Wie oben erwdhnt kénnen wir in Polynomi-
alzeit testen, ob GG 2-farbbar ist. Nehmen wir zu unseren Ungunsten an, dass wir mindestens
3 Farben brauchen. Da A(G) < 3, brauchen wir maximal 4 Farben. Falls G eine 4-Clique ist,
bendétigen wir genau 4 Farben. Andernfalls garantiert der Satz von Brooks, dass drei Farben
ausreichen. °

Insgesamt hat sich also gezeigt, dass COLORABILTY eingeschriankt auf zwei Farben oder
auf maximalen Knotengrad 3 zu P gehort. Soweit die Nachrichten aus den himmlischen
Sphéren. Horen wir uns an, was die bocksbeinigen Kerlchen aus der unteren Etage zu dem
Thema zu sagen haben.

Theorem 6.5 3-COLORABILITY ist NP-vollstandig. Dies gilt sogar dann, wenn wir die
zuldssigen Fingabeinstanzen auf planare Graphen vom mazimalen Knotengrad 4 einschrdanken.

Beweis Mitgliedschaft zu NP ist offensichtlich. Wir haben die NP-Hérte nachzuweisen. Der
Beweis vollzieht sich in drei Stufen.

Stufe 1 3-SAT<,, 3-COLORABILTY.
Die Reduktion erfolgt mit der ,,Methode der verbundenen Komponenten®“. Abbildung 4
zeigt eine Ubersicht. Das Herzstiick der Reduktion ist die Klauselkomponente. Sie ist
so kunstvoll entworfen, dass zulidssige 3-Farbungen (mit den Farben 0, 1,2) der Klau-
selkomponente implizit die korrespondierende Klausel “korrekt auswerten”, wobei die
Farben 0,1 die Booleschen Wahrheitswerte représentieren. Genauer gesagt gilt folgen-
des unter der Voraussetzung, dass fiir A, B, C' nur die Farben 0, 1 zur Verfiigung stehen:

20Ein Graph heiit vollstindig, wenn jeder Knoten zu jedem anderen Knoten benachbart ist.
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@ @ k=1,...n

Al [B] [C (Vo)

Klauselkomponente

Dreieck mit Verbindungen
zu den Literal— und
Klauselknoten

Abbildung 4: Ein Ausschnitt aus der Belegungskomponente im Falle m = 3: die Tripel aus
T} sind schraffiert, die Tripel aus F}, unschraffiert.

e Wenn A, B, C Farbe 0 haben, dann muss auch Z mit 0 gefarbt sein.

e Wenn einer der Knoten A, B, C' die Farbe 1 hat, dann kann auch Z mit 1 gefarbt
werden.

Die weiteren Kernbeobachtungen zu der Reduktion sind wie folgt:

e Das von g, v1, vy gebildete Dreieck sorgt dafiir, dass die Knoten vg, vy, vs drei
verschiedene Farben erhalten: oBdA die Farben 0, 1, 2.

e Das von vy, 7y, T gebildete Dreieck sorgt dafiir, dass die Farben von zy, Z ent-
weder 0,1 oder 1,0 sind. Die Farben von xy, 7, entsprechen somit einer Belegung
der Booleschen Variablen x;, mit entweder 0 oder 1.

e Das von vy, vy, Z; gebildete Dreieck sorgt dafiir, dass Z; mit 1 gefarbt werden
muss. Intuitiv steht Z; fiir den Wahrheitswert der i-ten Klausel.

e Zu jeder Klausel der Form C; = z;; V 22 V 23 mit z;; € {21,Z1,..., 2, Tn}
konstruieren wir eine Klauselkomponente mit z;1, 2;2, 2;3 in den Rollen von A, B, C
und Z; in der Rolle von Z.

Aus diesen Beobachtungen ergibt sich leicht, dass gegebene 3-Klauseln C', ..., C,, ge-
nau dann erfiillbar sind, wenn der zugehorige Graph 3-farbbar ist. Ergebnis von Stufe
1: 3-COLORABILITY ist NP-hart.

Stufe 2 Entwurf des “Crossover-Gadget”
Wir erinnern daran, dass ein Graph planar ist, wenn man die Knoten und Kanten
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so in die Ebene einbetten kann, dass Kanten sich nur an gemeinsamen Randpunk-
ten beriihren. Die in Stufe 1 benutzte Reduktion erzeugt nicht notwendig einen pla-
naren Graphen. Wir kénnen ihn aber mit Hilfe eines “Crossover-Gadgets” (s. obe-
ren Teil von Handzettel 4) in einen planaren Graphen transformieren. Durch ,,Spie-
len“ mit dem Gadget findet man leicht heraus, dass bei zuléssigen Farbungen z,x’
(bzw. y,y') die selbe Farbe haben kénnen (d.h. es existiert eine zuldssige 3-Farbung
f mit f(z) = f(2') und f(y) = f(¥')) und auch miissen (d.h. fir jede zuléssige
3-Farbung f gilt f(z) = f(2') und f(y) = f(y')). Dabei hat man (was das Gad-
get betrifft) die freie Wahl, ob x,y die selbe oder verschiedene Farben haben. Wie
im mittleren Teil von Handzettel 4 zu sehen ist, kénnen wir alle durch eine Kante
(u,v) verlaufenden Kreuzungen durch verkettete Duplikate des (planaren!) Gadgets
substituieren. Die Randbedingung f(u) # f(v) fiir zuldssige Farbungen bleibt dabei
erhalten, weil die Farbe von u sich gewissermaflen durch die Kette der Gadgets bis zum
Nachbarknoten von v durchpropagiert. Wenn wir jede Kante von G auf diese Weise
kreuzungsfrei machen, erhalten wir einen planaren Graphen, der genau dann 3-fiarbbar
ist, wenn der urspriingliche Graph es war. Ergebnis von Stufe 2: 3-COLORABILITY
eingeschréankt auf planare Graphen ist NP-hart.

Stufe 3 Entwurf des “Portal-Gadgets”

Die in Stufen 1 und 2 skizzierte Reduktion erzeugt einen Graphen mit evtl. hohem
maximalen Knotengrad. Wir setzen die Reduktion so fort, dass sie den maximalen
Knotengrad auf 4 reduziert. Dies kann mit Hilfe einer lokalen Ersetzung geschehen
(s. den unteren Teil von Handzettel 4). Dabei wird ein Knoten v mit k& Nachbarn durch
ein Portal-Gadget Hj, ersetzt. Hy ist ein Untergraph mit inneren Knoten (die nicht
durch Kanten mit Knoten ausserhalb Hj, verbunden sind) und k Portalen. Jedes der
Portale ist iiber eine Kante mit genau einem Nachbarn von v verbunden. Die Portale
haben innerhalb Hj den Grad 2, also insgesamt den Grad 3. Die inneren Knoten von
Hj. haben Grad 4. Hy, ist so kunstvoll konstruiert, dass die Portale alle die gleiche Farbe
haben kénnen und miissen. Man hat also beim Farben des neuen Graphen die gleichen
Freiheitsgrade wie zuvor.

Stufe 3 schlie3t den Beweis des Theorems ab. °

Die Grenze zwischen P und NP hat sich beim Graphenfarbungsproblem somit (einiger-
maflen) prizise bestimmen lassen.

7 Starke NP-Vollstindigkeit

7.1 Beispiele fiir pseudopolynomielle Algorithmen

Anna und Bert lassen sich durch die neuesten Nachrichten zur NP-Vollstandigkeit nicht
entmutigen. Anna hat eine Idee, um das PARTITION-Problem zu 16sen. Seien wy, ..., w, >0
die gegebenen Zahlen und S = w; + - -+ + w, ihre Summe. Nehmen wir oBdA an, dass S
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eine gerade Zahl ist. Anna will eine n x (1 + 5/2)-Tabelle T' = (t,.5)1<r<n0<s<s/2 Mit den

Booleschen Eintragen
tm:(EIIg{l,...,r}: Zwi:s> 9)

el
berechnen. In Worten: die Indikatorvariable ¢, ; hat genau dann den Wahrheitswert 1, wenn

sich aus den Zahlen wy, ..., w, eine Auswahl mit Summenwert s treffen liasst. Die erste Zeile
der Tabelle ist leicht auszurechnen:

tis=((s=0)V(w =9)). (10)
Gegeben Zeile r—1, dann lésst sich auch Zeile r mit Hilfe einer einfachen Vorschrift ausfiillen:

tr,s = (trfl,s V ((5 > wr) A trfl,sfwr)) .

Denn Summenwert s ldsst sich genau dann mit einer Auswahl aus wy, ..., w, erhalten, wenn
er sich durch eine solche Auswahl ohne Teilnahme von w, oder durch eine solche Auswahl
mit Teilnahme von w, erhalten lidsst. Der erste Fall liegt genau dann vor, wenn man Sum-
menwert S bereits durch eine Auswahl der Zahlen wq, ..., w,_; erhalten kann. Der zweite
Fall liegt genau dann vor, wenn s > w, ist und man Summenwert s — w, durch eine Auswahl
der Zahlen wy,...,w,_; erhalten kann.

Anna kann die Rechenvorschriften (9) und (10) benutzen, um die Tabelle T' zeilenweise
auszufiillen. Offensichtlich gehort die Eingabeinstanz wy, ..., w, genau dann zur Sprache
PARTITION, wenn t,, g/ den Wahrheitswert 1 hat. Der Eintrag in der rechten unteren Ecke
von Tabelle T" verrat uns also die Losung.

Das ist nicht iibel, sagt Bert. Ich habe iibrigens eine dhnliche Methode zum Lésen von KNA P-
SACK (KP). Meine Tabelle ist auch 2-dimensional und hat Eintrdge t, s € Ny, die den ma-
ximalen Nutzen angeben, der sich mit den Objekten 1, ..., r unter Beachtung von Gewichts-
schranke s erzielen ldsst. Ich kann diese Tabelle mit einer dhnlich einfachen Rechenvorschrift
systematisch ausfiillen wie Du Deine. Schon gut, sagt Anna. Ich kann mir vorstellen wie Du
das machst.** Wir haben also beide ein NP-vollstindiges Problem geldst.

Um die vorangehenden Uberlegungen zu klaren Aussagen zusammenzufassen, benotigen
wir die folgende

Definition 7.1 Bei einem Zahlenproblem (formale Sprache) L assoziieren wir zu einer Ein-
gabeinstanz I neben der Eingabelinge n(I) die mazimale Grofie M(I) einer der in I gege-
benen Zahlparameter.?* Zu einem festen Polynom p bezeichne L, die Einschrinkung von L
auf Eingabeinstanzen I mit M(I) < p(n(I)). L heifst pseudopolynomiell entscheidbar, wenn
L, € P fiir jedes Polynom p. Fin pseudopolynomieller Algorithmus fiir L ist eine DTM,
die das Mitgliedschaftsproblem fiir L lost und deren Laufzeit polynomiell in n(I) und M (1)
beschrdinkt ist.

21die Horer und Hérerinnen der Vorlesung hoffentlich ebenfalls (s. Ubung)
22Wir vereinbaren, dass M (I) = 1, falls I keine Zahlparameter enthilt. In diesem Fall sprechen wir von
einem ,,rein kombinatorischen“ Problem.
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Aus der Existenz eines pseudopolynomiellen Algorithmus fiir L folgt offensichtlich, dass L
pseudopolynomiell entscheidbar ist. Anna’s und Bert’s Verfahren ergeben also folgendes

Theorem 7.2 PARTITION und KP sind mit pseudopolynomiellen Algorithmen losbar.

Da SUBSET SUM ein Teilproblem von KP ist, iibertréigt sich dieses Resultat auf SUBSET
SUM.

7.2 FErste Beispiele fiir stark NP-vollstindige Probleme

Kann man vielleicht alle Zahlenprobleme pseudopolynomiell 16sen? Zum Beispiel auch BP?
Oder gibt es Zahlenprobleme, bei denen alle pseudopolynomiellen Losungsversuche an un-
iiberwindliche Barrieren stoflen?

Die folgende Definition liefert ein wichtiges Werkzeug zur Beantwortung dieser Frage:

Definition 7.3 FEin Zahlenproblem (formale Sprache) L heifst stark NP-hart, wenn es ein
Polynom p gibt, so dass L, NP-hart ist. Gilt zusitzlich L € NP, dann heifit L stark NP-
vollstandig.

Wir merken an, dass rein kombinatorische Probleme (wie zum Beispiel SAT, 3-SAT, CLI-
QUE, DHC, HC) ohne (echte) Zahlparameter automatisch stark NP-vollstandig sind, wenn
sie NP-vollstandig sind. Der neue Begriff macht nur Sinn bei echten Zahlenproblemen, deren
Eingabeinstanzen potenziell superpolynomiell in n(I) grofie Zahlen enthalten kénnen. Das
folgende Resultat ist offensichtlich:

Theorem 7.4 Fualls P # NP, dann kann es zu einem stark NP-vollstindigen Problem kei-
nen pseudopolynomiellen Algorithmus geben.

Ein erstes stark NP-vollstdndiges Zahlenproblem kennen wir schon:

Theorem 7.5 TSP ist stark NP-vollstindig.

Beweis Die Reduktion von HC auf TSP, die zum Nachweis der NP-Vollstindigkeit von
TSP verwendet verwendet wird, bildet einen Graphen G = (V, E) auf eine Kostenmatrix
D = (d;;) ab, mit d, ; = 1 falls {i,j} € E und d;; = 2 sonst. Dann existiert ndmlich ein
Hamiltonscher Kreis in G genau dann, wenn D eine Rundreise mit Kosten von maximal n
erlaubt. Es treten also keine Zahlparameter auf, die superpolynomiell in der Kodierungslange
der TSP-Eingabeinstanz sind. °

Mit TSP kennen wir ein stark NP-vollstdndiges Anordnungsproblem (mit Zahlparame-
tern). Wir begeben uns nun auf die Jagd nach einem stark NP-vollstéindigen Zerlegungspro-
blem (mit Zahlparametern). Objekt unserer Begierde sind die folgenden Probleme:

3-DM Perfektes 3-Dimensionaless Matching
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Eingabe Drei disjunkte gleichméchtige Mengen X = {zy,...,2,}, Y = {v1,..., ¥}
Z ={x,...,7,} sowie eine Menge M C X x Y x Z von Tripeln. Hierbei reicht
es, M in der Eingabe zu spezifizieren, da X, Y, Z implizit durch die Komponenten
der Tripel aus M gegeben sind.

Frage Gibt es eine Auswahl T' C M von g Tripeln aus M, so dass jedes Element aus
X UY UZ in genau einem Tripel vorkommt?

3-PARTITION Partition in m Tripel mit gleichen Teilsummen

Eingabe n = 3m Zahlen aq,...,a, € N mit einer Gesamtsumme B = a; + --- + a,
der Form B=mb, b€ N. Fiiri =1,...,n gelte b/4 < a; < b/2.

Frage Kann man diese Zahlen in m gleich grofie Teilsummen zerlegen, d.h., existiert
eine Zerlegung von {1,...,n} in Mengen I,..., I, mit

Vi=1...,m: > a;=0b? (11)

iEIj

Beachte, dass wegen b/4 < a; < b/2 die Bedingung (11) hochstens dann erfiillbar ist,
wenn jedes [; dreielementig ist.

4-Partition Partition in m Quadrupel mit gleichen Teilsummen

Eingabe n = 4m Zahlen a4, ...,a, € N mit einer Gesamtsumme B = a; + --- + a,
der Form B=mb, b€ N. Fiiri =1,...,n gelte b/5 < a; < b/3.

Frage Kann man diese Zahlen in m gleich grofle Teilsummen zerlegen, d.h., existiert
eine Zerlegung von {1,...,n} in Mengen I,..., I, mit

ijl,...,m:Zai:b? (12)

iGIj

Beachte, dass wegen b/5 < a; < b/3 die Bedingung (12) hochstens dann erfiillbar ist,
wenn jedes [; vierelementig ist.

Wir merken kurz an, dass 2-DM (Perfektes 2-Dimensionales Matching) das zu 3-DM analoge
Problem mit Paaren anstelle von Tripeln ist. Bei 2-DM geht es dann um die Frage, ob eine
Auswahl T" C M von g Paaren aus M existiert, so dass jedes Element in XUY in genau einem
Paar vorkommt. Da man sich die Elemente aus X als Frauen, die Elemente aus Y als Mdnner,
die Paare aus M als vertrdgliche Paarbildungen und die Auswahl T C M als ein perfektes
Heiratssystem vorstellen kann, ist 2-DM auch unter dem Namen Heiratsproblem bekannt.?3
Mit Maximum Matching Techniken kann man zeigen (s. Vorlesung Effiziente Algorithmen):

233-DM ist das Heiratsproblem fiir eine Gesellschaft, in welcher sich neben mdnnlich und weiblich ein
dritter Sextypus etabliert hat. Es wird Traditionalisten zutiefst befriedigen, dass (wie sich im Verlaufe dieses
Abschnittes noch zeigen wird) 3-DM NP-vollstandig ist.
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Lemma 7.6 2-DM € P.

Wir beabsichtigen, die folgende Kette
3-SAT <, 3-DM <,,,; 4-PARTITION,, (13)

von Reduktionen zu entwerfen, wobei p ein Polynom ist. Damit hétten wir 4-PARTITION
als stark NP-vollstdandiges Zahlenproblem etabliert.

Lemma 7.7 3-SAT<,,8-DM.

Beweis Sei C' = (Cy,...,Cp1) mit C; = 21 V 2o V 23 und z;; € {x1,%1,...,%,, Ty} eine
Eingabeinstanz fiir 3-SAT. Wir geben eine Eingabetransformation C' — M an, die C' eine
Tripelmenge M zuordnet. C' soll genau dann erfiillbar sein, wenn wir fiir M ein perfektes
3-dimensionales Matching 7" C M finden. Die Tripelmenge M besteht aus der Belegungskom-
ponente M P, der Klauselerfiillungskomponente M und der Erginzungskomponente MF:

Belegungskomponente Zu jeder Variable z;, k = 1,...,n, assoziieren wir die folgenden
Tripel:

Ty = {(ZTks aribes)|i=0,...,m—1}

Fk = {('xk,iaak,’ﬂrl mod m» bk‘,z)‘ 1= 0, cee,m — 1}

Wir setzen MP = T, U F, und M® = Up_,MP. Abbildung 5 illustriert diese Kon-
struktion. Die Elemente zy ;, Zx,; nennen wir Literalelemente. Wir werden sehen, dass
sie auch noch in anderen Komponenten vorkommen. Die Elemente a;,; und by, sind
interne Elemente von MP, d.h., sie kommen in keinen Tripeln aulerhalb MP vor. Man
iiberlegt sich leicht, dass es zu einer Zerlegung der internen Elemente von MJ in Tripel
nur zwei Moglichkeiten gibt: entweder alle Tripel aus 7}, oder alle Tripel aus Fj. In-
tuitiv verkniipfen wir mit der Entscheidung fiir T}, die Vorstellung, x; mit 1 zu belegen,
und mit der Entscheidung fiir Fj, die Vorstellung, z; mit 0 zu belegen.

Klauselerfiillungskomponente Zu jeder Klausel C;, © = 0,...,m — 1, assoziieren wir die
folgenden Tripel:

S, = {(-Tk,hci?di)’ 1 S k S nai)k € C’L}

Wir setzen MK = S U S; und M¥ = U";' ME. Die Elemente ¢; und d; sind interne
Elemente von MK, d.h., sie kommen in keinen Tripeln aufierhalb MX vor. Um diese
Elemente in die Tripelzerlegung mit einzubeziehen, sind wir gezwungen, ein Tripel
aus M auszuwihlen. Intuitiv verbinden wir damit die Auswahl eines C; erfiillenden
Literals.
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Erginzungskomponente Die Erginzungskomponente wird dazu dienen, noch uniiberdeckte
Literalelemente in die Tripelzerlegung einzubeziehen. Die internen Elemente von M?
und M* werden durch nm + m Tripel exakt iiberdeckt werden. Damit sind auch be-
reits nm + m Literalelemente iiberdeckt. Von den insgesamt 2nm Literalelementen
wéren dann noch (n — 1)m uniiberdeckt. Dies motiviert die folgende Definition der
Ergénzungskomponente:

MY = {(zpi, e, 1), @rien il 1<k<n0<i<m—-1,1<I<(n—1)m} .

e;, f; sind die internen Elemente von M¥.

NN

) 4
X, KA

Abbildung 5: Ein Ausschnitt aus der Belegungskomponente im Falle m = 3: die Tripel aus
T}, sind schraffiert, die Tripel aus F} unschraffiert.

Die Transformation C' + M mit M = MP U M¥ U M¥ ist offensichtlich in Polynomialzeit
berechenbar. Der Beweis wird abgeschlossen durch die

Behauptung C' ist genau dann erfiillbar, wenn fiir M ein perfektes 3-dimensionales Mat-
ching existiert.
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Nehmen wir zunéchst an, dass eine C' erfiillende Belegung gegeben ist. Wir bilden ein
perfektes 3-dimensionales Matching 7" fiir M nach folgender Strategie:

1. Fir £k =1,...,n nimm alle Tripel aus T} in T auf, falls z; = 1, und nimm alle Tripel
aus Fj, in T auf, falls x;, = 0.
Effekt Alle internen Elemente von M? sind exakt iiberdeckt; ebenso alle Literalele-
mente x;,; mit x; = 0 bzw. alle Literalelemente zj; mit z; = 1. Die anderen Literal-
elemente (die zu erfiillten Literalen korrespondieren) sind noch uniiberdeckt.

2. Fixiere zu jeder Klausel Cj, 0 < ¢ < m — 1, ein erfiilltes Literal z; ;. Es existiert ein
k, so dass z;j € {x, T }. Falls 2; ; = x4, dann nimm das Tripel (zy,,¢;,d;) € S;” in T
auf. Falls z; ; = 7;, dann nimm das Tripel (Zy;,¢;, d;) € S; in T auf. Beachte, dass in
beiden Fillen ein noch uniiberdecktes Literalelement iiberdeckt wurde.

Effekt Alle internen Elemente von MX sind exakt iiberdeckt. Insgesamt nm + m
Literalelemente sind nun exakt tiberdeckt. Somit sind (n — 1)m Literalelemente noch
uniiberdeckt.

3. Benutze — in der offensichtlichen Weise — (n — 1)m Tripel aus M¥, um die noch
uniiberdeckten Literalelemente sowie die internen Elemente von M¥ exakt zu iiberdecken.

Nehmen wir nun umgekehrt an, dass ein perfektes 3-dimensionales Matching T fiir M
gegeben ist. Wie bereits oben angemerkt, muss 7' fiir jedes k entweder alle Tripel aus Ty
oder alle Tripel aus Fj enthalten. Im ersten Fall setzen wir xp = 1, im zweiten Fall z;, = 0.
Wir zeigen, dass die so erhaltene Belegung in jeder Klausel mindestens 1 Literal erfiillt. Die
Tripel in TN M?B lassen genau die Literalelemente uniiberdeckt, die zu erfiillten Literalen
korrespondieren. Da die Tripel aus TN M alle internen Elemente von M¥ iiberdecken, muss
es zu jeder Klausel ein erfiilltes Literal geben: die erste Komponente des ¢;, d; iiberdeckenden
Tripels ist namlich ein von TN M?* noch uniiberdecktes Literalelement, das zu einem Cj
erfiillenden Literal korrespondiert. °

Lemma 7.8 Es existiert ein Polynom p mit 3-DM<,,4-PARTITION,.

Beweis Sei M C X xY x Z mit X ={z1,...,2,}, Y ={y1,...,y,} und Z = {z1,...,2,}
eine gegebene Tripelmenge. Zu jedem w € W = X UY U Z bezeichne L(w) die Anzahl der
Tripel, in denen w vorkommt. Sei weiter m = |M| und r = 32¢. Wir kénnen oBdA m > ¢
voraussetzen, da kein perfektes 3-dimensionales Matching fiir M mit weniger als ¢ Tripeln
existiert. Die zu M korrespondierende Eingabeinstanz fiir 4-PARTITION bestehe aus den
folgenden Zahlen:

Elementzahlen Zu jedem w € W assoziieren wir die Hauptzahl a;(w) und die Nebenzahlen
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a;(w) geméf folgender Definition:

ar(z;) = 10r'+ir+1, 1<i<g

a(z;)) = 1r*+ir+1, 1<i<gq, 2<1< L(x;)

ai(y;) = 10r*+ir* +2, 1<j<gq

ay;) = 1r'+r* +2, 1<j<q 2<1<L(y;)
ai(zy) 10r +kr*+4, 1<k<g

ay(zx) Srt 4+ krd 44, 1<k<q, 2<1<L(z)

Tripelzahlen Zu jedem (z;,y;, z) € M assoziieren wir die Zahl

a(zi, yj, 2) = 10r* — kr® — jr? —ir +8.

Wir erhalten insgesamt eine Menge A bestehend aus ), L(w) = 3m Elementzahlen und
m Tripelzahlen. Es wird sich weiter unten implizit ergeben, dass die Gesamtsumme aller 4m
Zahlen genau mb betragt, wobei

b= 40r" + 15.

Man verifiziert leicht, dass jede Zahl aus A groBer als b/5 und kleiner als b/3 ist. (Daher
konnen nur Zahlquadrupel aus A die Teilsumme b ergeben.) Die Transformation M — A
ist offensichtlich in Polynomialzeit berechenbar. Da alle Zahlen in A kleiner als 12r* =
12-(32¢)* < 12-(32m)* < 12-(8].A|)? sind, ist der maximale Zahlparameter in A polynomiell
in Eingabeldnge n(A) > | A| beschrinkt. Der Beweis wird daher abgeschlossen durch folgende
Behauptung Es existiert genau dann ein perfektes 3-dimensionales Matching fiir M, wenn
A sich in m Quadrupel (vierelementige Teilmengen) zerlegen lésst, so dass jedes Quadrupel
die Teilsumme b liefert.

Nehmen wir zunédchst an, dass ein perfektes 3-dimensionales Matching 7' fiir M vorliegt.
Wir bilden fiir jedes der m Tripel aus M ein Zahlenquadrupel nach der folgenden Strategie:

Fall 1 Sei (z;,y;,2;) € T. Dann bildet a(z;,y;, 2) zusammen mit a;(z;), a1(y;), a1(z;) ein
Quadrupel. Die Summe dieser vier Zahlen ist offensichtlich b.

Fall 2 Sei (z;,y;, z) € M \T. Dann bildet a(x;, y;, 2;) zusammen mit ay, (x;), a,(y;), a, (zk)
ein Quadrupel. Hierbei werden [y, 15, l3 > 2 so gewéhlt, dass keine Nebenzahl mehrfach
verwendet wird. (Der Vorrat an Nebenzahlen ist genau passend bemessen.) Die Summe
dieser vier Zahlen ist wiederum b.

Nehmen wir jetzt umgekehrt an, dass eine erfolgreiche Zerlegung von A in Zahlenqua-
drupel vorgegeben ist. Sei (A, Ag, Az, A) eines dieser Quadrupel. Aus A; + Ay + A3+ A =b
folgt

(A1 + A2+ A3+ Amod r) = (b mod r) = 15.

Diese Gleichung kann nur eingehalten werden, wenn Indizes i, 7, k, ', j', k', 11, l2, 3 existieren,
so dass die Komponenten des Quadrupels die Form

A =a(xi,yj, 26), A= ay(xi), Az = a,(yy), As = ai,(zi)
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haben. Die Rechnung modulo 7? ergibt dann

("7 + 1)+ 2+ 4+ (—ir +8) = (A; + Ay + A3 + A mod r?) = (b mod r?) = 15.
Hieraus kénnen wir i’ = ¢ ableiten. Die Rechnung modulo 73 liefert
(ir + 1)+ (§'r* +2) + 4+ (—jr® —ir +8) = (A, + Ay + A3 + Amod 7*) = (b mod r*) = 15.
Hieraus kénnen wir j' = j ableiten. Die Rechnung modulo 7 ergibt

(ir +1) + (jr* +2) + (K'r® + 4) + (=kr® — jr* —ir +8) =
(Al + A2 + Ag + A mod 7‘3) = (b mod Tg) = 15.

Es folgt k&' = k. Der Koeffizient von r* bei der Summenzahl b = 40r* + 15 hat den Wert
40. Die Summe von A;, A, A3, A muss daher auch Koeffizient 40 vor dem Term 7* liefern.
Eine Inspektion der Elementzahlen ergibt, dass A;, As, A3 entweder drei Hauptzahlen oder
drei Nebenzahlen sein miissen. (Im ersten Fall ergibt sich Koeffizient 40 als eine Summe der
Form 10+ 10 + 10 + 10, im zweiten als Summe der Form 11 + 11 4+ 8 4+ 10.) Man tiberzeugt
sich nun leicht, dass die Hauptzahl-Quadrupel ein perfektes 3-dimensionales Matching fiir
M représentieren. °

Folgerung 7.9 4-PARTITION ist stark NP-vollstindig.

7.3 Weitere stark NP-vollstindige Probleme

NP-Hérte vererbt sich entlang von Karp-Reduktionsketten. Reduktionen, die starke NP-
Hérte erhalten, sind der Gegenstand der folgenden

Definition 7.10 Seien L, L' C ¥*. FEine pseudopolynomielle Reduktion von L auf L' ist
eine Abbildung f : ¥* — X* mit den folgenden Eigenschaften:

1. f(x) kann in poly(|x|, M(z)) Schritten berechnet werden.?*
2. FiralereY*:ze L& f(xr)e L.

3. |z| < poly(|f(x)]) und M(f(x)) < poly(|z|, M(x)).
Das folgende Resultat ist offensichtlich:

Theorem 7.11 Seien L und L' Zahlenprobleme und sei L pseudopolynomiell Karp-reduzierbar
auf L'. Falls ein pseudopolynomieller Algorithmus fir L' existiert, dann existiert auch ein
pseudopolynomieller Algorithmus fir L. Falls andererseits L stark NP-hart ist, dann ist auch
L' stark NP-hart.

24 M (z) ist hierbei das Maximum der Zahlparameter, die in der Eingabe mit Codewort z auftreten. Falls
die Eingabeinstanzen zur Sprache L keine Zahlparameter enthalten, kann M (z) als Argument von poly
gestrichen werden.
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Mit Hilfe pseudopolynomieller Reduktionen kénnen wir ausgehend von 4-PARTITION wei-
tere stark NP-vollstdndige Zahlenprobleme ausfindig machen:

Lemma 7.12 (ohne Beweis)
4-PARTITION ist pseudopolynomiell Karp-reduzierbar auf 3-PARTITION.

Lemma 7.13 4-PARTITION und 3-PARTITION sind pseudopolynomiell Karp-reduzierbar
auf BP.?°

Beweis Wir fithren den Beweis fiir 3-PARTITION. (Der Beweis fiir 4-PARTITION ergibt
sich mit einem analogen Argument.) Es handelt sich um eine Transformation mit Spezia-
lisierung: 3-PARTITION (so wie in Abschnitt 7.2 definiert) kann als ein Teilproblem von
BP betrachtet werden, bei welchem die Binkapazitit auf b und die Kostenschranke (Schran-
ke fir die erlaubte Anzahl von Bins) auf m gesetzt wird. m Bins der Kapazitidt b reichen
ndmlich genau dann aus, wenn sich die gegebene Zahlenkollektion (mit Gesamtsumme mb)
in m Tripel mit Teilsumme b zerlegen lésst. °

Folgerung 7.14 3-PARTITION und BP sind stark NP-vollstindig.

Wir bemerken abschlieend, dass 3-PARTITION fiir pseudopolynomielle Karp-Reduktionen
ein dhnlich beliebtes Quellproblem ist wie 3-SAT fiir (gewohnliche) Karp-Reduktionen.

8 Polynomielle versus NP-harte Approximation

Ein Approzimationsalgorithmus (kurz: PTAA?) zu einem Optimierungsproblem IT ist ein
polynomieller Algorithmus A, der zu einer Eingabeinstanz I eine “zuléssige Losung” o aus-
gibt, die eine “mathematische Giitegarantie” besitzt. Dabei sagen wir A hat Giite k > 1,
wenn A zu jeder Eingabeinstanz [ eine Losung o konstruiert, deren Wert vom Wert der
optimalen Losung multiplikativ maximal um Faktor & abweicht. Ein PTAA der Giite 2 fiir
ein Maximierungsproblem wiirde also stets mindestens die Hélfte des optimalen Profites er-
beuten. Ein PTAA der Giite 2 fiir ein Minimierungsproblem wiirde hochstens doppelt soviel
Kosten wie nétig verursachen. Es ist naheliegend zu versuchen, ein NP-hartes Optimierungs-
problem fast-optimal mit einem PTAA zu l6sen, dessen Giite moglichst nahe bei 1 liegen
sollte. I.A. wird es eine Barriere kg geben, so dass PTAAs A, einer Giite k > kq existieren,
nicht aber PTAAs einer Giite k < ko (unter der P # NP Voraussetzung). Grenzfille sind
(formuliert fiir Minimierungsprobleme):

Keine konstante Giitegarantie ky = cc.
Jeder PTAA produziert Losungen, deren Kosten die minimalen Kosten um einen be-
liebig groflen Faktor iiberschreiten konnen.

257ur Definition von BP (Bin Packing) s. die Problemliste im Anhang zum Skript.
26— Polynomial Time Approximation Algorithm
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Approximationsschema ky = 1.
Fiir jedes k > 0 existiert ein PTAA Ay, der Giite 1+ 1/k.

Wir behandeln das Thema der PTAAs in diesem Abschnitt nur am Beispiel des Problems
des Handelsreisenden und am Beispiel des Rucksackproblems. Es wird sich folgendes Bild
ergeben:

- TSP besitzt keine konstante Giitegarantie (sofern P # NP).

- Fiir ,Metrisches TSP“ (ein Teilproblem von TSP) gibt es hingegen einen PTAA der
Giite 1.5.

- Fiir KNAPSACK gibt es ein Approximationsschema.

Am Ende des Abschnittes diskutieren wir kurz grundsétzliche Barrieren beim Design von
PTAAs in Form von Resultaten zur NP-harten Approximation.

8.1 Approximierbarkeit von TSP

Fiir TSP (in seiner allgemeinen Form) kann man sich klar machen, dass keine konstante
Giitegarantie existiert (auer wenn P = N P). Wir reduzieren zu diesem Zweck das Problem
des Hamiltonschen Kreises (HC) in geeigneter Weise auf das Problem des Handelsreisenden
(TSP). Sei G = (V, E) der Eingabegraph zu HC. Knotenmenge V' bestehe aus n > 2 Knoten,
die wir mit den Nummern von 1 bis n identifizieren. Will man lediglich HC <,,; TSP
nachweisen, geniigt die uns bereits bekannte Reduktion:

Setze in der (n x n)-Kostenmatrix D den Eintrag d; ; auf 1 falls {7, j} € £, und andernfalls
auf 2.

Hieraus ergibt sich zwar die NP-Hérte von TSP, aber es ist noch nicht ausgeschlossen, dass
verniinftige PTAAs existieren. Betrachten wir aber nun die folgende leichte Modifikation der
alten Reduktion:

Setze in der (n x n)-Kostenmatrix D den Eintrag d, ; auf 1 falls {7, j} € £, und andernfalls
auf kn.

Es folgt, dass bez. D genau dann eine Rundreise mit Kosten n existiert, wenn G einen
Hamiltonschen Kreis enthélt. Falls jedoch in G kein Hamiltonscher Kreis existiert, muss die
Rundreise mindestens eine Kante auflerhalb von E verwenden. In diesem Fall betragen die
Kosten mindestens n — 1 + kn. Gébe es einen PTAA fiir TSP der Giite k, so wiirde im
Falle der Existenz eines Hamiltonschen Kreises in G eine Rundreise mit Kosten héchstens
kn produziert, andernfalls jedoch eine Rundreise mit Kosten mindestens kn +n — 1 > kn.
Mit anderen Worten: mit Hilfe der approximativen Losung des TSP konnten wir HC exakt
losen. Falls P # NP, ist dies jedoch nicht moéglich. Somit gibt es keine garantierte Giite k
fiir PTAAs zu TSP (aufler wenn P = NP).

Die Theorie der NP-Vollstédndigkeit hat uns signalisiert, dass es vermutlich Zeitverschwen-
dung ist, nach einem PTAA fiir TSP zu suchen. Betrachten wir nun aber die Einschrankung
von TSP auf Kostenmatrizen D, die symmetrisch sind, d.h.,

Vi<i<j<mn: dj;=dj,
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und die Dreiecksungleichung erfiillen, d.h.,
V1 Sl,j,kgn dzk Sdz]‘i‘d]k

Der Parameter d; ; lasst sich dann als Distanz zwischen ¢ und j auffassen. Statt von ,, Kosten
einer Rundreise* sprechen wir beim metrischen TSP auch von der ,,Lange einer Rundreise®.
Die Bedingungen der Symmetrie und der Dreiecksungleichung sind fiir praktische Anwen-
dungen durchaus verniinftig, denn sie besagen in salopper Formulierung;:

Symmetrie Von A nach B ist es so weit wie von B nach A.
Dreiecksungleichung Von A nach C kann es nicht weiter sein als von A iiber B nach C.

Das durch Symmetriebedingung und Dreiecksungleichung eingeschrinkte TSP-Problem wird
als Metrisches TSP bezeichnet. Eine Eingabeinstanz des metrischen TSP lésst sich auf die
offensichtliche Weise als vollsténdiger, ungerichteter Graph mit Kantengewichten d; ; auffas-
sen.

Wir stellen zur Bequemlichkeit ein paar (teilweise schon bekannte) graphentheoretische
Konzepte bereit, die beim Entwurf eines PTA As fiir das metrische TSP eine Rolle spielen. Sei
G ein ungerichteter Graph. Ein Weg in G ist eine Folge vy, ..., v, von r > 1 Knoten, wobei
fir allei = 1,...,7 — 1 Knoten v; und v;y; durch eine Kante verbunden sein miissen. (Ein
Grenzfall ist der aus nur einem Knoten bestehende “Punktweg”.) Falls » > 2 und v, = v,
dann heisst der Weg auch geschlossener Weg oder Kreis. Eine Fuler-Tour in G ist ein Kreis,
der jede Kante in G genau einmal durchléauft. G heisst zusammenhdingend, wenn zwei Knoten
sich stets durch einen Pfad miteinander verbinden lassen. Ein ungerichteter Baum ist ein
zusammenhéngender, kreisloser ungerichteter Graph. Wenn man aus einem Baum eine Kante
entfernt (ohne die Randknoten der Kante dabei mitzuentfernen), zerféllt er in zwei Teile.
Ein Baum ist gewissermaflen die 6konomischste Art, alle Knoten durch Pfade miteinander
zu verbinden. Ein Untergraph von G = (V, E) ist gegeben durch eine Knotenmenge V' C V'
und alle Kanten aus F, die Knoten aus V'’ miteinander verbinden. Man spricht auch von
dem durch V' in G induzierten Untergraphen. Ein Teilgraph von G = (V, E) ist ein Graph
G' = (V,E') mit V' C V und E' C E. Ein Spannbaum (spanning tree) von G ist ein
Teilgraph der Form T' = (V, E’), der ein Baum ist. Er enthélt also alle Knoten von G' und
verbindet diese baumartig. Ein solcher Spannbaum kann natiirlich nur dann existieren, wenn
G zusammenhéngend ist. Im Falle von Kantengewichten kénnen wir 7' = (V, E’) die Kosten

ecE’

zuordnen. Ein minimaler Spannbaum (Minimum Spanning Tree) oder kurz MST) ist ein
Spannbaum minimaler Kosten. Es ist bekannt, dass minimale Spannbdume effizient berech-
net werden konnen (zum Beispiel durch den Algorithmus von Kruskal).

Mit diesem Wissen ausgestattet ist es nun leicht, einen PTAA der Giite 2 fiir das metrische
TSP zu skizzieren. Es sei G = (V, F) der vollstéandige ungerichtete Graph mit n Knoten
1,...,n. Kante {7, 7} erhilt als Gewicht die Distanz d;; zwischen ¢ und j. Wir berechnen
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einen minimalen Spannbaum 7' = (V, E’) von G (zum Beispiel mit dem Algorithmus von
Kruskal). Seien ¢ die Gesamtkosten von 7. Im Beispiel aus Abbildung 6 erhalten wir die
Rundreise

R(T) =3,5,8,5,1,5,7,10,7,5,3,2,9.4,9,6,9, 2,3,

wenn wir (wie in Abbildung 6 angedeutet) einmal um 7" herumlaufen und dabei die ange-
troffenen Knoten der Reihe nach auflisten. Da Rundreise R(T") jede Kante von 7' zweimal
durchlauft, hat sie Lange 2c. R(T) hat noch einen Schonheitsfehler: die Knoten werden
i.A. mehrfach besucht. Wir erhalten eine zuléssige Losung von TSP — also eine Permutati-
on P(T) von 1,...,n —, wenn wir in R(7") alle Vorkommen von Knoten aufier dem ersten
(also alle Duplikate) streichen. In unserem Beispiel fiihrt dies zu

P(T) =3,5,8,1,7,10,2,9,4,6.

Wegen der Dreiecksungleichung kann P(T") nicht ldnger als R(T) sein. Die Kosten von P(T")
sind also maximal 2c.

Wie verhélt es sich nun mit einer optimalen Rundreise? Im Graphen G formt diese einen
Hamiltonschen Kreis C'. Entfernen wir aus C' (irgend-)eine Kante, entsteht ein (sehr speziel-
ler) Spannbaum 7'(C') (s. Abbildung 7). Die Lénge von Rundreise C' ist nicht kleiner als die
Gesamtkosten von T'(C'). Diese wiederum betragen mindestens c¢. Also hat C' mindestens die
Lange ¢ und der skizzierte PTAA hat die Giite 2. Es ldsst sich zeigen, dass diese Analyse
scharf ist, d.h., der MST-basierte Algorithmus hat keine Giite unterhalb von 2.

R(T)

= (3
6
O/ 00 ORIy

(19 OJAC,

Abbildung 6: Die aus einem Minimum Spanning Tree abgeleitete Rundreise.

Vom bisherigen Erfolg berauscht stecken wir uns jetzt ein ehrgeizigeres Ziel: Entwurf eines
PTAAs der Giite 1.5. Zu diesem Zweck muss unser bisheriger PTAA noch etwas “aufgepeppt”
werden. Der Faktor 2, der uns vom Optimum trennt, resultiert daraus, dass die konstruierte
Rundtour jede Kante des minimalen Spannbaumes T implizit 2-mal durchlauft. Wenn wir
eine Euler-Tour durch 7" zur Verfiigung hétten, wiirden wir jede Kante nur 1-mal durchlaufen.
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Abbildung 7: Der aus einer Rundreise abgeleitete Spanning Tree.

Dies wirft die Frage auf, fiir welche Graphen Euler-Touren existieren. Die Antwort liefert
folgendes

Lemma 8.1 FEin zusammenhdingender Graph (Mehrfachkanten zugelassen!) besitzt genau
dann eine Euler-Tour, wenn jeder Knoten einen geraden Grad (also geradzahlig viele Nach-
barn) besitzt.*”

Beweis Wenn ein Knoten v mit ungeradem Grad, sagen wir Grad 2d + 1 existiert, dann
kann es keine Euler-Tour geben: wenn der Kreis den Knoten v zum d + 1-mal betritt, kann
er ihn nicht mehr verlassen (Sackgassenargument).

Wenn ein zusammenhéngender Graph G nur Knoten mit geradem Grad besitzt, dann kann
eine Euler-Tour (effizient) konstruiert werden wie folgt:

1. Konstruiere einen ersten Kreis C', indem Du solange auf G spazieren gehst (ohne eine
Kante doppelt zu laufen), bis Du zum Ausgangspunkt zuriickkehrst.?

2. Wenn C bereits eine Euler-Tour darstellt, dann gib C aus. Andernfalls mache weiter
mit Schritt 3.

3. Wihle einen Knoten v auf C, der noch unbenutzte Ausgangskanten hat.? Konstruiere
von v aus einen zweiten Kreis C’ (wieder durch ,spazieren gehen®). Verschmelze®® C
und C’ zu einem neuen Kreis und nenne diesen wieder C'. Gehe zuriick zu Schritt 2.

27In diesem Fall spricht man auch von einem Euler’schen Graphen.

28Da, jeder Knoten geraden Grad hat, kann man den Spaziergang stets fortsetzen, solange man noch nicht
den Ausgangspunkt erreicht hat.

29Da G zusammenhiingend ist, muss es einen solchen Knoten v auf C' geben.

30Laufe durch C bis zum Erreichen von v, dann durchlaufe C’ bis zum erneuten Erreichen von v und
durchlaufe schliellich den Rest des temporir unterbrochenen Kreises C.
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Aus dem Beweis ergibt sich die

Folgerung 8.2 FEs kann in Polynomialzeit getestet werden, ob ein Graph G eine Euler-Tour
enthilt. Gegebenenfalls kann diese auch in Polynomialzeit?® konstruiert werden.

Zuriick zur Frage, ob es eine Euler-Tour durch den minimalen Spannbaum 7' gibt? Lei-
der nein! In seiner Eigenschaft als Baum muss 7' Knoten ungeraden Grades besitzen (zum
Beispiel alle Blatter). Es gilt aber immerhin das folgende

Lemma 8.3 Jeder Graph G hat geradzahlig viele Knoten ungeraden Grades.

Beweis Wenn wir die Knotengrade dy, . . ., d,, addieren zéhlen wir jede der m Kanten zweimal
(da jede Kante zwei Randknoten besitzt):

i=1

Da die rechte Seite der Gleichung eine gerade Zahl ist, muss es auf der linken Seite geradzahlig
viele ungeradzahlige Terme geben. °

Idee Es seien uq,...,us, die Knoten ungeraden Grades in 7. Ergéinze T zu einem Eu-
ler’schen Graphen, indem Du k ,,Heiratskanten* hinzufiigst, die die Knoten u; ,,perfekt
verheiraten“. Wihle hierzu k& Heiratskanten mit minimalem Gesamtgewicht (ein soge-
nanntes , Minimum Weight Perfect Matching“, welches in Polynomialzeit berechenbar
ist).

Hieraus ergibt sich der folgende von Christofides vorgeschlagene PTAA:

1. Gegeben die n-Clique (bestehend aus den n Knoten) mit Kantengewichten d; ;, berech-
ne einen minimalen Spannbaum 7.

2. Ergénze T (wie soeben beschrieben) durch ein ,Minimum Weight Perfect Matching*
fiir seine Knoten ungeraden Grades zu einem Euler’schen Graphen T".

3. Konstruiere eine Euler-Tour durch 7" und gib diese, nach Streichung aller Duplikate,
als Rundreise aus.

Beispiel 8.4 Der Baum T aus Abbildung 6 hat 6 Knoten ungeraden Grades, ndmlich die
Knoten 1,4,6,8,9,10. Wenn wir zum Beispiel die Matchingkanten {1,8},{4,10},{6,9} zu T

hinzufiigen®?, entsteht ein Euler’scher Graph. Eine Euler-Tour wire zum Beispiel
3,5,8,1,5,7,10,4,9,6,9,2,3 bzw. 3,5,8,1,7,10,4,9,6,2

nach Streichung von Duplikaten.

31 Auf einer ,Random Access Maschine“ kénnen wir ,,Polynomialzeit* durch ,Linearzeit“ prizisieren.
32Die Kante {6,9} gibt es jetzt zweimal, nimlich einmal als Baum- und ein weiteres Mal als Matchingkante.
Mehrfachkanten sind hier zugelassen!
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Satz 8.5 Der von Christofides konstruierte PTAA fiir TSP hat die Giite 1.5.

Beweis Die (im Folgenden naher ausgefiihrte) zentrale Beweisidee ist in Abbildung 8 ver-
anschaulicht. Es sei R, eine optimale Rundreise der Léange ¢(R.). Wir wissen bereits, dass
¢(R,) > ¢(T). Der Algorithmus von Christofides konstruiert eine Rundreise R der Lénge
c(T)+c(M), wobei M das ,,Minimum Weight Perfect Matching® bezeichnet und ¢(M) das Ge-
samtgewicht der dabei beteiligten Kanten. Die Giite 1.5 ergibt sich, wenn wir ¢(R,) > ¢(M)/2
nachweisen konnen. Zu diesem Zweck sei R sie Subtour von R,, die resultiert, wenn wir

Knoten geraden Grades in R, auslassen. R, enthilt 2k Kanten, sagen wir eq, ..., ey. Offen-
sichtlich bildet sowohl {ey, e, ..., eqr_1} als auch {eq, ey, . .., e} ein perfektes Heiratssystem
fiir die Knoten wq, us, . . ., ug,. Somit gilt

c(R.) = c(R,) = 2¢(M)

was den Beweis abschlief3t. °

Abbildung 8: Die zwei in der Subtour von R* enthaltenen perfekten Heiratssysteme: Knoten
ungeraden Grades in T sind geschwérzt; Matchingkanten sind im Fettdruck gezeichnet)

8.2 Approximierbarkeit von ,,Vertex Cover*
Vertex Cover (VC) ist folgendes Problem:
Eingabeinstanz: ein Graph G = (V, E)

Frage: Ermittle eine moglichst kleine Knotenmenge C' C V' (genannt ,, Vertex Cover*), mit
der sich alle Kanten kontrollieren lassen, d.h., jede Kante des Graphen hat mindestens
einen ihrer beiden Randknoten in C.
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Beim entsprechenden Entscheidungsproblem ist zusétzlich eine Schranke £ € N gegeben und
es wird gefragt, ob sich alle Kanten in G mit k& (oder weniger) Knoten kontrollieren lassen.

Theorem 8.6 FEs gibt einen PTAA der Giite 2 fiir VC.

Proof Betrachte folgenden PTAA:

1. Berechne ein inklusionsmaximales Matching M C E in G, d.h., M C FE ist eine
Kollektion knotendisjunkter Kanten, aber jede Kante in £\ M hat einen Randknoten
mit einer Kante aus M gemeinsam (so dass sich das Matching M nicht erweitern ldsst).

2. Sei C' die Menge der Randknoten der Kanten aus M. Gib C aus und stoppe.
Die folgendenBeobachtungen zeigen, dass tatsdchlich ein PTAA der Giite 2 vorliegt:

1. Jede Kante aus M wird von zwei Knoten aus C kontrolliert. Da M inklusionsmaximal
ist, wird jede Kante aus F'\ M von einem Knoten aus C' kontrolliert.

2. Da M ein Matching ist, gilt |C| = 2|M].

3. Da M ein Matching ist, kann kein Knoten mehr als eine Kante in M kontrollieren.
Daher besteht ein kleinstmogliches Vertex Cover fiir G aus mindestens |M/| Knoten.

Die erste Beobachtung zeigt, dass C' ein Vertex Cover fiir G ist. Die letzten beiden Beobach-
tungen zeigen, dass der skizzierte PTAA die Giite 2 besitzt. °

8.3 Approximierbarkeit von KNAPSACK

Sahni hat 1975 folgende PTAAs A;, fir KNAPSACK (Eingabe: Gewichte wy, .. ., w,, Profite
P1,- -, pn und Gewichtsschranke W) vorgeschlagen:

1. Sortiere die n Objekte nach ihrer , Profitrate“, so dass p1/wy > -+ > p, /w,.

2. Zu jeder Teilmenge I C {1,...,n} mit |I| < k bestimme ihr Gesamtgewicht W (I) =
> ie; w; und den durch sie realisierten Profit P(I) = 3., p;.

3. Fir jedes I mit mit |/| < k und W (I) < W bestimme einen ,Kandidatenrucksack*
R(I), in den zunéchst die durch I bestimmten Objekte aufgenommen werden, um ihn
danach (unter Beachtung der Gewichtsschranke) mit anderen Objekten aufzufiillen.
Beim Auffiillen erhalten Objekte mit hoherer Profitrate hohere Prioritét.

4. Wihle schliellich den profitabelsten Kandidatenrucksack.

Beispiel 8.7 Wir betrachten eine Eingabeinstanz fiir KNAPSACK mit n = 8 Objekten und
Gewichtsschranke W = 110. Sowohl die weiteren Eingabeparameter als auch der Beispiellauf
von Ag sind aus folgender Tabelle ersichtlich:
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l 11 2| 3| 4| 5| 6| 7 8
pi || 111 21| 381| 33| 43|53|85| 65
w; 11 11|21]23|33]43|45| 55
b; 1) 1| 1| 1| 1| 0| 0 0
Ws || 1112|33]56|89|89|89| 89
Py 159

Hierbei ist folgendes zu beachten:
- Die Eingabeparameter sind bereits nach absteigender Profitrate sortiert.

- b; bezeichnet ein Indikatorbit, welches mit dem Wert 1 anzeigt, dass Objekt i in den
Rucksack gesteckt wurde.

- Wy ist eine dynamische Variable, die on-line das bisher akkumulierte Gewicht mitzdhlt.
Mit Hilfe von Wy, kann entschieden werden, ob das ndchste inspizierte Objekt ohne
Uberschreitung der Gewichtsschranke W = 110 in den Rucksack gesteckt werden kann.

- Px bezeichnet in entsprechender Weise den akkumulierten Profit. Da uns hier nur der
endgiiltige Wert interessiert, haben wir die Zwischenergebnisse nicht angegeben.

Wir halten als Ergebnis fest, dass Ay die Lisung 1y = {1,2,3,4,5} mit Profit 139 (und
Gewicht 89) berechnet.

Betrachten wir nun einen Beispiellauf von A;. Es sei daran erinnert, dass I mit |I| =k
die Menge der Objekte (bestehend aus 1 Objekt im Falle k = 1) bezeichnet, die vorab in
den Rucksack gesteckt werden. Da Agy die Objekte 1,2,3,4,5 ausgewdhlt hat, wiirden die Bei-
spielldufe mit I = {1},{2},{3},{4}, {5} nur das Ergebnis Iy = {1,2,3,4,5} reproduzieren.
Wir kénnen uns also auf die Kandatenrucksicke R(I1) mit I = {6},{7},{8} beschrinken.
Diese drei Beispielldufe sind in den folgenden Tabellen zu sehen (wobei die Eintragungen fir
das vorab in R(I) aufgenommene Objekt zur besseren Kenntlichkeit fett gedruckt sind):

i | 6] 1] 2] 3] 4] 5] 7] 8
pi || 53| 11| 2131|3343 55| 65
w, | 43 1] 11] 21| 23] 33| 45| 55
b, | 1| 1| 1] 1| 1] o] o] o0
Ws | 4344 55| 76| 99| 99| 99| 99
P 149

pi |95 | 11| 21|31 33| 48| 53| 65
w; || 45| 1| 11]21| 23| 33| 43| 55

Ws || 45 | 46 | 57| 78 | 101 | 101 | 101 | 101
Py, 151
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i 8] 1] 2] 3] 41 5] 6] 8
pi | 65| 11|21 31|33|43|53| 55
w; | 55| 1| 11| 2123|3343 45
b, | 1| 1| 1] 1| 0] o] o] o0
Ws | 55 | 66| 67| 88| 88| 88| 88| 88
P 118

Der beste Kandidatenrucksack (und somit die Ausgabe von A;) ist R({7}). Er enthdlt die
Objekte 1,2,3,4,7 und erzielt einen Profit von 151 (bei einem Gewicht von 101). Man tiberlegt
sich leicht, dass die optimale Lésung die Objekte 1,2,3,5,6 in den Rucksack steckt. Sie
erzielt einen Profit von 159 (bei einem Gewicht von 109). Algorithmus Ay hdtte die optimale
Bepackung des Rucksackes beim Beispiellauf mit I = {5,6} aufgespiirt.

Der Algorithmus Ay geht im Prinzip nur Profitraten-basiert vor (da er vorab in den Ruck-
sack nur ,die leere Menge packt“ und ihn danach Profitraten-basiert auffiillt). Anhand von
yteuflisch® ausgewéhlten Eingabeinstanzen lasst sich zeigen, dass Ay keine konstante Giite
¢ mit ¢ < oo besitzt. Wenn allerdings , kleine Engelchen® die Eingabeinstanzen auswiéhlen,
dann ist Ay gar nicht so iibel:

Lemma 8.8 Die Objekte 1,...,n seien absteigend nach Profitrate sortiert. Falls die Einga-
beinstanz die Bedingung

J
Fjef{l,on}: Y wi=W (14)
=1

erfillt, dann packt Ay einen optimalen Rucksack.

Beweis Wir diirfen o0BdA annehmen, dass alle Gewichte echt positiv sind. Dann ist der
Index j mit 2521 w; = W eindeutig bestimmt und Ay packt den Rucksack R*, der genau die
Objekte 1,..., 7 enthélt. Setze r = p;/w;. Fiir i = 1,...,n setze p;, = r - w;. Offensichtlich
gilt p; < p; fiir alle 7+ < j, p} = p; und p} > p; fiir alle 7 > j. Wir zerlegen p; geméfl p; =
P+ (p; —p;) und betrachten p/ als den , Basisprofitwert* und p; — p} als den ,, Extraprofitwert“
des Objektes . Fiir ¢ < j sind die Extrapofitwerte nicht-negativ; fiir ¢ > 5 sind sie nicht-
positiv. Die Basisprofitraten p;/w; sind fiir alle i € [n] identisch zu r. Daher erzielt ein
Rucksack R mit Gesamtgewicht W(R) < W den Basisprofit rW(R) < rW. Damit ist IV
der maximal erzielbare Basisprofit. Offensichtlich gilt: der von A, gepackte Rucksack R*
erzielt den maximalen Basisprofit I/ und sein Extraprofit ist identisch mit der Summe aller
nicht-negativen Extraprofitwerte. Hieraus folgt umittelbar, dass R* ein optimal gepackter
Rucksack ist. °

PTAA A, mit £ > 1 kommt auch mit Eingabeinstanzen ganz gut zurecht, die sich ein
, Teufel“ ausgedacht hat:

Satz 8.9 Ay ist ein PTAA fir KNAPSACK der Giite 1 + 1/k.
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Beweis Es bezeichne [, die Indexmenge eines profitabelsten Rucksackes R, mit Profit P, =
> icr, Di- Falls |I| < k, dann wire R, einer der Kandidatenrucksicke von A;. In diesem
Fall wiirde A; den maximalen Profit erzielen. Fiir die weitere Diskussion konnen wir uns
also auf den Fall |I,| > k + 1 konzentrieren. Wir indizieren die Objekte so um, dass I, =
{1,...,k,k+1,...,k + 1}, wobei die Objekte 1,...,k die k profitabelsten Objekte in R,
seien. Weiterhin seien die Objekte £+ 1, ...,k + [ absteigend nach ihrer Profitrate geordnet.
Dal,..., k die k profitabelsten Objekte in R, sind und da auch k+1,...,k+[ zu R, gehoren,
folgt

k
1 P,
Ya=1....1: < — i | < . 15
3o pk+)\_k+1<pk+>\+;p>_k+l (15)

Wir betrachten nun den Kandidatenrucksack R(/) mit I = {1,...,k}. Dieser Rucksack
enthélt von vorne herein die Objekte 1,..., k mit Gesamtgewicht W, := Zle w; und Ge-
samtprofit Py = 3% | p;. Wir wollen den von R(I) auf R := {k +1,...,n} erzielten Profit
mit P, — P, vergleichen. Beachte, dass A, auf R beziiglich Gewichtsschranke Wr = W — W,
Profitraten-basiert vorgeht (so wie Algorithmus Ag). Es bezeichne k+ X € {k+1,...,k+1}
den kleinsten Index eines nicht in R(/) aufgenommenen Objektes (den es geben muss, wenn
R(I) und R, nicht iibereinstimmen, was wir oBdA annehmen). Weiterhin bezeichne I’ die
Menge der Objekte aus R, die sich zum Zeitpunkt der Inspektion von Objekt k& + X in R(I)
befinden, so dass Ay auf R mindestens den Profit P’ :=3"._,, p; erzielt (und damit insgesamt
mindestens den Profit Py + P’). Da Objekt k£ + A\’ nicht in R(I) aufgenommen wurde, muss

W' = Wr+N T Zwi > Wg
ier
gelten. Beziiglich Gewichtsschranke W’ an Stelle von Wy wire folgendes geschehen:

- Ay hétte Objekt k4 A ebenfalls aufgenommen (und damit Gewichtsschranke W' genau
erreicht).

- Geméf Lemma 8.8 wire I' U {k + X'} eine optimale Losung auf der Objektmenge R
beziiglich der Gewichtsschranke W' gewesen.

Hieraus folgt nun, dass

P,

(15)
P.— P <P < P
0 S 4 Pryy S +k:+1 ;

woraus sich mit einer leichten Rechnung P./(Py + P’) < 1+ 1/k ergibt. Da der von R([)
erzielte Profit mindestens Py + P’ betrigt, ist der Beweis jetzt abgeschlossen. °

Anhand von ,,teuflisch“ ausgewéhlten Eingabeinstanzen fiir KNAPSACK lisst sich zei-
gen, dass Ay mit £ > 1 keine konstante Giite ¢ mit ¢ < 1+ 1/k besitzt.
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Der Algorithmus Ay, ist fiir jede Konstante k£ polynomiell zeitbeschréinkt. Wie aber ist die
Abhéngigkeit der Zeitschranke von dem Giiteparameter k733 Die Antwort ist etwas frustrie-
rend: allein schon die Anzahl der Kandidatenrucksécke (sprich: die Anzahl aller Teilmengen
I C{1,...,n} mit |I| < k) ist proportional zu n*. Die Laufzeit wiichst also exponentiell
mit k. Das Approximationsschema von Sahni ist daher nur fiir kleine Werte von k praktika-
bel.

Definition 8.10 FEin Algorithmus A fiir ein Optimierungsproblem I1, der neben der eigentli-
chen Eingabe einen zusdtzlichen Eingabeparameter k erhdlt und fir festes k einen PTAA Ay
der Giite 1 + 1/k fir 11 reprasentiert, heifit volles Approximationsschema, wenn sich seine
Laufzeit nach oben durch ein bivariates Polynom in der Eingabelinge N und in k beschrdnken
ldsst.

Ibarra und Kim haben 1975 mit einer Technik namens ,, Rounding and Scaling* ein volles
Approximationsschema fiir KNAPSACK entworfen. Wir skizzieren im Folgenden die Grundi-
dee hiervon. Es bezeichne P, = """ | p; die Summe aller Einzelprofite, P, den vom optimalen
Rucksack erzielten Profit, py., := max;—; _,p; den maximalen Profit-Zahlparameter und
N die Kodierungslénge der Eingabeinstanz E. Trivialerweise gilt N > n, da jede Eingabein-
stanz 2n + 1 Zahlparameter enthélt. Wir nehmen im Folgenden oBdA an, dass kein Objekt
ein W iiberschreitendes Gewicht hat. Folglich gilt P, > p... Zweifellos gibt es einen pseu-
dopolynomiellen Algorithmus A, der eine zweidimensionale Tabelle T' = (T'[4, j])1<i<n.1<j<P,
ausfiillt, so dass T'[7, j| das minimale Gewicht ist, mit welchem sich ein Profit von mindestens
j durch eine geeignete Auswahl aus den Objekten 1,...,7 erzielen ldsst (bzw. T, j] = oo,
falls p; + -+ - p; < j). Eine geeignete Implementierung dieses Algorithmus (dynamisches Pro-
grammieren) hat eine Laufzeit, welche polynomiell von N und in p,,,, abhédngt. Aus der
n-ten Zeile von T" kann man leicht den maximal moglichen Profit P, ablesen. Algorithmus
A ist leider nur pseudopolynomiell, weil p,,,. exponentiell grofl in Abhéngigkeit von N sein
kann. Nun ist der Moment gekommen, in dem ,, Rounding and Scaling* ins Spiel kommt. Wir
skalieren die Eingabeinstanz E (mit eventuell riesenhaftem p,,4,) um den Faktor

Pmaa P,
K = < 1
Gt Un = (it D (16)

herunter, indem wir die Parameter p; durch

om (2] < 25 < ks i

ersetzen.? Wir bezeichnen die neue Eingabeinstanz mit £’. Der PTAA von Ibarra und Kim,
im folgenden mit A bezeichnet, geht vor wie folgt:

33Genau genommen sollten wir hier einen uniformen Algorithmus A betrachten, der %k als zusitzlichen
Eingabeparameter erhélt und dann vorgeht wie Ay.

34Grundsitzlich gilt, dass hohe Werte von K die Laufzeit verbessern, aber die Giite verschlechtern (und
umgekehrt fiir niedrige Werte von K'). Die Wahl von K ist somit ein Balance-Akt.
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1. Berechne aus Eingabeinstanz E mit den Parametern py,...,p,;wy, ..., w,; W und dem
zusétzlichen Eingabeparameter & die Eingabeinstanz £’ mit den geméfl (16),(17) be-
rechneten Parametern pi,...,p) anstelle von py, ..., p,.

2. Wende den pseudopolynomiellen Algorithmus A" auf £’ an und lies aus der resultie-
renden Tabelle T" eine optimale Losung I C {1,...,n} von E’ ab.

3. Gib I als Losung fiir die urspriingliche Eingabeinstanz E aus.

Satz 8.11 Der Algorithmus A von Ibarra und Kim ist ein volles Approximationsschema fiir

KNAPSACK.

Beweis Wir beginnen mit der Zeitanalyse. Die Laufzeit wird dominiert durch die Berechnung
der optimalen Losung [ fiir die Eingabeinstanz E’ unter Anwendung des pseudopolynomiellen
Algorithmus’ A’. Dies kostet grofienordnungsméfig poly(N, ppae./K) < poly(N, (k + 1)n)
viele Schritte, woraus sich wegen n < N eine in N und k polynomiell beschrankte Rechenzeit
ergibt.

Abschlielend berechnen wir den von I erzielten Profit und vergleichen ihn mit P,. Bezogen
auf Eingabeinstanz F bzw. E’ erzielt I den Profit

Pe=Y pibow. Pp =3 pl= Lﬁjgf@.
2 zyazw g égp z;}{ -

Es ist nicht schwer zu zeigen, dass P, < K Pg:+ Kn. Offensichtlich unterhalten dann Pg, P,
und Pg die Beziehung

Nun ergibt sich die Giite 1 + 1/k durch eine einfache Rechnung aus

pma.’l‘ P*
Pp>P — Kn=p, — Pme S p .
B = " k+1— it 1

8.4 NP-harte Approximation

Einige Optimierungsprobleme (wie zum Beispiel KNAPSACK) erlauben (volle) Approxima-
tionsschemata, andere (wie zum Beispiel TSP) besitzen nicht einmal konstante Giitegaran-
tien (sofern P # NP). Wo liegen die theoretischen Grenzen fiir die Giite von PTAAs fiir
ein gegebenes Optimierungsproblem? In diesem Abschnitt gehen wir dieser Frage nach und
lernen ein paar Techniken zum Nachweis der Nichtapproximierbarkeit kennen.

Als erste Basistechnik zum Nachweis der Nichtapproximierbarkeit eines Optimierungs-
problems besprechen wir die Herstellung einer ,,mupltiplikativen Liicke (multiplicative gap)*“
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in Bezug auf den zu optimierenden Parameter. In Verbindung mit TSP hatten wir diese
Technik bereits kennen gelernt: falls P # NP, dann besitzt TSP keine konstante Giitegaran-
tie. Wie hatten wir dieses Resultat erzielt? Wesentlich bei der verwendeten Reduktion von
HC auf TSP war die folgende Eigenschaft:

Wenn der gegebene Graph G = (V| E) einen Hamilton’schen Kreis besitzt, dann erlaubt die
von G induzierte Kostenmatriz eine Rundreise mit Kosten n = |V|. Gibt es jedoch keinen
Hamilton’schen Kreis, dann betragen die Kosten der besten Rundreise mindestens kn + 1.
Die Liicke zwischen den Kostenparametern n und kn + 1 erlaubt den Schluss:

Wenn ein Algorithmus fiir TSP die Giite k besitzt, dann kann er (ohne wesentlichen Effizi-
enzverlust) dazu benutzt werden, HC' exakt zu losen.

Die meisten Nichtapproximierbarkeitsresultate beruhen auf einer polynomiellen Reduktion,
welche eine multiplikative Liicke (im eben beschriebenen Sinn) herstellt. Einfache Beispie-
le hierfiir ergeben sich durch Optimierungsprobleme, die bereits fiir eine konstante Kosten-
bzw. Profitschranke NP-hart sind. Diese erlauben die Herstellung einer multiplikativen Liicke
auf triviale Weise. Wir demonstrieren dies anhand von COLORABILITY:

Bemerkung 8.12 Fulls P # NP, dann kann kein PTAA fir COLORABILITY eine kon-
stante Giite unterhalb von 4/3 besitzen.

Beweis Das Graphenfiarbungsproblem ist bereits fiir Kostenschranke 3 (3-COLORABILITY)
NP-vollsténdig. Ein PTAA der Giite ¢ < 4/3 kann benutzt werden, um die Frage der 3-Férb-
barkeit eines gegebenen Graphen exakt zu 16sen. Falls ein solcher Algorithmus existierte, wére
P = NP. °

Vollig analog ergibt sich der

Satz 8.13 Unter der Voraussetzung P # NP qilt folgendes. Wenn ein Minimierungspoblem
(bzw. Mazimierungsproblem) 11 bereits mit konstanter Kostenschranke k NP-hart ist, dann
kann kein PTAA fir Il eine konstante Giite unterhalb von (k+1)/k (bzw. k/(k—1)) besitzen.

Als zweite Basistechnik verwenden wir den Nachweis der starken NP-Hérte. Es gelten
néamlich folgende Resultate:

Satz 8.14 Es sei Il ein Optimierungsproblem mit einem natirlich-zahligen Optimierungs-
parameter und der Figenschaft, dass der Wert C.(E) einer optimalen Losung fiir Eingabein-
stanz E polynomiell in der Kodierungslinge N(E) und in dem maximalen in E vorkommen-
den Zahlparameter M (E) nach oben beschrdankt sind. Dann kann ein volles Approximations-
schema fiir 11 in einen pseudopolynomiellen Algorithmus fir 11 transformiert werden.

Beweis Wir beschrianken uns auf die Betrachtung von einem Minimierungsproblem II. Der
Beweis fiir Maximierungsprobleme ldsst sich analog fiihren.
Nach Voraussetzung gibt es ein Polynom ¢ mit der Eigenschaft

C.(E) < q(N(E), M(E))
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fiir alle Eingabeinstanzen E von II und ein volles Approximationsschema A fiir II. Der
korrespondierende pseudopolynomielle Algorithmus A’ (zur exakten Losung von IT) geht auf
Eingabeinstanz E vor wie folgt:

1. k= q(N(E), M(E)).

2. Wende A auf Eingabeinstanz F und Genauigkeitsparameter & an und erhalte eine
Losung mit Kosten C(E) < (1 + 1/k)C.(E).

Da die Laufzeit von A polynomiell in N(F) und k beschrénkt ist, ist die Laufzeit von A’
polynomiell in N(E) und M(E) beschrénkt (pseudopolynomielle Laufzeit). Offensichtlich
gilt

Ci(E) Ci(E)

CB) = CAE) < == = iinE), (E) =

Aus C(F),C.(E) € Ny folgt C(E) = C.(E). o

Folgerung 8.15 Fulls P # NP, dann kann ein stark NP-hartes Optimierungsproblem (mit
polynomiell in N(E) und M(E) beschrinktem Wert einer optimalen Lisung) kein volles
Approximationsschema besitzen.

Geméf Satz 8.14 ldsst sich ein volles Approximationsschema in einen pseudopolynomiellen
Algorithmus transformieren. Zumindest fiir den Spezialfall von KNAPSACK haben Ibarra
und Kim die Umkehrung dieses Satzes demonstriert, indem sie (mit der Technik des ,, Roun-
ding and Scaling®) einen pseudopolynomiellen Algorithmus in ein volles Approximations-
schema transformiert haben. Obschon es kein ,,Metatheorem* gibt, welches die Konstruktion
von Ibarra und Kim auf beliebige pseudopolynomiell 16sbare Optimierungsprobleme verall-
gemeinert, ist die Technik des ,Rounding and Scaling® in vielen Féllen (dhnlich wie bei
KNAPSACK) erfolgreich anwendbar.

Approximation bis auf eine ,,additive Konstante“? Wir haben Approximatiosnal-
gorithmen kennen gelernt, die das Optimum bis auf einen konstanten Faktor treffen. Starker
wiéren freilich mathematische Giitegarantien, das Optimum bis auf eine additive Konstante
zu treffen. Ist so etwas denkbar? Die Antwort lautet fiir fast alle natiirlichen Optimierungs-
probleme NEIN. Wir demonstrieren dies an zwei Beispielen:

Bemerkung 8.16 Fulls P # NP, dann kann es keinen PTAA A fir KNAPSACK mit einer

Giitegarantie von der Form
dk e N,VE: Cu(F)—Ca(E) <k

geben, wobei C,(E) den auf Eingabeinstanz E maximal erzielbaren Profit bezeichnet und
Ca(E) den vom Algorithmus A auf E erzielten Profit.

Beweis Angenommen es géibe einen PTAA A mit einer solchen Giitegarantie. Dann wiirde
der folgende Algorithmus A” KNAPSACK in Polynomialzeit optimal lésen:
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1. Es sei E’ die aus F resultierende Eingabeinstanz, wenn wir alle Profitparameter um
den Faktor k + 1 hochskalieren (also mit k£ 4 1 multiplizieren).

2. Wende A auf E' an und erhalte eine Auswahl I der in den Rucksack gepackten Ob-
jekte, deren Gesamtprofit vom maximal erzielbaren Profit additiv nur um maximal k
abweicht.

3. Gib [ als Losung fiir die urspriingliche Eingabeinstanz E aus.

Beachte, dass die Probleme E und E’ ,;isomorph® sind: Korrespondierende Eingabeparame-
ter und Gesamtprofite von korrespondierenden Losungen unterscheiden sich immer nur um
den Faktor k+ 1. Eine optimale Losung fiir E’ ist demnach auch eine optimale Losung fiir E.
Da in £’ nur Zahlen auftauchen, die Vielfache von k + 1 sind, ist ,,vom Profit einer optima-
len Losung additiv um maximal k& abweichen” gleichbedeutend mit ,einen optimalen Profit
erzielen“. Somit ist A" ein Optimierungsalgorithmus fiir KNAPSACK (der offensichtlich in
Polynomialzeit arbeitet) und es folgt P = NP. °

Der Beweis war darum so leicht, weil ein Zahlenproblem vorlag und wir alle Zahlparameter
einfach mit einer geeigneten Konstante multiplizieren konnten. Wie sieht es aber bei rein
kombinatorischen Problemen aus? Die Antwort lautet GENAU SO, was wir an dem NP-
vollstandigen Problem PLANAR IS (= Independent Set eingeschrinkt auf planare Graphen)
illustrieren:

Bemerkung 8.17 Fulls P # NP, dann kann es keinen PTAA A fiir PLANAR IS mit einer
Giitegarantie von der Form

Jk e N,VE : P.(G) — Pa(G) < k

geben, wobei P,(G) die maximale Anzahl paarweise unabhdngiger Knoten im Eingabegraphen
G bezeichnet und Pa(G) die Mdchtigkeit der von Algorithmus A konstruierten unabhdingigen
Menge in G.

Beweis Gehe vor wie bei KNAPSACK, aufler dass die Transformation von G in G’ die
Technik der , kombinatorischen Multiplikation“ verwendet: G’ besteht aus k + 1 disjunkten
Kopien von G. Die weitere Argumentation kann aufgebaut werden wie bei dem entsprechen-

den Nachweis fiir KNAPSACK. °

Da fast alle natiirlichen Optimierungsprobleme die , kombinatorische Multiplikation“ der
Eingabeinstanz mit einer Konstanten (sprich: die Vervielfiltigung der Eingabeinstanz) er-
lauben, sind , additive Giitegarantien* im Prinzip nicht erreichbar.

8.5 Komplexititsklassen fiir Optimierungsprobleme

Es bezeichne NPO die Klasse aller Optimierungsprobleme, die durch eine polynomiell ve-
rifizierbare Relation und eine polynomiell auswertbare Wertefunktion gegeben sind. APX
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bezeichne die Probleme aus NPO, die einen PTAA konstanter Giite besitzen (die soge-
nannten , approximierbaren“ Probleme). PTAS bezeichne die Probleme aus NPO, die ein
Approximationsschema besitzen. Schliefilich bezeichne FPTAS die Probleme aus NPO, die
ein volles Approximationsschema besitzen (wie zum Beispiel KNAPSACK). Es ergibt sich
die Hierarchie

FPTAS C PTAS C APX C NPO

die unter der Voraussetzung P # NP echt ist:

1. ,Independent Set“ eingeschriankt auf planare Graphen gehort zu PTAS (ohne Beweis).
Da es sich hier nicht um ein Zahlenproblem und daher automatisch um ein stark
NP-vollstdndiges Problem handelt, kann es aber geméafl Folgerung 8.15 kein volles Ap-
proximationsschema geben.

2. Probleme wie ,,Bin Packing®, , Vertex Cover“, und , Metrisches TSP* besitzen je-
weils ein PTAAs konstanter Giite, aber kein Approximationsschema (was mit Hilfe
des berithmten PCP-Theorems gezeigt werden kann).

3. Probleme wie ,Set Cover“, , Graphenfirbung“ und CLIQUE besitzen keine PTAAs
einer konstanten Giite (was ebenfalls mit dem PCP-Theorem gezeigt werden kann).

Das angesprochene PCP-Theorem und seine Bedeutung fiir die Theorie der Approximations-
algorithmen werden wir evtl. zu einem spéteren Zeitpunkt der Vorlesung besprechen.

Fiir die Klassen NPO und APX lassen sich mit Hilfe eines geeigneten Reduktionsbegriffes
vollstdndige Probleme (also schwerste Vertreter ihrer Klasse vom Standpunkt der Appro-
ximierbarkeit) ausfindig machen. Die uns bekannten Reduktionsbegriffe sind hierfiir nicht
geeignet. Man braucht vielmehr eine Art ,approximationserhaltende“ Reduktion. Populére
approximationserhaltende Reduktionen sind die sogenannten AP- bzw. L-Reduktionen. Wir
werden darauf evtl. in einem spéteren Stadium der Vorlesung nochmals zuriickkommen. An-
sonsten sei auf die Webseite

www.nada.kth.se/ viggo/problemlist/compendium.html
verwiesen, die von Viggo Kann gepflegt wird. Sie enthélt zu einer grofien Liste von grundle-
genden Optimierungsproblemen die neuesten ,,guten und ,schlechten“ Nachrichten (sprich:
verbesserte PTAAs bzw. verbesserte Nachweise der inhérenten Nichtapproximierbarkeit). In
einigen Fillen konnte die magische Schwelle kqy fiir die bestmogliche Giite exakt bestimmt
werden.

9 Parametrisierte Komplexitét

Es sei daran erinnert, dass ein ,Vertex Cover“ eines Graphen G = (V, E) eine Teilmenge
C C V der Knotenmenge ist, die von jeder Kante e € E mindestens einen Randknoten
enthélt. Mit Hilfe der Knoten aus C' kann man gewissermaflen alle Kanten des Graphen
kontrollieren. Es sei weiter daran erinnert, dass eine unabhéngige Menge (independent set)
eines Graphen G = (V| E) eine Teilmenge U C V der Knotenmenge ist, die aus paarweise
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nicht benachbarten Knoten besteht. Im Gegensatz dazu ist eine Clique in G ist eine Teilmenge
U C V der Knotenmenge, die aus paarweise benachbarten Knoten besteht. Offensichtlich
gilt folgendes:

e U ist eine Clique in G = (V, E) gdw U eine unabhiingige Menge in G = (V, E) =
(V,(V x V) \ E) ist. Daher ergibt sich mit der Reduktionsabbildung (G, k) ~ (G, k)
die Karp-Reduktion CLIQUE <, IS: eine Clique der Gréfle k in G wére nadmlich eine
unabhingige Menge der Grofie k in G und umgekehrt. Die NP-Hirte von CLIQUE
verberbt sich somit auf IS.

e U ist eine unabhiingige Menge in G = (V, E) gdw U = V \ U ein Vertex Cover in G
ist. Daher ergibt sich mit der Reduktionsabbildung (G, k) — (G, |V| — k) die Karp-
Reduktion IS <, VC: eine unabhéngige Menge der Gréfie £ in G' liefert und mit ihrem
Komplement nédmlich ein Vertex Cover der Groe |V| — k in G und umgekehrt. Die
NP-Hérte von IS vererbt sich daher auf VC.

In Bezug auf Bezug auf Entscheidungs- oder Optimierungsalgorithmen sind CLIQUE, IS
und VC isomorphe® Probleme. Wir wissen bereits, dass dies in Bezug auf Approximations-
algorithmen falsch ist, da VC zur Klasse APX der (mit Giite 2) approximierbaren Probleme
gehort, wohingegen IS (unter der P # NP Voraussetzung) keine Approximationsalgorithmen
mit konstanter Giite zulésst. In diesem Abschnitt wird sich ein dhnlicher Gegensatz ergeben:
VC gehort zur Klasse FPT der sogenannten ,, Fest-Parameter behandelbaren® Probleme, wo-
hingegen ,, IS (unter der P # NP Voraussetzung) nicht zu FPT gehort. Die Aussage iiber IS
gilt entsprechend auch fiir das folgende Problem:

Dominating Set (DS) Knoteniiberwachung durch méglichst wenige Knoten

Eingabe Ein Graph G = (V, E) und eine Kostenschranke k&

Frage Kann man mit £ Knoten alle Knoten iiberwachen, d.h., existiert eine Teilmenge
D C V (genannt ,dominating set“) der Maximalgrofie k, so dass jeder Knoten
v € V' \ D mindestens einen Nachbarn in D besitzt.

Kommentar Dieses Problem findet Anwendungen bei der Uberwachung von Rech-
nern in einem Rechnernetz.

Oberflachlich betrachtet sind die Probleme VC und DS enge Verwandte, wie durch die
folgende polynomielle Reduktion unterstrichen wird:

Lemma 9.1 V(U <, DS.

Beweis Es sei (G, k) mit G = (V, E) eine gegebene Eingabeinstanz von VC. Wir verwenden
die (effizient berechenbare) Eingabetransformation (G, k) — (G’ k + n), wobei G’ aus G
durch die in Abbildung 9 dargestellte lokale Ersetzung hervorgeht.

Wie aus der Abbildung ersichtlich hat G' die Knotenmenge Vo U V3 U V4, U Ey (mit der
offensichtlichen Bedeutung von Vy, Vi, Vs, Ey). Die Kantenmenge von G’ ist ebenfalls leicht
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Abbildung 9: Lokale Ersetzung bei der polynomiellen Reduktion von VC auf DS.

aus der Abbildung abzulesen. Wir werden im Folgenden die Knoten aus V' mit den Knoten
aus V{ identifizieren. Der Beweis wird abgeschlossen durch die

Behauptung Es gibt genau dann ein Vertex Cover der Maximalgréfe k£ in GG, wenn es eine
Dominating Set der Maximalgroe k£ + n in G’ gibt.

Nehmen wir an, dass wir in G jede Kante mit Knoten aus U C V iiberwachen kénnen
und |U| < k. Dann kénnen wir in G’ jeden Knoten mit den Knoten aus U U V; iiberwachen.
Esgilt [UUVi|=|U|+n<k+n.

Nehmen wir an, dass wir in G’ jeden Knoten mit Knoten aus U’ C Vo, U Vi U Vo U Ej
tiberwachen konnen und |U’| < k+n. Wir konnen oBdA annehmen, dass in U’ keine Knoten
aufgenommen werden, die in ihrer ,, Uberwachungspotenz® von anderen Knoten dominiert
werden. Zum Beispiel ist v; ,,potenter® als vy, da v; die Knoten v, vy, vy iiberwacht und
vy lediglich die Knoten vq,v,. Somit gilt oBdA U’ NV, = (. Da andererseits alle Knoten
aus V5 iiberwacht werden miissen und v, nur von sich selbst oder von v; aus iiberwacht
werden kann, gilt V4 C U’. Durch V; werden bereits alle Knoten aus V iiberwacht, aber
noch keine Knoten aus Ey. Das Restproblem ist also auf die Uberwachung der Knoten aus
Ey zusammengeschrumpft. Unter diesen Bedingungen gilt fiir jede Kante e = {a, b}, dass ag
(bzw. by) ,,mindestens so potent“ ist wie ey. Knoten ag (bzw. by) kénnte ndmlich potenziell
neben ey noch weitere Knoten aus Ey iiberwachen. Wir kénnen also oBdA annehmen, dass U’
die Form U’ = V;UUy mit Uy C Vj hat, wobei die maximal & Knoten aus Uy die Uberwachung
von Ey gewéhrleisten. Es folgt, dass U = {v| vy € Up} ein Vertex Cover der Maximalgrofe &
in GG ist. °

Folgerung 9.2 DS ist NP-vollstindig.

In Abschnitt 9.1 werden wir die Fest-Parameter Behandelbarkeit von VC herausarbeiten.
In Abschnitt 9.2 prasentieren wir eine formale Definition der Klasse FPT und gehen auf den
dazu passenden Reduktionsbegriff ein, mit Hilfe dessen die Nichtmitgliedschaft von IS und
DS in FPT (unter der P # NP Voraussetzung) bewiesen werden konnte.
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9.1 Ein Fest-Parameter behandelbares Beispielproblem

Der Star dieses Unterabschnittes ist das Problem VC. Wir wollen im folgenden herausarbei-
ten, dass VC gegeniiber CLIQUE, IS oder DS eine Sonderrolle einnimmt.

Beginnen wir mit einer Gemeinsamkeit der genannten Probleme. Wenn wir die Kosten-
schranke k zu einer Konstanten einfrieren, dann werden Probleme von der Art CLIQUE,
IS, VC oder DS trivialisiert. Wir konnen ndmlich mit Exhaustive Search alle (Z) Teilmengen
U CV der Grofle k der Reihe nach durchmustern und jeweils auf die entsprechende Eigen-
schaft testen. Falls & eine von n = |V| unabhéingige Konstante ist, dann gilt (}) = O(n")
und wir erhalten eine polynomielle Zeitschranke.

Nun ist n* zwar ein Polynom, aber Q(n*) Rechenschritte sind fiir groBe Konstanten k
(selbst bei moderater Eingabelédnge n) nicht tolerierbar. Der Ansatz der parametrisierten
Komplexitéat ist zu iiberpriifen, ob nicht auch eine Zeitschranke der Form f(k)n¢ eingehalten
werden kann. Hierbei ist f eine beliebige, nur von & (aber nicht von n) abhéngige Funktion
und ¢ > 1 ist eine von n und k£ unabhéngige Konstante. Fiir konstantes £ und ¢ = 1 hétten
wir zum Beispiel eine lineare Laufzeitschranke vorliegen, im Vergleich zu n* eine radikale
Verbesserung. Fiir VC geht dieser Plan voll auf:

Satz 9.3 (Downey und Fellows, 1992) VC kann in O(2"n) Schritten (auf einer Random
Access Maschine mit uniformem Kostenmafs) geldst werden.

Beweisskizze Wir skizzieren nur die Idee, die den Faktor 2% ins Spiel bringt. Von jeder
Kante e = {v,w} enthélt ein Vertex Cover den Knoten v oder den Knoten w. Wir kénnen
daher einen bindren Entscheidungsbaum 7" aufbauen. Jeder Knoten von 7' représentiert ein
partielles Vertex Cover, das anfangs (im Wurzelknoten von 7') noch leer ist. Jede neue binére
Entscheidung fiihrt dazu, dass T sich an einem bisherigen Blattknoten z wieder binér ver-
zweigt und das von z reprasentierte partielle Vertex Cover um einen Knoten erweitert wird.
Um das Wachstum von 7' levelweise voranzutreiben, protokollieren wir an jedem Knoten z
die korrespondierende partielle Losung U, und die Menge der noch uniiberwachten Kanten
E.. Wir brechen den Wachstumsprozess von T an einem Blatt z ab, wenn (der Misserfolgsfall)
|U.| =k, E, # 0 oder wenn (der Erfolgsfall) E, = (). T braucht (wegen der Kostenschranke
k) nicht iiber Tiefe k hinaus wachsen und enthilt daher O(2*) Knoten. Falls T’ zu wachsen
aufhort, ohne dass der Erfolgsfall eingetreten ist, dann existiert kein Vertex Cover der Grofe
k. Im Erfolgsfall hingegen haben wir ein Vertex Cover der Maximalgrofle k& aufgespiirt. Der
Overhead, der an jedem Knoten von 7' zu leisten ist, ist polynomiell in n beschrinkt. Eine
verfeinerte Implementierung und eine genauere Analyse zeigen, dass eine Laufzeitschranke
der Form O(2*n) eingehalten werden kann. O

Die in diesem Beweis benutzte Datenstruktur trigt den Namen , beschrinkter Suchbaum
(bounded search tree)“. Eine weitere Schliisseltechnik ist die sogenannte ,,Reduktion auf
einen Problemkern®, deren Anwendung auf Vertex Cover zu folgendem Resultat fiihrt:

Satz 9.4 (Buss, 1989) VC kann in O(k* + n) Schritten (auf einer Random Access Ma-
schine mit uniformem Kostenmaf) geldst werden.
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Beweisskizze Wir skizzieren nur die Idee, die zu der ,additiven® Form f(k) + g(n) der
Zeitschranke fithrt. Die Reduktion auf den Problemkern von Vertex Cover mit fester Kos-
tenschranke k nutzt die folgenden offensichtlichen Tatsachen aus:

- Jeder Knoten von einem k iiberschreitenden Grad muss in das ,, Vertex Cover® C' auf-
genommen werden.

- Bei einem Graphen ohne isolierte Knoten ist jedes ,, vertex cover“ auch eine ,,dominating
set“. Wenn jeder Knoten maximal & Nachbarn hat und es gibt ein ,, Vertex Cover* (und
somit eine ,dominating set“) der Grofe &', dann kann es maximal &'(k + 1) Knoten
geben.

Dies legt folgenden Algorithmus nahe:

1. Teste, ob es mehr als & Knoten mit jeweils mehr als £ Nachbarn gibt. Falls JA, dann
kann es kein ,,Vertex Cover” der Grofle £ geben. Falls NEIN, dann nimm die p < k
Knoten mit jeweils mehr als & Nachbarn in das (anfangs leere) , Vertex Cover* C' auf,
reduziere die Kostenschranke auf &’ := k — p, entferne aus GG alle Knoten aus C und die
zu ihnen inzidenten Kanten sowie alle resultierenden isolierten Knoten (die zu einer
Uberwachung der Kanten des Restgraphen nichts beitragen kénnen) und erhalte so
den ,,Restgraphen“ G'.

2. Teste, ob G' mehr als &'(k + 1) Knoten enthélt. Falls JA, dann kann es in G’ kein
, Vertex Cover® der Groe £’ (und somit in G kein ,, Vertex Cover® der Grole k) geben.
Falls NEIN, dann mache weiter wie folgt.

3. Teste, ob G’ (ein Graph mit maximal k'(k 4+ 1) Knoten) ein ,,Vertex Cover* C” der

GroBe k' besitzt. Falls JA, dann gib C'UC" als ,, Vertex Cover® der Grofle k von G aus.
Falls NEIN, dann existiert kein ,, Vertex Cover* der geforderten Grofe.

Bei geschickter Implementierung kann die Reduktion auf den Problemkern (hier: die Berech-
nung des Restgraphen G’) in Linearzeit geschehen. Die Berechnung eines , Vertex Cover*
einer Grofle von maximal &' < k (sofern vorhanden) kann bei geschickter Implementierung
in O(k*) Schritten geschehen. Dies fiihrt zu der Zeitschranke O(k* + n). O

Folgerung 9.5 (Balasubramanian, Downey, and Fellows, 1992) VC kann in O(2"k>+
n) Schritten (auf einer Random Access Maschine mit uniformem Kostenmafs) gelost werden.

Beweis Reduziere zuerst auf den Problemkern und wende auf diesen die Methode mit den
beschrankten Suchbdumen an. °

Der folgende Satz stammt aus dem Jahre 2006 und liefert eine sehr komfortable Zeit-
schranke fiir Vertex Cover:
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Satz 9.6 — ohne Beweis —
VC kann in O (k‘n + 1.2738’“) Schritten (auf einer Random Access Maschine mit uniformem
Kostenmaf$) gelost werden.

Diese Schranke ist um eine ,,Galaxie“ besser als die Zeitschranke n* eines naiven Verfahrens!

Fiir welche Probleme auflerhalb von P lésst sich ein Parameter & dingfest machen, so dass
Losungsalgorithmen mit einer Zeitschranke der Form f(k)n® existieren? Fiir welche Probleme
existieren solche Parameter k£ nicht? Um diese Frage korrekt zu beantworten bedarf es einiger
abstrakter Definitionen, die den Kern der Fest-Parameter Behandelbarkeit herausarbeiten.

9.2 Probleme innerhalb und auflerhalb FPT

Definition 9.7 FEine Parametrisierung von X* ist eine in Polynomialzeit berechenbare Ab-
bildung k : X* — N.

Definition 9.8 FEin parametrisiertes Entscheidungsproblem (iber dem Grundalphabet )
st gegeben durch eine formale Sprache L C X* und eine Parametrisierung k von %,

Beispiel 9.9 Es bezeichne (G, k) € ¥* das Codewort (gemdfs einer vorgegebenen natiirli-
chen Kodierung) fiir ein Paar (G, k) mit einem Graphen G = (V, E) und einer natirlichen
Zahl k. Wir setzen dabei der Einfachheit halber voraus, dass jeder String aus ¥* als Code-
wort fir ein Paar (G, k) interpretiert wird. Es sei L die Menge aller Codewdérter fir Paare
(G, k) mit: es gibt eine Auswahl C C 'V wvon k Knoten aus V', so dass jede Kante von G
mindestens einen Randknoten in C' hat. Weiter sei k((G,k)) = k. Dann ist (L, k) ein pa-
rametrisiertes Entscheidungsproblem (und offensichtlich eine parametrisierte Variante von
, Vertex Cover®).

Definition 9.10 Fin fpt-Algorithmus fiir ein parametrisiertes Entscheidungsproblem (L, k)
ist ein Algorithmus, der das Wortproblem ,x € L7“ korrekt entscheidet und dessen Laufzeit
durch eine Funktion der Form p(|z|)- f(k(z)), mit einem Polynom p und einer berechenbaren
Funktion f, beschrdankt werden kann.

Definition 9.11 FPT ist definiert als die Klasse aller parametrisierter Entscheidungspro-
bleme, welche einen fpt-Algorithmus besitzen.

Bemerkung 9.12 Die Definition von FTP ist robust gegen einige Modifikationen. Zum
Beispiel dndert sich die Problemklasse FPT nicht, wenn wir Laufzeitschranken der Form
f(k) 4+ n (anstelle f(k)-n°) fordern (wie 1997 von Cai, Chen, Downey und Fellows gezeigt
wurde).

In der Vorlesung wurde gezeigt:

Bemerkung 9.13 Vertex Cover, mit der in Beispiel 9.9 beschriebenen Parametrisierung,
liegt in FPT.
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Obwohl wir im Rahmen dieser Vorlesung nicht ndher darauf eingehen konnen, sei be-
merkt, dass FPT eine sehr reichhaltige Klasse ist, und dass die Nachweise zur Mitgliedschaft
in FPT einige grundlegende Methoden und Tricks zum Algorithmenentwurf hervorgebracht
haben. Andererseits gibt es auch eine breite Palette von Problemen, die (vermutlich) nicht zu
FPT gehoren. In diese Kategorie der Fest-Parameter harten Probleme gehoren zum Beispiel
CLIQUE, IS und DS. Die Vermutung der Fest-Parameter Hérte eines Problems wird wieder
mit einem geeigneten Reduktionsbegriff gestiitzt. Anders als bei der Klasse NPC haben sich
aber mehrere harte Klassen gebildet, die oberhalb von FPT eine Hierarchie bilden. Auch
hierauf konnen wir im Rahmen dieser Vorlesung nicht néher eingehen. Wir definieren le-
diglich den Reduktionstypus, den man in der Fest-Parameter Komplexitétstheorie zugrunde
legen sollte:

Definition 9.14 FEs seien (L, k) und (L', k') zwei parametrisierte Entscheidungsprobleme.
Wir sagen (L, k) ist FPT-reduzierbar auf (L', K'), notiert als (L, k) <gn (L', K'), falls eine
Abbildung R : ¥X* — 3%, berechenbare Funktionen f,qg und ein Polynom p existieren mit:

1. Fiir allex € X* gilt: r € L< R(x) € L.
2. R(x) ist in Zeit p(|x|) - f(k(x)) berechenbar.
3. #'(f(2)) < g(r(x)).

Zum Beispiel ist die polynomielle Reduktion von CLIQUE nach IS (Ubergang zum Gra-
phen mit der gleichen Knoten- aber komplementidren Kantenmenge) eine Fest-Parameter
Transformation (mit g(k) = k' = k). Die polynomiellen Reduktionen von IS nach VC (mit
k' = n—k) und von VC nach DS (mit &' = n+ k) hingegen sind keine Fest-Parameter Trans-
formationen, da Fest-Parameter k' jeweils eine (verbotene) Abhéngigkeit von n aufweist.
Offensichtlich gilt:

Bemerkung 9.15 Aus (L, k) <gp (L', k') und (L', k") € FPT folgt (L, k) € FPT.

Beweis Es sei A’ ein fpt-Algorithmus mit Zeitschranke p'(|z|) - f'(x'(z)) fiir ein Polynom p/
und eine berechenbare Funktion f’. Wir diirfen annehmen, dass p’ von der Form p'(n) = n¢
fiir eine Konstante ¢ und dass f’ eine monoton wachsende Funktion ist. Wir erhalten einen
fpt-Algorithmus A’ fiir (L, k) wie folgt:

1. Transformiere Eingabe = in 2’ = R(x). Aufwand: p(|z|) - f(x(x)) Rechenschritte.
2. Wende A" auf Eingabe 2’ an. Aufwand: p/(|2’|) - f'(k’(2")) Rechenschritte.
3. Akzeptiere x genau dann, wenn A’ den String x’ akzeptiert.

Offensichtlich gilt:
2] < p(la]) - f(r(2)) , P'(12]) < p(l2])”- (f(6(2))", () < fg(k(x))) -
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Die aus dieser Diskussion resultierende Zeitschranke weist A’ als fpt-Algorithmus aus. °

Die Kehrseite von Bemerkung 9.15 ist natiirlich, dass sich eine etwaige Fest-Parameter
Hérte von L auf L' vererben wiirde.

Wir bemerken abschliefend, dass die Hierarchie, die von FPT und den diversen Klassen
von Fest-Parameter harten Problemen gebildet wird, ,, windschief* zur polynomiellen Platz-
Zeit Hierarchie liegt. Probleme aus NP konnen bereits Fest-Parameter hart sein. Andererseits
gehoren sogar einige PSPACE-vollsténdige Probleme zur Klasse FPT.

10 Zwischenbilanz zum Thema ,,P versus NP

Bei groflen Softwareprojekten entstehen nach einer Strukturierungs- und Modellierungsphase
meist klar umrissene Teilprobleme. Ein Lernziel beim Studium der Effizienten Algorithmen
und der Komplexitditstheorie ist

e zu erkennen, dass ein Teilproblem mit einem effizienten Algorithmus losbar ist,

e zu erkennen, dass dies nicht der Fall ist (zum Beispiel aufgrund der NP-Hérte des
Problems).

NP-harte Probleme verschwinden nicht, wenn wir sie als NP-hart erkannt haben. Es stellt
sich also weiterhin die Frage, wie mit harten Problemen umzugehen ist. In den voran gegan-
genen Abschnitten haben wir ein paar Methoden zum Umgang mit NP-harten Problemen
(sowie die theoretischen Grenzen dieser Methoden) kennen gelernt:

Einschrinkung des Problems Suche nach (praktisch relevanten) und effizient 16sbaren
Teilproblemen eines NP-vollstdndigen Problems.
Zum Beispiel sind 2-SAT (im Gegensatz zu 3-SAT) und 2-dimensionales Matching
(im Gegensatz zum 3-dimensionalen Matching) effizient 16sbar. PRECEDENCE CON-
STRAINED SCHEDULING wird effizient 16sbar, wenn wir nur Baume (Sortier- oder
Montagebdume) als partielle Relation auf der Menge der Aufgaben zulassen. Manche
Zahlenprobleme (wie PARTITION oder KNAPSACK) sind pseudopolynomiell 16sbar
und somit polynomiell l6sbar im Falle ,kleiner* Zahlparameter in der Eingabe. Die
Grenzen dieses Ansatzes ergeben sich durch extrem eingeschrinkte aber immer noch
NP-harte Teilprobleme bzw., im Falle der Zahlprobleme, durch das Phénomen der
starken NP-Vollstédndigkeit.

Aufgabe des Anspruches der Optimalitit Versuche ein NP-hartes Optimierungspro-
blem mit einem Approximationsalgorithmus zu l6sen, welcher in Polynomialzeit eine
sgute“ (aber i.A. nicht optimale) Losung liefert.

Die Grenzen dieses Ansatzes (den wir am Beispiel der Probleme TSP und KNAPSACK
diskutiert haben) ergeben sich durch das Phanomen der NP-harten Approximation.
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Fest-Parameter Behandelbarkeit Versuche aus der Eingabe einen sogenannten , Fest-
Parameter® k zu isolieren, der fiir die NP-Hérte des Problems verantwortlich ist und
suche einen Algorithmus mit einer Zeitschranke der Form f(k)n°.

Diesen Ansatz haben wir am Beispiel von Vertex Cover diskutiert. Seine Grenzen findet
er im Phénomen der Fest-Parameter Hérte.

Ein anderer (bisher von uns nicht diskutierter) Ansatz besteht darin ein méchtigeres
Maschinenmodell als die Deterministische Turing Maschine (DTM) zu verwenden. Wir dis-
kutieren ein paar konkrete Vorschlige:

Probabilistisches Maschinenmodell Statte M mit einer perfekten Miinze aus. M hat
pro Schritt zwei Handlungsalternativen und wahlt durch Miinzwurf eine davon zuféllig
aus. Dieser Ansatz fithrt zum Modell der Probabilistischen Turing Maschine (PTM).
Um das Mitgliedschaftsproblem fiir Sprache L zu 16sen, muss eine PTM M FEinga-
beworter x € L mit “hinreichend hoher” Wahrscheinlichkeit akzeptieren und Einga-
beworter © ¢ L mit “hinreichend hoher” Wahrscheinlichkeit verwerfen. Wir gehen in
einem spéteren Stadium der Vorlesung noch genauer auf PTMs und die entsprechenden
Komplexitatsklassen ein.

Parallelrechnermodell Verwende p parallel arbeitende Prozessoren, die miteinander kom-
munizieren kénnen, um kooperativ ein gemeinsames Problem zu l6sen. In diese Rubrik
fallen neben der Parallel Random Access Machine (PRAM) und den diversen Rech-
nernetzwerken auch die sogenannten (in den letzten zwei Dekaden in Mode gekom-
menen) DNA-Rechner. Ein NP-hartes Problem lésst sich allerdings auch von einem
Parallelrechner nicht zufriedenstellend 16sen, da jeder Faktor an Zeitgewinn mit einem
mindestens ebenso grofien Faktor an zusétzlichem Hardwareaufwand bezahlt wird. Wir
kénnen im Rahmen dieser Vorlesung auf Parallelrechner nicht néher eingehen.

Qauntenrechner Die DTM und dazu verwandte Modelle sind mathematische Abstraktio-
nen von physikalischen Rechnern, die den Gesetzen der klassischen Mechanik gehor-
chen. In den letzten zwei Dekaden wurde eine neue Generation von Rechnern vorge-
schlagen, die den Gesetzen der Quantenmechanik gehorchen. Ein Quantenrechner ist
zu einem bestimmten Zeitpunkt nicht in einer Konfiguration, sondern in einer Uber-
lagerung von vielen Konfigurationen. Erst durch externe Beobachtung kollabiert
die Uberlagerung zu einer einzigen Konfiguration (gemi8 einer zur Uberlagerung as-
soziierten Wahrscheinlichkeitsverteilung). Quantenrechner sind vermutlich wesentlich
maéchtiger als DTMs. Zum Beispiel konnte Peter Shor nachweisen, dass das Faktori-
sierungsproblem (Berechnung der Primfaktorzerlegung einer gegebenen ganzen Zahl)
und das Diskrete-Logarithmus-Problem auf Quantenrechnern effizient 16sbar sind. Auf
der vermeintlichen Hirte dieser Probleme beruhen die meisten aktuell verwendeten
asymmetrischen Kryptosysteme. Es ist zur Zeit noch vollig unklar, ob Quantenrechner
physikalisch realisiert werden konnen. Im Rahmen dieser Vorlesung werden wir auf
Quantenrechner nicht weiter eingehen konnen.
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Ein weiterer Ansatz, den wir im Rahmen dieser Vorlesung nicht behandeln kénnen ist

die

Average-Case Analyse Average-case Analyse steht im Gegensatz zur worst-case Analy-
se. Hier wird die Forderung aufgegeben, auf allen Eingabeinstanzen erfolgreich sein zu
miissen. Man verwendet ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf den Eingabeinstanzen und ist
zufrieden, wenn die mittlere Laufzeit polynomiell ist. Ein Argument fiir average-case
Analyse (oder zumindest gegen worst-case Analyse) ist, dass die von polynomiellen
Reduktionen produzierten Eingabeinstanzen i.A. kunstvoll und bizarr anmuten. Es
konnte also sein, dass genau der Eingabetypus, welcher die NP-Hérte bezeugt, in An-
wendungen nicht (oder selten) anzutreffen ist. Ein Argument gegen average-case
Analyse ist, dass die Auswahl eines analysierbaren Wahrscheinlichkeitsmafies meist
willkiirlich und durch die Anwendung nicht zu rechtfertigen ist.

Smoothed Analysis Es handelt sich um eine Mischform von average-case und worst-case
Analyse, bei welcher gemittelt wird iiber Eingabeinstanzen, die aus leichten zufélli-
gen Abanderungen von worst-case Eingabeinstanzen entstehen. Zum Beispiel konnte
gezeigt werden, dass der Simplex-Algorithmus zum Optimieren unter linearen Randbe-
dingungen zwar im worst-case eine exponentielle Laufzeit hat. Die ,,Smoothed Analysis“
jedoch fithrt im statistischen Mittel zu einer polynomiellen Zeitschranke.

Schliefllich gibt es den sogenannten ,heuristischen Ansatz* zum Losen von NP-harten
Optimierungsproblemen:

Heuristiken und Metaheuristiken Eine Heuristik ist ein Algorithmus, der in der Praxis
ganz gut zu funktionieren scheint, ohne dass dies durch eine mathematisch beweisbare
Qualitatsgarantie abgesichert wére. Metaheuristiken sind vielseitig verwendbare Heu-
ristiken, die durch geeignete Adjustierung einiger programmierbarer Parameter auf die
Losung von konkreten Problemen spezialisiert werden konnen. Daneben gibt es ad-hoc
Heuristiken, die fiir ein konkretes Problem zusammengeschustert wurden. Beispiele fiir
Metaheuristiken sind:

e Branch and Bound

e Lokale Optimierung

e Simulated Annealing

e Tabu Search

e Neuronale Netze oder Hopfield Netze
e Genetische Algorithmen

e Great Deluge (grofie Uberschwemmung)

e Roaming Ants (umherstreifende Ameisen)

Auch diesen Ansatz werden wir aus Zeitgriinden nicht weiter verfolgen kénnen.
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11 Die Struktur von NP

Falls P = NP, dann gibt es zur Struktur von NP nicht viel zu berichten. Alle Betrachtungen
dieses Abschnittes basieren auf der

Vermutung 1 P # NP.

Wir verwenden im Folgenden Vermutung 1 als Voraussetzung, ohne dies jedesmal explizt
kennntlich zu machen. Wir machen also o6fter eine Aussage A, die streng genommen die
Form: P # NP = A haben miisste.
Es sei daran erinnert, dass NPC' die Klasse der NP-vollstdndigen Probleme bezeichnet.
Die Klasse
NPI := NP\ (P UNPC)

bezeichne die Klasse der Sprachen aus NP, die einerseits nicht zu P gehoren, andererseits
aber auch nicht NP-vollstdndig sind.

Aus der NP-Vollstandigkeitstheorie folgt direkt, dass die Existenz einer NP-vollsténdigen
Sprache in P die Gleichheit von P und NP zur Folge hétte. Vermutung 1 zugrunde gelegt,
miissen also NPC' und P disjunkte Teilmengen von NP sein. Mit der Definition von NPI
ergibt sich eine erste Strukturaussage:

o NP gzerfillt in die paarweise disjunkten Klassen P, NPC und NPI.
Diese Einsicht ist in Abbildung 10 visualisiert.

Abbildung 10: Die Struktur von NP.

Wir kennen bereits zahlreiche Sprachen (Probleme) in P bzw. NPC. Wie schaut es aber
mit NPI aus: konnte es sein, dass NP/ leer ist? Dies wiirde bedeuten, dass jede Sprache aus
NP\ P bereits NP-vollstandig sein miisste. Der folgende Satz schlieft diese Moglichkeit aus:

Satz 11.1 (Ladner, 1975) NPI # ().

Beweis Der Beweis benutzt die Technik der Diagonalisierung und basiert auf folgenden
Tatsachen:
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e Die Binérstrings bezitzen die ,,natiirliche” Aufzéhlung ¢, 0, 1, 00,01, 10,11, 000, .. .. Der
i-te Bindrstring dieser Aufzéhlung wird im Folgenden als a(7) notiert.

e Jede Boolesche CNF-Formel kann auf natiirliche Weise tiber dem Binéralphabet {0, 1}
kodiert werden. Binérstrings, die keine ordentlichen CNF-Codeworter sind, kénnen mit
einer Formel fiir die Nullkonstante identifiziert werden. Auf diese Weise représentiert
jeder Binarstring o eine CNF-Formel F,.

e Wie wir aus der Vorlesung , Theoretische Informatik® {iber die Universelle Turing-
Maschine (UTM) wissen, kann jede DTM auf natiirliche Weise durch einen Binérstring
kodiert werden. Strings, die keine ordentlichen DTM-Codeworter sind, kénnen mit
einem Akzeptor fiir die leere Menge identifiziert werden. Auf diese Weise reprisen-
tiert jeder Binarstring a eine DTM M,. T" Rechenschritte der DTM M, sind durch
O(|a|T log T') Rechenschritte einer k-Band UTM simulierbar.

e Der natiirliche Code « einer DTM kann durch Anhéngen von 01" mit einer beliebig
groflen Anzahl n von Einsen ,,gepolstert® werden. Dann hat jede DTM unendlich viele
Codewdrter. Die Rechenzeit der UTM héngt aber weiterhin nur von der Lénge der
nicht-gepolsterten Kodierung ab.

SAT bezeichne die Menge der Binérstrings, die eine erfiillbare CNF-Formel reprisentieren.
Fiir jede Funktion H : N — N definieren wir die folgende Variante von SAT:

SATy; == {a01"" ™| a € SAT An = ||}

Fiir die folgende induktiv definierte (und trickreiche) Wahl der Funktion H gilt (wie wir
unter der Voraussetzung P # NP noch zeigen werden): SATy € NPI:

e Fiir n <4 setze H(n) = 1.

e Fiir n > 5 setze H(n) auf die kleinste Zahl i < loglogn mit folgender Eigenschaft: Fiir
alle Bindrstrings o mit |a| < logn gibt M,;) nach maximal i|a|" Schritten das Indi-
katorbit aus, welches anzeigt, ob o € SATy. Falls kein in diesem Sinne , erfolgreicher*
Index 7 existiert, dann setze behelfsweise H(n) = [loglogn].

Es ist offensichtlich, dass H(n) eine in n monoton wachsende Funktion ist. Somit existiert
der Grenzwert lim,,_,., H(n) (evtl. co). Die zentralen Bausteine fiir den Rest des Beweises
sind die folgenden weiteren Eigenschaften der Funktion H:

Behauptung 1: H(n) ist in poly(n) Schritten berechenbar.
Behauptung 2: SATy € P = lim,,_,o, H(n) < co.

Behauptung 3: SATy ¢ P = lim,_,o, H(n) = cc.
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Wir demonstrieren zunéchst, wie sich mit Hilfe der drei Behauptungen SATy € NPI ableiten
lasst. Aus Behauptung 1 ergibt sich SATy € NP. Wir haben auszuschlieflen, dass SATy zu
P oder zu NPC gehort. Wir zeigen, dass die Annahme einer Mitgliedschaft in P oder NPC
jeweils zu einem Widerspruch zur P # NP Voraussetzung fithrt. Angenommen, SATy € P.
Dann hat H(n) gemé Behauptung 2 einen endlichen Grenzwert, sagen wir C. Das bedeutet
aber, dass eine CNF-Formel F,, der Kodierungslinge n = |a| nur mit maximal n® Einsen
(polynomiell in n viele) ausgepolstert wird. Somit kann ein Polynomialzeitalgorithmus fiir
SAT g benutzt werden, um SAT in Polynomialzeit zu 16sen. Daraus ergébe sich P = NP im
Widerspruch zur P # NP Voraussetzung. Nehmen wir nun an, dass SATy € NPC. Dies
impliziert SATy ¢ P, was gem#f Behauptung 3 wiederum lim,, o, H(n) = oo impliziert.
Eine CNF-Formel Fj; der Kodierungslidnge |3| wird demnach im Rahmen der Sprache SAT 5
mit superpolynomiell vielen Einsen ausgepolstert. Wegen der (angenommenen) NP-Hérte von
SATy (und wegen der Polynomialzeitberechenbarkeit von H) muss eine in Polynomialzeit
berechenbare Reduktionsabbildung der Form a — 401" mit m = | 5| existieren, die SAT
auf SATy reduziert. Das Anhdngen von superpolynomiell in m vielen Einsen kann nur dann
in poly(|a|) Schritten geschehen, wenn 3 signifikant kiirzer als « ist. Zum Beispiel kann |5] <
\/E gefolgert werden. Iteratives Anwenden der Reduktionsabbildung fithrt dann aber zu
einem Polynomialzeitalgorithmus fiir SAT im Widerspruch zur P # NP Voraussetzung. Die
Schlussfolgerung aus dieser Diskussion ist, dass SATy € NPI. Jedoch haben wir abschlieflend
noch die drei Behauptungen zu beweisen.

Beweis von Behauptung 1: Es gibt loglog n Kandidatenzahlen ¢ und weniger als 2n Kan-
didatenstrings a mit |a| < logn (da die Anzahl der Binérstrings einer Maximallange
k gleich 281 — 1 < 2F*1 jst). Fiir jedes fest gewiihlte Paar (i, ) ist im Wesentlichen
folgendes zu tun:

e Verwende die UTM, um die Rechnung von M, auf Eingabewort o fiir i|o|" <
log log(n) log(n)°e1°8(™) Schritte zu simulieren.

Fiir jeden fest gewdhlten Bindrstring « ist zu testen, ob a € SATy. Dies kann wie folgt
geschehen:

e Teste (Test 1), ob a das Symbol 0 enthélt und, gegebenenfalls, zerlege o gemif
a = [01™.

e Interpretiere § als CNF-Formel Fj und teste (Test 2) diese auf Erfiillbarkeit (we-
gen |B] < |a| <logn in poly(n) Schritten machbar).

e Berechne rekursiv®® H(|3|) und teste (Test 3), ob m = |3|H(),

e Setze das Indikatorbit fir ,a € SATy?* auf 1, falls « alle drei Tests besteht;
andernfalls setze das Indikatorbit auf 0.

35Bei der genauen Zeitanalyse muss ausgenutzt werden, dass der Parameter 3, auf welchem der rekursive
Aufruf erfolgt, wesentlich kleiner ist als der Parameter n, mit dem wir gestartet waren.
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Um das kleinste ,erfolgreiche” ¢ zu finden, miissen die Indikatorbits zu den a-Strings
mit den Indikatorbits verglichen werden, welche die DTMs M, ;) angesetzt auf o produ-
zieren. Bei verniinftiger Implementierung des skizzierten Algorithmus zur Berechnung
von H(n) ergibt sich eine polynomiell in n beschriankte Laufzeit. (Wir verzichten an
dieser Stelle auf die Angabe weiterer Details.)

Beweis von Behauptung 2: Unter der Annahme SATy € P existiert eine DTM M, wel-
che die Mitgliedschaft in SATy korrekt in Polynomialzeit entscheidet. Fiir eine hinrei-
chend grof3 gewahlte Konstante j vollzieht M auf Eingabewortern der Lange n maximal
jn’ Rechenschritte. Da M (wie jede andere DTM auch) unendlich viele Kodierungs-
strings besitzt, existiert ein Index k > j mit M = M. Aus der Definition von H
ergibt sich dann aber, dass die Funktion H(n) durch k nach oben beschrénkt ist.

Beweis von Behauptung 3: Wir fiihren einen indirekten Beweis und zeigen, dass ein end-
licher Grenzwert k von H(n) impliziert, dass SATy € P. Grenzwert k bedeutet, dass
es einen Index ng gibt, so dass H(n) = k fiir alle n > ng. Aus der Definition von H
ergibt sich dann, dass M) das Mitgliedschaftsproblem fiir die Sprache SATy mit
Laufzeitschranke kn* 16st (wobei die endlichen vielen Strings einer Linge unterhalb
von ng von der endlichen Kontrolle iibernommen werden kénnen).

Damit ist der Beweis des Satzes abgeschlossen. °

Wir wollen nun die Stuktur von NP differenzierter untersuchen.

Definition 11.2 Wir sagen zwei Sprachen Ly und Lo sind polynomiell dquivalent, wenn sie
wechselseitig aufeinander polynomiell reduzierbar sind. In Zeichen:

[
L1 If)g L2 = L1 Spol L2 und L2 Spol Ll .

Diese Relation ist (offensichtlich) eine Aquivalenzrelation. Eine Aquivalenzklasse beziglich

,,733} “ heiffe Schwierigkeitsgrad beziiglich ,,pwd “ oder kurz p-Grad.

Wenn wir polynomielle Unterschiede zwischen Laufzeiten ignorieren, kénnen wir zwei poly-
nomiell dquivalente Sprachen als (im Wesentlichen) gleich schwer betrachten. Die folgende
Definition liefert eine partielle Ordnung auf den p-Graden;

Definition 11.3 Wir sagen Ly ist leichter als Lo beziiglich polynomieller Reduktion, wenn
zwar Ly polynomiell reduzierbar auf Lo ist, aber nicht umgekehrt. In Zeichen (mit ,—* fir
slogische Negation®):

Ll <pol L2 = Ll Spol L2 und _'<L2 Spol Ll) .

Wir sagen der p-Grad von Ly ist leichter als der p-Grad von Lo, wenn Ly leichter als Lo
beziiglich polynomieller Reduktion ist.
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Es ist leicht einzusehen, dass <,, auf Sprachen eine irreflexive, asymmetrische partielle
Ordnung bildet, die auch auf p-Graden wohldefiniert (also nicht abhéngig von der Auswahl
des Reprisentanten eines p-Grades) ist. In diesem Lichte besteht NP aus einer Hierarchie
von p-Graden. Eine Teilhierarchie ist in Abbildung 11 zu sehen. Die folgenden Aussagen sind

nicht schwer zu zeigen.

e Die leere Menge und * bilden zwei triviale p-Grade, angesiedelt auf der untersten

Stufe der Hierarchie.

e P\ {0,3*}, also die restlichen Sprachen aus P, bilden den néchst-einfachsten p-Grad,

den wir als P-Grad bezeichnen.

e NP(C, also die NP-vollstdandigen Probleme, bilden den schwersten p-Grad in NP.

e Da NPI nicht leer ist, konnen wir willkiirlich eine Sprache L aus NPI rausgreifen. Thr

p-Grad muss echt zwischen dem P-Grad und NPC' liegen.

&z

Abbildung 11: Eine Teilhierarchie der p-Grade.

Es stellt sich nun die Frage, ob die Struktur der p-Grade zwischen P und NPC' nicht
wesentlich komplexer ist, als dies durch Abbildung 11 suggeriert wird. Dies ist in der Tat

NPC

Grad zu
L aus NPI

P-Grad

der Fall, wie folgende Sitze belegen:

Satz 11.4 (Ladner, 1975)
und NPC'.

2. Es gibt unvergleichbare p-Grade zwischen P und NPC'.

1. FEs gibt unendlich lange Ketten von p-Graden zwischen P

5

5
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Die erste Aussage bedeutet, dass es Sprachen Lg, L1, Lo, ..., L, € NP gibt, so dass Ly € P,
L, € NPC und
LO <pol Ll <pol L2 <pol e <pol L* .

Die Sprachen L1, Lo, ... spannen eine unendliche Kette zwischen dem P-Grad und NPC' auf.
Die zweite Ausage macht deutlich, dass <,, nur eine partielle, nicht aber totale, Ordnung
auf den p-Graden liefert. Der Beweis dieses Satzes, den wir in unserer Vorlesung auslassen,
basiert (wie schon der Beweis von Satz 11.1) auf der Diagonalisierungstechnik.

Wir wollen im Folgenden das Bild durch die Betrachtung von co-NP abrunden. Die
allgemeine Definition einer Komplementdarklasse zu einer Sprachklasse C ist wie folgt:

co-C:={L:LeC} .
Wir machen folgende (offensichtlichen) Beobachtungen:
1. C = co-C gilt genau dann, wenn C abgeschlossen unter Komplementbildung ist.
2. Aus C C (' folgt, dass co-C C co-C'.
3. co-co-C =C.

Wir formulieren jetzt die Vermutung, dass NP nicht unter Komplementbildung abgeschlossen
ist:

Vermutung 2 NP # co-NP.
Die folgende Uberlegung zeigt, dass Vermutung 2 stirker ist als Vermutung 1:
Bemerkung 11.5 NP # co-NP = P # NP.

Beweis Wir fiihren einen indirekten Beweis, d.h., wir beweisen (unter Ausnutzung von
P = co-P) die Aussage P = NP = NP = co-NP:

P = NP = co-NP =co-P =P = NP .
[ ]

co-NP ist eine zu NP duale Klasse. Strukturen in NP haben ihr duales Pendant in co- NP.
Eine erste Illustration dieses Sachverhaltes liefert

Lemma 11.6 co-NPC, also die Komplementdrklasse der NP-vollstindigen Sprachen, stimmt
tiiberein mit der Klasse der co-NP-vollstindigen Sprachen (also der Klasse aller Sprachen aus
co-NP, auf welche jede Sprache aus co-NP polynomiell reduzierbar ist).
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Beweis Wir nutzen die Implikation Ly <, Lo = L, <pol Ly aus. Somit sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

Ly € co-NPC & Ly € NPC
& (Lo € NP)A (VL € NP : L <,y Lo)
& (Lo € co-NP)A (VL € NP : L <, Lo)
& (Lo € co-NP) A (VL € co-NP : L <,y Ly)
& Ly ist co- NP-vollstandig.

Definition 11.7 Fine Beziehung <,, zwischen formalen Sprachen heifit abstrakte polyno-
mielle Reduktion, wenn <,y transitiv ist und wenn L <,, L' und L' € P impliziert, dass
LeP.

Wir merken kurz an, dass Lemma 11.6 allgemeiner hétte formuliert werden kénnen: an
der Stelle der polynomiellen Reduktion ,,<,,;“ konnte eine beliebige abstrakte polynomielle
Reduktion ,, <., stehen, welche zusétzlich die Bedingung

Ll Spol L2 = El Spol I/2

erfiillt. Cook- oder Levin-Reduktionen bezitzen diese Eigenschaft ebenfalls, wie sich leicht
zeigen liefle. Somit ergibt sich die

Folgerung 11.8 Die Komplementdirklasse der unter Cook- bzw. Levin-Reduktionen NP-
vollstindigen Sprachen stimmt diberein mit der Klasse unter Cook- bzw. Levin-Reduktionen
co-NPC'-vollstindigen Sprachen.

Das folgende Lemma gibt ein paar zur NP # co- NP-Voraussetzung dquivalente Bedin-
gungen an.

Lemma 11.9 Folgende Aussagen sind dquivalent:
1. NP # co-NP.
2. NPC N co-NP = ().
3. co-NPC N NP = .

4. NPNco-NP C NPIUP.

7
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Beweis Zur Aquivalenz der ersten beiden Aussagen geniigt es freilich
NP = co-NP < NPC Nco-NP # )
zu zeigen. NP = co-NP = NPC N co-NP # () erhalten wir wie folgt:
NP = co-NP = NPC Nco-NP = NPC N NP = NPC # 0 .

Nehmen wir umgekehrt an, dass NPC Nco-NP # (). Dann gibt es eine NP-vollstindige Spra-
che Ly, die auch zu co-NP gehort. Da jede Sprache L € NP auf Ly polynomiell reduzierbar
ist, ergibt sich hieraus NP C co-NP. Dies wiederum impliziert co-NP C co-co-NP = NP
und wir erhalten NP = co-NP.

Zur Aquivalenz von Aussage 2 und 3 geniigt es freilich

NPC Nco-NP # () < co-NPC N NP # ()

zu zeigen. Hierzu nutze aus, dass fiir alle Sprachen L die Aussagen L € NPC N co-NP und
Le QO—NPC' N NP &quivalent sind.
Die Aquivalenz der Aussagen 2 und 4 ist offensichtlich. °

Die durch Lemma 11.9 beschriebene Situation ist in Abbildung 12 noch einmal zusammen-
gefasst.

Abbildung 12: Struktur von NP U co-NP unter der NP # co- NP-Voraussetzung.

Geméaf Satz 11.1 gibt es ein Problem in NPI. Wie sich dem Beweis dieses Satzes ent-
nehmen lésst, ist dieses Problem ein sehr kiinstliches — einzig geschaffen, um NPI # () zu
demonstrieren. Wir prasentieren zum Abschluss dieses Kapitels einen natirlichen Kandida-
ten fiir ein Problem aus NPI. Es handelt sich dabei um eine Entscheidungsproblemversion
des Faktorisierungsproblems, also des Problems eine natiirliche Zahl in ihre Primfaktoren zu
zerlegen:

Eingabe: n € Nund i € {1,...,|logn]}
Frage: Ist das i-te Bit des kleinsten Primteilers p von n gleich 17

Hierbei wird angenommen, dass die Bindrdarstellung von p mit fithrenden Nullen auf exakt
|log n] Bits ausgepolstert ist. Das beschriebene Entscheidungsproblem hore auf den Namen
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FACTORING. Es ist leicht zu sehen, dass aus FACTORING € P folgen wiirde, dass die
Zerlegung in Primzahlen in Polynomialzeit bewerkstelligt werden kann. Dies wiederum hétte
zur Folge, dass das Public Key Cryptosystem (= PKCS) RSA geknackt wire (das derzeit
einzige im industriellen Mafistab eingesetzte PKCS. Die meisten Expertinnen und Experten

vermuten daher, dass FACTORING ¢ P. Andererseits gilt:
Lemma 11.10 FACTORING € NP N co-NP.

Beweis Rate und verifiziere die Primfaktorzerlegung von n, schnappe dir den kleinsten
Primteiler p von n und verifiziere, dass das i-te Bit von p gleich 0 bzw. gleich 1 ist. In
letzterem Fall wire (n,i) € FACTORING, in ersterem Fall wére (n,7) im Komplement
von FACTORING. Aus diesen Uberlegungen folgt FACTORING € NP N co-NP. °

Aus FACTORING € NPC wiirde nun mit Hilfe von Lemma 11.9 NP = co-NP folgen.
Wir erhalten also das

Corollary 11.11 Unter der NP # co-NP-Voraussetzung gilt
FACTORING € (NP N co-NP) \ (NPC U co-NPC)

und somit auch FACTORING € NPI U P.

Aus der Vermutung FACTORING ¢ P ergibt sich damit konsequenterweise die Vermutung
FACTORING € NPI.

12 Isomorphe, diinne und dichte Sprachen

In diesem Abschnitt legen wir die Vermutung nahe, dass alle NP-vollstédndigen Sprachen zu-
einander ,isomorph“ sind. Dies wiirde ausschlieen, dass es , diinne“ NP-vollstédndige Spra-
chen (mit poly(n) Wortern einer Maximallédnge n) gibt.

Die Theorie der isomorphen, diinnen und dichten Sprachen wurde 1977 von Berman und
Hartmanis ins Leben gerufen. Da sie die ,,P versus NP“ Frage aus einer neuen Perspektive
beleuchtet, préasentieren wir im Folgenden ihre zentralen Konzepte und Resultate.

Definition 12.1 Zwe: Sprachen Ly, Lo, € ¥* heifien polynomiell isomorph, wenn eine bi-
jektive Abbildung h : ¥* — X* mit Umkehrabbildung h™" : ¥* — ¥* emistiert, die folgende
Bedingungen erfiillt:

1. Sowohl h als auch h™' sind in Polynomialzeit berechenbar.

2. Fir alle v € ¥* gilt x € Ly gdw h(x) € Ls.

pol

In Zeichen: Ly ~ Ly.

79



Offensichtlich gilt

pol

pol
LlﬁLgﬁLlNLg,

d.h., zwei polynomiell isomorphe Sprachen sind erst recht polynomiell dquivalent.

Wie wir wissen sind alle NP-vollstdndigen Sprachen wechselseitig aufeinander polynomiell
reduzierbar und somit polynomiell dquivalent. Die polynomiellen Reduktionen, die wir dabei
iiblicherweise benutzen, sind aber weit davon entfernt, Bijektionen zu sein. Insbesondere
die Surjektivitat ist selten erfiillt, da wir bei einer Reduktion eines Quellproblems auf ein
Zielproblem in der Regel extrem spezielle Eingabeinstanzen des Zielproblems konstruieren.
Eine der seltenen Ausnahmen bildet die Reduktion (G,k) — (G, k) von CLIQUE auf IS
bzw. die Reduktion (G, k) — (G, n—k) von IS auf VC, wobei GG den Komplementirgraphen?3®
zu G bezeichnet und n die Anzahl der Knoten in G.

Wir skizzieren im Folgenden eine Technik zur Verwandlung einer polynomiellen Reduk-
tion in eine polynomielle Isomorphie. Diese Technik ist immer dann anwendbar, wenn die
Zielsprache der polynomiellen Reduktion iiber eine sogenannte ,Polsterfunktion (padding
function®) verfiigt:

Definition 12.2 FEine Funktion pad : >* x X* — X* heifit Polsterfunktion fir L C ¥,
wenn die folgenden Bedingungen erfillt sind:

1. Die Funktion pad ist in Polynomaialzeit berechenbar.

2. Fir alle z,y € ¥* gilt x € L gdw pad(zx,y) € L.

3. Fiir alle x,y € X* gilt |pad(z,y)| > |z| + |y|.

4. Aus pad(x,y) kann y in Polynomialzeit extrahiert werden.

Eine Polsterfunktion fiir L ist also im Wesentlichen eine Léngen-expandierende polynomi-
elle Reduktion von L auf sich selbst, die (auf leicht dekodierbare Weise) einen zusétzlichen
String y in den Eingabestring x hinein kodiert. Wir verwenden im Folgenden oBdA das
Binéralphabet ¥ = {0, 1}.

Beispiel 12.3 Wir skizzieren den Entwurf einer Polsterfunktion fiir SAT. Es bezeichne x €
3* einen String zur natirlichen Kodierung einer Fingabeinstanz von SAT, d.h., x reprisen-
tiert eine Boolesche Formel in konjunktiver Normalform mit m Klauseln Cy, ..., Cp_1, in de-
nenn Variable, sagen wir vy, ..., v,, verwendet werden. Fiir p = |y| bezeichne dann pad(z,y)
den Kodierungsstring fir die Klauseln Cy,...,Cy_1 (alte Klauseln) sowie C,, . .., Chipi1
(neue Klauseln). Die neuen Klauseln verwenden neue Variable viiy,. .., Unt14p und haben
die folgende Form:

- C), bestehe nur aus dem Literal v,1 und Cy,1q sei ein Duplikat von C,,.

- Firi=1,...,p bestehe Cyi14; nur aus dem Literal v,y 14, sofern y; = 1 bzw. nur aus
dem Literal vy,14; sofern y; = 0.

36Zwei Knoten sind in G benachbart gdw sie in G nicht benachbart sind.
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Die hierdurch beschriebene Funktion pad ist in Polynomialzeit berechenbar. Offensichtlich
sind die Klauseln Cy,...,Ch_1 erfillbar gdw Cy,...,Cpn_1,Cn,...,Cyniiyp erfillbar sind
(da die neu hinzu gefigten Klauseln erstens erfillbar sind und zweitens nur neue Variable
verwenden). Die neue Instanz pad(x,y) hat offensichtlich eine |x|+|y| iberschreitende Linge.
Weiterhin lisst sich y aus pad(z,y) leicht ablesen: durchmustere pad(x,y) von rechts nach
links bis zum ersten Auffinden von zwei identischen Klauseln (C,, und Cy,y1); lies aus den
davon rechts befindlichen Klauseln den Bindrstring y (auf die offensichtliche Weise) ab.
Somit sind alle an eine Polsterfunktion gerichteten Bedingungen erfillt.

Polsterfunktionen lassen sich fiir NP-vollstdndige Sprachen in der Regel dhnlich leicht an-
geben wie fiir SAT. Den Entwurf von Polsterfunktionen fiir die Sprachen CLIQUE und
PARTITION empfehlen wir als Ubung.

Das folgende Resultat ergibt sich unmittelbar aus den Eigenschaften von Polsterfunktio-
nen und Reduktionsabbildungen.

Lemma 12.4 Es sei pad eine Polsterfunktion fiir Ly und L1 <,, Lo mit Reduktionsabbil-
dung R : X* — ¥*. Dann ist
x +— pad(R(x), )

eine Ldngen-expandierende, injektive und in Polynomaialzeit invertierbare Reduktionsabbil-
dunyg.

Wechselseitige Léngen-expandierende, injektive und in Polynomialzeit invertierbare Re-
duktionsabbildungen kénnen in Isomorphismen transformiert werden:

Lemma 12.5 (Berman und Hartmanis, 1977) Es seien Ly und Ly polynomiell dquiva-
lente Sprachen, R eine Reduktionsabbildung fiir L1 <,, Lo und S eine Reduktionsabbildung
fiir Ly <po1 Li. Sowohl R als auch S seien Lingen-expandierend, injektiv und in Polynomial-
zeit invertierbar. Dann sind Ly und Lo polynomiell isomorph.

Beweis Da R, S : ¥* — ¥* Lingen-expandierend, injektiv und in Polynomialzeit invertier-
bare Abbildungen sind, sind die Inversen R~!, S~ : ¥* — ¥* Lingen-reduzierende, partiell
definierte, injektive und in Polynomialzeit berechenbare Abbildungen. Der Beweis beruht
auf dem Konzept der R- und S-Ketten. Eine S-Kette fiir z € X* hat die Form

RTYSTHRTH(S T (0))) - (19)

Dies ist so zu verstehen, dass wir die Abbildungen S~! und R~ solange alternierend anwen-
den wie das jeweilige Argument im Definitionsbereich liegt. Da R~! und S~ beide Lingen-
reduzierend sind, muss die Kette nach maximal n = |z| Schritten abbrechen. Wir unterschei-
den die folgenden beiden Fille:

Fall 1 Die S-Kette fiir  stoppt wegen eines undefinierten R~.
In diesem Fall hat die S-Kette die Form S™'(R7!(--- S~ (x)---)).
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Fall 2 Die S-Kette fiir 2 stoppt wegen eines undefinierten S—1.
In diesem Fall hat die S-Kette die Form R7Y(S™1(--- S~ 1(x)--+)).

Beachte, dass der Grenzfall eines undefinierten S~!(z) zur S-Kette z fiihrt und einen Unter-
fall zu Fall 2 darstellt. Eine R-Kette fiir x € ¥* ist analog definiert mit vertauschten Rollen
von R und S. Wir definieren jetzt eine Abbildung h : ¥* — »* von der wir anschliefend
nachweisen, dass sie einen Isomorphismus von L4 nach L, darstellt:

1. Falls die S-Kette fiir z wegen eines undefinierten R~! stoppt, dann setzen wir h(x) :=

S—1(x).

2. Falls die S-Kette fiir x wegen eines undefinierten S~! stoppt, dann setzen wir h(z) :=

R(z).

Die folgende Abbildung ¢ ist analog definiert (wieder mit vertauschten Rollen von R und S)
und wird sich spéter als die Umkehrfunktion von A erweisen:

1. Falls die R-Kette fiir z wegen eines undefinierten S~! stoppt, dann setzen wir g(x) :=
R (x).

2. Falls die R-Kette fiir # wegen eines undefinierten R~ stoppt, dann setzen wir g(z) :=

S(x).

Die zu beweisende Aussage L; ~ L ergibt sich unmittelbar aus den folgenden
Behauptungen:

1. A und g sind in Polynomialzeit berechenbar.

2. Fiir alle z € ¥ gilt:

x €L h(x) € Lyund x € Ly < g(x) € Ly .

3. h und g sind Bijektionen und g ist die Umkehrfunktion von h.

Wir kommen nun zum Nachweis dieser drei Behauptungen. Zur Berechnung von h(x) miissen
wir zunéchst die vollstédndige S-Kette fiir  berechnen, um festzustellen, ob sie wegen eines
undefinierten R~! oder wegen eines undefinierten S—! stoppt. Dies erfordert maximal n
Auswertungen der Funktionen R™! bzw. S~ (wobei die Eingabestrings niemals linger als
n = |z| werden, da R~ und S~ lingenverkiirzende Abbildungen sind), was in Polynomialzeit
geleistet werden kann. Nachdem klar ist, welcher Fall vorliegt, muss dann entweder h(z) =
S~1(x) oder h(x) = R(x) berechnet werden. Auch dies ist geschieht in Polynomialzeit. Die
Berechnung von ¢(z) ist aus Symmetriegriinden genau so aufwendig wie die Berechnung von
h, was den Beweis von Behauptung 1 abschlief3t.

Freilich gilt x € L; genau dann, wenn h(x) € Lo: entweder h(z) = S~ (x) oder h(z) = R(z),
und sowohl S™! als auch R (in ihrer Funktion als Reduktionsabbildungen) besitzen die
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geforderte Eigenschaft. Der zweite Teil von Behauptung 2 ergibt sich analog.
Zum Nachweis von Behauptung 3 geniigt es zu zeigen, dass

g(h(x)) =z und h(g(x)) = z

fiir alle x € ¥* giiltig ist. Aus Symmetriegriinden geniigt es, die Gleichung g(h(z)) = x zu
verifizieren. Dies geschieht im Rahmen einer Fallunterscheidung:

Fall 1: Die S-Kette fiir  bricht wegen eines undefinierten R=* ab.
Dann gilt h(z) = S~!(z). Eine Inspektion von (19) ergibt, dass die S-Kette fiir =
iibereinstimmt mit der R-Kette fiir S~!(z). Daher bricht letztere (genau so wie erstere)

mit undefiniertem R™! ab. Gemifl der Definition von ¢ ergibt sich daher g(h(x)) =
9(57H(z)) = S(57H(x)) = z.

Fall 2: Die S-Kette fiir « bricht wegen eines undefinierten S—! ab.
Dann gilt h(z) = R(z). Die R-Kette fiir h(z) = R(z) hat die Form

d.h., sie entwickelt sich nach links wie die S-Kette fiir . Daher bricht sie mit unde-
finiertem S~! ab. Gemifl der Definition von g ergibt sich daher g(h(z)) = g(R(z)) =
R (R(x)) = x, was den Beweis der dritten Behauptung vervollstéindigt.

Folgerung 12.6 (Berman und Hartmanis, 1977) Alle NP-vollstindigen Sprachen, die
mit einer Polsterfunktion versehen werden kénnen, sind zueinander polynomiell isomorph.

Die Tatsache, dass alle bekannten NP-vollstdndigen Probleme eine Polsterfunktion besit-
zen, fithrte zu der

Isomorphie-Vermutung (Berman und Hartmanis, 1977) Alle NP-vollstiandigen Spra-
chen sind zueinander polynomiell isomorph.

Es ist bis heute nicht geklart, ob diese Vermutung zutrifft.

Definition 12.7 Die Dichte bzw. Dichtefunktion einer Sprache L C ¥* ist definiert als die
folgende Funktion in der FEingabeldnge n:

densp(n) .= [{x € L: |z| <n}| .

L heifit diinn (oder auch spérlich ), wenn ihre Dichte polynomiell in n beschrdnkt ist; L heifst
dicht, wenn ihre Dichte superpolynomiell mit n wdchst.

Alle uns bisher bekannten NP-vollstéindigen Sprachen sind dicht!
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Beobachtung 12.8 Wenn Ly und Lo polynomiell isomorph sind, dann gibt es Polynome
1, q2; sO dass

densr, (n) < densr,(q1(n)) und densyr,(n) < densr,(q2(n)) .

Hieraus folgt, dass eine diinne und eine dichte Sprache nicht zueinander polynomiell iso-
morph sein konnen.

Wenn die [somorphie-Vermutung zutrifft, dann wiirde aus dieser Beobachtung folgen,
dass eine diinne Sprache nicht NP-vollstéindig sein kann. Diese Folgerung kann jedoch bereits
unter der schwécheren P # NP-Voraussetzung bewiesen werden:

Satz 12.9 (Mahaney, 1982) Fulls P # NP, dann gibt es keine diinne und zugleich NP-
vollstindige Sprache.

Ein Spezialfall von diinnen Sprachen stellen die undren Sprachen L C {0}* dar. Anstelle des
Satzes von Mahaney beweisen wir den folgenden (etwas leichteren)

Satz 12.10 (Berman, 1978) Fulls P # NP, dann gibt es keine undre und zugleich NP-
vollstandige Sprache.

Beweis Wir fithren den Beweis indirekt und zeigen, dass die Existenz einer NP-vollstéindigen
undren Sprache Ly C {0}* die Gleichheit von P und NP zur Folge hiitte. Wir diirfen dabei
Ly # {0}* annehmen, da Ly = {0}* (wegen {0}* € P und L, € NPC) sofort P = NP zur
Folge hitte. Es sei R : ¥* — X* eine Reduktionsabbildung fiir SAT <,, L. Wir diirfen
annehmen, dass R Strings aus ¥* stets auf undre Strings R(z) € {0}* abbildet: Bildstrings
R(z), welche ein von 0 verschiedenes Symbol enthalten, konnen ndmlich problemlos ersetzt
werden durch einen willlkiirlich und fest ausgewéhlten String aus {0}*\ L. Wir werden im
Folgenden die Reduktionsabbildung R benutzen, um einen polynomiellen Algorithmus fiir
SAT zu entwerfen. Sei also x € ¥ der Kodierungsstring fiir eine CNF-Formel F iiber den
Booleschen Variablen vy, ..., v,. Wir skizzieren im Folgenden ein effizientes Verfahren, um
die Erfiillbarkeit von F' zu testen. Dabei identifizieren wir einen String a € {0,1}/ mit der
partiellen Belegung
U1 =aq,...,0 =G5 .

Es bezeichne F[a] die vereinfachte CNF-Formel, die aus F' durch die von a reprisentierte
partielle Belegung hervor geht.?” Der Kodierungsstring fiir F/[a] sei mit z[a] bezeichnet. Fiir
a = € (leeres Wort bzw. leere partielle Belegung) identifizieren wir Fla] mit F' und z]a] mit
x. Offensichtlich gilt fiir j =0,...,n — 1 und alle a € {0,1}’ die Beziehung

Fla] ist erfiillbar < F[a0] oder Flal] ist erfiillbar.

Fiir alle a € {0,1}" ist F[a] eine Boolesche Konstante und somit erfiillbar gdw es sich um
die Konstante 1 handelt. Ein exponentiell zeitbeschréinkter Algorithmus kénnte vorgehen wie
folgt:

37Elimination aller durch die partielle Belegung bereits erfiillten Klauseln und, in den verbleibenden Klau-
seln, Elimination der durch die partielle Belegung bereits falsifizierten Literale
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Top-down Pass Bilde einen vollstiandig bindren Baum 7' der Tiefe n. Assoziiere mit einer
Kante zum linken Kind das Bit 0 und mit einer Kante zum rechten Kind das Bit 1. Auf
diese Weise ist zu jedem Knoten z der Tiefe j des Baumes ein eindeutiger Binérstring
a(z) € {0,1}7 assoziiert. Insbesondere entsprechen die 2" Blitter (Knoten der Tiefe n)
1-zu-1 den Strings aus {0, 1}™.

Bottom-up Pass Markiere jedes Blatt z mit der Booleschen Konstante F[a(z)]. Markiere
anschliefend jeden inneren Knoten z mit bereits markierten Kindern zg,z; mit der
Disjunktion (logisches ,,Oder*) der Booleschen Markierungen seiner Kinder.

Nach unseren obigen Ausfiihrungen sollte klar sei, dass eine Formel F|a(z)] mit 1 markiert
wird gdw Fa(z)] erfiillbar ist. Die Markierung an der Wurzel verrét uns, ob F' erfiillbar ist.
Der ,,Schonheitsfehler” dieses Verfahrens ist die exponentielle Grofle der verwendeten Da-
tenstruktur 7. Jetzt kommen zwei Ideen ins Spiel, die darauf hinaus laufen, dass nur ein
polynomiell kleines Anfangsstiick 7" von T" wirklich gebraucht wird:

Lazy Evaluation Wenn F[a0] erfiillbar ist, dann ist (unabhéingig von der Erfiillbarkeit von
F[al]) auch die Formel Fa] erfiillbar. Im Baum 7" bedeutet dies fiir einen Knoten z mit
linkem Kind zg und rechtem Kind z;: wenn zy beim , bottom-up pass® die Markierung
1 erhalten hat, brauchen wir uns fiir den Unterbaum mit Wurzel z; nicht mehr zu inter-
essieren und koénnen z direkt mit 1 markieren. Nach welcher Strategie muss der Baum
T gebildet werden, um diesen Effekt voll auszunutzen? Die Antwort lautet: ,, Durchlauf
in Priordnung (preorder traversal)“.?® Der Durchlauf in Priordnung stellt sicher, dass
wir den ,,bottom-up pass‘ des Unterbaumes von z; bereits abgeschlossen haben, bevor
wir in den ,,top-down pass“ des Unterbaumes von z; einsteigen. Abbildung 13 illustriert
diesen Gedankengang.

Hashing Wir verwenden die Reduktionsabbildung R als eine Art ,Hashfunktion“. Dabei
nutzen wir aus, dass zwei CNF-Formeln F, F’ mit Kodierungsstrings z, 2’ und R(z) =
R(z') entweder beide erfiillbar sind (ndmlich, wenn R(z) = R(z') € Lo) oder beide
nicht erfiillbar sind (némlich, wenn R(z) = R(z') ¢ Lo). Im Baum 7" bedeutet dies fiir
einen Knoten 2’: falls zum Zeitpunkt des Kreierens von 2’ bereits ein Knoten z in T
existiert, welcher mit einem Bit markiert ist und die Bedingung R(x[a(z)]) = R(x[a(2’)]
erfiillt, dann konnen wir 2" direkt mit dem gleichen Bit markieren. (Da wir fiir 2z’ keine
Kinder kreieren miissen, wird z’ dann zu einem Blatt des Baumes 7".)

Beide Ideen verfolgen im Kern eine , pruning“-Technik: wir kénnen von dem exponen-
tiell grofen Baum T Teilbdume ,abschneiden®, wenn sie fiir unsere Markierungsstrategie
nur redundante Information liefern. Es sollte klar sein, dass der komplette Algorithmus fiir
SAT (unter Einsatz von ,pruning“) in Polynomialzeit implementiert werden kann, wenn das
Anfangsstiick 7" von T' (T ohne die abgeschnittenen bzw. gar nicht erst kreierten Teilbdume)

38Durchlauf eines Baumes mit Wurzel r, Wurzelkindern 7, r; und den Unterbiumen T, T} in Priord-
nung ist rekursiv definiert wie folgt: durchlaufe zuerst r dann (rekursiv) alle Knoten von Tj und schliefllich
(rekursiv) alle Knoten von T;.
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Abbildung 13: Ein Durchlauf der Knoten eines Baumes in Préordnung: bei zwei unabhéngi-
gen Knoten z, 2z’ mit z links von 2’ ist der ,bottom-up pass“ von z abgeschlossen, bevor der
,top-down pass“ von 2’ beginnt.

eine polynomiell beschrankte Grofle hat. Wir argumentieren nun, dass dies der Fall ist. Da
R in Polynomialzeit berechenbar ist, muss es ein Polynom ¢ geben, so dass fiir alle z € »*
gilt:

2] < N = |R(x)] < q(N) .

Da R ausschlieflich auf Wérter aus {0}* abbildet, folgt hieraus, dass die Anzahl der bei
unserem SAT-Algorithmus auftretenden Hashwerte durch ¢(N) beschriankt ist. Wie ist nun
die Beziehung zwischen der Anzahl der Knoten in 7" und der maximalen Anzahl ¢(N) von
Hashwerten? Die entscheidende Beobachtung ist die folgende:

Zwei unabhingige®® innere Knoten z, 2’ in 7" haben verschiedene Hashwerte. Insbesondere
haben alle Knoten der selben Tiefe j € {0,1,...,n} paarweise verschiedene Hashwerte.

Der Grund hierfiir ist einfach: einer der Knoten z und z’, sagen wir z, wurde zuerst durchlau-
fen und mit einem Bit markiert, bevor der andere, also 2/, besucht wird; wére R(z) = R(z')
dann hétten wir zu 2’ keine Kinder kreiert und 2’ miisste ein Blatt sein. Auf Tiefe 0 befin-
det sich nur die Wurzel von T’. Auf den Tiefenstufen 1,...,n kénnen sich maximal ng(N)
weitere innere Knoten befinden. Die Gesamtanzahl der inneren Knoten in 7" ist daher durch
1 + ng(N) beschriankt. Da jeder innere Knoten maximal zwei Kinder hat, kann die Anzahl
der Blatter in 7" die Anzahl der inneren Knoten maximal um 1 iiberschreiten. Demzufolge
hat 7" insgesamt maximal 3 + 2ng(N) Knoten. Da n < N und N = |z| die Eingabeldnge
bezeichnet, ist der Beweis abgeschlossen. °

39 unabhingig® bedeutet , kein Knoten ist Vorfahr des anderen®.
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Die Satze 12.9 und 12.10 bedeuten im Umkehrschluss: wenn es gelédnge eine NP-vollstandi-
ge unére bzw. diinne Sprache ausfindig zu machen, dann wire P = NP.

13 Relativierung der P versus NP Frage

Baker, Gill und Solovay haben in einer Aufsehen erregenden Publikation aus dem Jahre 1975
untersucht, ob die Frage der (Un-)gleichheit von P und NP in einer durch die Anwesenheit
von Orakeln ,relativierten Welt“ entschieden werden kann. In einer solchen Welt wiirde die
Rechenkraft von DTMs oder NTMs kiinstlich erhéht, indem bestimmte (einer Relation oder
formalen Sprache entsprechende) Anfragen an ein Orakel weiter geleitet werden kénnen und
von diesem dann jeweils in einem Schritt beantwortet werden (Konzept der Orakel-Turing-
Maschinen oder kurz OTMs, DOTMs, NOTMs). Warum sollte die Anwesenheit eines Orakel
die Beantwortung der P versus NP Frage erleichtern? Hier sind zwei Griinde:

- Um den Unterschied zwischen P und NP zu nivellieren, kénnte man ein Orakel benut-
zen, welches deterministische Maschinen so méchtig macht, dass durch Nichtdetermi-
nismus keine zusétzlichen Fahigkeiten erwachsen.

- Um den Unterschied zwischen P und NP zu verstiarken (und dadurch mathematisch
beweisbar zu machen), konnte man Orakel benutzen, die die Fahigkeiten nichtdeter-
ministischer Maschinen signifikant stdrker potenzieren als die von deterministischen.

Es wird sich zeigen, dass in der Tat beide Grundideen durchfithrbar sind. In diesem Sinne
ergibt sich durch Relativierung der P versus NP Frage gewissermaflen ein , unentschieden®:
fiir manche Relativierungen gilt P = NP, fiir andere gilt P # NP.
Also was (so what)?
Diese Untersuchungen zeigen in erster Linie auf, dass klassische Techniken zum Nachweis
der (Un-)gleichheit zweier Komplexititsklassen in Bezug auf die P versus NP Frage zum
Scheitern verdammt sind:

- Eine klassische Technik zum Nachweis von C = C’ (Gleichheit zweier Komplexitétsklas-
sen) ist (wechselseitige) Schritt-fiir-Schritt Simulation: zeige, dass jeder Rechenschritt
einer zu C passenden Maschine M durch (evtl. mehrere) Rechenschritte einer zu C’
passenden Maschine M’ simuliert werden kann (und umgekehrt). Diese Beweistech-
nik lasst sich relativieren: wenn beide Maschinen zusétzlich mit einem Orakel versehen
sind, dann kann die Simulation aufrecht erhalten werden, indem herkémmliche Rechen-
schritte simuliert werden wie zuvor und eine Orakelanfrage von M , simuliert wird“
durch dieselbe Orakelanfrage von M’. Wenn sich also C = C" mit Hilfe von Schritt-fiir-
Schritt Simulation nachweisen lésst, dann sollte die Gleichheit in jeder relativierten
Welt gelten.

- Eine klassische Technik zum Nachweis von C C C’ (echte Inklusion) ist (einseitige)
Schritt-fiir-Schritt Simulation verbunden mit Diagonalisierung: wenn My, M, ... eine
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Aufziahlung aller zu C passenden Maschinen ist und zy, 2, ... ist eine Aufzédhlung al-
ler Eingabestrings, dann versuche eine zu C’ passende Maschine M’ anzugeben, die
auf Eingabestring z; die Maschine M; Schritt-fiir-Schritt simuliert, aber am Ende der
Rechnung die Antwort JA/NEIN zu NEIN/JA rumdreht. M’ ist dann Akzeptor einer
Sprache aus C" \ C. Auch diese Beweistechnik lésst sich (in der offensichtlichen Weise)
relativieren. Wenn sich also C C C" mit Hilfe von (auf Schritt-fiir-Schritt Simulation ba-
sierender) Diagonalisierung nachweisen lésst, dann sollte die echte Inklusionsbeziehung
in jeder relativierten Welt gelten.

Diese Uberlegungen zeigen im Umkehrschluss: da die Antwort auf die P versus NP Frage
in den relativierten Welten zweideutig ausfillt, kann weder die Gleicheit noch die Ungleich-
heit von P und NP mit einer relativierenden Technik (wie Schritt-fiir-Schritt Simulation,
Diagonalisierung,. . .) gefithrt werden.*°

Nach diesen philosophischen Anmerkungen kommen wir nun zur eigentlichen Arbeit. Es
sei daran erinnert, dass M7 bzw. M’ eine Orakel-Turing-Maschine (OTM) mit einem Orakel
fiir die Relation R bzw. fiir die Sprache L bezeichnet. Wenn M einen Fragestring = auf das
spezielle Orakelband schreibt und in den Fragezustand ¢, iibergeht, dann ersetzt das R-
Orakel (in einem Schritt) den String x durch einen String y mit (x,y) € R (sofern moglich)
und ,,beamt® M in den Zustand ¢,. Wenn es keinen passenden String y gibt, dann wird x
nicht ersetzt und M wird in den Zustand ¢_ ,,gebeamt®. Im Falle eines L-Orakels wird im
Falle x € L der String x geloscht und M in Zustand ¢, ,gebeamt*; falls ¢ L, dann wird
x nicht geloscht und M in Zustand ¢_ ,gebeamt®. Wenn M deterministisch ist, sprechen
wir von einer DOTM MZ% bzw. M'; ist M nichtdeterministisch sprechen wir von einer
NOTM. Wenn C eine (deterministische oder nicht-deterministische) Zeitkomplexitétsklasse
bezeichnet, dann sei C® bzw. C! die Klasse aller Sprachen, die sich mit einer OTM M?#
bzw. M* erkennen lassen, wobei M eine zu C passende Maschine sein muss.

Welches Orakel konnte geeignet sein, den Unterschied zwischen P und NP (beweisbar)
zu nivellieren? Zur Beantwortung dieser Frage erinnern wir an die Definition von PSpace:

PSpace = U DSpace(n*) = U NSpace(n¥) |

k>1 E>1

wobei sich letzte Gleichung aus dem (in der Einleitung bereits genannten) Satz von Savitch
ergibt, der im Wesentlichen besagt, dass eine NTM mit Platzschranke S(n) > logn sich
durch eine DTM mit Platzschranke S?(n) simulieren ldsst. Das impliziert

PSpace = U NSpace(n®) .

k>1

Vereinfacht gesagt: PSpace nivelliert den Unterschied zwischen Determinismus und Nichtde-
terminismus. Diese Tatsache kommt im Beweis des folgenden Resultates zum Tragen:

40Viele ,,Beweise® fiir P = NP oder P # NP, die (mehr oder weniger qualifizierte) Forscher der Fachwelt
prasentiert haben, scheitern bereits an dieser Hiirde: es wurde eine relativierende Beweistechnik verwendet.
Ein solcher Beweis kann von vorne herein nicht korrekt sein.
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Satz 13.1 (Baker, Gill, and Solovay, 1975) Es gibt eine Sprache A mit P* = NP4,

Beweis Es sei A eine (unter Karp-Reduktionen) PSpace-vollstéindige Sprache.?* Dann folgt
P4 = NP* aus

PSpace C P4 C NP* C U NSpace(n*) = U DSpace(n*) = PSpace . (20)

k>1 k>1

Die erste Inklusion gilt wegen der PSpace-Vollstandigkeit von A. Sei ndmlich L € PSpace,
R eine Reduktionsabbildung fiir L <,, A und x € ¥" ein Eingabestring. Um die Frage der
Mitgliedschaft von z in L zu entscheiden, kénnen wir zunéchst in poly(n) Schritten R(z)
berechnen und dann das A-Orakel nach der Mitgliedschaft von R(z) in A befragen. Die
zweite Inklusion in (20) ist trivial. Die dritte Inklusion in (20) ergibt sich daraus, dass eine
NOTM M* fir L € NP# durch eine NTM M’ mit polynomieller Platzschranke simuliert
werden kann: wann immer M# das A-Orakel nach der Mitgliedschaft eines Strings z zur
Sprache A befragt, kann sich M’ (wegen A € PSpace) die Antwort selber herleiten. Die
vorletzte Gleichung ergibt sich aus dem Satz von Savitch, und die letzte Gleichung ist die
Definition von PSpace. .

Ein Orakel, dass P von NP trennt, ist etwas schwieriger zu konstruieren, existiert aber
ebenfalls:

Satz 13.2 (Baker, Gill, and Solovay, 1975) Es gibt eine Sprache B mit PP # NP5,

Beweis Wir konstruieren eine Sprache B und eine (von B abhingige) Sprache L, € NP\ PP
und beginnen mit der Definition von L,:

L.:={0"| BNE" £0} .

Bereits ohne Kenntnis von B ist sonnenklar, dass L, zur Klasse NP? gehort, da die Worter
0" € L, mit Hilfe des B-Orakels nichtdeterministisch in Polynomialzeit erkannt werden
konnen: rate x € X" und verifiziere x € B durch Anfrage an das B-Orakel. Die Kampfaufgabe
im restlichen Beweis wird darin bestehen, B so zu definieren, dass L, ¢ P?. Zu diesem Zweck
greifen wir auf die Technik der Diagonalisierung zuriick. Es bezeichne

ME ME, ...
eine Aufzihlung®? aller polynomiell zeitbeschrinkter DOTMs mit Orakel B, so dass

PB ={L,s|i>1} .

41 Beispiele solcher Sprachen werden wir in einem spiiteren Abschnitt kennen lernen.

42Diese Aufzihlung hiingt nicht von B ab, da im Programm einer DOTM M; lediglich festgelegt ist, wie
nach Erreichen der Zustidnde ¢_ bzw. g4 weiter gearbeitet wird. Die Abhéngigkeit von B ergibt sich so zu
sagen erst zur Laufzeit.
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Wir setzen zusitzlich voraus, dass jede Sprache in PP, die in Zeit poly(n) mit Hilfe eines B-
Orakels erkannt werden kann in der Aufzédhlung mit unendlich vielen Akzeptoren vertreten ist
(was durch ,,redundante Kodierung® von Turing-Maschinen-Programmen leicht zu erreichen
ist). Wir definieren nun B stufenweise, wobei

Bi=BNY!

die i-the Stufe von B darstellt. Nebenbei protokollieren wir eine Menge X von ,, Ausnahme-
strings“, die wir auf keinen Fall in B aufzunehmen wiinschen. Anfangs gilt

Bo=X=10.

Die Menge X ist aber eine dynamische Gréfle, die sich im Laufe der Konstruktion von B
verindert. In Stufe ¢ der Konstruktion wollen wir im Prinzip erreichen, dass der String 0°
die Sprachen L, und L,;s trennt:

Stufe i ,Simuliere“ M7 auf Eingabestring 07 fiir
q(i) = o=

viele Schritte.*® Bei der Simulation kann M das B-Orakel nach der Mitgliedschaft von
Strings z zur Sprache B befragen. Falls |z| < i — 1, antworten wir in der Simulation
mit JA, falls z € Bj,|, und mit NEIN, falls z ¢ B).|. Beachte dabei, dass die |z|-te Stufe
von B bereits vorher konstruiert wurde. Falls aber |z| > ¢, dann antworten wir mit
NEIN und nehmen z in X auf (was die Antwort NEIN im Nachhinein rechtfertigen
wird, da wir Strings aus X niemals in B aufnehmen werden). Auf diese Weise kann die
Simulation am Laufen gehalten werden. Beachte, dass in Stufe ¢ maximal ¢(i) Strings
in X aufgenommen werden. Eine leichte Rechnung ergibt, dass

> ql) <2,

j=1

d.h., nach Stufe ¢ muss X N X! eine echte Teilmenge von X! sein. Nun sind drei Fille
denkbar:

Fall 1 MP verwirft 0° in maximal ¢(i) Schritten.
Dann setzen wir ‘
Nun gilt 0° ¢ L a2 und (geméf der Definition von L) 0’ € L,.
Fall 2 MP akzeptiert 0° in maximal g(i) Schritten.
Dann setzen wir
Bi = @
mit der Konsequenz, dass 0" € L5 und (wieder gemif der Definition von L)
0" ¢ L,.

43Die Funktion ¢(i) ist so gewihlt, dass sie asymptotisch schneller wichst als jedes Polynom, aber langsamer
als 2°.
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Fall 3 MP? kommt im Laufe von ¢(i) Schritten zu keiner Entscheidung.
In diesem Fall setzen wir auch B; := (), gelangen aber (im Unterschied zu den
ersten beiden Féllen) zu keiner Separation von L, und L,;s.

Ohne den Fall 3 wére der Diagonalisierungsbeweis nun abgeschlossen. Erinnern wir uns
daran, dass wir listigerweise verlangt hatten, dass jede Sprache L € P?, die mit Hilfe eines
B-Orakels in Zeit poly(n) erkennbar ist, in der Aufzidhlung der M; unendlich oft vertreten
ist. Da ¢(i) schneller wichst als jedes Polynom, wird fiir Akzeptoren von L mit hinreichend
groBem Index i der Fall 3 nicht eintreten. Somit kann jede Sprache aus P? von L, getrennt
werden. °

14 Beziehungen zwischen den Komplexititsklassen

In Abschnitt 14.1 behandeln wir die Frage, ob eine TM selber erzwingen kann, dass sie eine
vorgegebene Platz- oder Zeitschranke nicht iiberschreitet. Dies fithrt uns zum Thema der
,Kontrolle der Ressourcenschranken® und zu dem Begriff der ,,platz- und zeitkonstruierba-
ren Funktionen®. In Abschnitt 14.2 betrachten wir das Verhéltnis von Determinismus und
Nichtdeterminismus. Es wird sich zeigen, dass NTMs platzeffizient deterministisch simulier-
bar sind (Satz von Savich). Die Frage, ob eine solche Simulation auch zeiteffizient gestaltet
werden kann, hangt mit der ,, P versus NP* Frage zusammen. Die besten bekannten determi-
nistichen Simulationen von T'(n)-zeitbeschrakten NTMs benotigen exponentiell in 7'(n) viele
Rechenschritte. In Abschnitt 14.3 diskutieren wir, welche Komplexititsklassen abgeschlossen
unter Komplement sind. Fiir deterministische Komplexitatsklassen ist das (trivialerweise) der
Fall, ebenso bei nichtdeterministischen Platzkomplexitétsklassen (Satz von Immerman und
Szelepcsényi). Den Abschluss des Kapitels bildet die Platz-Zeit-Hierarchie: eine aufsteigende
Kette von Komplexitétsklassen zwischen £ und PSpace.

14.1 Kontrolle der Ressourcenschranken

Eine Schliisseltechnik zur Analyse der Beziehungen zwischen verschiedenen Komplexitéts-
klassen ist die Simulation einer TM M durch eine andere TM M’. Dabei wird es von Bedeu-
tung sein, dass M’ ihre Ressourcenschranken nicht iiberschreitet. Unter Umsténden muss eine
Simulation von M durch M’ erfolglos abgebrochen werden, wenn sie zur Uberschreitung der
Ressourcenschranke fithren wiirde. Wie aber kann M’ die Kontrolle dariiber bewahren? Die
Beantwortung dieser Frage beruht auf den Konzepten der Platz- und Zeitkonstruierbarkeit.

Definition 14.1 (Platzkonstruierbarkeit) Fine Funktion S : N — N heifit platzkon-
struierbar, wenn die Funktion 1" +— 190 von einer S(n)-platzbeschrinkten DTM berechnet
werden kann.

Die Hauptanwendung der Platzkonstruierbarkeit besteht darin, ein Bandsegment der Grofle
S(n) abzustecken (zum Beispiel mit Endmarkierungen auf der Zelle am weitesten links
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bzw. rechts). Dies geschieht oft in Verbindung mit einer Simulation, welche abgebrochen
wird, wenn sie zum Verlasssen des abgesteckten Bandsegmentes fiihren wiirde.**

Definition 14.2 (Zeitkonstruierbarkeit) Eine Funktion T : N — N heifit zeitkonstru-
ierbar, wenn die Funktion 1™ +— bin(T'(n)) von einer T'(n)-zeitbeschrinkten 2-Band DTM M
berechnet werden kann.

Die Hauptanwendung der Zeitkonstruierbarkeit besteht darin, einen Binédrziahler mit bin(7'(n))
zu initialisieren und dann in Verbindung mit einer Simulation als ,, Uhr“ zu verwenden: nach
jedem Schritt in der Simulation wird der Zédhler um 1 dekrementiert; erreicht er den Wert 0
(Zeit abgelaufen), dann wird die Simulation abgebrochen.®

Wir merken kurz an: offensichtlich sind zeitkonstruierbare Funktionen erst recht platzkon-
struierbar. Die folgenden Beobachtungen zeigen, dass die Klasse der konstruierbaren Funk-
tionen sehr reichhaltig ist:

1. Jede konstante Funktion n +— ¢ mit ¢ € N ist platz- und zeitkonstruierbar.

2. Die Funktionen n — |bin(n)| = 1 + |logn|, n — |logn| und n — [logn]| sind
platzkonstruierbar.

3. Die Funktionen n — n und n — 2" sind platz- und zeitkonstruierbar.

4. Platz- und zeitkonstruierbare Funktionen sind abgeschlossen unter Addition und Mul-
tiplikation.

5. Alle Polynome mit nicht-negativen ganzzahligen Koeffizienten (kurz: positive Polyno-
me) sind platz- und zeitkonstruierbar.

14.2 Verhaltnis von Determinismus und Nicht-Determinismus

Wir beginnen mit ein paar trivialen bzw. uns schon bekannten Beobachtungen. R, S, T seien
Ressourcenschranken. Offensichtlich gilt

DTime(T) € NTime(T) und DSpace(S) C NSpace(S) ,

da sich eine DTM als Spezialfall einer NTM auffassen lisst. Die ebenfalls offensichtlichen
Inklusionen
DTime(R) C DSpace(R) und NTime(R) C NSpace(R) .

ergeben sich einfach daraus, dass jeder Besuch einer noch unbesuchten Zelle mindestens einen
Rechenschritt erfordert. Die uns bereits bekannte deterministische Simulation von NTMs
impliziert folgenden

448elbst die Berechnung von 15" erfordert (gemifl dem Kompressionssatz) lediglich einen Bandbereich
von S(n) statt O(S(n)) Zellen.

45Mit einer amortisierten Analyse lisst sich zeigen, dass der ,Overhead“ zum Zuriickzéhlen des
Binérzdhlers von bin(7T'(n)) auf 0 durch O(T'(n)) Rechenschritte beschrankt ist. Weiterhin ergibt sich aus
dem Beschleunigungssatz, dass eine Rechnung, die O(T'(n)) Rechenschritte erfordert, auch in < T'(n) Re-
chenschritten zu bewerkstelligen ist, sofern eine Konstante o > 0 existiert mit 7'(n) > (1 4+ a)n.
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Satz 14.3 Fiir jede Funktion T gilt:
NTime(T) C DTime (2O(T)) und NTime(T) C DSpace(T) .

Bevor wir zur ndchsten Simulation iibergehen, schieben wir eine kleine Zwischeniiber-
legung ein. Bei einer platzbeschrankten Turing-Maschine ist auf Anhieb nicht klar, ob sie
iiberhaupt auf jeder Eingabe nach endlich vielen Schritten anhélt. Allerdings gibt es nur
endlich viele Konfigurationen, in die sie auf Eingaben der Lange n geraten kann. Fiir eine
S(n)-platzbeschrankte k-Band Turing-Maschine mit einem zusétzlichen Read-only Einga-
beband?® zum Beispiel erhalten wir fiir die Menge K,, der moglichen Konfigurationen fiir
Eingaben der Lange n die folgende Ungleichung;:

[Kul <1Z] -1 - S5(n) - D50

Hierbei ist |Z| ist die Anzahl der Zustédnde, n die Anzahl der Positionen des Lesekopfes fiir
die Eingabe, S(n) die Anzahl der Positionen des Kopfes fiir ein Arbeitsband und |T'|5™ die
Anzahl der Beschriftungen eines Arbeitsbandes. Da es insgesamt k& Arbeitsbédnder gibt gehen
die Faktoren S(n) und |I'|*™ in die angegebene Schranke in der k-ten Potenz ein. Im Falle
S(n) > logn gilt offensichtlich:

K| = 90(5(n))

Der folgende Satz besagt, dass es relativ platzeffiziente deterministische Simulationen
nichtdeterministischer Maschinen gibt (lediglich quadratischer ,,blow-up*“ der Platzschranke):

Satz 14.4 (von Savitch) Es sei S(n) > logn eine platzkonstruierbare Funktion. Dann gilt
N Space(S) C DSpace®(S) .

Beweis Es sei L € NSpace(S) und M eine NTM mit Platzschranke S und L = L,;. Wegen
des 1. Bandreduktionstheorems diirfen wir voraussetzen, dass M lediglich ein Arbeitsband
(und evtl. ein weiteres Read-only Eingabeband) besitzt. Wegen S(n) > logn existiert eine
Konstante ¢, so dass M auf Eingaben der Linge n maximal 25 Konfigurationen annehmen
kann. Es bezeichne Ky(w) die Startkonfiguration von M (bei Eingabe w € ¥"), K, eine
oBdA eindeutige akzeptierende Endkonfiguration und /C,, die Menge aller auf Eingaben der
Linge n denkbaren Konfigurationen (mit |KC,,| < 2¢9(). Die Platzkonstruierbarkeit von S(n)
wird im Folgenden benétigt, um alle Konfigurationen aus /C,, systematisch (zum Beispiel in
lexicographischer Ordnung) durchlaufen zu kénnen.

Betrachte folgende Relation auf /C,,:

K I—'}V[ K' = M kann K in maximal ¢t Rechenschritten nach K’ iiberfiihren.

Es sei T := 2°%(")_ Beachte, dass jede Rechnung von M mit mindestens 7' Schritten eine
Konfiguration mehrfach durchlauft. |, Zykelfreie“ Rechnungen von M auf Eingabe w dauern
daher weniger als 7" Schritte. Somit gilt:

w e LM<:>K0(’U)) "7]\;[ K+ .

46henstigt fiir sublineare Platzschranken: nur die auf den k& Arbeitsbéandern verwendeten Zellen werden
beim Platzverbrauch gezéhlt.
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Wir wollen aufzeigen, wie die Beziehung Ky(w) 1, K, deterministisch mit Platzschranke
S? getestet werden kann. Der Schliissel hierzu liegt in folgendem rekursiven Ansatz:

K l_?\z K/ <~ ElKN [ ICn : K l_?\;71 K///\K// l_?\zfl K/ .

Es bezeichne TEST eine rekursive Boolesche Prozedur, die auf Parametern K, K’, s den Wert
TRUE ausgibt gdw K F%, K'. Fiir s = 0 kann diese Prozedur leicht ausgewertet werden, da
K l—?\; K’ bedeutet, dass K’ eine direkte Folgekonfiguration von K beziiglich der NTM M
ist. Fiir s > 1 kann TEST rekursiv ausgewertet werden:

TEST(K,K',s):= \/ TEST(K,K" s—1) ANTEST(K", K',s—1) .

K"ekp

Um w € L zu testen, starten wir den Aufruf TEST(Ky(w), K4, cS(n)). Es resultiert ein
Rekursionsbaum der Tiefe ¢S(n).

Wir haben abschlieBend die Frage zu kliren, wie eine S?-platzbeschrinkte DTM M’ den
Prozeduraufruf TEST(Ky(w), K1, ¢S(n)) (und die dadurch ausgelosten rekursiven Aufrufe)
implementieren kann. Die wesentliche Idee ist, den Rekursionsbaum niemals vollstandig aufs
Band zu schreiben, sondern immer nur den aktuellen ,, Ariadne-Faden®.” Dies sind die In-
formationen, die einem Pfad im Rekursionsbaum von der Wurzel (erster Aufruf von TEST)
bis zum aktuellen Knoten (aktueller Aufruf von TEST) entsprechen. Zur Speicherung des
Ariadne-Fadens verwendet M’ eines ihrer Béander als Kellerspeicher. Zu jedem neuen Kno-
ten auf dem Ariadne-Faden (neuer rekursiver Aufruf TEST(K, K, s)) wird dabei ein neuer
Informationsblock (genannt FRAME(K, K',s)) in den Keller gepusht. Wir werden weiter
unten sehen, dass ein FRAME die Lange O(S(n)) besitzt. Da der Ariadne-Faden maximal
aus ¢S(n) Knoten besteht (dies ist die Tiefe des Rekursionsbaumes) ergibt sich somit die
Platzschranke S2.

Bleibt zu zeigen, dass eine FRAME-Grole von O(S(n)) Zellen ausreicht, um die Rekursion
am Laufen zu halten. Beim Aufruf TEST(K, K’,s) werden die folgenden Informationen in
den Keller gepusht:

- die aktuellen Eingabeparameter K, K’ € KC,, und s € {1,...,¢S(n)}

- den aktuellen Wert der lokalen ,Laufvariable“ K" € IC,, (von der wir annehmen, dass
sie die Konfigurationen aus KC,, in lexicographischer Ordnung durchlauft)

- die Boolesche Variable SUCCESS (initialisiert auf FALSE) zur Speicherung des Ergeb-
niswertes des ersten rekursiven Aufrufs TEST (K, K", s — 1)

Wir bezeichnen das Bandsegment mit diesen Informationen mit FRAME(K, K’, s). Offen-
sichtlich reichen O(S(n)) Zellen fiir einen FRAME aus.
Zu jeder festen Zwischenkonfiguration K" € IC,, verfahrt M’ wie folgt:

47der Sage nach erstmals von Ariadne angewendet, um Theseus davor zu schiitzen, sich im Labyrinth des
Minotaurus zu verirren
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1. Der erste rekursive Aufruf TEST(K, K", s—1) wird getétigt (d.h., FRAME(K, K", s—
1) wird angelegt).

2. Bei erfolgloser Riickkehr aus Aufruf 1 wird K” lexicographisch inkrementiert (falls
moglich) und zu Schritt 1 zuriick gegangen. Falls jedoch K" bereits die lexicographisch
letzte Konfiguration in &C,, war (keine weitere Inkrementierung méglich), wird der Auf-
ruf TEST(K, K, s) erfolglos terminiert, d.h., M’ 16scht FRAME(K, K’, s) und kehrt
erfolglos in den darunter liegenden FRAME (sofern vorhanden) zuriick.

3. Bei erfolgreicher Riickkehr aus Aufruf 1 wird SUCCESS auf TRUE gesetzt und der
zweite rekursive Aufruf TEST(K”, K', s — 1) getitigt.

4. Bei erfolgloser Riickkehr aus Aufruf 2 wird SUCCESS auf FALSE zuriick gesetzt und
ansonsten so vorgegangen wie bei der erfolglosen Riickkehr aus Aufruf 1.

5. Bei erfolgreicher Riickkehr aus Aufruf 2 wird der Aufruf TEST(K, K’,s) erfolgreich
terminiert, d.h., M’ 16scht FRAME(K, K’, s) und kehrt erfolgreich in den darunter
liegenden FRAME zuriick.

Bei dieser Vorgehensweise merkt sich M’ in der endlichen Kontrolle, ob sie sich in einer
ADD- (neuer rekursiver Aufruf, neuer FRAME) oder DELETE-Phase (Riickkehr aus einem
Aufruf, FRAME loschen) befindet. In einer DELETE-Phase merkt sie sich zudem, ob sie aus
dem Aufruf des zuletzt geloschten FRAME’s erfolgreich oder erfolglos zuriick kehrt.

Wenn M’ irgendwann ihren Keller vollstandig geleert hat, wurde gerade der FRAME des
initialen Aufrufes TEST(Ky(w), K1, cS(n)) geloscht. Zu diesem Zeitpunkt weif§ M’ in der
endlichen Kontrolle, ob dieser Aufruf erfolgreich war. Sie akzeptiert die Eingabe w gdw dies
der Fall ist.

Aus unserer Diskussion geht hervor, dass w € L von M’ korrekt getestet und dass die
Platzschranke S? respektiert wird. o

Satz 14.5 Es sei S(n) > logn eine platzkonstruierbare Funktion. Dann gilt

NSpace(S) € DTime(2°9) .

Beweis Es sei L € NSpace(S) und M eine S(n)-platzbeschrankte NTM mit L = L.
Konstante ¢ > 0, Ko(w), Ky und K,, mit |C,,| < 2°9( seien gewihlt wie im Beweis zum Satz
von Savitch. Wir betrachten diesmal /C,, als die Knotenmenge eines Digraphen G/ (w), wobei

wir eine gerichtete Kante von K nach K’ ziehen, wenn K’ eine direkte Folgekonfiguration
von K beziiglich der NTM M (bei Eingabe w) ist. Offensichtlich gilt

w € Ly < Es gibt in G (w) einen Pfad von Ky(w) nach K.

Der Digraph G (w) hat maximal 2¢9( Knoten und maximal (2°°0")2 = 22¢5(") Kanten.
Erreichbarkeitsprobleme, bei denen nach Pfadverbindungen zwischen zwei Knoten gefragt
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wird, sind mit einfachen Graphexplorationstechniken zeiteffizient 16sbar. Eine DTM benotigt
bei Digraphen der GroBe N hierfiir maximal O(N*) Schritten (fiir eine geeignete Konstante
k). Wegen (22¢5())k —= 92keS(n) orgibt sich die Zeitschranke 20(5). .

Der im Beweis verwendete Digraph G (w) heifit der Konfigurationsgraph von M.

14.3 Abschluss unter Komplement

Zu einer Komplexitétsklasse K assoziieren wir die Klasse
co-K :={L| L € K}

aller Komplemente von Sprachen aus K. K = co-K bedeutet dann nichts anderes als dass
K unter Komplement abgeschlossen ist.

Deterministische Zeitkomplexitatsklassen sind trivialerweise abgeschlossen unter Kom-
plement:

Satz 14.6 DTime(T(n)) = co-DTime(T'(n)).

Beweis Vertauschen von Endzustinden und Nicht-Endzustédnden macht aus einem 7'(n)-
zeitbeschriankten Akzeptor von L einen 7T'(n)-zeitbeschrankten Akzeptor von L = ¥*\ L.

Beachte, dass die entsprechende Aussage fiir nichtdeterministische Zeitkomplexitatsklassen
vermutlich nicht gilt. Zum Beispiel gilt ja vermutlich NP # co-NP.

Wie verhalten sich Platzkomplexitétsklassen beziiglich Komplementbildung. Die folgen-
den Resultate liefern eine Antwort.

Satz 14.7 Fir jede platzkonstruierbare Funktion S(n) > logn gilt:
DSpace(S(n)) = co-DSpace(S(n)).

Beweis Wenn ein S(n)-platzbeschrinkter Akzeptor von L auf jeder Eingabe nach endlich
vielen Schritten stoppt, dann kénnen wir erneut mit dem Vertauschen von Endzustéinden
und Nicht-Endzusténden argumentieren. Durch etwaige Endlosschleifen ensteht aber ein Zu-
satzproblem. Andererseits wissen wir bereits, dass ein S(n)-platzbeschrankter Akzeptor M
nur 2°05() Konfigurationen hat. Es gibt daher eine Konstante k mit der Eigenschaft: nach
2kS(n) Schritten muss M sich in einer Endlosschleife befinden. Wir konnen die Platzkonstru-
ierbarkeit von S(n) und damit auch kS(n) benutzen, um einen Binérzihler mit 10¥5(  also
der Binsrdarstellung von 250" zu installieren. Dieser Bindrzdhler kann als eine Art ,, Uhr®
riickwérts gezéhlt werden. Wenn die Uhr auf 0 steht, brechen wir die Rechnung nichtakzep-
tierend ab. °

Satz 14.7 gilt sogar ohne die Voraussetzung der Platzkonstruierbarkeit von S(n). Den Nach-
weis hierfiir empfehlen wir als Ubung.
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Fiir nichtdeterministische Zeitkomplexitatsklassen ist der Abschluss unter Komplement
vermutlich nicht gegeben. (Zum Beispiel wird NP # co-NP vermutet.) Fiir nichtdetermi-
nistische Platzkomplexitétsklassen hingegen konnten Immerman und Szelepcsényi folgendes
Resultat beweisen:

Satz 14.8 Fir jede platzkonstruierbare Funktion S(n) > logn gilt:
NSpace(S(n)) = co-NSpace(S(n)) .

Dieser Satz wird in der Vorlesung , Theoretische Informatik® fiir den Spezialfall S(n) = n
bewiesen:

e NSpace(n) stimmt iiberein mit der Klasse der kontextsensitiven Sprachen.

e In der Vorlesung ,, Theoretische Informatik® wird gezeigt, dass kontextsensitive Spra-
chen abgeschlossen sind unter Komplement.

Da der Beweis fiir den allgemeinen Fall nicht wesentlich aufwéndiger ist als fiir den Spezialfall
S(n) = n, wollen wir ihn im Rahmen der Vorlesung ,, Komplexitétstheorie“ nicht im Detail
fithren, sondern in der folgenden Beweisskizze nur die wesentlichen Ideen ins Gedéchtnis
rufen:

Beweisskizze

e Fiir eine Sprache L € NSpace(S(n)) ist zu zeigen L € NSpace(S(n)). Es sei M eine
S(n)-platzbeschréankte NTM, die L erkennt. Es sei G)j/(w) wieder der Konfigurations-
digraph von M bei Eingabe w, Ky(w) die Startkonfiguration bei Eingabe w und K
eine (0BdA) eindeutige akzeptierende Endkonfiguration. Eine NTM M fiir die Sprache
L muss fiir jedes Wort w € L nichtdetermistisch verifizieren kénnen, dass in G (w)
kein Pfad von Kjy(w) nach K, existiert. Ein Pfad liefle sich durch Raten desselben ve-
rifizieren. Das Rétsel lautet: wie ldsst sich die Nicht-Existenz eines Pfades verifizieren?

e Angenommen wir wiissten, wieviele Knoten in G;(w) von Ky(w) aus erreichbar sind,
sagen wir N = 20(5(") yiele. Dann kénnen wir die Nicht-Erreichbarkeit von K, dadurch
verifizieren, dass wir zu N von K, verschiedenen erreichbaren Knoten K jeweils einen
Pfad von Ky(w) nach K raten.

e Die Anzahl N der von Ky(w) aus erreichbaren Knoten lésst sich mit der Technik des
(nichtdeterministischen) induktiven Z#ihlens bestimmen. Dabei wird Folgendes erreicht:
— Entweder M bestimmt N korrekt oder M bricht den Zihlprozess erfolglos ab.
— Es existiert mindestens eine Rechnung von M, die N korrekt bestimmt.
Weitere Details zum induktiven Z&hlen kénnen im Skriptum zur Vorlesung ,, Theoretische
Informatik“ nachgelesen werden. Beachten Sie, dass ein Binérzihler, der bis N = 20(5()

zéhlen kann, nur O(S(n)) Zellen beansprucht. Bei geschickter Implementierung von M ergibt
sich die Platzschranke S(n), womit dann L € NSpace(S(n)) bewiesen wire. o
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14.4 Die Platz-Zeit-Hierarchie

Aus den vorangegangenen Abschnitten ergibt sich die folgende Situation fiir eine platzkon-
struierbare Ressourcenschranke R:

DSpace(R) C NSpace(R) C DTime (QO(R)) NTime (2O(R))

NSpace (QO(R)) = DSpace (QO(R))

Bei der letzten Gleichung wurde der Satz von Savitch benutzt.

Wir erinnern an die Komplexitéitsklassen £ = DSpace(logn), N'L = NSpace(logn),
P, NP und PSpace. Mit R(n) = logn ergibt sich (unter Beachtung von 200°8™ = pO)
die

Folgerung 14.9 L C NL C P C NP C PSpace.

15 Hierarchiesitze

Im Folgenden bezeichne DTime (T (n)) die Klasse aller Sprachen, die von einer T'(n)-zeitbe-
schriankten k-Band DTM erkannt werden kénnen. Da die Definition der Klasse DTime(T'(n))
keine Vorschriften iiber die (konstante) Anzahl von Béandern macht, ergibt sich DTime (T (n))
= Ug>1DTimer(T'(n)). Die Notationen DSpace,(S(n)), NTimey(T(n)) und NSpace,(T(n))
sind analog zu verstehen. Die uns von frither bekannten Bandreduktionstheoreme, resultie-
rend aus Simulationen von k-Band DTMs auf 1- oder 2-Band DTMs, lesen sich dann wie
folgt:

DSpace(S(n)) = DSpace,(S(n))
DTime(T(n)) C DTime,(T(n)?)
DTime(T(n)) C DTimes(T(n)logT(n))

Die entsprechenden Aussagen fiir NTMs lauten:

NSpace(S(n)) = NSpace,(S(n))
NTime(T(n)) = NTimey(T(n))

Wir werden in diesem Abschnitt zeigen, dass die (asymptotische) Vergroflerung einer
Ressourcenschranke zu einer Vergroflerung der Klasse der mit diesen Ressourcen erkennbaren
Sprachen fiihrt. Aussagen dieser Art sind unter dem Namen , Hierarchiesétze“ bekannt. Wir
beginnen mit folgendem

Lemma 15.1 FEs seien fi(n), fa(n) Funktionen mit fi(n) = o fa(n))

1. Es sei fy zeitkonstruierbar. Dann gilt fir alle k > 1:

DTimer(f1(n)) C DTimeg1(f2(n)) .
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2. Es sei fo(n) > logn platzkonstruierbar. Dann gilt fir alle k > 1:

DSpacey(fi(n)) C DSpaceyy,(f2(n)) -

Beweis Die Inklusionsbeziehung ist klar, aber die Echtheit der Inklusion muss jeweils nachge-
wiesen werden. Der Beweis benutzt die Technik der Diagonalisierung. Wie aus Abschnitt 2.7
bekannt ist, konnen wir eine k-Band DTM M, mit einer k-Band UTM simulieren, die einen
Schritt von M, simulieren kann, und zwar in O(|«|) Schritten im Falle & > 2 und in O(||?)
Schritten im Falle £ = 1. In diesem Beweis spendieren wir der UTM ein Band k + 1, das der
Kontrolle der Ressourcenschranke dient. Simulationen, welche zur Uberschreitung der Res-
sourcenschranke (oder zu Endlosschleifen) fithren wiirden, werden abgebrochen.*® Wir defi-
nieren nun eine Sprache D wie folgt: ein Eingabewort a01? wird in D nicht aufgenommen gdw
die UTM-Simulation zum Akzeptieren von a01? durch M, fiihrt. Umgekehrt ausgedriickt:
a01? wird in D aufgenommen gdw entweder die UTM-Simulation zum Nicht-Akzeptieren
von 01?7 durch M, fiithrt oder die Simulation vorzeitig abgebrochen werden musste. Die
Sprache D hat eine geeignete Variante der UTM als Akzeptor. Da per Konstruktion Ressour-
ceniiberschreitungen vermieden werden, gehort D zu DTime(fa(n)) bzw. zu DSpace(fa(n)).
Wegen f1(n) = o(f2(n)) gibt es fir jede k-Band DTM M, mit Ressourcenschranke f; einen
hinreichend grosen ,,Polsterparameter® p, so dass akzeptierende Rechnungen von M, ohne
Resourceniiberschreitung zu Ende simuliert werden kénnen. Offensichtlich (per Diagonalisie-
rung) unterscheidet sich D in mindestens einem Wort von jeder Sprache aus DTime(f1(n))
bzw. aus DSpace(fi(n)). Hieraus ergibt sich die Aussage des Lemmas. o

Folgerung 15.2 FEs sei Sy(n) platzkonstruierbar und Sy(n) = o(Sa(n)). Dann gilt

DSpace(S1(n)) C DSpace(Sa(n)) .

Beweis Der Beweis ergibt sich unter Ausnutzung von Lemma 15.1 und der Bandredukti-
onstheoreme aus

DSpace(S1(n)) = DSpace,(S1(n)) C DSpacey(Sa(n)) = DSpace(Sa(n)) .

Folgerung 15.3 Es sei Th(n) zeitkonstruierbar und Ty (n)logTi(n) = o(T2(n)). Dann gilt

DTime(T1(n)) C DTime(Tz(n)) .

48Endlosschleifen konnten bei platzbeschrinkten Rechnungen auftreten. Da So(n) > logn platzkonstru-
ierbar ist, konnen Endlosschleifen des Simulators aber durch Mitzdhlen der durchlaufenen Konfigurationen
erkannt werden.
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Beweis Der Beweis ergibt sich unter Ausnutzung von Lemma 15.1 und der Bandredukti-
onstheoreme aus

DTime(T1(n)) C DTimes(T1(n)logTi(n)) C DTimes(T2(n)) C DTime(Ts) .

Die in Lemma 15.1 angewendete Diagonalisierungstechnik benutzt drei Grundeigenschaf-
ten der beteiligten Komplexitétsklassen:

Universalitédt: Die Simulation verwendet eine fy-ressourcenbeschrankte UTM zur Simula-
tion von Maschinen mit Ressourcenschranke f;.

Kontrollierbarkeit: Ressourceniiberschreitungen werden erkannt und fithren zum Abbruch
der Simulation.

Abschluss unter Komplement: Die UTM muss die Akzeptanzentscheidung von M, effi-
zient negieren.

Die erten beiden Eigenschaften sind auch bei nichtdeterministischen Komplexitatsklassen
gegeben. Geméaf dem Satz von Immerman und Szelepcsényi (s. Satz 14.8) liegt die dritte
Eigenschaft wenigstens fiir nichtdeterministische Platzkomplexitétsklassen vor. Daher ergibt
sich (mit Beweisen analog zum deterministischen Fall) die

Folgerung 15.4 FEs sei Sy(n) platzkonstruierbar und Si(n) = o(Sa(n)). Dann gilt
NSpace(S1(n)) C NSpace(Sa(n)) .

Fiir nichtdeterministische Zeitkomplexitatsklassen ist der Abschluss unter Komplement
vermutlich nicht gegeben. (Zum Beispiel wird NP # co-NP vermutet.) Erstaunlicherweise
lasst sich dennoch der folgende Zeithierarchiesatz beweisen:

Satz 15.5 Es sei Ty zeitkonstruierbar und Ty(n) < Ti(n+ 1) = o(Tx(n)). Dann gilt fir alle
k> 1: NTimeg(Ty) C NTimey1(T3).

Beweis Der Beweis benutzt die Technik der ,lazy diagonalization” zur Konstruktion einer
Sprache D € NTimeg1(To(n)) \ NTimey(T1(n)). Viele technische Details sind dhnlich wie
im Beweis von Lemma 15.1, so dass wir uns hier auf die zusédtzlichen Man&ver konzentrieren,
die der fehlende Abschluss unter Komplement uns aufnotigt. Es sei f : N — N die folgende
induktiv definierte Funktion:

f(1)=2 und f(i+1)=2"00)

Es ist nicht schwer zu zeigen, dass sich zu jedem n € N der (wegen der strengen Monotonie
von f eindeutige) Index ¢ mit

f@) <n< f(i+1)
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von einer T5(n)-zeitbeschriankten DTM berechnen ldsst. Wir erinnern daran, dass wir mit
a(i) den i-ten Binérstring in der natiirlichen Aufzéhlung aller Binérstrings bezeichnen. Im
Rahmen der ,lazy diagonalization® soll fiir jede Tj(n)-zeitbeschrankte NTM M Folgendes
erreicht werden: wenn a(i) = a01” ein Codewort fiir M mit hinreichend grofler Polsterung
p ist, dann soll D sich von L(M) auf einem Wort der Form 1" mit f(i) < n < f(i + 1)
unterscheiden. Hierzu gehen wir bei gegebener Eingabe 1™ vor wie folgt:

Fall 1: f(i) <n < f(i +1).
Dann simuliere M = M,(; nichtdeterministisch auf Eingabe 1" und nimm 1" in
D auf gdw die simulierte Rechnung zum Akzeptieren fithrt (keine Abénderung des
Akzeptanzverhaltens). Beachte, dass die Simulation wegen der Voraussetzung T (n +
1) = o(T»(n)) im Rahmen der Zeitschranke T5(n) geleistet werden kann.

Fall 2: n= f(i+1).

Dann simuliere M = M,y deterministisch auf Eingabe 17O+ ynd nimm 1" in D auf
gdw die simulierte Rechnung nicht alzeptiert. Da M auf Eingaben der Lange f(i) + 1
maximal ¢ (f(i)+1) Schritte rechnet (fiir eine geeignet gewéhlte Konstante c), gibt es
im Konfigurationsgraphen von M maximal 2¢71(/()+1) = 20(T2(/()) Berechnungspfade
und die deterministische Simulation kann von einer 2°(72(/()))_geitbeschréankten DTM
erledigt werden. Wegen f(i + 1) = 272U/() ist dann erst recht die Zeitschranke Th(f(i +
1)) = Ty(n) ausreichend.*?

Wir argmentieren nun, dass D sich von M (hinreichend grofie Polsterung des Codeworts
von M unterstellt) in mindestens einem der Strings 17, f(i) < n < f(i + 1), unterscheidet.
Beachte, dass geméfl der obigen Fallunterscheidung

Vo€ {f(i)+1,....f(i+1)—=1}: DA") = M"Y und DA/ED) £ M(17O+) - (21)
Wir machen die (heuchlerische) Annahme, dass
Vne{f(@)+1,....fe+1)}: DA")=M(1") . (22)

Bedingung (21) kombiniert mit (22) fithrt dann aber zu einem Widerspruch. Daher ist die
Annahme (22) falsch und D unterscheidet sich fiir mindestens einen Index n auf 1" von M
— wie gewiinscht. °

Folgerung 15.6 Es seiT1(n) und Ty(n) zeitkonstruierbar mit Ty (n) < Ti(n+1) = o(Ty(n)).
Dann gilt: NTime(T\) C NTime(T3).

Beweis Wir erinnern an Satz th:k-auf-2-band, welcher besagt, dass

NTime(T(n)) = NTimes(T(n)) .

49Da in beiden diskutierten Fillen Asymptotik im Spiel ist, stimmt die vorgetragene Argumentation, dass
Zeitschranke T5(n) fiir die Simulation ausreicht, streng genommen erst bei hinreichend grofler Polsterung p
(was das Diagonalisierungsargument aber nicht beschédigt).
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In Kombination mit Satz 15.5 ergibt sich
NTime(T1(n)) = NTimes(T1(n)) C NTimes(T2(n)) = NTime(T(n)) ,

was den Beweis abschlief3t. °

Offenes Problem: Wie erinnern an die Platz-Zeit-Hierarchie
LCNLC P C NP C PSpace (23)

Aus dem nichtdeterministischen Platzhierarchiesatz folgt N'L C PSpace. Demnach muss die
Inklusionskette (23) an irgendeiner Stelle zerreifen, d.h., mindestens eine der Inklusionen
muss echt sein. Es wird vermutet, dass alle Inklusionen in (23) echt sind. Aber von keiner
einzelnen konnte dies bis dato bewiesen werden.

16 Die Klasse NL

Ein Verwandter des P-NP Problems ist das £-N L Problem: Ist die Inklusion £ C NL
echt? Da dieses Problem trotz grofler Anstrengungen bis heute nicht gelost werden konnte,
ist es naheliegend, nach ,schwersten Problemen® in AL zu suchen. Diese konnen, in Analogie
zur NP-Vollstindigkeitstheorie, wieder mit Hilfe von Problemreduktionen dingfest gemacht
werden. Allerdings ist es nicht zweckmafig, Karp-Reduktionen zu verwenden: aus Ly <, Lo
und Ly € L folgt namlich nicht, dass Ly € L, da die zugrunde liegende Reduktionsabbildung
zwar in Polynomialzeit, aber nicht notwendig mit logarithmischem Platz, berechnet werden
kann. Die fiir die Berechnung der Reduktionsabbildung zur Verfiigung gestellten Ressourcen
sollten sich stets an der kleineren der beiden beteiligten Komplexitatsklassen orientieren, in
unserem Fall also an der Klasse £. Dies fiihrt uns zum Begriff der logspace-Reduktionen:

Definition 16.1 Eine Sprache L; heifst logspace-reduzierbar auf Lo, notiert als Ly <;oq Lo,
falls eine Abbildung f : ¥* — ¥* existiert mit:

1. f istlogspace-berechenbar, d.h., f ist von einer log(n)-platzbeschrinkten DTM, verse-
hen mit einem Read-only Eingabeband, einem Write-only Ausgabeband sowie einem Ar-
beitsband, berechenbar. Dabei wird nur der Platzverbrauch auf dem Arbeitsband gezdihlt.

2. Fiir alle x € ¥* gilt: x € Ly & f(x) € Ls.

Da k-Band DTMs ohne Verlust an Platzeffizienz von 1-Band DTMs simuliert werden konnen,
andert sich der Begriff der logspace-Berechenbarkeit von f nicht, wenn wir der betreffenden
DTM k Arbeitsbénder (statt nur einem) spendieren.

Die Relation ,,<;,,” besitzt die gewiinschten Eigenschaften:

Lemma 16.2 1. Aus Ly <iog Lo und Ly <ioq L3 folgt Ly <j0q Ls.
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2. Aus Ly <joq Ly und Ly € L folgt Ly € L.

Beweis

1. Es sei f die Reduktionsabbildung zu L; <;,y Lo und g die Reduktionsabbildung zu
Ly <iog L3. Wir mochten zeigen, dass g o f eine Reduktionsabbildung zu L, <oy L3
ist. Freilich gilt fiir alle x € »*

rel & f(ZE) €Ly, & g(f(l’)) € Ls .

Aber ist g o f logspace-berechenbar? Da y = f(x) einerseits die Ausgabe der f-
Berechnung, andererseits aber die Eingabe der g-Berechnung ist, scheint es folgendes
Dilemma zu geben:

e Wenn die Ausgabe y zur ersten Reduktion auf das Write-only Ausgabeband ge-
schrieben wird, dann darf die Prozedur, die g(y) = g(f(z)) berechnen soll, ihre
Eingabe y nicht lesen.

e Logarithmischer Speicher reicht aber nicht aus, um f(z) in Génze auf das Arbeit-
sand zu schreiben. Schlimm, schlimm, ...

Der Ausweg aus dem Dilemma ist wie folgt. Wir halten eine Simulation der DTM M,
zur Berechnung von g(f(x)) aufrecht und merken uns in einem Zihler die aktuelle
Position des Read-only Eingabekopfes von M, (anfangs die Position 1). Wenn M,
das j-te Symbol der (nicht vorhandenen!) Eingabe f(x) lesen mochte, starten wir die
DTM M; zur Berechnung von f(z), unterdriicken die Ausgabe der ersten j — 1 Bits
(unter Verwendung eines zweiten Zihlers) und benutzen das j-te Ausgabebit, um den
ndchsten Berechnungsschritt von M, zu simulieren. Die Details dieser Simulation sind
leicht auszuarbeiten.

2. Es sei f die Reduktionsabbildung zu L; <,y Lo. L; kann im Rahmen einer logspace-
Berechnung erkannt werden, indem wir die DTM zur Berechnung von f(z) und die
DTM, welche , f(x) € Ly?“ entscheidet, kooperieren lassen. Das Eingabe/Ausgabe-
Dilemma wird wieder mit dem soeben geschilderten Trick gelost.

Dieser Beweis macht etwas deutlich, was wir schon haufiger beobachtet haben: ein Mar-
kenzeichen von ,logspace® ist, dass der zur Verfiigung stehende Platz (gerade soeben) aus-
reicht, um einen (oder konstant viele) Zéhler zu speichern, die von 0 bis poly(n) zéhlen
konnen.

Gegeben unsere Erfahrung mit der NP-Vollstandigkeitstheorie ist die folgende Definition
und das folgende Lemma ,,Standard*:

Definition 16.3 Eine Sprache Ly heifst N'L-hart, falls L <;,4 Lo fiir alle L € N'L. Falls
dariiber hinaus Ly € N'L, dann heifit Ly N L-vollstindig.
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Lemma 16.4 Es gelte Ly <joq Ly und L; sei N L-hart. Dann ist auch £o N L-hart.

Ausgehend von einem N L-harten Problem kénnen wir mit Hilfe von logspace-Reduktionen
nach und nach einen Stammbaum N L-harter Probleme ,, wachsen lassen“. Wie gelangen wir
an ein erstes N L-hartes Problem? Voila, hier ist es:

Digraph Reachability: Gegeben ein Digraph G = (V, E) mit zwei ausgezeichneten Koten
s,t € V, gibt es einen Pfad in G von s nach ¢?

Satz 16.5 ,Digraph Reachability® ist N L-vollstindig.

Beweis Die Mitgliedschaft von ,,Digraph Reachability” in der Klasse N'L ergibt sich wie
folgt: rate einen Pfad von s nach t und durchlaufe ihn dabei, speichere aber auf dem Ar-
beitsband immer nur den Knoten, an dem der Pfaddurchlauf sich aktuell befindet.

Es sei L € N'L beliebig aber fest. Weiter sei M eine log(n)-platzbeschrinkte NTM, die L
erkennt. Zu einer Eingabe w sei Gp(w) der resultierende Konfigurationsgraph mit ausge-
zeichneten Knoten (=Konfigurationen) Ky(w) (Startkonfiguration) und K, (akzeptierende
Endkonfiguration). Die Abbildung

w— Gy (w), Ko(w), Ky
hat die Eigenschaft
w € L < es gibt in G (w) einen Pfad von Ky(w) nach K |

und es ist nicht schwer zu sehen, dass sie logspace-berechenbar ist.
Unsere Diskussion hat ergeben, dass ,,Digraph Reachability* A L-vollstindig ist. °

Da logspace-Rechnungen in Polynomialzeit durchgefiihrt werden kénnen, gilt: L; <,
Ly = Ly <po1 Lo. Wir merken kurz an, dass alle von uns bisher vollzogenen Karp-Reduktionen
mit etwas Liebe und Sorgfalt in logspace-Reduktionen transformiert werden kénnen. Ins-
besondere sind SAT, 3-SAT sowie alle weiteren Sprachen des von uns bisher entwickelten
Stammbaums NP-vollstindig unter logspace-Reduktionen. Aus der Existenz eines log(n)-
platzbeschrankten Algorithmus fiir SAT (oder 3-SAT, ...) wiirde also £ = NP folgen!

Sprachen aus NP sind dadurch charakterisiert, dass es fiir jedes Wort x € L einen kurzen
und zeiteffizient verifizierbaren Beweis (auch Zertifikat genannt) y gibt, der die Mitgliedschaft
von z in L belegt. Sprachen aus ML sind in dhnlicher Weise durch kurze und platzeffizient
verifizierbare Read-once Zertifikate charakterisiert:

Definition 16.6 Fin Read-once Eingabeband ist ein Read-only Fingabeband, auf welchem
der Kopf in jedem Schritt eine Position nach rechts rickt. Fir eine DTM M mit einem Read-
only Eingabeband und einem zusditzlichen Read-once Eingabeband bezeichnet M (z,y) € {0,1}
die Ausgabe von M zu Eingabe x auf dem Read-only Eingabeband und Fingabe y auf dem
Read-once Fingabeband (,1“ = Akzeptieren).
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Satz 16.7 Eine Sprache L ist aus N'L gdw ein Polynom p(n) und eine (auf dem Arbeitsband)
log(n)-platzbeschrinkte DTM M existieren, so dass folgendes gilt:

1. M st neben threm Read-only Fingabeband, ihrem Write-only Ausgabeband und ihrem
Arbeitsband mit einem weiteren Read-once Eingabeband ausgestattet.

2. Fiir allex € ¥*: x € L < Jy € {0, 1}p(|m|) : M(z,y) = 1.

In Verbindung mit Satz 16.7 heifit y auch das ,Read-once Zertifikat“ fiir z € L. Der (of-
fensichtliche) Beweis dieses Satzes benutzt das Rate-Verifikationsprinzip, welches wir im
Zusammenhang mit der Klasse NP bereits kennen gelernt haben.

Aus dem Satz von Immerman und Szelepsenyi ergibt sich die

Folgerung 16.8 N'L = co-N L.

Da N'L abgeschlossen unter Komplement ist gehort ,,Digraph Unreachability* (das Kom-
plement von , Digraph Reachability”) ebenfalls zu N'L. In Verbindung mit Satz 16.7 heifit
das, dass die Nicht-Fxistenz eines Pfades von s nach ¢ in einem Digraphen G sich durch ein
kurzes und logspace-verifizierbares Read-once Zertifikat belegen lasst.

Wir stellen abschlieSend die Frage, ob die in Satz 16.7 beschriebene DTM méchtiger
wird, wenn das Zertifikat y auf ein zusétzliches Read-only Eingabeband geschrieben worden
wére (anstatt auf ein Read-once Eingabeband). Die Antwort, vielleicht etwas iiberraschend,
lautet ,,viel méachtiger”: mit DTMs von diesem Zuschnitt lassen sich exakt die Sprachen der
Klasse NP erkennen. Den Beweis dieser Aussage empfehlen wir als Ubung.

17 PSpace-vollstindige Probleme

In Abschnitt 17.1 lernt die Leserin und der Leser ein erstes PSpace-vollstindiges Problem
kennen: die Sprache TQBF der ,,wahren quantifizierten Booleschen Formeln (True Quantified
Boolean Formulae)“. Dies fithrt uns zu einer Verbindung zwischen Komlexitétstheorie und
Préadikatenlogik, welche wir in Abschnitt 17.2 ndher beleuchten. Abschnitt 17.3 soll einen
Eindruck vermittel, welche Typen von Problemen (neben TQBF) schwerste Vertreter in
der Klasse PSpace sind. Das Kapitel schliefit in Abschnitt 17.4 mit der pradikatenlogischen
Version offener komplexitéatstheoretischer Probleme.

17.1 Quantifizierte Boolesche Formeln

Definition 17.1 Die Sprache der Wahren Quantifizierten Booleschen Formeln, notiert als
TQBF, enthalte alle (Kodierungen von) quantifizierten Booleschen Formeln der Form

(Q1v1) - (QmUm) F(v1, .. om) (24)

welche die Korrektheitsbedingung
Qia; €{0,1},...,Qnam € {0,1} : Fay,...,an) (25)
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erfillen. Hierbei sei m eine beliebige nicht-negative ganze Zahl, Qy, ..., Qm € {3,V}, und F
sei eine Boolesche Formel in den Booleschen Variablen vy, ..., v,,.

Beispiel 17.2 Folgende quantifizierten Booleschen Formeln haben die in (24) vorgeschrie-
bene Form:

qbfl = (\V/’(Jl)(ElUQ)(ElUg) Q_Jg VAN ((171 N UQ) V (Ul A 772))
qbf2 = (Elvl)(‘v’vg)(Elvg) 273 A ((171 VAN ’UQ) V (Ul VAN 172))

Wir werden weiter unten sehen, dass qbf; die Bedingung (25) erfillt und somit zu TQBF
gehort, wohingegen qbf, diese Bedingung verletzt und somit nicht zu TQBF gehort.

Satz 17.3 TQBF € PSpace.

Beweis Wir verwenden zunéchst eine platzineffiziente EXHAUSTIVE SEARCH, um ein
kanonisches Auswertungsschema klarzumachen. Anschliefend verwenden wir die (uns schon
aus dem Beweis des Satzes von Savich bekannte) Technik des Ariadne Fadens, um die EX-
HAUSTIVE SEARCH platzeffizient zu gestalten.

Wir gehen aus von einer Eingabe der Form (24). Mit einem vollstdndig bindren Entschei-
dungsbaum 7' der Tiefe m lassen sich alle 2™ denkbaren Belegungen von vy, ..., v,, durch-
probieren. Wir markieren die inneren Knoten von T der Tiefe i — 1 mit Q; € {3,V}, um
deutlich zu machen, wie die Variable v; quantifiziert ist.

Einschub Die Entscheidungsbédume 77 und 7%, die zu den Formeln gbf; und qbf, aus Bei-
spiel 17.2 korrespondieren, sind in den Abbildungen 14 und 15 zu besichtigen. Der
Fortgang des Beweises kann an diesen Abbildungen nachvollzogen werden.

Jedes Blatt von T korrespondiert zu einer vollstindigen Belegung (bq,...,b,) € {0,1}™
der Variablen (vy,...,v,,). Ein innerer Knoten u der Tiefe i in T" korrespondiert zu einer
partiellen Belegung von (vy, ..., v;) mit (by, ..., b;). Unser Ziel ist, die Knoten von T, bottom-
up“ mit den Booleschen Wahrheitswerten 0 oder 1 zu markieren, wobei ein zur partiellen
Belegung (by, ..., b;) korrespondierender Knoten u der Tiefe i genau dann mit 1 markiert
werden soll, wenn die Bedingung

Qir1air1 € {0,1} - Qpay, € {0,1} 1 F(by, ..., bi, s, - - -, i) (26)

erfilllt ist. Zur Markierung eines zur vollstédndigen Belegung b = (by, ..., b,,) korrespondie-
renden Blattes, brauchen wir lediglich die Formel F' an b auszuwerten. Wenn wir induktiv
annehmen, dass die Kinder ug, u; eines inneren Knoten u bereits korrekt mit Wahrheitswer-
ten wy, wy markiert sind, dann fiihrt folgende Regel zu einer korrekten Markierung von w:

e Wenn u mit Quantor 3 markiert ist, dann markiere v mit Wahrheitswert wq V w.

e Wenn u mit Quantor V markiert ist, dann markiere v mit Wahrheitswert wy A wy.
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Abbildung 14: Der Entscheidungsbaum 77 fiir die quantifizierte Boolesche Formeln gbf; aus
Beispiel 17.2.

Auf diese Weise konnen wir, beginnend bei den Bléttern, alle Knoten von T' bottom-up mit
Wahrheitswerten markieren bis wir schliellich bei der Wurzel anlangen. Aus der Invarianz-
bedingung (26) geht durch Inspektion des Spezialfalles i = 0 hervor, dass die Wurzel von
T genau dann mit 1 markiert ist, wenn die gesamte quantifizierte Formel zu TQBF gehort.
Wir akzeptieren also die Eingabe genau dann, wenn am Ende unserer Markierungsprozedur
die Wurzel des Entscheidungsbaumes 7" mit Wahrheitswert 1 markiert ist.

Entscheidungsbaum 7" hat 2™ Blétter. Seine Grofle ist i.A. nicht polynomiell in der Einga-
beldnge n beschrankt. Eine platzeffiziente EXHAUSTIVE SEARCH darf zu keinem Zeit-
punkt den Baum 7' vollstdndig abspeichern. Um die eingangs beschriebene Markierungspro-
zedur platzeffizient durchzufiithren, wird 7" in Praordnung durchlaufen, wobei wir zu jedem
Zeitpunkt nur den Pfad von der Wurzel zum aktuellen Knoten (Ariadne-Faden) und die
aktuelle partielle Belegung (by,...,b;) kellerartig abspeichern. Zusétzlich speichern wir zu

jedem Knoten auf dem Ariadne-Faden einen Record der folgenden Form®’:

v Wo ? ?
Quantor | Wahrheitswert | Wahrheitswert | Wahrheitswert
linker Sohn rechter Sohn | aktueller Knoten

Hieraus kann man ersehen, dass pro Knoten auf dem Ariadne Faden nur konstanter Platz
erforderlich ist, und dass die Information in den Records ausreicht, um die oben beschriebene
Markierungsprozedur am Laufen zu halten. Da in einem Blatt des Entscheidungsbaumes die
Boolesche Formel F' auf gegebenen Bits by, . .., b, auszuwerten ist, geniigt Speicherplatz der

50Die hier gewihlte Belegung des Record mit bekanntem Wahrheitswert des linken Sohns und unbekann-
tem Wahrheitswert des rechten entspricht der in Abbildung 16 gezeigten Momentaufnahme des Praordnungs-
durchlaufes.
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Abbildung 15: Der Entscheidungsbaum 75 fiir die quantifizierte Boolesche Formel gbf, aus
Beispiel 17.2.

GroBenordnung m + |F| = O(n), wobei |F| die Kodierungslinge von F' bezeichnet. Aus
unserer Diskussion geht hervor, dass TQBF zur Klasse PSpace gehort. .

Satz 17.4 TQBF ist PSpace-hart

Beweis Der Beweis erfolgt iiber eine generische Karp-Reduktion, d.h., wir haben fiir eine
beliebige Sprache L € PSpace zu zeigen, dass L <,, TQBF. Sei M eine DTM, die L erkennt
und, fiir ein Polynom S, auf Eingaben w der Lange n nur S(n) Zellen besucht. Dann hat
die Rechnung von M auf w fiir eine geeignete Konstante ¢ maximal 2¢5(® Konfigurationen.
Offensichtlich ist w € L #quivalent dazu, dass die Startkonfiguration Ko(w) sich in 265
Rechenschritten in die (0BdA eindeutige) akzeptierende Endkonfiguration K, transformieren
lasst. Der Schliissel zum Beweis ist daher die Aussage, dass sich die Relation

K % K' & Konfiguration K wird von M in 2° Rechenschritten in K’ iiberfiithrt

durch eine effizient konstruierbare QBF F; beschreiben ldsst. Wir werden im folgenden eine
Konfiguration K mit dem entsprechenden bindren Codewort einer Lange m = O(S(n)) iden-
tifizieren. Belegungen einer Kollektion von m Booleschen Variablen, die korrekt gebildeten
Codewdrtern entsprechen, représentieren auf diese Weise Konfigurationen. Wie wir aus dem
Beweis des Cook’schen Theorems wissen, existiert eine effizient konstruierbare Boolesche
Formel Fy (in 2m Booleschen Variablen) mit Fo(K, K') = 1 gdw K und K’ Konfiguratio-

nen entsprechen (genauer: deren Codewortern) und wenn K 2 K (d.h. K’ ist direkte
Folgekonfiguration von K). Dies legt (dhnlich wie im Beweis des Theorems von Savich) die
folgende Rekursion nahe:

FJK, K| = QK" F,_1[K, K" A F, 1 [K", K] . (27)
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Qw0 O O O

Abbildung 16: Eine Momentaufnahme des Prdordnungs-Durchlaufs durch einen Entschei-
dungsbaum (u mit Séhnen wug,u; der aktuell besuchte Knoten, Ariadne-Faden hervorgeho-
ben).

Die schlechte Nachricht ist aber, dass die resultierende QBF fiir Ky(x) g K, () eine in n

exponentielle Lange hat. Dies liegt daran, dass wir in (27) zwei rekursive Aufrufe vorfinden.
Fir s = ¢S(n) entsteht somit ein vollstdndig bindrer Rekursionsbaum der Tiefe ¢S(n) mit
2¢5(") Blittern.

Einschub Es ist nicht verwunderlich, dass der Plan noch nicht aufgeht. Bisher haben wir
ausschlieflich 3-Quantoren verwendet. Wenn wir auf diese Weise eine Karp-Reduktion
erhalten hétten, hitten wir PSpace = NP gezeigt (was eine Sensation wéire). Die noch
ausstehende Kompression der Formellinge wird wohl Gebrauch von dem V-Quantor
machen miissen.

Wir dndern jetzt die Rekursionsregel (27) unter Einsatz des V-Quantors so ab, dass nur noch
ein rekursiver Aufruf erfolgt. Anstelle eine bindren Rekursionsbaumes der Tiefe ¢S(n) erhal-
ten wir dann einen ,, Rekursionspfad“ der Tiefe ¢S(n), der folgerichtig zu einer quantifizierten
Booleschen Formel der Kodierungsldnge O(S(n)) fithren wird. In einem gewissen Sinn war
bisher alles nur Vorgeplénkel und erst jetzt kommt die

Entscheidende Idee In die Rekursion (27) fiigen wir zwei neue Variablenkollektionen X, Y
ein. Wir werden mit einem rekursiven Aufruf testen, ob die Y-Variablenbelegung eine
Konfiguration reprisentiert, die sich mit 25~ Rechenschritten aus der X-Variablenbe-
legung ergibt. Mit Hilfe eines V-Quantors werden wir erreichen, dass (X,Y’) einmal
in der Rolle von (K, K”) und ein weiteres Mal in der Rolle von (K", K') auftreten.
Dadurch ersetzt der eine rekursive Aufruf die beiden rekursiven Aufrufe in (27).
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Die Gleichheit X = V zweier Variablenkollektionen ist komponentenweise zu verstehen.
Man beachte auch, dass Gleichheit zweier Boolescher Variablen oder Implikation zwischen
Booleschen Variablen als Abkiirzungen im Sinne von

a=0b < (aAb)V(aAnb)
a—b & aVvb
zu sehen sind. Nach diesen Vorbemerkungen geben wir nun die neue Rekursionsregel an,
die (27) ersetzen soll:
FK,K'] .=
AKVX)(VW) (X =KAY =K"YW(X=K"'AY =K')) = F,4[{X,Y]) .
Nach etwas kontemplativer Versenkung sollte klar werden, dass die neue Rekursionsregel
logisch dquivalent zu (27) ist. Wenn wir jetzt Fugq, [Ko(w), K| gemdB der neuen Rekursion

expandieren (und in die Prénexform bringen, so dass die Quantoren ganz am Anfang der
Formel stehen), ergibt sich schlieBlich die angestrebte Karp-Reduktion von L nach TQBF. e

Wenn wir uns die Reduktionsabbildung im Beweis von Satz 17.4 nochmals aufmerksam
ansehen, kénnen wir die folgende Beobachtung machen:

Bemerkung 17.5 x — F, produziert eine QBF, deren Quantorenkette von x nur indirekt
iiber |x| abhdngt. Anders ausgedriickt: verschiedene Worter x,xz' derselben Linge n fiihren
zur selben Quantorenkette in den QBFs F, und F..

Satze 17.3 und 17.4 liefern zusammen die

Folgerung 17.6 TQBF ist PSpace-vollstindig.

17.2 Pradikatenlogische Charakterisierung von PSpace

Im folgenden Satz wird PSpace mit Hilfe alternierender Quantorenketten charakterisiert.
Dabei ist ()0 bzw. (V),n die Abkiirzung fiir einen Quantor der sich iiber poly(n) Bits
erstreckt.

Satz 17.7 Eine Sprache L gehort genau dann zu PSpace, wenn eine Sprache Ly € P und
ein Polynom p existieren, so dass

x € L < (3y1)pot(YY2)pot (33 )pot - - (Qp(al) Yp(lal) Jpot Y15 - - - Yp(lays ©) € Lo - (28)

Beweis Wir setzen zundchst L € PSpace voraus und weisen Bedingung (28) nach. Wegen
L <,, TQBF gibt es fiir alle Worter = eine (aus x polynomiell konstruierbare) Boole-

sche Formel F, in m = poly(|z|) Booleschen Variablen vy, ..., v, und eine Quantorenkette
Q1,..., Qm € {3,V} mit der Eigenschaft
r €L (Qu)... (Qnvm)Fe(vr,. .., Um) - (29)
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Wir erinnern daran, dass die Quantorenkette in (29) von z nur indirekt iiber |z| abhéngt.
OBdA gelte Q; = 3. (Ansonsten konnten wir eine redundante Variable mit einem 3-Quantor
hinzufiigen.) Wir kénnen die Quantorenkette Qy, ..., Q,, in maximale Teilketten mit Quan-
toren nur eines Typs unterteilen. Die Anzahl der Teilketten sei mit p(|z|) bezeichnet. Dann
kénnen wir (29) umschreiben wie folgt:

rel & (Elyl)pol(va)pol(ElyB)pol T (QQ(|I|)yq(|$\))polFx(yl7 cee ,yp(\x|)> : (30)

Hierbei bezeichnet y; die Teilkollektion der Booleschen Variablen aus vy, ..., v,,, welche in
der i-ten Teilkette von (Qqv1) ... (Qmvm) vorkommen. Mit

Lo == {{y1,- - Yp(ap), @)+ Fa(yr, - Yp(a)) =1} € P

kann schlieBlich (30) in die Form (28) gebracht werden.

Nehmen wir umgekehrt an, dass L durch Bedingung (28) gegeben ist. Wir haben L € PSpace
zu zeigen. Dieser Nachweis kann in volliger Analogie zum Nachweis von TQBF € PSpace
(Beweis von Satz 17.3) gefiihrt werden. Wir modellieren mit einem Entscheidungsbaum 7" die
moglichen Belegungen der Variablenkollektionen yy, ..., y,(2)). Wir verwenden wieder eine
platzeffiziente EXHAUSTIVE SEARCH durch T unter Einsatz der Ariadne-Faden Technik.
Im Laufe der EXHAUSTIVE SEARCH kann eine Markierung der Knoten von 7" mit Wahr-
heitswerten vorgenommen werden, so dass  genau dann zu L gehort, wenn die Wurzel dabei
mit Wahrheitswert 1 markiert wird. Die Ausfiillung der technischen Details iiberlassen wir
der Leserin und dem Leser. °

17.3 Weitere PSpace-vollstindige Probleme

In diesem Abschnitt nennen wir ohne Beweis ein paar weitere PSpace-vollstdndige Pro-
bleme, um einen Eindruck zu vermitteln, welcher Problemtypus in diese Kategorie gehort.
Dabei setzen wir voraus, dass die Operationen der Konkatenation zweier formaler Sprachen
(Operationszeichen ,,-*“) und der Kleene’sche Abschluss einer formalen Sprache (Operations-
zeichen ,%“) aus der Vorlesung , Theoretische Informatik*“ bekannt sind.

17.3.1 Probleme mit Automaten und Grammatiken

Definition 17.8 Regulidre Ausdriicke diber einem Alphabet ¥ und die von ihnen induzierten
formalen Sprachen sind induktiv definiert wie folgt:

1. O e,0 mit o € ¥ sind requlire Ausdriicke. Die hiervon induzierten Sprachen sind (in
dieser Reihenfolge) die leere Menge, die Menge {€} und die Menge {c}.

2. Wenn a, B requlire Ausdriicke sind, dann sind auch (a+ ) , (a- B) und (o) regulire
Ausdriicke. Wenn L(a)) und L(3) die von o und 8 induzierten Sprachen bezeichnen,
dann sind die von (a+f) , (a-f) und (o) induzierten Sprachen (in dieser Reihenfolge)
L(e) UL(B), L() - L(B) und (L(a))".
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Reguldre Ausdriicke werden zum Beispiel bei Editoren oder in der lexikalischen Analyse von
Compilern angewendet. Das folgende Problem fragt danach, ob ein gegebener reguliarer Aus-
druck eine Sprache induziert, die zumindest ein Wort iiber dem Grundalphabet ausschlief}t.

Definition 17.9 REGULAR EXPRESSION NON-UNIVERSALITY ist das folgende Pro-
blem: Zu gegebenem reguliren Ausdruck o entscheide ob L(a) # X*.

Satz 17.10 (Stockmeyer und Meyer, 1973) Fiir jedes mindestens zweielementige Grund-
alphabet (also zum Beispiel fir das bindre Alphabet {0,1}) gilt: REGULAR EXPRESSION
NON-UNIVERSALITY ist PSPACFE-vollstindig.

Der Beweis von Stockmeyer und Meyer erfolgt mit einer generischen Karp-Reduktion.

Ein LBA (ausgeschrieben: Linear Bounded Automaton) ist im wesentlichen eine O(n)-
platzbeschrinkte NTM.%! Es ist bekannt, dass die Klasse der von LBAs akzeptierbaren Spra-
chen identisch ist mit der Klasse der sogenannten kontextsensitiven Sprachen (die aus der
Vorlesung Theoretische Informatik bekannt sein kénnten).

Definition 17.11 LBA-ACCEPTANCE ist das Problem zu entscheiden, ob ein gegebener
LBA M ein gegebenes Fingabewort x akzeptiert. Hierbei sind also sowohl (eine Kodierung
von) M als auch x Bestandteil der Fingabe. LINEAR SPACE ACCEPTANCE ist das ent-
sprechende Problem fiir O(n)-platzbeschrdankte DT M:s.

Satz 17.12 (Karp, 1972) LBA-ACCEPTANCE und LINEAR SPACE ACCEPTANCE
sind beides PSpace-vollstindige Probleme.

Der Beweis von Karp, den wir als Ubung empfehlen, erfolgt iiber eine (technisch einfache)
generische Karp-Reduktion unter Verwendung eines ,,padding argument“. Wegen des engen
Zusammenhangs zwischen LBAs und kontextsensitiven Grammatiken (auf deren formale
Definition wir hier verzichten) ergibt sich leicht die

Folgerung 17.13 Das Problem zu einer gegebenen kontextsensitiven Grammatik G und ei-
nem gegebenen Wort x zu entscheiden, ob x zu der von G induzierten kontextsensitiven
Sprache gehort, ist PSpace-vollstindig.

17.3.2 Spielprobleme

Es gibt einen natiirlichen Zusammenhang zwischen Zwei-Personen Spielen und alternierenden
Quantorenketten. Nennen wir die Personen WEISS und SCHWARZ. Die Frage, ob WEISS
(im Anzug) eine Gewinnstrategie iiber m Ziige hat, liest sich in expandierter Form wie folgt:

(3 Zug; fir WEISS) (¥ Zug; von SCHWARZ)
(3 Zug, fur WEISS) (V¥ Zugy von SCHWARZ)

(3 Zug,, fiir WEISS) Spielstellung ist gewonnen fiir WEISS

51 Aus dem Kompressionssatz folgt, dass eine solche NTM oBdA genau n Zellen (also exakt die das Ein-
gabewort enthaltenden Zellen) besucht.

112

Ubg.



Die Frage mit WEISS im Nachzug (also SCHWARZ im Anzug) lisst sich analog mit einer
alternierenden Quantorenkette formulieren, die mit einem V-Quantor beginnt. Im Lichte von
Satz 17.7 kann es daher nicht iiberraschen, dass sich iiber geeignet definierte Spiele PSpace-
vollstandige Probleme ergeben. Wir konkretisieren dies an folgenden Spielen:

QBF-Spiel: Ein , Spielbrett* des QBF-Spiels besteht aus einer Booleschen Formel F' =
F(vq,...,v,) in m Booleschen Variablen (wobei verschiedene Spielbretter verschiede-
ne Grolen m haben diirfen). Zwei Spieler sind abwechselnd am Zug. Spieler 1 (der
, Verifizierer®) hat das Ziel, F' zu 1 auszuwerten, wohingegen Spieler 2 (der , Falsifi-
zierer”) die Auswertung 0 anstrebt. Spieler 1 belegt v; mit einem Bit seiner Wahl,
Spieler 2 danach die Variable v,, dann wieder Spieler 1 die Variable vz, und so wei-

ter. Es seien aq,...,a,, die von den Spielern gewihlten Bits. Spieler 1 gewinnt gdw
F(ay,...,ay) =1

GENERALIZED HEX: Sei G = (V, F) ein Graph mit zwei ausgezeichneten Knoten s,t €
V. Das Spiel HEX[G] ist ein Zwei-Personen Spiel®?, bei welchem WEISS iiber weifle
und SCHWARYZ iiber schwarze Spielsteine verfiigt. Beide Spieler ziehen abwechselnd
mit WEISS im Anzug. Ein Zug besteht darin, einen eigenen Stein auf einen noch
unbesetzten Knoten aus V' \ {s,t} zu setzen. Das Spiel ist voriiber, wenn alle Knoten
aus V'\ {s,t} von (weiflen oder schwarzen) Steinen besetzt sind. Die finale Spielstellung
ist genau dann eine Gewinnstellung fiir WEISS, wenn die Knoten s,t zusammen mit
den von weilen Steinen besetzten Knoten einen Verbindungspfad von s nach ¢ in G
enthalten. WEISS muss also mit der Strategie spielen, eine Verbindung von s nach
t herzustellen; SCHWARZ ist bemiiht, solche Verbindungen mit Hilfe von schwarzen
Steinen zu vereiteln.

Offensichtlich ist die Frage nach einer Gewinnstrategie fiir Spieler 1 im QBF-Spiel gerade
das Problem TQBF in einer (leicht zu durchschauenden) Verkleidung:

Bemerkung 17.14 Zu entscheiden, ob Spieler 1 im QBF-Spiel eine Gewinnstrategie hat ist
PSpace-vollstindig.

Das folgende Resultat geht in die gleiche Richtung, ist aber weniger offensichtlich:

Satz 17.15 (Even und Tarjan, 1976) Die Frage, ob WEISS eine Gewinnstrategie im Spiel
GENERALIZED HEX besitzt, ist PSpace-vollstindig.

Die Mitgliedschaft in PSpace sollte klar sein. Der Beweis der PSpace-Hérte erfolgt durch
Angabe einer Karp-Reduktion von TQBF auf GENERALIZED HEX.

In dhnlicher Weise kann man zeigen, dass (mehr oder weniger) natiirliche Verallgemei-
nerungen®® populirer Spiele (wie zum Beispiel SCHACH oder GO) ebenfalls PSpace-hart
sind.

52Fiir spezielle Graphen in den USA ein handelsiibliches Spiel
53Um sinnvoll iiber Komplexitit reden zu koénnen, benétigt man Spielbretter einer variablen Grofe.
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Weitere Ubungsaufgabe Das japanische Brettspiel ,,Go-Moku* wird von zwei Spielern
auf einem (19 x 19)-Gitter gespielt. Die Spieler setzen abwechselnd ihre Steine. Derje-
nige, der zuerst fiinf seiner Steine direkt aufeinanderfolgend in einer Zeile, Spalte oder
Diagonale platziert, hat gewonnen. Betrachte dieses Spiel als auf ein (n x n)-Gitter
verallgemeinert. Es sei GM die Sprache aller Spielstellungen im verallgemeinerten Go-
Moku-Spiel, fiir die Spieler 1 eine Gewinnstrategie besitzt. Zeige, dass GM zur Klasse
PSpace gehort.

17.4 Offene Probleme

Uber die (bisher unbewiesene) P # NP-Vermutung haben wir schon viel berichtet. Die
Vermutung P # PSpace ist vergleichsweise schwicher. Im Lichte der diversen pradikatenlo-
gischen Charakterisierungen kann man diese offenen Fragen nun auch folgendermafien aus-
driicken:

P versus NP Sind pridikatenlogische Aussagen® die einen (3),,-Quantor verwenden diirfen,

méchtiger als rein aussagenlogische (also quantorenfreie) Aussagen?

P versus PSpace Sind priadikatenlogische Aussagen, die eine alternierende Quantorenkette
variabler Lange verwenden diirfen, méchtiger als rein aussagenlogische Aussagen?

Wir haben die Fragen bewusst informell gehalten, damit die Formulierungen griffig sind.
Leider haben die priadikatenlogischen Formulierungen der dahinter liegenden berechnungs-
theoretischen Probleme bisher nicht wirklich zu einer Klarung der offenen Fragen beigetragen.

18 Die polynomielle Hierarchie

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit einer von Meyer und Stockmeyer in den 1970ern
eingefithrte (vermutlich unendlichen) Hierarchie von Komplexitéatsklassen zwischen P und
PSpace. Abschnitt 18.1 fiihrt in die Thematik ein. In Abschnitt 18.2 préisentieren wir die
formale Definition und beweisen einige elementare Eigenschaften. Wir wir in Kapitel 19 noch
sehen werden, ldsst sich jede Stufe der Hierarchie in einer dhnlichen Weise pradikatenlogisch
charakterisieren, wie wir das im Falle von PSpace schon kennengelernt haben.

18.1 Einleitende Betrachtungen

Wir gehen der Frage nach, ob die Klasse der Sprachen, welche (in einem zu prézisieren-
den Sinne) reduzierbar auf eine Sprache aus NP sind, mit NP zusammenfillt oder NP echt
enthélt. Im zweiten Fall wiirde die Reduktionstechnik gewissermaflen fiir eine ,neue Qua-
litdt“ an Rechenkraft sorgen. Es wird sich zeigen, dass die Antwort auf diese Frage vom

54 Gemeint ist stets prianexe Normalform mit Quantoren vom Typ (3),e oder (V),o und einer in Polyno-
mialzeit entscheidbaren Aussage.
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gewdhlten Reduktionsbegriff abhéngt. Im Falle von Turing-Reduktionen entsteht eine Kom-
plexitétsklasse die (voraussichtlich) NP echt enthélt, wohingegen Karp-Reduktionen nicht
aus NP hinausfiihren.

18.1.1 Polynomielle Reduktionen auf Sprachen aus NP

Falls L <,,; L' und L' € NP, dann folgt bekanntlich L € NP. Wir erhalten namlich eine
polynomielle NTM M fiir L mit Hilfe der polynomiellen NTM M’ fiir L' und der Karp-
Reduktion f : ¥* — 3* wie folgt:

1. Transformiere die Eingabe x zum Mitgliedschaftsproblem fiir die Sprache L in die
korrespondierende Eingabe 2/ = f(x) zum Mitgliedschaftsproblem fiir die Sprache L'.

2. Sezte M’ auf z’ an und akzeptiere genau dann, wenn M’ akzeptiert.

Die Klasse der auf Sprachen aus NP Karp-reduzierbaren Sprachen fithrt also nicht aus NP
heraus.

18.1.2 Turing-Reduktionen auf Sprachen aus NP

Bei Turing-Reduktionen ergibt sich ein vollig anderes Bild. Wir wollen dies durch ein paar
Beobachtungen und Beispiele illustrieren.

Eine erste Beobachtung wire, dass jede Sprache auf ihr Komplement Cook-reduzierbar
ist:

Beobachtung 18.1 VL C ¥*: L < L.
Beweis Zu Eingabe z kénnen wir das L-Orakel befragen und seine Antwort umkehren. e

Aus Beobachtung 18.1 ergibt sich unmittelbar, dass jede Sprache aus NP U co-NP auf
das Erfiillbarkeitsproblem Cook-reduzierbar ist:

Beobachtung 18.2 VL € NP U co-NP : L < SAT.

Beweis Fiir L € NP ergibt sich L <,; SAT und somit auch L <¢ SAT aus der NP-
Vollstéandigkeit von SAT. Fiir L € co-NP folgt zunichst L € NP. Zusammen mit Beobach-
tung 18.1 erhalten wir die Reduktionskette L < L <7 SAT. Nun folgt L <7 SAT aus der
Transitivitdt von Turing-Reduktionen. °

Die Klasse der auf SAT Cook-reduzierbaren Sprachen fiihrt also (unter der NP # co-NP-
Voraussetzung) aus der Klasse NP heraus. Eine DOTM mit ,, Rechenkraft“ P und ein Orakel
der ,Rechenkraft® NP konnen demzufolge in Kooperation eine ,, Rechenkraft® oberhalb von
NP erlangen.

Ein Orakel fiir eine NP-vollstdndige Sprache nennen wir im folgenden einfach NP-Orakel.
Wir wollen illustrieren, wie méchtig eine polynomiell zeitbeschriankte NOTM wird, wenn
sie mit einem NP-Orakel ausgestattet ist. Dabei spielen die in den folgenden Beispielen
beschriebenen Sprachen eine wichtige Rolle:
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Beispiel 18.3 MINIMUM EQUIVALENT CIRCUIT (kurz: MEC) sei die Sprache aller
Paare (genauer: Kodierungen von Paaren) der Form (S, k), wobei gilt:

e S ist ein Boolescher Schaltkreis.
e k ist eine nicht-negative ganze Zahl.

o s gibt einen Booleschen Schaltkreis S’ mit hiochstens k Bausteinen (aus der Basis
AND, OR, NOT), der die selbe Boolesche Funktion wie S berechnet.

Das zu MEC korrespondierende Minimierungsproblem gehdért in den Bereich der Hardware-
manimierung: suche die billigste Realisierung eines gegebenen Schaltkreises.

Beispiel 18.4 UNSAT (ausgeschrieben: UNSATISFIABILITY) sei die Sprache der nicht
erfiillbaren Booleschen CNF-Formeln C'. Da UNSAT im Wesentlichen das Komplement von
SAT ist, ist UNSAT co-NP-vollstindig.

Beispiel 18.5 SAT" sei die Sprache aller Schaltkreise (genauer: Kodierungen von Schalt-
kreisen), die nicht die konstante Nullfunktion berechnen. Da SAT offensichtlich ein Teilpro-
blem von SAT" ist und andererseits SAT" zu NP gehort, ist SAT* NP-vollstindig.

Wir werden im Folgenden nachweisen, dass MEC ein sehr hartes Problem ist: es ist co- NP-
hart unter Karp-Reduktionen und NP-hart unter Turing-Reduktionen. Vermutlich gehort
es nicht zu NP U co-NP, aber diese Frage ist offen. Unter der NP # co- NP-Voraussetzung
kann man zumindest ausschliefen, dass MEC zu NP gehort. Der Harte von MEC zum Trotz
werden wir eine polynomiell zeitbeschrénkte NOTM angeben, die mit Hilfe eines NP-Orakels
als Akzeptor von MEC auftritt. Die kombinierte Rechenkraft zweier Agenten (NOTM und
Orakel) mit ,Rechenkraft“ NP reicht also aus, um die , harte Nuss* namens MEC zu knacken.
Wir starten unsere Analyse von MEC mit der folgenden

Beobachtung 18.6 UNSAT <,,, MEC.

Beweis Wir verwenden im Prinzip die Technik der Spezialisierung. Sei C' eine Boolesche
CNF-Formel, fo die von C' berechnete Boolesche Funktion und S¢ der zweistufige Schalt-
kreis, der C' auf die offensichtliche Weise berechnet (Berechnung der Klauseln mit OR-
Gattern auf der ersten Stufe und Berechnung der Konjunktion aller Klauseln mit einem
AND-Gatter auf der zweiten Stufe). OBdA enthalte C' mindestens eine nicht-tautologische
Klausel.?® Dann gilt erst recht fo % 1 und die folgenden Aquivalenzen sind offensichtlich:

C € UNSAT & f=0
< fo ist eine konstante Funktion
< fo ist von einem Schaltkreis mit 0 Bausteinen berechenbar

< (S¢,0) € MEC

5Eine Klausel heifle tautologisch, wenn sie nicht falsifiziert werden kann (wie zum Beispiel die leere Klausel
oder die Klausel v V 7).
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Da (S¢,0) leicht aus C berechenbar ist, erhalten wir eine Karp-Reduktion von UNSAT auf
MEC. °

Folgerung 18.7 1. SAT <r MEC.
2. MEC ist co-NP-hart unter polynomiellen oder Turing-Reduktionen.
3. MEC ist NP-hart unter Turing-Reduktionen.
4. MEC ¢ NP unter der NP # co-NP-Voraussetzung.

Beweis

1. Aus UNSAT <,, MEC (geméafl Beobachtung 18.6) folgt UNSAT <; MEC. Wegen
SAT <7 UNSAT (gemifl Beobachtung 18.1) ergibt sich dann SAT <; MEC aus der
Transitivitdt der Turing-Reduktionen.

2. Die co-NP-Hérte von UNSAT vererbt sich wegen UNSAT <,,;, MEC auf MEC.

3. Die NP-Harte von SAT (unter Karp-Reduktionen) impliziert die NP-Hérte von SAT
unter Turing-Reduktionen. Diese vererbt sich wegen SAT < MEC auf MEC.

4. Wiirde MEC als ein (unter Karp-Reduktionen) co- NP-hartes Problem zu NP gehoren,
dann wiirde jede Sprache L € co-NP wegen L <, MEC und MEC € NP ebenfalls
zu NP gehoren. (Vgl. Abschnitt 18.1.1.) Dies hétte co-NP C NP und daher auch
co-NP = NP zur Folge. Im Umkehrschluss ergibt sich MEC ¢ NP aus der NP #
co- NP-Voraussetzung.

Wie angekiindigt hat sich ergeben, dass MEC ein sehr hartes Problem ist. Wir komplet-
tieren das Bild jetzt durch folgende

Beobachtung 18.8 FEs gibt eine polynomiell zeitbeschrdnkte NOTM, die mit Hilfe eines
SAT"-Orakels als Akzeptor von MEC auftritt.

Beweis Die NOTM gehe auf einer Eingabe (S, k) vor wie folgt:
1. Rate einen Schaltkreis S’ mit maximal & Bausteinen.

2. Seien f und f’ die von S und S’ berechneten Booleschen Funktionen. Synthetisiere
auf die offensichtliche Weise die Schaltkreise S und S’ zu einem neuen Schaltkreis S,
welcher die Funktion

fofr =GNV

berechnet.
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3. Befrage das SAT*-Orakel nach der Erfiillbarkeit von S®.
4. Akzeptiere genau dann, wenn S® nicht erfiillbar ist.

Diese Vorgehensweise ist wegen

f=f & faf=0

< S% ist nicht erfiillbar

korrekt. Offensichtlich existiert genau dann, eine akzeptierende Rechnung zur Eingabe (.5, k),
wenn (S, k) zur Sprache MEC gehort. Die Laufzeit der skizzierten NOTM ist sicherlich
polynomiell beschrénkt. °

18.2 Definition und elementare Eigenschaften der Hierarchie

Definition 18.9 1. Sei L C X* eine Sprache.

(a) P[L] bezeichne die Klasse aller Sprachen, die von einer polynomiellen DOTM mit
Orakel L akzeptiert werden konnen.

(b) NPIL] bezeichne die Klasse aller Sprachen, die von einer polynomiell zeitbeschrank-
ten NOTM mat Orakel L akzeptiert werden kénnen.

2. Sei C eine Klasse von Sprachen tber Alphabet 3.

plc) = |J Pl
NPC) = | NP[L]

(Notationen P*, NPY P¢ NP® anstelle von P[L], NP[L], P[C], NP[C] sind ebenso ge-
brauchlich.)

Zum Aufwérmen machen wir ein paar einfache Beobachtungen:
Lemma 18.10 1. C C P|C] C NP[C].
2. P|P] = P und NP[P] = NP.

3. Falls Ly C-vollstindig (unter Karp-Reduktionen) ist, dann gilt P[Ly] = PI|C| und
NP[Ly) = NP[C].

Beweis
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1. P[C] C NPIC] ist klar, da eine DOTM als eine spezielle NOTM angesehen werden
kann. Um die Inklusion C C P[C| nachzuweisen, geniigt es, L € P[L] fiir eine beliebige
Sprache L C X* zu zeigen. Dies ist aber klar, da eine mit einem L-Orakel ausge-
stattete DOTM die Mitgliedschaft von x in L durch Befragung des L-Orakels nach x
unmittelbar testen kann.

2. Eine polynomielle DTM (oder gar NTM) kann die Arbeit eines P-Orakels auch gleich
selber machen.

3. Wir beschréanken uns auf die Aussage P[Lg| = P|C|. Der Nachweis der Aussage NP[Lo| =
NP[C] erfolgt analog.
P[Ly] C P[C] ist die triviale Beweisrichtung. Zum Nachweis von P[C] C P|[L,] haben
wir fiir eine beliebige Sprache L € C die Inklusion P[L] C P[Ly| zu zeigen. Hierzu
nutzen wir die C-Vollsténdigkeit von Lo aus. Sei f die in Polynomialzeit berechenba-
re Abbildung bei der Karp-Reduktion von L nach Ly. Die an ein L-Orakel gerichtete
Nachfrage nach einem Wort x € ¥* kann dann durch eine an ein Ly-Orakel gerichtete
Nachfrage nach dem Wort f(z) ersetzt werden.

Aussage 1 von Lemma 18.10 besagt gewissermaflen, dass eine Klasse C durch Anwen-
dung des ,, P-Operators® zu einer Oberklasse P[C] ,aufgeblasen” wird. Die Anwendung des
méchtigeren ,, NP-Operators® bldst C zu einer (evtl.) noch groferen Klasse auf. In diesem
Lichte bedeutet Aussage 2, dass der P-Operator auf P stationér ist und der NP-Operator
P zu NP aufblédst. Aussage 3 bedeutet, dass es keinen Unterschied macht, ob wir einen der
Operatoren auf C oder eine C-vollstdndige Sprache anwenden. Die folgende Definition der
polynomiellen Hierarchie, welche sich zwischen P bzw. NP und PSpace aufspannt, beruht
auf iterativer Anwendung des P- und des NP-Operators.

Definition 18.11 Die Sprachklassen Xy, und Ay sind fir k = 0 bzw. k > 1 induktiv definiert
wie folgt:

EQ = A() =P
Zk = NP[Zkfl]
Ak = P[Zk_l]

Die Sprachlassen 11y, ergeben sich als Komplementarklassen zu den Sprachklassen Yy :
I, := co-2 .

Die Klassen Xy, Ag, Iy, bilden (zusammen mit den zwischen ihnen geltenden Inklusionsbe-
ziehungen) die sogenannte polynomielle Hierarchie.

Die untersten drei Stufen dieser Hierarchie ergeben sich aus dieser Definition wie folgt:

Stufe 0 Yy = Ay = P und Il = co-P = P.
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Stufe 1 ¥, = NP[P] = NP, A; = P[P] = P und II; = co-NP.
Stufe 2 Yy = NP[NP], Ay = P[NP] und Iy = co-NP[NP].
Beobachtung 18.8 kann jetzt etwas gelehrsamer formuliert werden:

Lemma 18.12 MEC € X,.

Beweis Da SAT* NP-vollstindig ist, gilt 35 = NP[NP] = NP[SAT"]. Beobachtung 18.8 ist
dquivalent zu MEC € NP[SAT"]. °

Die folgenden Lemmas formulieren elementare Eigenschaften der polynomiellem Hierar-
chie und sind dariiberhinaus eine geeignete Aufwarmiibung, die die Vertrautheit mit Defini-
tion 18.11 erhdhen sollte. Wir geben bei jedem Beweis nur die entscheidende Idee an.

Das folgende Lemma macht deutlich, dass die polynomielle Hierarchie sich nicht verédndert,
wenn wir den P- oder NP-Operator auf II,_; anstelle von ¥;_; anwenden.

Lemma 18.13 X, = NP[Il;_4| und Ay = P[y_1] fiir alle k > 1.

Beweis Nutze aus, dass ein L-Orakel gleichwertig zu einem L-Orakel ist: statt nach w € L
zu fragen, frage nach w € L und negiere die Antwort. °

Das nédchste Lemma besagt, dass die Klassen A}, abgeschlossen unter Komplementbildung
sind.

Lemma 18.14 A, = co-Ay fiir alle k > 0.

Beweis Nutze aus, dass eine L akzeptierende DOTM durch Vertauschen von akzeptierenden
und nicht-akzeptierenden Zusténden in eine L akzeptierende DOTM transformiert wird. e

Das nun folgende Lemma deckt die Inklusionsbeziechungen auf:

Lemma 18.15 Ay C Xy N1, und X UIl, C Agyq fiir alle k > 0.

Beweis Der Beweis erfolgt induktiv. Fiir £ = 0 sind die Aussagen giiltig. Fiir £ > 1 ergibt
sich zunéchst

Ay = P[Sy1] € NP[Sy_q] = 5 .

Dies impliziert
Ak = CO—Ak Q CO-Ek = Hk

und daher auch Ay C ¥, N1I,. Der Rest ergibt sich mit Hilfe der Lemmas 18.10 und 18.13:

Ek Q P[Ek] = Ak+1 und Hk g P[Hk] = Ak—|—1 .
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Die Inklusionsbeziehungen in Lemma 18.15 sind in Abbildung 17 visualisiert. Es ergibt sich
ausgehend von P und NP (auf den unteren Stufen) eine (voraussichtlich) unendliche Hierar-
chie von immer méchtigeren Klassen. Wir erhalten eine gemeinsame Oberklasse PH durch
die Definition

PH =% . (31)

k>0

Wir werden spéter zeigen, dass (wie in Abbildung 17 bereits zu sehen) PH in PSpace ent-
halten ist.

Offene Probleme Es ist nicht wirklich geklart, ob PH eine unendliche Hierarchie ist oder
(das andere Extrem) vielleicht zu NP oder gar P kollabiert. Wir werden spéter sehen, dass
P = NP die scheinbar stéirkere Aussage P = PH impliziert. Auf &hnliche Weise wiirde NP =
co-NP, also Abgeschlossenheit von NP unter Komplementbildung, NP = PH implizieren.
In Verbindung mit der P # NP-Vermutung bzw. der NP # co-NP-Vermutung, gibt es
den naheliegenden Verdacht, dass PH nicht auf eine feste Stufe kollabiert, sondern dass
jede neue Stufe der Hierarchie eine echt erweiterte Sprachklasse reprasentiert. In diesem
Fall ergébe sich eine unendliche Hierarchie. Eine vertiefte Debatte dieser Fragen werden wir
fithren konnen, wenn wir in Kapitel 19 den Satz von Celia Wrathall kennengelernt haben, der
die polynomielle Hierarchie zur prédikatenlogischen Beschreibungskomplexitit in Beziehung
setzt.

19 Der Satz von Celia Wrathall

Im Jahre 1977 fand Celia Wrathall eine prédikatenlogische Charaktersisierung der Klassen Xy,
und II;, welche wir auf der k-ten Stufe der polynomiellen Hierarchie vorfinden. Wir erinnern
uns, dass 3j aus Xj_; durch Anwendung des NP-Operators hervorgeht: 3, = NP[Y;_q].
Durch anschlieBenden Ubergang zur Komplementirklasse erhalten wir II;, = co-NP[Zj_].
Anschaulich kénnen wir die Hintereinanderausfithrung des NP-Operators und des Ubergangs
zur Komplementérklasse als co- NP-Operator auffassen. Die Operatoren NP und co-NP sind
berechnungstheoretischer Natur: die aktuelle Komplexitétsklasse wird erweitert durch Hin-
zufiigen von ,, Rechenpower“. Celia Wrathall setzt implizit®® an die Stelle der Operatoren NP
und co-NP Operatoren pradikatenlogischer Natur. Wir notieren diese Operatoren im Fol-
genden durch (3),, und (V),e. Es wird sich zeigen, dass die iterative Anwendung der neuen
Operatoren die selbe Hierarchie aufbaut wie die iterative Anwendung der urspriinglichen
Operatoren. Der Aufbau der polynomiellen Hierarchie mit den Operatoren (3),, uns (V)
fithrt zu einer pradikatenlogischen Charakterisierung von ¥ und Il vermoge alternierender
Quantorenketten der Léange k. Der Satz von Celia Wrathall zeigt gewissermaflen wie sich die
Berechnungskomplexitét einer Sprache der polynomiellen Hierarchie in pradikatenlogische
»Beschreibungskomplexitéit“ iibersetzt (und umgekehrt).

56Wir weichen bei der Darstellung des Satzes von Celia Wrathall und seines Beweises von der Originalarbeit
ab.
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¥ U I1,= NPuco-NP

¥, =NP I1,=co-NP

>, N II,=NP"co-NP

P=x =11, =A,=A,

Abbildung 17: Die polynomielle Hierarchie von Meyer und Stockmeyer.
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In Abschnitt 19.1 erfolgt eine pradikatenlogische Definition der polynomiellen Hierar-
chie. Abschnitt 19.2 ist dem Satz von Wrathall gewidmet, welcher besagt, dass die pradi-
katenlogische Definition zur selben Hierarchie fithrt wie unsere urspriingliche Definition aus
Abschnitt 18.2. Einige Anwendungen dieses Satzes sind in Abschnitt 19.3 zusammengestellt.

19.1 Die pridikatenlogischen Operatoren

Wir erinnern an die Notation (Jy),u bzw. (Vy),e aus Abschnitt 17.2 zur Quantifizierung
iiber alle Worter y einer Lange p(|x|) tiber einem festen Alphabet, wobei p ein geeignet
gewiahltes Polynom ist und der Bezugsstring = stets aus dem Kontext hervorgeht.

Definition 19.1 Sei C eine Klasse von Sprachen (iber einem festen Alphabet).
1. (3)palC] sei die Klasse aller Sprachen L, die sich fir ein Ly € C in der Form

L =A{2: (3y)po(y, x) € Lo} (32)

schreiben lassen.

2. (V)pat|C] sei die Klasse aller Sprachen L, die sich fir ein Ly € C in der Form

L={x: (Yy)paly,x) € Lo} (33)
schreiben lassen.

Da unsere Schreibkonventionen zwar bequem aber zugegebenermafien auch etwas schlampig
sind, geben wir hier (zum letzten Mal) zusétzlich die ausfiihrliche Schreibweise an (um Miss-
verstandnissen vorzubeugen). Gleichung (32) bedeutet: Es existiert ein Polynom p, so dass
die Sprache L genau diejenigen Wérter x enthélt, zu denen ein Wort y der Linge héchstens
p(|z|) existiert, so dass der Kodierungsstring fiir das Paar (y,z) in Lo zu liegen kommt.
Gleichung (33) bedeutet: Es existiert ein Polynom p, so dass die Sprache L genau diejenigen
Worter x enthélt, welche die Eigenschaft haben, dass fiir alle Woérter y der Lénge hochstens
p(|z|) der Kodierunsstring fiir das das Paar (y,z) in Ly zu liegen kommt. (Uff, es lebe die
Schlampigkeit!)

Bei festem k werden wir ab jetzt (y1, (Yo ... (Yk—1,Yk) - - -)) mit (Y1, Yo, ..., yx) identifizie-
ren. Das hat den Vorteil, dass k-fache Anwendung von Definition 19.1 einfach zu Quanto-
renketten der Linge k& und einer Bedingung der Form (yi, ..., yx, z) € Ly fiihrt.

Fiir einen Quantor ) € {3,V} bezeichne seine Negation ) den jeweils anderen ,,dualen*

Quantor:
= (¥, falls Q =3,
Q:= { 3, falls Q = V. (34)

Wir werden im Folgenden hiufig mit alternierenden Quantorenketten arbeiten. Um diese
bequem zu notieren, definieren wir

O = { 3, falls k£ ungerade ist, (35)

v, falls k£ gerade ist.
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Trivialerweise gilt dann

Oy, { vV, falls k£ ungerade ist, (36)

4, falls k& gerade ist.

Eine alternierende Quantorenkette der Liange k hat dann die Form

(El)pol (v>pol( )pol (Qk)pol 5

wenn sie mit (3),, beginnt. Beginnt sie mit (V),, hat sie die Form

(V) pot (3)pot (ot - = (Qi)por -

Die analogen Schreibweisen benutzen wir auch fiir (3y),0 und (Yy)por-
Es folgen ein paar Aufwérmiibungen zu den neuen Definitionen und Schreibweisen.

Lemma 19.2 Beim Ubergang zur Komplementirklasse gelten die folgenden Regeln.:

¢0-(pot (V)pot(pot -+ (Qk)patlCl = (V)pot(3)pot(V)pet - (Qk)pot [c0C] - (37)
0-(¥) pot(3) pot (V)pot * + + (Q1)pot[C] = (F)pot (V) pot(F)pot * +  (Qk)pot[c0-C] (38)

Beweis Wir beschrianken uns auf den Nachweis von (37). Der Nachweis von (38) lasst sich
vollig analog fithren.

k-fache Anwendung von Definition 19.1 fithrt zu folgender Einsicht. Zu einer Sprache L €
(F)pot (V) pot () pot - - - (Qi)pat[C] gibt es eine Sprache Ly € C, so dass L gegeben ist durch

L =A{z: (Fy)pot(Vy2)pot(Fy)pot -+ (QrYr)por{y1, - - -, Yr, ) € Lo} - (39)

Die Komplementirklasse co-C enthilt anstelle von L die Sprache L, deren Definitionsbedin-
gung sich durch logische Negation der Definitionsbedingung von L ergibt:

I’ = {l’ : (vyl)pol(3y2>pol(vy3)pol T (ka)pol<y17 <oy Yk .I') € I_/O . (40)

Hierbei haben wir die de Morgan’schen Regeln angewendet, welche dazu fiithren, dass jeder
Quantor durch sein duales Gegenstiick ersetzt und die atomare Bedingung (y1, ..., Yk, x) €
Lo am Ende der Quantorenkette zu (v, ...,y o) € Lo logisch negiert wird. Durch k-fache
Anwendung von Definition 19.1 erkennen wir jetzt, dass die Bedingung (40) gerade Sprachen
aus (V) por(3)por(V)pot - =+ (@) pot [co-C] charakterisiert. o

Wegen co-P = P ergibt sich unmittelbar die

Folgerung 19.3

c0-(3)pot (V) pot (3 pot - - (Cgk’)pol [Pl = (M)pot(Ipot(Vpot * + + (Qr)pat[P] -
CO‘(V)pol(a) (v)pol (Q ) [P] = (El)pol(v)pol<zl>pol T (Qk)pol[P] .

Ahnlich leicht erhalten wir die
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Folgerung 19.4 NP = (3),,[P] und co-NP = (V) P].

Beweis Die Aussage NP = (3),,[P] entpuppt sich mit etwas Nachdenken als unsere gute
alte Charakterisierung von NP mit Hilfe von polynomiell verifizierbaren Relationen (Stich-

wort: Rate- und Verifikationsprinzip). Die zweite Aussage ergibt sich dann mit Hilfe von
Folgerung 19.3: co-NP = co-(3)pu[P] = (V)pet[P]- o

Wir stellen uns als néchstes die Frage, ob die Operatoren (3),, und (V),, zu einer
(evtl. unechten) Erweiterung einer Sprachklasse fiithren. Vorsicht ist insofern geboten, als man
kiinstliche Sprachklassen C angeben kann, fiir welche die Inklusionsbeziehung C C (3),4[C]
bzw. C C (V),a[C] nicht gilt. Andererseits beweisen wir folgendes

Lemma 19.5 C besitze die die folgende Abschluss-Eigenschaft. Falls L € C, dann gehdre
auch die Sprache

Le:={(e,x) :x €L}
zu C. (Hierbei bezeichne € wie tblich das leere Wort.) Unter dieser Voraussetzung gilt C C

(El)pol [C] und C C (v)pol [C].

Beweis Sei L € C und somit auch L. € C. Um C C (3),,[C] einzusehen, geniigt es L €
(3)pat[C] einzusehen. Dies ist aber klar, da wir L in folgender Form schreiben kénnen

L=A{z:(Fy)paly,z) € L} -

Das geeignete Polynom, das sich hinter dem Index ,,pol“ von (3y),. versteckt, kann in diesem
Fall als das Nullpolynom p = 0 gewéhlt werden. In der Tat existiert ja fiir die Worter o von L
(und nur fiir diese) ein Wort y einer Lange 0 (ndmlich das leere Wort y = €) mit (y, z) € L.
Der Nachweis von C C (V),u[C] geschieht vollig analog (oder durch Dualisierung). o

Es ist leicht einzusehen, dass alle Sprachklassen der polynomiellen Hierarchie (wie iiber-
haupt alle ,,verniinftig definierten“ Komplexitétsklassen) die in Lemma 19.5 geforderte Ab-
schluss-Eigenschaft besitzen. Fiir ¥, und Il zeigen wir aber dariiberhinaus das

Lemma 19.6 Fiir alle k Z 1 gllt Ek = (El)pol[Ek] und Hk = (V)pal[Hk].

Beweis Wir zeigen zunichst Xy = (3)pu[Xk)- Xk C (3)par[Xk] ergibt sich aus Lemma 19.5.
Zum Nachweis von (3),0[2x] C X sei L € (3)pa[24] fiir ein Ly € ¥y gegeben durch

L={x:(3y)paly,x) € Lo} .

Sei My ein Akzeptor von Ly € ¥j. Wegen k > 1 ist My eine polynomiell zeitbeschriankte
NOTM mit einem Orakel fiir eine Sprache L{, € ¥;_;. (Dies schlieit in einer etwas verklau-
sulierten Form auch den Fall £ = 1 ein.) Folgende NOTM M, versehen mit einem Orakel fiir
Lj € ¥j_4, ist ein polynomiell zeitbeschrankter Akzeptor von L:

1. Rate ein Wort y der Lénge pol(|x]).
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2. Benutze die NOTM M, mit dem Lj-Orakel, um (y,z) € Ly zu verifizieren (falls
moglich).

Man iiberlegt sich leicht, dass M auf einer Eingabe x genau dann eine akzeptierende Rech-
nung besitzt, wenn x € L.
Mit unserem Hintergrundwissen ergibt sich nun IIj, = (V),x[I1x] leicht durch Dualisierung:

[Ty = co-Xy = co-(F)pa[Zx] = (V)pot[co-Zx] = (V)par[ILk] -

Im Beweis von X; = (3),0[X] haben wir (salopp gesprochen) ausgenutzt, dass eine NOTM
ihren Nichtdeterminismus dazu verwenden kann, den (3),,-Operator (durch Raten eines
geeigneten Wortes y) iiberfliissig zu machen.

Aus beweistechnischen Griinden definieren wir jetzt die polynomielle Hierarchie ein zwei-
tes Mal (wie sich spéter herausstellen wird), wobei diesmal die neuen pradikatenlogischen
Operatoren zum Einsatz kommen:

Definition 19.7 Die Sprachklassen 3 und 11}, sind fir k =0 bzw. k > 1 induktiv definiert
wie folgt:

Y, = Ij:=P .
e = (Dpallliy] -
I, = (V)pa[Zid] -

Der Satz von Celia Wrathall besagt, dass ¥) = X und II} = II;, d.h., die ,neue* Hierachie
ist die ,alte” Hierarchie in verkleideter Form. Der Beweis dieser Aussage ist nichttrivial und
wird in Abschnitt 19.2 gefiihrt.

Iterierte Anwendung von Definition 19.7 liefert sofort eine Charakterierung der Klassen
¥, und I} vermdoge alternierender Quantorenketten:

Lemma 19.8 Fir alle k > 1 gilt:

L € Z;{; d ElLO € P:L= {IE : (Ely1>pol<vy2)pol(3y3)pol Tt (Qkyk)pol<y1a s >yk7$> S LO} .
Lell, & 3Loe P:L={x:(Vy1)pot(3y2)pot (Y¥3)pot - - - (QUi)pot (Y1, - - - s Yr, ) € Lo} .

Aus der Charakterisierung der Klassen >, II} mit alternierenden Quantorenketten lassen
sich unmittelbar eine paar Schlussfolgerungen ziehen.

Folgerung 19.9 1. Fiir alle k > 0 gilt 11}, = co-X,..
2. Fir alle k> 1 gilt 3, = (3)pat[2}]-
3. Fir alle k > 1 gilt I, = (V) por [I1,].

4. Fiir alle k >0 gilt ), € 3, NI und 1), C I, N3,
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Beweis Wir geben jeweils nur die entscheidende Idee an. (Die technischen Details sind leicht
auszuarbeiten.)

1. Kombiniere Lemma 19.8 mit Lemma 19.2.

2. Die Grundidee ist, dass (3)p01(3)per gleichwertig zu (3),¢ ist, da sich zwei aufeinander-
folgende Quantoren des selben Typs miteinander verschmelzen lassen.

3. Das geschilderte Verschmelzungsargument gilt natiirlich auch fiir (V),,-Quantoren. Al-
ternativ kann I}, = (V),u[I}] auch leicht durch Dualisierung gezeigt werden, wobei
dann die bereits bewiesenen Aussagen I}, = co-3) und ¥} = (3),u[2,] benutzt wer-
den.

4. Die ,,Beschreibungskraft“ einer Quantorenkette kann nicht abnehmen, wenn wir sie um
einen neuen Quantor verlangern.

Die Ausarbeitung der technischen Details zu dem ,,Verschmelzungsargument“ empfeh-
len wir als Ubung. Man kann sich dabei an der technischen Beweisfithrung des folgenden
Lemmas orientieren.

Lemma 19.10 Fir jedes k > 0 sind die Klassen ¥}, und I1} abgeschlossen unter Vereinigung
und Durchschnitt von Sprachen.

Beweis Fiir k = 0 ist die Aussage offensichtlich. Sei k& > 1. Seien L', L" € 3. Gemé8
Lemma 19.8 existieren dann Sprachen Lj, L € P und Polynome p,...,p.,p1,...,p}, so
dass

L = {z: (Elyll)pﬁ (Vyé)pg e (Qky@p; <y/17 e 7y;c7 T) € Lé)} )
L = Az Gy )y (o) - (Quyidy (01 -5 Yk, @) € Lo}
Hieraus ergibt sich
Lrur" = {x
'nrl" = {z

(3Y1)pot (Y2) pot (Fy3)pot - - - (Qiyr)por Bedingung (A)}
) vy?)pol(zly?))pol T (Qkyk)polBedingung (B)} )

wobei die Bedingungen (A) und (B) spezifiziert werden wie folgt:

o Fiiri=1,...,k ist y; ein Codewort fiir ein Wortpaar, sagen wir y; = (y;,y/), und es
gilt [y;] < pi(|2]), lv/| < p(|z]). Weiterhin gilt

(Yl Y ) € LoV (Y], yp,x) € Ly
im Falle der Bedingung (A) und
(Yis- s Y ) € LoA (Y], yp,x) € Ly

im Falle der Bedingung (B).
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Man beachte, dass die Bedingungen (A) und (B) in Polynomialzeit getestet werden kénnen.>7

Eine Inspektion der obigen Definitionsbedingungen fiir L' U L” bzw. L' N L” verbunden mit

einer erneuten Anwendung von Lemma 19.8 liefert L' U L”, L' N L" € 3.

Die entsprechenden Abschlusseigenschaften von IIj, ergeben sich leicht durch Dualisierung.
[

19.2 Der Satz von Celia Wrathall und sein Beweis

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir genug Vorarbeit geleistet, um jetzt dem Hauptre-
sultat zu Leibe zu riicken:

Satz 19.11 (Wrathall, 1977) Fir alle k > 0 gilt X} = 3, und 11}, = I1,.

Beweis Fiir £ = 0 ist die Behauptung richtig, da auf Stufe 0 alle beteiligten Sprachklassen
mit P zusammenfallen. Wir konnen daher fiir ein beliebiges aber festes £ > 1 induktiv
¥4 = XYp—q und II}_, = II;_; voraussetzen. Aus ¥ = X ergibt sich II} = II; durch
Dualisierung:

[T}, = co-co-II}, = co-X}, = co-X), = 11} .

Es geniigt also der induktive Nachweis von ) = .
Die Inklusion ¥ C ¥ ergibt sich wie folgt:

Sk = Do [1] = Fparllli-1] € Fpat[Z] = Zie -

Hierbei haben wir nacheinander die Definition von ¥, die Induktionsvoraussetzung, die In-
klusion II;_; C ¥ (die nach Anwendung des (3),,-Operators giiltig bleibt) und schliefilich
Lemma 19.6 angewendet.

Zum Nachweis der Inklusion ¥, C ¥ werden wir hérter arbeiten miissen. Sei L € ¥ =
NP[Y,_1]. Sei weiter M die polynomiell zeitbeschrinkte NOTM, die in Kooperation mit ei-
nem Orakel fiir L' € ¥, _; als Akzeptor von L auftritt. M darf als nichtdeterministische Ma-
schine ,raten* und als Orakel-Maschine zusétzlich pol(|z|)-oft ihr L’-Orakel befragen. Zum
Nachweis von L € ¥}, = (3),0[I1},_;] miissen wir die Fahigkeiten von M irgendwie mit Hilfe
des (3)p0-Operators nachbilden. Die Korrespondenz von ,,Raten® und (3),,-Quantifizierung
schreckt uns nicht wirklich, da wir diese vom Rate- und Verifikationsprinzip her gewohnt
sind. Bleibt aber das Problem, auch die Kommunikation zwischen M und dem L’-Orakel mit
Hilfe des (3),0-Quantors nachzubilden. Wir verwenden dabei die folgende

Zentrale Beweisstrategie Antizipiere die Ratebits von M wund die gesamte Kommunika-
tion zwischen M und dem L’-Orakel durch einen einzigen (raffiniert entworfenen) String
polynomiell beschrénkter Linge und wende die (3),,-Quantifizierung auf diesen String
an.

5TBeim effizienten Testen von |y| < pi(|z|) bzw. |y”| < p/(|]x|) nutzen wir die Platzkonstruierbarkeit der
betreffenden Polynome aus.
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Es folgt die technische Umsetzung. M stoppe nach hochstens T' = pol(|z|) Rechenschritten
und habe oBdA pro Schritt nur zwei Handlungsalternativen. Die Rechnung von M héngt
von folgenden Faktoren ab:

e den nichtdeterministischen Entscheidungen représentiert durch einen Ratestring y €

{0,137,
e den JA/NEIN-Antworten des L'-Orakels.

Fiir r, s < T seien u, v Strings von der Form
w=(uy,...,u) und v = (vq,...,05) ,

wobel |u;, |v;| < T. Der String (y, u, v, z) heie konsistentes Rechenprotokoll, falls folgendes
gilt:

e Wenn M auf Eingabe x geméafl Ratestring y rechnet und wenn alle Orakelanfragen nach
einem Wort aus U := {uy,...,u,} mit JA und alle Orakelanfragen nach einem Wort
aus V := {vy,...,v,} mit NEIN beantwortet werden, dann stellt M nur Anfragen nach
Wortern aus U U V' und akzeptiert nach héchstens T Schritten.

Beachte, dass wir in dieser Definition nicht verlangen, dass die Antworten korrekt sind.
Stattdessen sind die (evtl. falschen) Antworten durch die Strings u,v vorgegeben.’® Die
Sprache

Lo := {{y,u,v,x) : (y,u,v,x) ist ein konsistentes Rechenprotokoll }

gehort daher zu P.%° Wir kénnen némlich auf Eingaben der Form (y,u,v,z) eine effiziente
Simulation von M auf x starten®, welche die konsistenten Rechenprotokolle (und nur diese)
akzeptiert. Wir betrachten zwei Félle:

Fall 1 M (mit Ratestring y) stelle wéhrend der ersten 7" simulierten Schritte nur Orakelan-
fragen aus U U V.
Dann koénnen wir ohne Probleme T Schritte von M simulieren, da die Antwort auf
Orakelanfragen effizient aus dem String u bzw. v abgelesen werden kann. Wenn M
nach spétestens 7' Schritten (akzeptierend oder verwerfend) stoppt, dann stoppe die
Simulation mit dem selben Ergebnis. Wenn M nach T' Schritten nicht stoppt®!, dann
stoppe die Simulation nach T simulierten Schritten verwerfend.®?

58Dies ist eine subtile Angelegenheit: unsere Analyse der NOTM M beschiiftigt sich mit dem Verhalten
von M, fiir den Fall, dass wir sie vom Orakel abkoppeln und ihr auf andere Weise Antworten verabreichen.
In mathematischen Beweisen ist alles erlaubt! Warten wir mal ab, wozu solche dubiosen Manéver gut sind.

59Dazu diente das Manover! Der Nichtdeterminismus wird mit Hilfe des Strings y eliminiert; das Orakel
wird mit Hilfe der Strings u, v tiberfliissig gemacht; bleibt eine deterministische polynomielle Rechnung.

80Eingaben, die schon syntaktisch von der Form (y,u,v,x) abweichen, kénnen sofort verworfen werden.

6lwas man wegen der M zugespielten falschen Antworten nicht ausschlieBen kann

62 An dieser Stelle verwenden wir die Zeitkonstruierbarkeit von T’ = pol(|x|).
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Fall 2 M (mit Ratestring y) stelle wahrend der ersten 7" simulierten Schritte eine Orakelan-
frage aulerhalb U U V.
Bei der ersten Anfrage dieser Art stoppe die Simulation verwerfend.

Aus der Definition der konsistenten Rechenprotokolle ergibt sich direkt, dass unsere Simu-
lation diese und nur diese akzeptiert. Somit gilt Ly € P.

Wir haben mit dem Nachweis von Ly € P bereits einen Teilsieg errungen. Auf Dauer kénnen
wir uns aber nicht davor driicken, die Korrektheit von Antworten auf Orakelanfragen zu
kontrollieren. Dieser Kontrolle dienen die folgenden beiden Sprachen:

Ly = {{y,u,v,x):uy,...,u. € L'} .
Ly = {{y,u,v,2) :vy,...,0, € L'} .

Wegen L' € ¥;_; und L' € co-¥y_q = I, ist unter Verwendung der Induktionsvorausset-
zung leicht zu sehen, dass folgende Aussagen gelten:

Lie>, 1 = 2271 - E;C .
Lell,, = II,  C3, .

Da Ly € P C ¥} und X abgeschlossen unter Durchschnittsbildung ist, gilt dann auch
LyN Ly N Ly € 3. Weiterhin sind Ly, Ly, Lo gerade so entworfen, dass

r €L (Fw)mw = (y,u,v) A (y,u,v,x) € LyN LN Ly .

Hieraus ergibt sich leicht L € (3),,[2}] und wegen (3),0[2}] = X} (geméB Folgerung 19.9)
folgt schliefllich L € 3. Da L eine beliebige Sprache aus ¥, ist, ergibt sich die angestrebte
Inklusion ¥ C 3. o

In Verbindung mit Lemma 19.8 erhalten wir unmittelbar die

Folgerung 19.12 Fir alle k > 1 gilt:

L S Ek = EILO € P:L= {13 . (Elyl)pol(vyZ)pol(Ely?))pol e (Qkyk)pol<y17 v J/k,ﬂ?) € LO}
Le Hk g EILO €cP:L= {.T : (vyl)pol(3y2)pol(vy3)pol T (ka>pol<yla s 7yk79~7> S LO}

Die ,Rechenkraft® einer zu ¥, korrespondierenden polynomiell zeitbeschrinkten NOTM
(mit einem Orakel aus ;1) entspricht also exakt der ,,Beschreibungskraft® einer alter-
nierenden mit (3),, beginnenden Quantorenkette der Lénge k, gefolgt von einer in Poly-
nomialzeit iiberpriifbaren Aussage. Die analoge Entsprechung finden wir fiir die Klasse I,
und alternierende mit (V),, beginnende Quantorenketten der Lénge k. Es hat sich somit
eine erstaunliche Querbeziehung zwischen Berechnungskomplexitidt und pradikatenlogischer
Beschreibungskomplexitét ergeben.
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19.3 Anwendungen des Satzes von Celia Wrathall

Fiir die harte Arbeit, die zum Beweis des Satzes von Celia Wrathall nétig war, werden
wir in diesem Abschnitt entlohnt. Einige elegante Anwendungen dieses Satzes werden uns
nun zufallen wie reife Friichte. Eine erste Anwendung besteht darin, die Einordnung einer
Sprache in die polynomielle Hierarchie nicht durch ,, Programmierung® einer geeigneten OTM
vorzunehmen, sondern durch Angabe einer geeigneten , Definition® der Sprache. Die Lénge
der alternierenden Quantorenkette in der Definitionsbedingung wird uns dann verraten, zu
welcher Stufe der polynomiellen Hierchie die Sprache gehort. Eine zweite Anwendung ist
die Analyse, unter welchen Bedingungen die polynomielle Hierachie auf eine endliche Stufe
kollabiert. Eine dritte Anwendung besteht in der Angabe von - oder Ili-vollstdndigen
Problemen und im Nachweis der Vollstandigkeit.

19.3.1 Anwendung 1: Deskriptiver Nachweis der Mitgliedschaft in PH

Ein ,algorithmischer* Nachweis von L € PH besteht in der Angabe einer passenden OTM.
Ein ,,deskriptiver“ Nachweis von L € PH macht sich Folgerung 19.12 zunutze und beschreibt
L mit einer passenden préadikatenlogischen Formel. Wir illustrieren dies an einem

Beispiel 19.13 Wir betrachten erneut die Sprache MEC (Minimum Equivalent Circuit).
Wir haben friiher bereits einen algorithmischen Nachweis von MEC € ¥y gefiihrt, und zwar
durch Angabe einer polynomiellen NOTM, die mit Hilfe eines SAT*-Orakels als Akzeptor
von MEC auftrat. Es folgt nun ein deskriptiver Nachweis fiir die selbe Aussage:

MEC = {(S, k) : (35")o1(Ya)pui(S', a, S, k) € MECy}

wobei MECy die Sprache aller Strings der Form (S’ a, S, k) sei, so dass zusdtzlich die fol-
genden Bedingungen gelten:

1. S reprdsentiert einen Booleschen Schaltkreis. Die Anzahl der Eingangsknoten in S sei
mat n bezeichnet.

2. k reprdsentiert eine nicht-negative ganze Zahl.

3. S reprisentiert einen Booleschen Schaltkreis mit n Fingangsknoten und héchstens k
Bausteinen.

4. a € {0,1}" und die Schaltkreise S und S’ berechnen auf Eingabe a das gleiche Ausga-
bebit.

Offensichtlich gilt MECy € P. Aus Folgerung 19.12 ergibt sich unmittelbar MEC € Y.

19.3.2 Anwendung 2: Hinreichende Bedingungen fiir einen Kollaps von PH

Es wird vermutet, dass die polynomielle Hierarchie aus unendlich vielen voneinander ver-
schiedenen Stufen besteht. Der folgende Satz formuliert eine hinreichende Bedingung fiir die
Negation dieser Vermutung.
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Satz 19.14 Fulls ¥ = Iy fir ein k > 1, dann kollabiert PH auf den k-ten Level, d.h.,
dann gilt
[e'S) k
PH=JSi=J% =% .
i=0 i=0

Beweis Wegen des Satzes von Wrathall gilt ;1 = (3),0ll;. Aus Xy = 11 folgt dann (unter
Verwendung von Lemma 19.6):

Y1 = Dpally = ) parZr = X -

Iteration dieses Argumentes (genauer: vollstandige Induktion) liefert ¥ = ¥4 ; = Il ; fiir
alle j > 0. Es folgt PH = UfZOEk und wegen > C 37 C ¥y C --- natiirlich auch PH = ¥.

Aus Satz 19.14 ergibt sich ein kleiner Beitrag zu der P # NP-Debatte:
Folgerung 19.15 P # NP < P # PH.

Beweis Wegen P C NP C PH folgt aus P # NP natiirlich P C NP C PH und somit auch
P # PH. Zum Nachweis von P # PH = P # NP geniigt es freilich P = NP — P =
PH zu zeigen. Wie frither bereits nachgewiesen, impliziert P = NP die Aussage NP = co-NP.
Wegen NP = ¥; und co-NP = II; ergibt sich mit Satz 19.14 ein Kollaps von PH auf den
ersten Level, d.h., PH = NP. Zusammen mit der Voraussetzung P = NP ergibt sich nun
auch PH = P. °

Folgerung 19.15 bedeutet, dass wir die berithmte P # NP-Vermutung im Prinzip durch den
Nachweis von P # PH beweisen konnten. Da PH eine viel méchtigere Komplexitéatsklasse
ist als NP, da sie ja NP bereits auf Stufe 1 zur Teilklasse hat, konnte die Separation von P
und PH (durch Nachweis der Existenz einer Sprache in PH \ P) evtl. leichter zu erreichen
sein als die Separation von NP und P.

19.3.3 Anwendung 3: Vollstindige Probleme in PH

Das NP-vollstandige Problem SAT lésst sich mit einer (3),,-quantifizierten Booleschen For-
mel (in konjunktiver Normalform) beschreiben, da wir nach der Existenz einer erfiillenden
Belegung zu einer gegebenen CNF-Formel fragen. Um zu ;- oder Ili-vollstdndigen Pro-
blemen zu gelangen ist es naheliegend mit quantifizierten Booleschen Formeln zu operieren,
wobei die Quantifizierung iiber eine alternierende Quantorenkette der Léange k erfolgt. Um
solche Formeln bequem zu notieren, teilen wir die Booleschen Variablen in & Typen ein:

Definition 19.16 Sei I’ eine Boolesche Formel und m die Anzahl der in F' verwendeten
Booleschen Variablen. Eine doppelt indizierte Boolesche Variable der Form v;; heif$e Variable
vom Typ . Wir sagen F' ist eine Boolesche Formel mit k Variablentypen, wenn mq, ..., my
existieren, so dass m = my + --- + my und F' verwendet genau m; Variablen vom Typ 1.
Dies seien oBdA die Variablen v; = (vi1, ..., Vim,) firi=1,... k. Wir schreiben dann auch
F(vq,...,0) statt F, um die Abhingigkeit von den Variablen hervorzuheben.
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Die folgenden Sprachen sind eine naheliegende Verallgemeinerung der Sprache SAT, wobei
an die Stelle eines einzelnen (3),,-Quantors eine alternierende Quantorenkette tritt und wir
nicht mehr darauf bestehen, dass die Formel in konjunktiver Normalform (also eine CNF-
Formel) ist.

Definition 19.17 Die Sprache By, enthalte alle (Kodierungen von) Booleschen Formeln mit
k Variablentypen, welche die Bedingung

Jda; € {0,1}™Vay € {0,1}™3as € {0,1}™ ... Qrax, € {0,1}™ : F(ay,...,ar) =1 (41)
erfiillen.

Lemma 19.18 Fiir alle k > 1: B, € PSpace.

Beweis By, ist ein Teilproblem von TQBF und, wie wir wissen, TQBF € PSpace. °

Eine zu By duale Klasse ergibt sich wie folgt:

Definition 19.19 Die Sprache By, enthalte alle (Kodierungen von) Booleschen Formeln mit
k Variablentypen, welche die Bedingung

Va, € {0,1}™3ay € {0,1}™Vas € {0,1}" ... Qray, € {0,1}™ : F(ay,...,ax) =1 (42)
erfiillen.

Der folgende Satz ist das Pendant zum Cook’schen Theorem:

Satz 19.20 Fir alle k > 1 qilt: By, ist Xp-vollstindig und Bk ist I -vollstindig.

Beweis Der Beweis dhnelt dem Beweis des Cook’schen Theorems. Wir skizzieren die we-
sentlichen Ideen und weisen von Zeit zu Zeit auf die Analogie zum Beweis des klassischen
Cook’schen Theorems hin. Genauere technische Details lassen sich leicht einarbeiten.

Wir diskutieren zunéchst den Fall einer ungeraden Anzahl k von Variablentypen. In diesem
Fall gilt @y = 3, d.h., die alternierende Quantorenkette in (41) endet mit einem 3-Quantor.
Sei L € ¥j. Geméf Folgerung 19.12 gilt (unter Beachtung von k ungerade):

L= A{z: (3y1)pot(YY2)pot - - (FY)pot (Y1, - - - Yx, ¥) € Lo}

fiir eine geeignete Sprache Ly € P. Wir kénnen oBdA annehmen, dass y, . . ., yp Worter iiber
dem Alphabet {0, 1} sind. Sei M, die polynomielle DTM, welche als Akzeptor von Lq auf-
tritt. Wie im Beweis des Cook’schen Theorems lésst sich die polynomielle deterministische
Rechnung von My auf (yy, ..., yk, ) mit Hilfe einer Booleschen CNF-Formel F' beschreiben.
I verwendet Boolesche Variable zur Kodierung der Strings yq,...,y, und weitere Hilfva-
riablen. Fir ¢ = 1,...,k und m; = |y;| seien v; = (v;1,...,Vim,) die Booleschen Variablen
vom Typ i, deren Belegung zum Binérstring y; korrespondieren soll. Die Hilfsvariablen sind
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alle vom Typ k und dienen (wie im klassischen Beweis des Cook’schen Theorems) der Be-
schreibung von Rechnungen von Mj auf Eingaben der Form (yi, ..., yx, ). (Es handelt sich
also um Variablen, deren Belegungen den jeweiligen Zustand, die jeweilige Kopfposition und
die jeweilige Bandinschrift kodieren.) Sei mj die Anzahl dieser Hilfsvariablen, welche wir
als 0, = (vpq,. .. m,’fm;‘;) notieren. Da M, eine polynomielle DTM ist, ist mj, polynomiell in
mi, ..., Mg, |x| beschréankt. Da m; = |y;| polynomiell in |z| beschréinkt ist, ist dann schlief-
lich auch mj, wie auch die Gesamtanzahl m = my + - - - +my +m), aller in F' vorkommender
Boolescher Variablen polynomiell in |z| beschriankt. In Analogie zum Beweis des klassischen
Cook’schen Theorems lésst sich nun in pol(|z|) Schritten eine Formel F(vy, ..., Uk_1, Uk, U},)
konstruieren, so dass fiir alle z € L

€L < (F)pa(YY2)pol  + (FUk)pot (Y1, - - - Yk, ) € Lo
< (Y1) pot (YY2) por - - - () par Mo akzeptiert (yi, ..., yg, x)
& Ja;, € {0,1}™Va, € {0,1}™ ... Ja, € {0,1}™3a, € {0,1}™ :
F(ay,...,ag,a,) =1 .

Da wir die letzten beiden 3-Quantoren vor F(as, ..., ax,a)) verschmelzen konnen, ist offen-
sichtlich die Abbildung = + F eine polynomielle Reduktion von L auf By. Folglich ist By
Se-vollsténdig. Die II,-Vollstéindigkeit von By ergibt sich (fiir ungerades k) durch Dualisie-
rung.

Bleibt der Fall eines geraden £ zu diskutieren. Hier ist es technisch leichter zunéchst die I1j-
Vollstandigkeit von By, zu verifizieren und die ;- Vollsténdigkeit von By, durch Dualisierung
zu folgern. Es ist ndmlich praktischer, wenn die alternierende Quantorenkette erneut mit
einem 3-Quantor endet, damit der 3-Quantor fiir die Hilfsvariablen der Booleschen Formel
F mit dem vorangehenden 3-Quantor verschmolzen werden kann. Der Nachweis der Ilj-
Vollstindigkeit von By, fiir gerades k geschieht analog zum Nachweis der Y;-Vollsténdigkeit
von B;, fiir ungerades k. °

Eine genauere Inspektion des Beweises von Satz 19.20 fithrt zu folgender Beobachtung;:

Folgerung 19.21 Die Einschrinkung von By, auf CNF-Formeln bei ungeradem k und DNF-
Formeln bei geradem k ist Xy-vollstindig. Dual dazu ist die Einschrinkung von By auf DNF-
Formeln bei ungeradem k und CNF-Formeln bei geradem k Ili-vollstindig.

Folgerung 19.21 liefert im Falle £ = 1 gerade das Cook’sche Theorem.
Weiterhin ergibt sich aus B € PSpace und der ¥,-Hérte von By unmittelbar die

Folgerung 19.22 PH C PSpace.

Offene Probleme im Zusammenhang mit PH

P versus PH Sind priadikatenlogische Aussagen, die eine alternierende Quantorenkette kon-
stanter Lénge verwenden diirfen, méchtiger als rein aussagenlogische Aussagen?
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Kollaps versus Echtheit von PH Sind alternierende Quantorenketten der Lénge k£ + 1
stets méchtiger als alternierende Quantorenketten der Liange k7

PH versus PSpace Sind alternierende Quantorenketten variabler Lange méchtiger als al-
ternierende Quantorenketten konstanter Léange?

20 Uniforme versus nicht-uniforme Komplexitéit

Bei einem uniformen Maschinenmodell wenden wir ein einheitliches Programm auf alle mogli-
chen Eingabeworter iiber einem gegebenen Alphabet an. Wir haben also nicht die Moglicheit,
das Programm an die Lénge n des Eingabewortes anzupassen. Software-orientierte Maschi-
nenmodelle (wie zum Beispiel die Turing-Maschinen) sind in der Regel von diesem Typ.

Bei einem nicht-uniformen Maschinenmodell darf die ,, Maschine® von der Eingabelénge n
abhéngig sein. Streng genommen hat man dann eine mit n parametrisierte Familie von Ma-
schinen zur Losung eines vorgegebenen Problems. Hardware-orientierte Maschinenmodelle
(wie zum Beispiel Schaltkreisfamilien) sind in der Regel von diesem Typ.

Wir gehen im Folgenden davon aus, dass das Konzept eines Booleschen Schaltkreises
(etwa tiber der Basis {—, V, A}) bekannt ist. Zur Konstruktion eines Schaltkreises wird eine
endliche Anzahl von Hardwarebausteinen azyklisch miteinander verdrahtet. Jeder Baustein
berechnet dabei eine elementare Boolsche Funktionen (wie etwa die logische Negation eines
Bits bzw. die logische Disjunktion oder Konjunktion zweier Bits). Durch die Verdrahtung
zu einem Schaltkreis kann dann im Prinzip jede Boolesche Funktion f : {0,1}" — {0,1}
berechnet werden. Im Folgenden bezeichne

C = (Cn)nzo

eine Schaltkreisfamilie (kurz: SKF), wobei C), eine Boolesche Funktion in n Variablen be-
rechnet. Diese Funktion notieren wir der Einfachheit halber als C,,(z) mit € {0,1}". Wir
sagen C realisiert die Sprache L C {0, 1}*, wenn

Vn >0,Ver € {0,1}":Cy(z) =1 x € L .

Die Grofle eines Schaltkreises C), ist die Anzahl seiner Bausteine und wird als size(C),)
notiert. C' = (C,,) heiit polynomielle SKF, wenn size(C,,) polynomiell in n beschrénkt ist.

Die Nicht-Uniformitdt eines Maschinenmodells hat weit reichende Folgen. Zum Bei-
spiel gibt es fiir jede Sprache L (also auch fiir nicht-entscheidbare oder gar nicht-semi-
entscheidbare) eine SKF, welche L realisiert (einfach darum, weil jede Boolesche Funktion
realisiert werden kann).%® Beim Vergleich von SKF’s und TM’s ist es manchmal hilfreich, nur
sogenannte ,,uniforme“ SKF’s zuzulassen. Dabei heifit eine SKF C' = (C,,) uniform, wenn
die Abbildung

1" — desc(Cy)

in ,logspace“ (also von einer log(n)-platzbeschrinkten DTM) berechenbar ist, wobei desc(C,,)
eine ,natiirliche* Kodierung von C,, bezeichnet.* Wegen £ C P kann eine uniforme SKF

63Dies wird freilich bedeuten, dass die Funktion n — C,, i.A. nicht berechenbar ist.
64 desc“ ist Abkiirzung von ,,description®.
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nicht superpolynomiell viele Bausteine haben und ist daher polynomiell.
Dieses Kapitel ist aufgebaut wie folgt:

- In den Abschnitten 20.1 und 20.2 zeigen wir, dass jede polynomielle DTM in eine
dquivalente uniforme SKF transformiert werden kann und umgekehrt.

- In Abschnitt 20.3 diskutieren wir die Familie P/poly der mit polynomiellen SKF’s
realisierbaren Sprachen.

- In Abschnitt 20.4 gehen wir erneut auf spérliche (= diinne) Sprachen ein. Es wird
sich zeigen, dass P/poly iibereinstimmt mit der Klasse der auf spérliche Sprachen
Cook-reduzierbaren Sprachen. Auerdem lassen sich die (vermutlich falschen) Aussagen
NP C P/poly bzw. P = NP mit Hilfe von spérlichen und sogenannten kospérlichen
Sprachen charakterisieren.

- Im abschlieenden Abschnitt 20.5 beweisen wir den Satz von Karp und Lipton, welcher
besagt, dass NP C P/poly zur Folge hitte, dass die polynomielle Hierarchie auf ihren
zweiten Level kollabiert.

Hinweis auf laufende Forschung Da vermutlich NP € P/poly, ist es naheliegend, nach
Sprachen aus NP zu suchen, die sich beweisbar nicht durch polynomielle SKF’s be-
rechnen lassen. Wegen P C P/poly wiirde dies P # NP implizieren. Leider hat sich
das Problem, superpolynomielle untere Schranken fiir (Sprachen aus NP realisierende)
SKF’s zu beweisen, als auflerordentlich hart erwiesen.%® Aus ,, Notwehr* diskutiert man
daher hauptséchlich in ihrer Rechenkraft eingeschrinkte SKFs (wie zum Beispiel mo-
tonone oder tiefenbeschrinkte SKFs). Im Rahmen dieser Vorlesung kénnen wir aber
darauf nicht néher eingehen.

20.1 Konversion von Software in Hardware

Es sei M eine exakt S(n)-platz- und exakt T'(n)-zeitbeschrinkte DTM mit Zustandsmenge
Z und Bandalphabet I' D ¥. Zu einer gegebenem Eingabewort z € >" stehe M das Band-
segment mit den Zellen 0,1,...,5(n),S(n) + 1 zur Verfiigung, wobei auf den Zellen 0 und
S(n)+1 Randmarkierungen stehen, die von M nicht iiberschritten (und auch nicht geloscht)
werden. Der eigentliche Arbeitsbereich besteht aus den Zellen 1,...,S(n). Diese Situation
ist in Abbildung 18 illustriert. Anfangs befindet sich M im Startzustand z,, ihr Kopf ist auf
Zelle 0 positioniert und das Eingabewort = 1 - - - x,, € {0,1}" steht in den Zellen 1,... n.
Nach exakt T'(n) Schritten befindet sich M im Zustand z,, sofern z € Ly, bzw. im Zu-
stand z_, sofern o ¢ L. Zu diesem Zeitpunkt ist das Band (bis auf die Randmarkierungen)
gesdubert (also leer) und der Kopf befindet sich auf Zelle 0.5 Jede Konfiguration von M
kann in der offensichtlichen Weise durch einen String aus K25 {iber dem Zeichenvorrat

K:=TU(ZxT)

65Bisher sind noch nicht einmal superlineare Schranken bekannt.
66Durch diese Normierungen haben wir nicht nur eine eindeutige Anfangskonfiguration, sondern auch eine
eindeutige (akzeptierende bzw. verwerfende) Endkonfiguration.
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Abbildung 18: Der Arbeitsbereich einer S(n)-platzbeschréinkten DTM.

beschrieben werden. Das Zeichen aus Z x I' gibt dabei neben dem aktuellen Zustand auch
die Kopfposition an.

Beispiel 20.1 Die Anfangskonfiguration (zu Eingabewort x) ist beschrieben durch
(20, N1+ -2, B---BF
und die akzeptierende Endkonfiguration durch
(z4,)B---BF |
wobei ,B“ den Blank (= Leerzeichen) bezeichnet.
Die Rechnung von M auf Eingabewort x kann durch die Rechnungstabelle
R = (Rij)o<i<T(n)0<j<S(n)+1
beschrieben werden. Dabei ist R; ; das j-te Zeichen der i-ten Konfiguration.

Zentrale Beobachtung Wegen der lokalen Arbeitsweise von DTMs ist R;y;; nur von
R,;’j_l, Ri’j, Ri,j+1 abhanglg, dh,

Riv1j = fs(Rij—1, Rij, Rij+1)
wobei fs eine durch die Uberfithrungsfunktion ¢ implizit gegebene Funktion ist.5
Jedes Zeichen aus K kann auf einfache Weise mit
k= [log| K]

Bits kodiert werden. Es bezeichne
k
Rg,j € {Oa 1}
die Kodierung von R; ;. Dann gilt
R;Jrl,j = fé(R;,j—D R;,ja R;,j—i-l)

fiir eine (durch § implizit gegebene) Boolesche Funktion

fi:{0,133% = {0,1}* .

Es bezeichne Cf einen Schaltkreis (konstanter Grofie), der fi berechnet:

67 Argument R; ;_q entfillt fiir j = 0 (linker Rand); Argument R; jiq entfillt fiir j = S(n) + 1 (rechter
Rand).
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Es sollte klar sein, dass durch Parallelschaltung von 2+ S(n) Duplikaten von C§ (mit Beson-
derheiten am Rand) ein Schaltkreis Cj entsteht, der aus der i-ten Zeile der Rechnungstabelle
R’ die (i+1)-te Zeile berechnet. Durch Serienschaltung von 7'(n) Duplikaten von C§ entsteht
ein Schaltkreis C),, der die T'(n)-te Zeile von R’ aus der O-ten Zeile berechnet. Wenn wir
einen Schaltkreis Cj,, voranschalten, der aus z; - - - z,, die k(2 + S(n)) Bits

36,0 T 6,k(S(n)+2)—1

(also die O-te Zeile von R’) berechnet, und einen Schaltkreis C,,; hinterherschalten, der die
Abbildung

’ ’ 1 falls RT(n),O = (Z+, l_)
B Hrg s { 0 falls Rro = (2-.F)

berechnet, so erhalten wir einen Schaltkreis
Cy = Couy 0 Clhyy0 Gy
der Ly, realisiert, d.h.,
Cy(z) =1 & M akzeptiert © < x € Ly .

(', enthélt insgesamt

(24 5(n))T(n) = O(S(n)T(n))

Duplikate von C und hat daher die Gréfie O(ST) = O(T?). Es ist nicht schwer zu sehen, dass
auch der Gesamtschaltkreis Cyy die GréBle O(ST) = O(T?) besitzt und in O(ST) = O(T?)
Schritten sowie im Rahmen einer logarithmischen Platzschranke konstruiert werden kann.
Wir ziehen aus der gesamten Diskussion das folgende Fazit:

Satz 20.2 Fualls L € P, dann kann L durch eine uniforme (und somit auch polynomielle)
SKF C = (C,,) realisiert werden.

20.2 Konversion von Hardware in Software

Ziel dieses Abschnittes ist die Umkehrung von Satz 20.2:

Satz 20.3 Es sei C' = (C,,) eine uniforme SKF und
Lo = {z € {0,11] Ce) = 1}

die von thr realisierte Sprache. Dann gilt Lo € P.
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Beweis Es bezeichne CIRCUIT EVALUATION die Sprache
{{desc(C,),a)| n >0,a € {0,1}" und C,(a) =1} .

Das Mitgliedschaftsproblem zu dieser Sprache besteht im Wesentlichen darin, einen gegebe-
nen Schaltkreis C,, (mit n Boolschen Eingabewerten) an einem gegebenen Booleschen Vektor
a € {0,1}" auszuwerten, was natiirlich in Polynomialzeit geschehen kann. Es gilt also

CIRCUIT EVALUATION € P .

Der Beweis L¢ € P kann daher gefiithrt werden, indem wir wir eine logspace-Reduktion von
L¢ auf CIRCUIT EVALUATION angeben. Die dazu passende Reduktionsabbildung ist

x — (desc(Clg)), x) .

Sie kann wegen der Uniformitdt von C' in ,logspace” berechnet werden und erfiillt (per
Definition der beteiligten Sprachen) die Bedingung

x € Lo & (desc(Cly)), x) € CIRCUIT EVALUATION .

Aus den Sdtzen 20.2 und 20.3 ziehen wir die
Folgerung 20.4 P ist die Klasse aller durch uniforme SKFs realisierbaren Sprachen.®

Weiterhin enthélt der Beweis von Satz 20.3 implizit eine logspace-Reduktion von Lo auf
CIRCUIT EVALUATION. Dabei steht C' fiir eine beliebige uniforme SKF. In Verbindung
mit Folgerung 20.4 ergibt sich daraus leicht:

Folgerung 20.5 CIRCUIT EVALUATION ist P-vollstindig unter logspace-Reduktionen.

20.3 P/poly: die nicht-uniforme ,,Schwester*“ von P

Definition 20.6 P/poly bezeichne die Klasse aller Sprachen, die durch polynomielle (aber
nicht notwendig uniforme) SKFs realisiert werden kinnen.

Aus Folgerung 20.4 ergibt sich unmittelbar die die Inklusion P C P/poly. Am Ende dieses
Abschnittes werden wir nachweisen, dass diese Inklusion echt ist. Die eigentliche (und bis
heute ungeklirte) Frage lautet: wie méchtig ist die Klasse P/poly? Wir werden in diesem
und den beiden folgendenen Abschnitten etwas Licht auf diese Frage werfen und beginnen
mit dem

68Streng genommen miissten wir ein biniires Alphabet ¥ = {0,1} zugrunde legen. Fiir Sprachen iiber
einem erweiterten Alphabet ¥ gilt die Folgerung aber fiir die davon induzierte Sprache iiber {0,1} (nach
Festlegung eines Binéircodes fiir die Symbole von X).

139



Satz 20.7 FEine Sprache L gehort zur Klasse P /poly gdw ein Polynom q, eine Sprache Ly €
P und eine Folge (a,)n>0 von bindren Strings a, € {0,1}* einer durch q(n) beschrinkten

Linge existieren, so dass
L = {a] (au.2) € Lo} -

Beweis Wir beweisen zunéchst die Richtung von links nach rechts und setzen daher L €
P /poly voraus. Es sei C' = (C),) eine L realisierende polynomielle SKF. Mit

an, = desc(Cy) und Ly := {(desc(Cly)), x)| Cjg(x) = 1}

ergibt sich die gewiinschte Charakterisierung von L: die Strings a,, = desc(C),) haben néamlich
eine polynomiel beschriankte Lénge, da C' eine polynomielle SKF ist und L gehort (als Teil-
problem von CIRCUIT EVALUATION) zur Klasse P.

Fiir die Beweisrichtung von rechts nach links setzen wir jetzt die im Satz beschriebene Cha-
rakterisierung von L voraus und weisen L € P /poly nach. Sei also g(n) > n ein Polynom, a,,
eine Folge von Strings mit |a,| < q(n), Ly € P und L = {z| (a4, x) € Lo}. Betrachte eine
Boolesche Eingabe = € {0,1}™. Wir konnen einen Schaltkreis C!, zur Berechnung von

x> (a,, x)
und einen Schaltkreis C?, mit n' = |(a,, z)| zum Entscheiden von
(an, ) € Lo?

in Serie schalten und erhalten so eine SKF C' = (C,,) mit C,, = C?, o C}, welche L realisiert.
Wegen |a,| < g(n) gilt sowohl |{(a,,z)| = O(q(n)) als auch size(C!) = O(q(n)). C" ist also
eine polynomielle SKF. Zusammen mit Ly € P und Satz 20.2 ergibt sich nun, dass C” und
somit auch C' eine polynomielle SKF ist. Insgesamt hat sich also L € P/poly ergeben. .

Die Bits in a, heilen auch Hinweisbits (advice bits). Satz 20.7 ldsst sich dann auch folgen-
dermaflen lesen: die Sprachen aus P/poly sind dadurch charakterisiert, dass sie von einer
DTM in Polynomialzeit akzeptiert werden kénnen, wenn diese neben der eigentlichen Einga-
be x € ¥" polynomiell viele zusétzliche Hinweisbits a,, (die von  nur iiber n = |z| abhéngen
diirfen) bekommt. So gesehen beruht der Beweis von Satz 20.7 auf zwei Grundideen:

- Gegeben eine uniforme L realisierende SKF: dann kann desc(C,,) einer (C,, simulieren-
den) DTM in Form von Hinweisbits zugénglich gemacht werden.

- Gegeben der polynomielle Algorithmus zum Erkennen von Strings aus L mit Hilfe
zusétzlicher Hinweisbits a,,: dann konnen die Bits aus a,, in einen (den Erkennungsal-
gorithmus realisierenden) Schaltkreis C), ,,gehardwired* werden.

Das Verifizieren der Aussage x € L mit Hinweisbits (wie bei Sprachen aus P/poly) und das
Verifizieren von x € L mit Ratebits (wie bei Sprache aus NP) scheinen verwandt zu sein.
Wir machen aber auf zwei wichtige Unterschiede aufmerksam:
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(NP | P/poly

Zertifikat y zum Nachweis von | Hinweisbits a,, zum Nachweis

x € L kann in Abhéngigkeit von x € L hidngen nur von
von x gewahlt werden. n = |z| ab (also gleiche Hinweis-

bits fiir Eingabeworter gleicher Lénge).
Fir x ¢ L existiert kein Es konnte falsche Hinweise geben

falsches Zertifikat (kein Rate- | (Strings a,, mit (a/,x) € Ly
string y, der zum Akzeptieren | obwohl x ¢ L bzw. Strings a/,
von z fiihrt). mit (a,,x) ¢ Lo obwohl z € L)

Wir werden sehen, dass NP und P/poly sehr unterschiedliche Klassen sind. Zum Beispiel sind
wegen NP C PSpace alle Sprachen in NP entscheidbar. P/poly hingegen enthilt u.a. auch
nicht entscheidbare bzw. noch nicht einmal semi-entscheidbare Sprachen, wie aus dem néchs-
ten Resultat hervorgeht:

Satz 20.8 Jede undire Sprache L C {0}* gehirt zu P /poly.

Beweis Das Hinweisbit
_{ 1 fallsO" e L

"T0 falls 0" ¢ L

reicht aus, um L in Polynomialzeit zu entscheiden: die Dekodierung von a,, aus (a,, z) liefert
die Antwort. o

In der Vorlesung Theoretische Informatik wurden zahlreiche nicht entscheidbare (bzw. nicht
einmal semi-entscheidbare) Sprachen L C {0,1}* présentiert. Zu = € {0,1}* bezeichne
N(z) € N die durch die Bitfolge 1z binér kodierte natiirliche Zahl. Da die Abbildung

z +— 0V@ (unire Kodierung von N (z))
berechenbar ist, ist mit L auch die unére Sprache
L'={0""| z e L}

nicht (semi-)entscheidbar. Somit gibt es zu jeder nicht (semi-)entscheidbaren Sprache ein
unéres Pendant.

Folgerung 20.9 1. P/poly enthilt insbesondere alle undren nicht (semi-)entscheidbaren
Sprachen.

2. P C P/poly.

3. P/poly ist keine Teilmenge der semi-entscheidbaren Sprachen und kann daher in keiner
uniformen (durch eine Platz- oder Zeitschranke gegebenen) Komplexititsklasse enthal-
ten sein.
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20.4 Sparliche und kospérliche Sprachen
Wir erinnern an Definition 12.7: die Dichte einer Sprache L ist gegeben durch
densp(n) == [{x € L: |z| <n}|

und L heifit dinn oder auch spdrlich, wenn ihre Dichte polynomiell in n beschrankt ist. In
diesem Abschnitt bendtigen wir weiterhin die

Definition 20.10 FEine Sprache L C {0,1}* heifit kospérlich, wenn ihr Komplement L =
{0,1}* \ L spdrlich ist.

Der folgende Satz charakterisiert P/poly mit Hilfe von spérlichen Sprachen:

Satz 20.11 P/poly stimmt iberein mit der Klasse der auf spdirliche Sprachen Cook-redu-
zierbaren Sprachen.

Beweis Wir setzen zunéchst L € P/poly voraus und wollen eine spérliche Sprache S mit
L <r S ausfindig machen. Geméfl Satz 20.7 existiert ein Polynom ¢ (mit Koeffizienten aus
N), Hinweise (ay,,),>0 mit |a,| < g(n) und eine Sprache Ly € P, so dass

L = {xz| (ajz,x) € Lo} .

Idee Entwerfe S so, dass das S-Orakel nach den Bits von a,, (wobei n = |z|) befragt werden
kann. Eine DOTM M[S] kann dann x € L testen wie folgt:

1. Ermittle a,, bitweise durch ¢(n) entsprechende Anfragen an das S-Orakel.

2. Setze die polynomiell zeitbeschrankte DTM M fiir die Sprache Ly auf (a,,x) an
und akzeptiere gdw M, akzeptiert.

Kommen wir zur Umsetzung der geschilderten Idee und definieren fiir alle n > 0 und alle
i=1,...,q(n) die Strings ‘ A
st = 01101 ¢ {0, 134
Die Sprache S sei gegeben durch
S:={s!n>0,1<i<gq(n)und das i-te Bit von a,, ist 1} .

Auf Anfrage s” muss das S-Orakel mit dem i-ten Bit von a,, antworten.® S ist spérlich, da
offensichtlich
1SNA{0,1}" <m .

Damit wére gezeigt, dass jede Sprache aus P /poly auf eine spérliche Sprache Cook-reduzierbar
ist.

Fiir die umgekehrte Beweisrichtung setzen wir L <, S voraus, wobei S eine spérliche Sprache
bezeichnet, d.h., es gibt ein Polynom p(n) , so dass [S N {0,1}"| < p(n). Wir haben zu zei-
gen, dass sich das Wortproblem fiir L mit Hilfe geeigneter (polynomiell langenbeschrénkter)
Hinweise (ay)n>0 in Polynomialzeit 16sen lésst.

89Hierbei nutzen wir aus, dass g(n) (als Polynom mit Koeffizienten aus N) mit n € Ny streng monoton
wichst. Parameter m hat also maximal ein Urbild n mit m = ¢(n).
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Idee Gib eine Liste Lg aller Elemente von S (bis zu einer geeigneten Maximalldnge) als
Hinweis. Mit Hilfe von Lg kann das S-Orakel simuliert werden.

Kommen wir zur Umsetzung der Idee. Es sei M’[S] die polynomiell zeitbeschriankte DOTM,
die fiir jedes x € ¥" in ¢(n) Schritten entscheiden kann, ob x € L. M’ kann maximal ¢(n)
viele maximal ¢(n) lange Anfragen an das S-Orakel stellen. Sei sy, ..., s, eine Auflistung
aller Elemente von S der Maximalldnge ¢(n). Wegen der Sparlichkeit von S ist r(n) < p(g(n))
polynomiell beschrénkt. Setze

an = (51,5 5p(n))

und beachte, dass
|an| = O(q(n)p(q(n))) -

Nun kann (wie geplant) das Wortproblem fiir L entschieden werden, indem eine DTM M
(ohne Orakel), angesetzt auf Eingabe (a,,z) mit « € 3", die Rechnung der DOTM M’ auf
Eingabe z effizient simuliert. Eine etwaige Anfrage an das S-Orakel kann durch Inspektion
von a,, beantwortet werden. °

Wir wissen bereits, dass es vermutlich keine spérliche Sprache gibt, die NP-hart (unter
Karp-Reduktion) ist, denn nach dem Satz von Mahaney (s. Satz 12.9) hétte dies P = NP
zur Folge. Dies schliefit aber noch nicht die Existenz von spérlichen Sprachen aus, die NP-
hart unter (den méchtigeren) Turing-Reduktionen sind. Das folgende Resultat legt jedoch
die Vermutung nahe, dass dies nicht der Fall ist:

Folgerung 20.12 FEs gilt NP C P/poly gdw es eine spirliche Sprache S gibt, die NP-hart
unter Turing-Reduktionen ist.

Beweis Die Voraussetzung NP C P/poly impliziert, dass SAT € P/poly, was geméf
Satz 20.11 die Existenz einer spéarlichen Sprache S mit SAT <p S zur Folge hat. Folg-
lich ist S NP-hart unter Turing-Reduktionen.

Sei umgekehrt vorausgesetzt es géibe eine spérliche und zugleich unter Turing-Reduktionen
NP-harte Sprache S. Somit gilt L <p S fiir jede Sprache L € NP. Geméafl Satz 20.11 folgt
hieraus NP C P/poly. o

NP C P/poly wiirde bedeuten, dass alle Sprachen aus NP (inklusive der NP-vollstédndigen)
durch SKFs polynomieller Grofle realisiert werden konnen. Es wird jedoch vermutet, dass
dies nicht der Fall ist. Wir fassen die diversen Vermutungen noch einmal zusammen:

Vermutung 1 Es gibt keine spérliche Sprache, die NP-hart (unter Karp-Reduktionen) ist.
(Ansonsten wére P = NP.)

Vermutung 2 Es gibt keine spérliche Sprache, die NP-hart unter Turing-Reduktionen ist.
(Ansonsten wiare NP C P /poly.)

Die gleichen Vermutungen werden auch fiir kospérliche Sprachen gehegt. Dies wird (zumin-
dest fiir Karp-Reduktionen) gestiitzt durch folgenden
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Satz 20.13 FEs gilt P = NP gdw es eine kospdrliche Sprache S gibt, die NP-hart (unter
Karp-Reduktionen) ist.

Beweis Wir setzen zunédchst P = NP voraus. Die Menge S := {0, 1}*\ {0} ist trivialerweise
kospérlich. Dariiberhinaus ist S aber auch NP-hart, da jede Sprache L € NP = P mit der
Reduktionsabbildung
1 fallsz e L
{ 0 fallsz ¢ L

polynomiell auf S reduzierbar ist.

Fiir die umgekehrte Beweisrichtung gehen wir von einer kospéarlichen und zugleich NP-harten
Sprache S aus und weisen P = NP nach, indem wir einen Polynomialzeitalgorithmus A fiir
SAT entwerfen. Wegen der NP-Hérte von S gilt SAT <, S, sagen wir mit Reduktionsab-
bildung R : ¥* — ¥*. Der Algorithmus A fiir SAT, den wir im Folgenden entwerfen, ist
ahnlich gestrickt wie der Algorithmus fiir SAT, den wir im Beweis des Satzes von Berman
(s. Satz 12.10) verwendet haben. Wir ,recyclen® ein paar wesentliche Bestandteile dieses
Beweises:

e Es bezeichne F' eine CNF-Formel iiber n Booleschen Variablen vy,...,v, und N >
n bezeichne ihre Kodierungslinge. Zu einer partiellen Belegung a € {0,1}° mit i €
{0,...,n} assoziieren wir wieder die vereinfachte CNF-Formel Fla], die sich aus F

durch Elimination aller bereits erfiillter Klauseln und aller bereits falsifizierter Literale
ergibt. Wir erinnern daran, dass Fle] = F und Fla] € {0,1} fiir jedes a € {0,1}" (die
Grenzfille ¢ = 0 bzw. ¢ = n). Wir erinnern weiterhin daran, dass F[a] erfiillbar ist gdw
Fla0] oder F[al] erfiillbar ist.

e Es bezeichne T' den vollstédndigen bindren Baum der Tiefe n, dessen 2" Blétter in einer
1-zu-1 Beziehung zu den moglichen Belegungen a € {0,1}" der Booleschen Variablen
v1,...,0, stehen. Jeder Knoten der Tiefe ¢ entspricht eindeutig einer partiellen Bele-
gung a € {0,1}*. Wir verwenden fiir diesen Knoten die Notation u[a].

e Ein Exponentialzeitalgorithmus konnte in einem ,,top-down pass“ den Baum T auf-
bauen und in einem ,,bottom-up pass“ die Knoten des Baumes mit Booleschen Wahr-
heitswerten (0 oder 1) beschriften, so dass der Knoten u[a] mit 1 beschriftet wird gdw
die Formel F'[a] erfiillbar ist. Damit wére die urspriinglich gegebene Formel F erfiillbar
gdw die Wurzel von T' (also der Knoten ule]) mit 1 beschriftet ist.

e Anstatt nun aber T' (in Exponentialzeit) vollstiandig aufzubauen, versuchen wir die
gleiche algorithmische Grundidee auf einem ,, Anfangsstiick“ von 7' (einer polynomiell
in der Kodierungsldnge N der Eingabeformel F' beschriankten Grofie) durchzusetzen.
Dabei werden die Konzepte der ,,Lazy Evaluation® und des ,,Hashing“ eingesetzt.

e Zur Implementierung von ,,lazy evaluation“ erfolgen die Arbeitsschritte wihrend eines
Durchlaufes von 7" in Priordnung. Wenn aber die (zuerst inspizierte) Formel F[a0] sich
als erfiillbar erwiesen hat (der Knoten u[a0] ist dann mit 1 markiert), kénnen wir F'[a]
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als erfiillbar deklarieren (also den Knoten u[a] mit 1 markieren), ohne den von ual]
induzierten Teilbaum aufzubauen (Idee des ,,Pruning®).

e Als Hashfunktion verwenden wir die Reduktionsabbildung R. Wenn sich eine Formel
Fla] als unerfiillbar erwiesen hat, dann sind auch alle Formeln F[a’] mit R(F[d']) =
R(F[a]) unerfiillbar. Wenn daher in 7' ein Knoten wfa] mit 0 markiert wird, dann
konnen alle vorher bereits erzeugten Knoten ula’]| mit R(F[a']) = R(F[a]) ebenfalls
mit 0 markiert werden. Neue Knoten u[da’], welche die Bedingung R(F[a']) = R(Flal)
erfiillen, brauchen gar nicht erst in 77 aufgenommen zu werden. (Das Ergebnis ,,0“
kann sofort im ,,Record* des Vaterknotens vermerkt werden.)

Wir verzichten auf eine formale Beschreibung des resultierenden Algorithmus A. Anhand der
geschilderten Vorgehensweise sollte klar sein, dass A erstens F' akzeptiert (also die Wurzel
von T mit 1 markiert) gdw F erfiillbar ist (Korrektheit). Weiterhin sollte klar sein, dass die
Laufzeit polynomiell in N beschréankt ist, sofern nur ein polynomiell kleines Anfangsstiick
T’ von T aufgebaut wird. Zu diesem Zweck betrachten wir die ,,Hashtabelle“

H:={t € S| Jufa] € T': wula] ist mit 0 markiert und R(F[a]) =t} .

Beachte, dass diese Tabelle wegen der Kospérlichkeit von S eine in n < N polynomiell
beschriankte Grofle hat, sagen wir |H| < ¢(n) fiir ein Polynom ¢. Die polynomielle Grofien-
beschrankung von 7" ergibt sich nun leicht aus folgender

Hilfsbehauptung Der Durchlauf in Prdordnung habe einen Knoten u[a] € T mit a €
{0,1}* und i € {0,...,n — 1} erreicht und befinde sich in ,top-down* Richtung. Dann
wird wihrend des Aufenthaltes im von u[a] induzierten Unterbaum nach Aufnahme
von hochstens n — ¢ neuen Knoten in 7" einer der folgenden beiden Félle eingetreten
sein:

Fall 1 u[a] hat eine Boolesche Markierung (0 oder 1) erhalten.

Fall 2 u[a] hat noch keine Boolesche Markierung erhalten, aber die Hashtabelle H hat
sich um mindestens 1 vergroflert.

Wir zeigen zunéchst, wie unser Beweis mit der Hilfsbehauptung abgeschlossen werden kann.
Zu diesem Zweck zerlegen wir den Priordnungsdurchlauf in Arbeits- und Backtracking-
Phasen. Zu Beginn einer Arbeitsphase sei der Durchlauf beim Knoten u[a] angelangt (anfangs
ule]) und befinde sich in ,top-down“ Richtung. Die Arbeitsphase endet, mit dem Eintreten
von Fall 1 bzw. Fall 2. Wenn Fall 1 eintritt, dann belasten wir (beweistechnisch) den Knoten
ufa] mit ,Kosten* n. Beachte, dass im Fall 1 die in der Arbeitsphase neu in 7" aufgenommenen
Knoten (auch in Zukunft) nicht mit Kosten belastet werden, da der Durchlauf den von u|a]
induzierten Unterbaum nicht mehr betreten wird. Aus dem selben Grund wird u[a] nur ein
einziges Mal mit Kosten n belastet. Wenn Fall 2 eintritt, belasten wir die Hashtabelle A mit
Kosten n und nennen die wiahrend der Arbeitsphase in 77 neu aufgenommenen Knoten H -
generiert. Nach einer Arbeitsphase beginnt eine (evtl. leere) Backtracking-Phase, die solange
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withrt, bis der Durchlauf wieder die ,,top-down“-Richtung anvisiert.” Aus der geschilderten
Vorgehensweise ergibt sich nun Folgendes:

e Die Anzahl der Knoten in 7" ist nach oben beschrankt durch die Summe der Belastun-
gen von Knoten bzw. von der Hashtabelle H.

e Die Hashtabelle kann maximal ¢(n)-mal belastet werden, da sie bei jeder Belastung
»zur Belohnung* einen neuen Eintrag erhélt und insgesamt maximal ¢(n) viele Eintrage
besitzt.

e Es kann maximal g(n)n viele H-generierte Knoten geben, da jede H-Generierung einer
Kollektion von maximal n neuen Knoten mit einem neuen Eintrag in H einhergeht.

e Mit Ausnahme der Wurzel werden nur H-generierte Knoten belastet, und die Belastung
pro Knoten betrdgt maximal n.

Aus diesen Beobachtungen ergibt sich leicht, dass die Anzahl der Knoten in 7" nach oben
durch ¢(n)n + (1 4+ g(n)n)n = poly(n) = poly(N) bechrankt ist.

Der Beweis des Satzes wird nun durch den Beweis der Hilfsbehauptung abgeschlossen. Wir
verwenden vollstiandige Induktion nach : =n,n—1,...,1,0. Fiir ¢ = n ist der Durchlauf bei
einem Knoten u[a] mit a € {0,1}" angelangt, d.h., u[a] ist ein Blatt in 7". Dann wird u[a] mit
0 oder 1, markiert, d.h., es ist Fall 1 eingetreten. Da u[a] ein Blatt ist, enthélt der induzierte
Unterbaum keine weiteen Knoten, d.h., es wurden in der betrachteten Arbeitsphase keine
neuen Knoten generiert. Die Hilfsbehauptung ist somit fiir den Knoten ula] korrekt. Wir
betrachten nun einen Index ¢ < n — 1 und setzen induktiv voraus, dass die Hilfsbehauptung
sich fiir i+1 bereits als richtig erwiesen hat. Der Durchlauf ist also bei einem Knoten u[a] mit
a € {0,1}" angelangt und befindet sich in ,top-down* Richtung. Wir betrachten zunichst
den Fall, dass u[a0] in T" aufgenommen wird. Dann gilt per Induktionsvoraussetzung, dass
nach Aufnahme von hochstens n — (i + 1) weiteren Knoten in 7" fir u[a0] Fall 1 oder
Fall 2 eingetreten ist. Wenn fiir u[a0] Fall 2 eintritt (neues Element in H), dann ist Fall 2
somit auch fiir den Knoten u[a] nach Aufnahme von héchstens n — ¢ Knoten eingetreten.
Wenn fiir u[a0] Fall 1 eingetreten ist, dann unterscheiden wir zwei Unterfille. Hat u[a0]
die Boolesche Markierung 1, dann wird auch wfa] mit 1 markiert und fiir uf[a] ist dann
ebenfalls Fall 1 eingetreten. Hat aber u[a0] die Boolesche Markierung 0, dann ist R(F[a0])
ein neues Element in H™ und fiir u[a] ist Fall 2 der Hilfsbehauptung eingetreten. Betrachten
wir abschlieBend den Fall, dass u[a0] nicht in 7”7 aufgenommen wird. Dies kann nur daran
liegen, dass ein Abgleich mit H ergeben hatte, dass F[a0] nicht erfiillbar ist. In diesem Fall
versucht der Préordungsdurchlauf nun sein Gliick beim Knoten u[al]. Es gelten nun die
analogen Betrachtungen wie zuvor beim Knoten u[a0]. Damit ist der induktive Beweis der
Hilfsbehauptung abgeschlossen. °

"0Beachte, dass wihrend des ,backtracking“ keine neuen Knoten in 7’ aufgenommen werden.
"Sonst wiire der Knoten u[a0] nicht erzeugt worden.

146



20.5 Der Satz von Karp und Lipton

Dieser Abschnitt ist dem Beweis des folgenden Resultates gewidmet:

Satz 20.14 (Karp und Lipton, 1980) NP C P/poly = PH = %, = Il,.

Beweis Wir merken zunéchst an, dass es ausreicht, Iy C 35 zu zeigen. Hieraus folgt ndmlich
durch Dualisierung ¥ = co-IIy C co-Xy = IIy und somit ¥y = Iy, was wiederum (Anwen-
dung 2 des Satzes von Wrathall) PH = 3, zur Folge hat.

Sei nun L eine beliebige aber fest ausgewahlte Sprache aus II,. Somit existieren ein Polynom
p und eine Sprache L' € ¥; = NP, so dass

L={z| Yy e {0,1}?0eD : (3 2) e L'} . (43)

Wir haben L € X5 zu zeigen und gemifl dem Satz von Wrathall reicht es dazu aus, eine
Beschreibung der Sprache L vom ,,3V“-Typ anzufertigen.

GeméB unserer Voraussetzung NP C P /poly gehort die Sprache 3-SAT zu P/poly. Im Folgen-
den reprisentiere F), eine CNF-Formel iiber den Booleschen Variablen v1, . .., v, mit Klauseln
der Linge hochstens 3 (kurz: 3-Klauseln).™ Insgesamt gibt es nur O(n?) solcher 3-Klauseln,
weswegen die bindre Kodierungslange von F), polynomiell in n, sagen wir durch ¢(n), nach
oben beschrénkt ist. Im folgenden identifizieren wir die Formel F,, mit ihrer bindren (auf
Linge g(n) ausgepolsterten) Kodierung, d.h., F, € {0,1}%™. Wegen 3-SAT € P/poly gibt
es eine 3-SAT realisierende polynomielle SKF (C2~94T). Schaltkreis C3~94T erhélt also als
Eingabe eine CNF-Formel F,, und gibt eine 1 aus gdw F), erfiillbar ist. Auch C3~547 identifi-
zieren wir mit seiner bindren Kodierung, d.h., C3=54T7 ¢ {0, 1}"™ fiir ein geeignet gewshltes
Polynom 7(n). Der Schliissel zum Beweis liegt in folgender

Definition Eine Kollektion (Cy,...,C,,) von Schaltkreisen, wobei C; € {0,1}"® einen
Schaltkreis mit ¢(i) Eingangsknoten représentiert, heifit 3-SAT Tester, falls

Vi=0,...,mVF, € {0,199 : C;(F;) =1 < F, € 3-SAT .

Offensichtlich ist zum Beispiel (Ca— 4T ... C3-54T) ein 3-SAT Tester.

Wir verwenden jetzt das Konzept des 3-SAT Testers, um, ausgehend von der Beschrei-
bung (43), zu einer neuen Beschreibung (vom ,,3V-Typ*“) der Sprache L zu gelangen. Hierzu
nutzen wir L' <,, 3-SAT aus und bedienen uns einer Reduktionsabbildung

Z‘?y
(y,z) = F)

die einem String (y,z) eine CNF-Formel Fig) iiber den Booleschen Variablen vy, ..., vy
mit Klauseln der Lange hochstens 3 zuordnet, so dass

(y,2) € L' & Fy) € 3-SAT .

"2Es ist hier ausnahmsweise einmal praktischer auch Klauseln mit weniger als 3 Literalen zuzulassen.
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Die Beschreibung (43) von L ldsst sich dann umschreiben wie folgt:
L= {x’ 3(Co, -+, Cyapy) € x302040,117@ vy € {0,1}704D .
Cile) <st(7|7i|)) =1 und (Cp, ..., Cy(a)) ist ein 3-SAT Tester} _

Die Bedingung Cjjs) (F:("ZQ = 1 ldsst sich in Polynomialzeit testen (CIRCUIT EVALUA-
TION). Falls die Sprache der 3-SAT Tester zu co-NP = (V) [P] gehort, dann kénnen wir
aus der neuen Beschreibung von L folgern, dass

L € 3ol Mpat(W)patl Pl = Dol (VpallP]
womit der Beweis fiir L € ¥, erbracht wére. Bleibt also nur noch zu zeigen, dass
3-SAT Tester € (V),u[P] -
Za diesem Zweck nutzen wir wieder aus, dass
F, € 3-SAT & F,[0] € 3-SAT V F,[1] € 3-SAT ,

wobei F),[a] wieder fiir die CNF-Formel stehe, die aus F), vermoge einer partiellen Belegung
a € {0,1} hervorgeht. Fiir (Cy,...,C,,) € x,{0,1}"® erhalten wir folgende #dquivalente
Bedingungen:
(Co,...,Cp) ist ein 3-SAT Tester
& (VE, € {0,139 C\(Fp) = Cre1 (B [0]) V Crni (Fu[1]))
A ((Co, ..., Chp_y) ist ein 3-SAT Tester)
=

in Polynomialzeit testbar

& | Y(F,.. Fy) e x {0,119 Vi e {1,...,m} : Ci(F) = Ci_1(F[0]) Vv Ci_1 (Fi[1])

A (Cy ist ein 3-SAT Tester)

- i

in konstanter Zeit testbar

Wir haben damit fiir die Sprache der 3-SAT Tester eine Beschreibung vom ,,V-Typ* gefunden,
womit der gesamte Beweis abgeschlossen ist. °

21 Probabilistische Komplexititsklassen

Eine probabilistische Turing-Maschine (PTM) arbeitet wie eine NTM mit zwei Entschei-
dungsalternativen pro Schritt. Der Unterschied zwischen NTMs und PTMs macht sich tech-
nisch erst bei der Definition der von M erkannten Sprache L,; bemerkbar. Eine NTM M
akzeptiert einen String z € ¥* (d.h. x € Ly) gdw M mindestens eine akzeptierende Rech-
nung auf Eingabe z besitzt. Bei einer PTM hingegen werden wir i.A. fordern, dass es

148



- auf Eingaben x € L), ,,viele“
- auf Eingaben x ¢ Ly, , wenige®

akzeptierende Rechnungen gibt. Um die Begriffe ,viele® und ,wenige“ zu quantifizieren,
sehen wir die Rechnung einer PTM M als zufillig an: in jedem Schritt wird eine der beiden
Handlungsalternativen mit Wahrscheinlichkeit 1/2 gewdhlt. Wie schon bei NTMs gibt es bei
PTMs ein ,,online“- und ein ,,offline“-Modell:

online-Nichtdeterminismus In jedem Schritt w&hlt M nicht-deterministisch eine von
(0BdA) zwei Handlungsalternativen aus, sagen wir ,, Aktion 0* oder ,, Aktion 1.

online-Randomisierung In jedem Schritt bestimmt M ein perfektes Zufallsbit b € {0,1}
(etwa durch den Wurf einer perfekten Miinze) und wahlt dann Aktion b.

offline-Nichtdeterminismus Fiir eine T'(n)-zeitbeschrinkte NTM M nehmen wir die T'(n)
nicht-deterministischen Entscheidungen vorweg, indem wir die Eingabe x um ein po-
lynomiell verifizierbares Zertifikat i € {0,1}7(™ ergéinzen. M rechnet danach determi-
nistisch auf (y, x) (Rate-Verifikationsschema).

offline-Randomisierung Wir stellen uns vor, die 7'(n)-zeitbeschrankte PTM M hétte Zu-
griff auf einen (beziiglich der uniformen Verteilung) zufilligen String y € {0,1}7(.
Auf (y,z) rechnet M dann deterministisch, wobei (in Analogie zu NTMs) im i-ten
Schritt die Aktion y; gewéhlt wird.

Wir wihlen im Folgenden das Modell der offline-Randomisierung und setzen zudem oBdA
voraus, dass eine T'(n)-zeitbeschrankte PTM M auf jeder Eingabe (y, z) mit x € ¥" und y €
{0,1}7™ exakt T'(n) Schritte rechnet. Da g beziiglich der uniformen Verteilung auf {0, 1}7™
ausgewahlt wurde, lassen sich die Wahrscheinlichkeiten zum Akzeptieren bzw. Verwerfen
von x durch ,Z&hlen* ermitteln (Anzahl der giinstigen Fille dividiert durch die Anzahl aller
Félle):

{y € {0, 1}T™|M(y, ) = 1}|

PrM(y,2) = 1] =

2T(n)

€ {0,1}7M| M —0

Pi{M(yz) = 0] — LW ELOLTMIMy,z) = 0}
Y 2T(n)

(n

Wir merken kurz an, dass alle auftretenden Wahrscheinlichkeiten Vielfache von 2-7 sind.

Die Schreibweise ,,Pr,“ soll stets implizieren, dass y beziiglich der uniformen Verteilung
zufillig aus {0,1}7™ ausgewihlt wurde (so dass einer T'(n)-zeitbeschrinkten PTM T'(n)
unabhéngige perfekte Zufallsbits zur Verfiigung stehen).

Beim Erkennen einer Sprache L kann M folgende Fehler begehen:

Fehler 1. Art M akzeptiert x, obwohl = ¢ L.

Fehler 2. Art M verwirft x, obwohl z € L.
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Die diversen probabilistischen Komplexitéitsklassen unterscheiden sich darin, welche Fehler-
wahrscheinlichkeiten toleriert werden. Wir fiithren nun eine allgemeine generische Notation
ein, aus welcher sich die gdngigen Klassen leicht ableiten lassen:

Definition 21.1 Seien 0 < a < <1, o, € Q und L C {0,1}*. Wir sagen L gehort zur
Klasse R<, >p gdw eine PTM M mit polynomieller Zeitschranke T'(n) ezistiert, so dass fir
alle n > 0 und alle x € {0,1}" folgende Bedingungen gelten:

IN

«

s

r¢ L = P;r[]\/[(y,x)zl]
rel = f;r[M(y,x)zl]

v

Die Klassen Ren>p3, R<a>p und Req~p sind analog definiert. Fiir diese Klassen ist auch
der Fall o = B (mehr oder weniger) sinnvoll.

Im Folgenden nennen wir eine PTM mit einer polynomiellen Zeitschranke kurz eine PPTM.
Dass sich die uns vertrauten Klassen P und NP als Grenzfille von probabilistischen
Komplexitatsklassen darstellen lassen, lehrt folgendes

Beispiel 21.2 P= RSO,ZI und NP = R§0’>0.
Weiterhin merken wir kurz an:

Lemma 21.3 Alle von Definition 21.1 induzierten probabilistischen Komplexitdtsklassen
sind Teilklassen von PSpace.

Beweis Eine Sprache L € R<, > mit einer PPTM M (polynomielle Zeitschranke T") als Ak-
zeptor kann deterministisch mit polynomiell beschrinktem Platzverbrauch erkannt werden
wie folgt:

1. Gegeben Eingabe = € {0,1}", starte M auf (y, z) fiir jedes y € {0,1}7(™ benutze aber
jeweils das selbe Bandsegment.

2. Zahle nebenbei die Anzahl N, der akzeptierenden Rechnungen.
3. Akzeptiere schlieflich z gdw N, > 527,

Fiir die Klassen R<y >3, R<q,>p und R, > ist die Argumentation vollig analog. .

In den folgenden Abschnitten diskutieren wir einige Standardbeispiele fiir probabilistische
Komplexitatsklassen:

PP = R<1/2,>1/2
BPP = R<y3>2/3

RP = R<gs1)
ZPP = RPNco-RP
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Wir werden spéter ZPP etwas anders definieren, aber die Definition wird sich als dquivalent
zu ZPP = RP Nco-RP erweisen.

Heutzutage gilt BPP (mehr noch als die Klasse P) als die Klasse der ,,praktisch l6sbaren*
Probleme (unter Einsatz von Randomisierung). Algorithmen, die die Mitgliedschaft eines
Problems in der Klasse RP (bzw. ZPP) bezeugen, sind auch unter dem Namen ,Monte-
Carlo Algorithmen* (bzw. ,Las-Vegas Algorithmen*) bekannt.

21.1 Die Klasse PP

Es ist nicht sinnvoll, fiir den Fehler 1. und 2. Art jeweils eine Fehlerwahrscheinlichkeit von
1/2 zuzulassen: dann kénnten wir ndmlich die Frage

rel?

mit dem Wurf einer perfekten Miinze entscheiden.”™ Es ist daher eine Minimalforderung,
dass die Fehlerwahrscheinlichkeit fiir den Fehler 1. und 2. Art zumindest kleiner als 1/2 sein
sollte. Dies fithrt zur Definition der Klasse PP (Probabilistic Polynomial Time):

PP = R<1/2,>1/2

Die Minimalforderungen, die wir an die Klasse PP richten, sind allerdings zu schwach. Der
Hauptgrund hierfiir ist, dass eine Maschine, die einen lediglich , exponentiell kleinen Vor-
sprung vor zufélligem Raten® besitzt, in ihrem statistischen Ein/Ausgabeverhalten nicht
effizient von zufilligem Raten unterschieden werden kann.™ Ein weiteres Indiz dafiir, dass
PP keine Klasse mit praktikablen Erkennungsalgorithmen ist, werden wir im Satz 21.5 lie-
fern, welcher besagt, dass NP eine Teilklasse von PP ist.

Wir beweisen als kleine Aufwéarmiibung zunéchst das folgende

Lemma 21.4 PP := R<1/27>1/2 = R§1/2:>1/2'
Beweis Die Inklusion R.y/2~1/2 € R<y/2,51/2 ist trivial. Wir zeigen, dass auch die Inklusion

Reija>12 € Reija>12

giiltig ist. Es sei L € R<y/2,51/2 und M eine entsprechende PPTM mit Zeitschranke T'(n),
wobei T ein Polynom mit Koeffizienten aus N bezeichnet. Da die Wahrscheinlichkeit fiir das
Ereignis , M akzeptiert Eingabe 2 € {0,1}"“ ein Vielfaches von 277 ist, folgern wir

1 1
Pr{M(y,z) =1] > 5 & Pr[M(y,2) = 1] > 5 + 2T (44)
Y Y

Wir erweitern M zu einer PPTM M’, die zusétzliche Zufallsbits b = (by, b1, ..., bpm)) €r
{0,137 verwendet und arbeitet wie folgt:

"Deshalb hatten wir die Klasse R<, > nur im Falle o < 3 zugelassen. R<y/2,>1/2 wire die Klasse aller
Sprachen!

"Wir verzichten an dieser Stelle auf eine Konkretisierung und einen mathematischen Beweis dieser Aus-
sage. Im Prinzip lauft die Argumentation darauf hinaus, dass man viel zu viele Experimente machen miisste,
um eine infinitesimal unfaire Miinze zuverldssig von einer fairen Miinze zu unterscheiden.
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1. Falls b = 0 (ein Ereignis der Wahrscheinlichkeit 2-0+7("))) dann verwerfe z und
stoppe. Andernfalls mache weiter.

2. Starte M auf (y,x) und entscheide wie M.
Wir verwenden die folgende Rechenregel™ aus der Wahrscheinlichkeitstheorie:
Pr[A] = Pr[A|B] - Pr[B] + Pr[A|B] - Pr[B] .

Hierbei bezeichnen A, B Ereignisse, B ist das Komplementérereignis zu B und Ausdriicke
wie Pr[A|B] sind bedingte Wahrscheinlichkeiten. Dann gilt fiir alle ¢ L:

=0 =Pr[M(y, ) 1]<1/2 <1
N ~ . :f—’%
Pr(M(yb,w) = 1] = Pr(M(yb,2) = 1o = 0]- Prlb = 0] + Pr(M'(yb,) = 1]b # 0] Palo # 0
Y
< 1
5 -

Weiterhin gilt (wegen der Subadditivitdt von Wahrscheinlichkeitsmafen) fir alle « € L:

Pr(M'(yb,z) = 0] < Pr[M(y,z) = 0] + 2770
Y )

© % 9T | 9-(14T(m)
1 1
_ 1wy L
2 2
und somit )
Pr|M (yb =1 —
Pr{M (0, 2) = 1] > 5
PPTM M’ bezeugt, dass L € R.y/2,51/2. °

Wir beschlieflen diesen Abschnitt mit dem folgenden
Satz 21.5 NP C PP.

Beweis Wegen Lemma 21.4 geniigt es
NP C R<i/2,51/2

nachzuweisen. Es sei L eine beliebige aber fest ausgewahlte Sprache aus NP = R<p~( und
M eine entsprechende PPTM. Wir erweitern M zu einer PPTM M’ die ein zusétzliches
Zufallsbit b verwendet und arbeitet wie folgt:

1. Falls b = 1 (ein Ereignis der Wahrscheinlichkeit 1/2), dann akzeptiere und stoppe.
Andernfalls mache weiter.

"Sgenannt Satz der bedingten Wahrscheinlichkeiten
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2. Starte M auf (y,x) und entscheide wie M.

Offensichtlich gilt fiir alle = ¢ L (welche von M niemals akzeptiert werden):

1
Pr[M(yb,xz) =1| = =
brlM (yb,z) = 1] = 5
Unter Verwendung des ,,Satzes der bedingten Wahrscheinlichkeiten“ erhalten wir fiir alle z €
L (die von M mit einer positiven, obschon evtl. sehr kleinen, Wahrscheinlichkeit akzeptiert

werden):

1 1
Pr[M(yb,z) =1] = =Pr[M(yb,x)=1|b=1]+ = Pr[M(yb,z) = 1|b = 0]
yb 2 yb 2 yb
1 1 1
= 3 1+ §Pyr[M(y,x) = 1]/> 3
>0
PPTM M’ bezeugt, dass L € R<i/2>1/9. °

21.2 Die Klasse BPP

Die Lehre aus dem Abschnitt 21.1 ist, dass die Wahrscheinlichkeiten fiir den Fehler 1. und
2. Art ,,deutlich® kleiner als 1/2 sein sollten, damit die randomisierten Entscheidungen (Ak-
zeptieren versus Verwerfen) sich signifikant von zufilligem Raten unterscheiden. Dies ist bei
der Definition der Klasse BPP (Bounded-away from 1/2 Probabilistic Polynomial Time)
beriicksichtigt:

BPP = Reyjs 503

Um mit dieser technischen Definition vertraut zu werden, zeigen wir zunéchst, dass die
Auswahl der Konstanten 1/3,2/3 willkiirlich ist und es nur darauf ankommt die Fehlerwahr-
scheinlichkeit , deutlich® von 1/2 abzugrenzen. Anschlieflend zeigen wir, dass BPP auf dem
2. Level der polynomiellen Hierarchie (oder noch tiefer)™ angesiedelt ist.

Um die Grenzen der Fehlerwahrscheinlichkeiten auszuloten, welche wir an die Stelle der
Konstanten 1/3,2/3 setzen kénnen, bendtigen wir folgende natiirliche Verallgemeinerung von
Definition 21.1:

Definition 21.6 FEs seien o = (ay)n>0 und B = (Bn)n>0 2wei Folgen mit 0 < o, < 5, < 1
und o, B, € Q fiir allen > 0. Wir sagen L gehért zur Klasse R<, > gdw eine PTM M mit
einer polynomiellen Zeitschranke T'(n) (also eine PPTM) existiert, so dass fir alle n > 0
und alle x € {0,1}" folgende Bedingungen gelten:

r¢ L = Pr[M(y,z)=1 <a,
rel = IZr[M(y,x)zl]Zﬁn

Die Klassen Ren >, R<q>p und Req~p sind analog definiert.

"6Sogar BPP = P lisst sich beim derzeitigen Stand des Wissens nicht ausschlieBen.
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Wir zeichnen zwei Nullfolgen € = (¢,) und 6§ = (9,) aus:
€y = 27" und 5, =n""* (45)

Hierbei seien k,l € N natiirlich-zahlige Konstanten. Offensichtlich gilt
=BPP
——

Rec>1-c € Reyy3>2/3 € Re1j2-6>1/246 - (46)
€, ist eine phantastisch kleine Fehlerrate, die mit exponentieller Geschwindigkeit gegen Null
konvergiert. 1/2 — §,, hingegen kommt verdéchtig nahe an die Fehlerrate 1/2 von zufilligem
Raten heran.”” Obwohl bei oberflichlicher Betrachtung eine ,,Galaxie“ zwischen den Feh-

lerraten €, und 1/2 — §,, zu liegen scheint, werden wir jetzt nachweisen, dass alle in (46)
aufgefithrten Klassen zu BPP identisch sind. Hierzu geniigt es freilich, die Inklusion

Reijo—s>1/246 € Ree>1-c

nachzuweisen. In Worten: Eine PPTM M, die lediglich einen polynomiellen Vorteil iiber
zufalliges Raten erzielt, lasst sich in eine PPTM M’ mit einer exponentiell kleinen Fehlerrate
transformieren. Wir beweisen zu diesem Zweck die folgende (etwas allgemeinere) Aussage:

Satz 21.7 Es sei T = (Tn)n>0 eine in poly(n) Schritten berechenbare Folge rationaler Zahlen
im Intervall von 0 bis 1."® Weiter sei M eine PPTM, die fiir alle n > 0 und alle x € {0,1}"
die folgenden Bedingungen erfiillt:

r¢ L = P;r[M(y,a:) =1<7,—

rel = Pr[M(y,z)=1>7,+0,
v

Dann existiert eine PPTM M’ fir L mit Fehlerrate € (was L € R<.>1-. bezeugt).

Beweis PPTM M’ gehe auf Eingabe x € {0, 1}" vor wie folgt:
1. Berechne 7, aus z. (Hierfiir spielt nur die Lange n von x eine Rolle.)

2. Fiir eine hinreichend grofie (Prézisierung erfolgt aus didaktischen Griinden spéter)
natiirliche Zahl R lasse M R-mal auf Eingabe x laufen (mit jeweils neuen, unabhéngi-
gen Zufallsbits) und bestimme dabei die absolute Haufigkeit R, , mit welcher x von M
akzeptiert wird.

3. Akzeptiere v gdw Ry > 7, R.

Wir machen folgende Beobachtungen:

""Da dieser Term jedoch noch um den Kehrwert eines Polynoms von 1/2 weg-separiert ist, spricht man
von ,,polynomiellem Vorteil iiber zufilliges Raten®).
D.h., Aus 0" (der uniren Kodierung von n) lisst sich 7, in poly(n) Schritten berechnen.
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e 1R, ist eine binomial verteilte Zufallsvariable (Anzahl der Erfolge bei R unabhéngig
durchgefiithrten Bernoulli-Experimenten).

e Falls x € L (und M daher mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 7, + 6,, akzep-
tiert), dann gilt
E[R:] 2 (70 + n)R

e Falls x ¢ L (und M daher mit einer Wahrscheinlichkeit von hochstens 7,, — 9,, akzep-
tiert), dann gilt
E[Ry] < (1, — )R .

e M’ begeht einen Fehler hochstens dann, wenn die Zufallsvariable R, von ihrem Erwar-
tungswert um mindestens d,, R abweicht.

Mit Hilfe der (aus der Statistik bekannten)™ Chernoff-Schranken folgt, dass die Abweichung
einer binomial-verteilten Zufallsvariable von ihrem Erwartungswert (bei hinreichend grofier
Anzahl von Versuchen) ein eher unwahrscheinliches Ereignis ist. Genauer:

Pr]|R, — E[R,]| > 6,R] < 2¢ 201

Eine kleine Rechnung ergibt

In(2/e,)
—282R n
2e <e¢, < R> W .

Wegen 6, = n~* und ¢, = 2! ergibt sich nun, dass

R = n2k+l+1

hinreichend grof ist, um fiir M’ die Fehlerschranke ¢, zu garantieren. °

Der Spezialfall 7, = 1/2 liefert nun die

Folgerung 21.8 Die Klassen R<c>1—c und R<i/2_s>1/245 stimmen beide mit der Klasse
BPP = R§1/3722/3 tiberein.

Die Technik, eine hohe Fehlerrate durch wiederholte Anwendung eines Zufallsexperimen-
tes signifikant zu verkleinern, wird ,Boosting* genannt. Bei PPTMs mit beidseitigem Fehler
haben wir dabei eine Art ,Majoritédtsvotum® in Verbindung mit den ,,Chernoff-Schranken*
eingesetzt. Bei PPTMs mit einseitigem Fehler wird sich spéter ein einfacheres Boosting-
Argument ergeben.

Wir versuchen im Folgenden, BPP in die polynomielle Hierarchie einzuordnen. Zu diesem
Zweck definieren wir eine neue Komplexititsklasse:

™s. auch Begleitmaterial zur Vorlesung
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Definition 21.9 Wir sagen eine Sprache L C ¥* gehort zur Komplezititsklasse ®o gdw eine
Sprache Lo € P existiert, so dass fiir alle n > 0 und alle x € X" die folgenden Bedingungen
gelten:

rel < (FY)pa(V2)per : (T,y,2) € Ly (47)
r¢ L < (32)p(YY)por : (T, y,2) & Lo (48)

Die Klasse ®5 wird von A, und ¥y N 1l; ,,gesandwiched “:
Lemma 21.10 AQ g (I)Q g 22 N ]._.[2.

Beweis Wir beweisen zunéchst @5 C ¥y N Il;. Wahle eine beliebige Sprache L aus ®, fest
aus. Aus Bedingung (47) liasst sich unmittelbar L € Y5 ablesen. Aus Bedingung (48) ergibt
sich analog L € ¥, und somit L € II,. Es hat sich insgesamt L € X, N I, und daher
(I>2 g 22 N H2 ergeben.

Der Rest des Beweises ist der Inklusion Ay C &5 gewidmet. Wir wihlen eine beliebige Sprache
L € Ay = P[NP)] fest aus. Dann gibt es eine Sprache L' € NP und eine polynomielle DOTM
MIL'], welche Eingaben aus L erkennen kann. Wir wéhlen eine beliebige Eingabe z € 3"
fest aus. Es seien

(glabl)a I (gsa bs)

b 0 falls g; ¢ L’
11 fallsg e I/

die Fragen und Antworten in der Kommunikation zwischen M[L'] und ihrem L’-Orakel. Fiir
alle 7 mit g; € L’ bezeichne h; ein (in Polynomialzeit priifbares) Zertifikat, das die Mitglied-
schaft von ¢; in L' bezeugt. Um L € ®, nachzuweisen, suchen wir nach einer Darstellung
von L, die den Bedingungen (47) und (48) geniigt. Zu diesem Zweck definieren wir ein Kom-
munikationscodewort W gemifl

mit

W= (wy,...,ws) ,
wobei

o (g:,0) falls g; ¢ L/
Wi (g1, k) falls g; € L

W kodiert die (ggf. um Zertifikate erweiterte) Kommunikation zwischen M[L'] und ihrem
Orakel. Wir nutzen im Folgenden aus, dass W eine effiziente Simulation von M[L'] auf
Eingabe z erlaubt. Genauer: wir definieren eine polynomielle DTM M, (die im Wesentlichen
M|[L’] simuliert) und zeigen, dass die von ihr induzierte Sprache Ly den an eine Sprache
L € &, gerichteten Bedingungen (47) und (48) geniigt:

e Eine Eingabe von M, heifle zulissig, falls sie die Form (z,y, z) hat, wobei y = W oder
z = W gelten soll.

e My soll eine zuldssige Eingabe (x,y,z) mit y = W oder z = W akzeptieren gdw
re L™

80Bei unzuldssigen Eingaben machen wir My keine Vorschriften.
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Man iiberlegt sich leicht, dass ,syntaktisch inkorrekte“ Eingaben, die nicht von der Form
(r,y,z) sind (wobei mindestens einer der Strings y,z von der Syntax her ein , potenziel-
les“ Kommunikationscodewort sein muss), in Polynomialzeit entlarvt werden. Wir kénnen
daher annehmen, dass eine syntaktisch korrekte Eingabe der Form (z,y, z) (mit zumindest
einem potenziellen Kommunikationscodewort) vorliegt. Ein offensichtliches Dilemma fiir M,
besteht darin, dass sie nicht weif; ob y oder z (oder evtl. keiner von beiden) das korrek-
te Kommunikationscodewort ist. Vergleichsweise harmlos ist dabei der Fall, dass einer der
Strings v,z (oder gar beide) eines der folgenden (in Polynomialzeit erkennbaren) ,Fouls*
begeht:

Foul 1 Er weicht bereits syntaktisch von einem Kommunikationscodewort ab.

Foul 2 Er hat die syntaktische Form eines Kommunikationscodewortes, enthélt aber nicht
exakt die Fragen, die M[L'] an ihr Orakel richtet.

Falls weder y = W noch z = W (insbesondere also, falls beide Strings ein Foul begehen),
dann darf M, sowieso machen, was sie will. Nehmen wir also an, dass eine zulédssige Eingabe
mit y = W oder z = W vorliegt. Falls einer der Strings ein Foul begeht, dann ist (bei
einer zuldssigen Eingabe) der andere String das Kommunikationscodewort und M kann die
Simulation von M[L'] problemlos durchfiihren.

Bose, bose Was aber, wenn weder y noch z ein Foul begeht?

Man iiberlegt sich leicht, dass Mj auch unter diesen (maximal widrigen) Umsténden korrekt
arbeiten kann, indem sie ein paar Regeln beherzigt:

e Falls y, z zur Anfrage g; das gleiche Antwortbit enthalten, dann setze die Simulation
mit diesem Antwortbit fort.

e Im Konfliktfall benutze das Zertifikat h;, um
g; € L'?

zu testen. Falls die Verfikation gelingt, dann setze die Simulation mit Antwortbit 1
fort. Falls nicht, dann mit Antwortbit 0.

Es hat sich also gezeigt, dass eine DTM M, mit den gewiinschten Eigenschaften existiert.
Es bezeichne L, die zugehérige Sprache. Wir wollen nun argumentieren, dass L, Ly in der
Beziehung (47) und (48) zueinander stehen:

e Die Richtung ,=“ ergibt sich im Falle (47) mit y = W und im Falle (48) mit z = W.

e Die Richtung ,<* in (47) ergibt sich leicht aus der Richtung ,,=* in (48). Analog
ergibt sich die Richtung ,,<=* in (48) leicht aus der Richtung ,=* in (47).

Somit hat sich L € ®, und daher auch Ay, C 5 ergeben. °

Zum Beweis des Hauptresultates benotigen wir noch das folgende
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Lemma 21.11 Essei A C {0,1}" mit |A] > 22V und k = 18N. Dann existieren ys, . .., yp €
{0,1}Y, so dass fiir alle z € {0,1}" die Bedingung

k
|{i€{1,...,k:}:y,-EBzEA}|>§ (49)
erfillt ist (wobei ,®“ die komponentenweise Addition modulo 2 bezeichnet).

Beweis Wir verwenden die probabilistische Methode, d.h., wir zeigen, dass es eine echt posi-
tive Wahrscheinlichkeit gibt, eine , passende“ Sequenz i := (y1,...,yx) € {0, 1}*V zufillig zu
generieren. Wir nennen die Sequenz ¢ ,,gut* fiir 2 € {0, 1}, falls § und z die Bedingung (49)
erfiillen. Ansonsten heifie  ,,schlecht® fiir z € {0,1}". In dieser Sprechweise ist zu zeigen,
dass eine Sequenz 3 € {0, 1}*V existiert, die simultan fiir alle z € {0, 1}" gut ist. Betrachte
eine Sequenz ¥ die (beziiglich der uniformen Verteilung) zufillig aus {0, 1}*V gewihlt ist.
Fiir ein beliebig aber fest ausgewiihltes z € {0,1}" sei Z; die Bernoulli-Variable

7 1 fallsy; dz€ A
10 fallsy; ez ¢ A

Dann sind Zi, ..., Zy identisch verteilte unabhéngige Bernoulli-Variable mit Erfolgswahr-
scheinlichkeit p > 2/3. Damit g schlecht fiir z ist, miisste Z; + -+ + Z; um mindes-
tens k/6 vom Erwartungswert pk > 2k/3 abweichen. Mit den (uns inzwischen bekannten)
Chernoff-Schranken (und mit £ = 18 V) ergibt sich, dass die Wahrscheinlichkeit hierfiir durch
e~201/6F — =N nach oben beschrinkt ist. Mit der Subadditivitit von Wahrscheinlichkeits-
maflen folgern wir weiter: die Wahrscheinlichkeit, eine zufillige Sequenz 4 zu generieren, so
dass ein 2z € {0,1}" existiert, fiir welche § schlecht ist, ist nach oben durch 2V¥e ™ < 1
beschréankt. Somit gibt es eine positive Wahrscheinlichkeit, eine Sequenz ¥ zu realisieren, die
fiir alle z € {0, 1}V gut ist. o

Nun zum Finale des laufenden Kapitels:

Satz 21.12 BPP C ®,.

Beweis Wihle eine beliebige Sprache L € BPP fest aus. Es sei M eine PPTM fiir L mit
einer exakten polynomiellen Zeitschranke 7T'(n) und einer durch 1/3 beschrinkten Fehlerrate
(fiir die Fehler jeweils beider Arten).

Ziel Darstellung von L geméafl der Definition von ®s.

Wiihle ein n > 0 und eine Eingabe € X" beliebig aber fest aus. Setze N := T'(n) und
k := 18N. Es bezeichne x die charakteristische Funktion fiir die Sprache L. Die Menge

A= {y {0, 1}"| M(y,z) = xr(z)}

hat eine Méchtigkeit |A| > 22V, da |A| die Anzahl der korrekten Rechnungen der PPTM M
(mit einer durch 1/3 beschrénkten Fehlerwahrscheinlichkeit) auf Eingabe x ist. Es bezeichne
Ly die Sprache bestehend aus allen (z,y, z) mit folgenden Eigenschaften:
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1. y hat die Form (yi,...,y) mit y; € {0, 1} fiiri =1,... k.
2. z hat die Form (zy, ..., z) mit z; € {0, 1} fiiri =1,... k.
3. Eine Mehrheit der k? Rechnungen M (y; & z;, z) ist akzeptierend.

Da A die Bedingungen von Lemma 21.11 erfiillt, folgt leicht, dass L und Ly in den Bezie-
hungen (47) und (48) zueinander stehen. Somit gilt L € ®5 und daher auch BPP C ®,.

21.3 Die Klasse RP

Die Komplexitétsklassen PP und BPP lassen prinzipiell einen beidseitigen Fehler zu. In
diesem Abschnitt lernen wir eine Klasse kennen, bei welcher lediglich ein einseitiger Fehler
zugelassen ist. Die Klasse RP (Random Polynomial Time) ist gegeben durch

RP:RS(]:Zl/Q .

Eingaben x ¢ L werden also stets verworfen und Eingaben z € L werden mit einer Wahr-
scheinlichkeit von mindestens 1/2 akzeptiert. Eine PPTM, die diesem Kriterium geniigt, ist
also auf Eingaben = ¢ L fehlerfrei. Wir merken kurz an, dass RP wegen

RP = R<p>1/2 € R<g»0 = NP

in NP enthalten ist.
Ahnlich wie im Falle BPP werden wir zeigen, dass die Wahl der Konstante 1/2 willkiirlich
1st:
Lemma 21.13 Fir die in (45) definierten Nullfolgen € = (€,)n>0 und 6 = (0n)n>0 gilt:
=:RP

——
Rep>1-¢ = R<o>172 = R<o,>6 -

Beweis Wegen der offensichtlichen Inklusion
R<p>1-¢ € R<o>1/2 © R<o,>5

genugt es,
R<o>5 € R<o>1-¢

zu beweisen. In Worten: jede PPTM mit einseitigem Fehler, aber einer Fehlerrate von héchs-
tens 1 — ¢ auf Eingaben aus L, kann in eine PPTM mit einseitigem Fehler transformiert
werden, die auch auf Eingaben in L eine exponentiell kleine Fehlerrate aufweist. Sei nun eine
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Sprache L € R<( >s mit einer hierzu passenden PPTM M vorgegeben, so dass fiir alle n > 0
und alle z € X" gilt:

r¢ L = ]F;r[M(y,x)zl]:O
rel = IZr[M(y,x)]zl]Z&l

Dann sei M’ die PPTM, die auf Eingabe x € X" arbeitet wie folgt:

1. Wende M R-mal (jeweils mit neuen unabhéngigen Zufallsbits) auf Eingabe x an (wobei
wir R aus didaktischen Griinden erst spéter festlegen).

2. Falls x in mindestens einer der R Rechnungen akzeptiert wurde, so stoppe akzeptierend.
Andernfalls stoppe verwerfend.

Falls z ¢ L, dann wird z von M R-mal verworfen. Somit stoppt auch M’ schlieflich ver-
werfend. Falls z € L, dann macht M’ einen Fehler (verwerfendes Stoppen) gdw alle R
Rechnungen von M auf Eingabe x verwerfend sind. Da eine einzelne Rechnung von M auf x
mit einer Wahrscheinlichkeit von héchstens 1 — 6,, verwerfend ist, ergibt sich fiir die Wahr-
scheinlichkeit, dass alle R (unabhéngig voneinander ausgefiihrten) Rechnungen von M auf
Eingabe x verwerfend sind (geméfl der Produktformel fiir die Konjunktion unabhéngiger

Ereignisse) die obere Schranke
(1—08,) <e ot

(Hierbei wurde die Formel 1+a < e* mit Gleichheit nur fiir a = 0 benutzt, die fiir alle a € R
giiltig ist.) Eine elementare Rechnung ergibt

In(1/e,) .

e ot < €, <= R >
on,

Wegen €, = 27" und 8, = n~* ist R := n**! eine hinreichend groffe Wahl von Parameter R.
Unsere Diskussion hat ergeben, dass M’ eine PPTM ist, welche L € R<y>;_. bezeugt. °

Folgerung 21.14 Fiir jede Konstante 0 < c <1 gilt: RP = R<( >c.

21.4 Die Klasse ZPP

Die bisher betrachteten PPTMs lassen fiir den menschlichen Benutzer einen Rest Unsicher-
heit {ibrig. Selbst bei PPTMs mit einseitigem Fehler kénnen wir nicht sicher sein (obschon
die Fehlerwahrscheinlichkeit via ,Boosting® vernachlassigbar klein gemacht werden kann),
dass eine verworfene Eingabe nicht vielleicht doch zur Sprache gehort und hétte akzeptiert
werden sollen. Eine Fehlerwahrscheinlichkeit von, sagen wir, 27199 ist sicher nicht grofier
als die Wahrscheinlichekeit, dass alle Kernkraftwerke dieser Erde gleichzeitig ihren Super-
gau erleben. Allein: auch eine noch so kleine Fehlerwahrscheinlichkeit bleibt ein ,,Stachel im
Fleisch* des wahren Perfektionisten! Voild, hier ist nun die Definition der PPTM, die Balsam
auf die Wunden aller Puristen und Perfektionisten traufelt:
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Definition 21.15 FEine fehlerfreie PPTM M, ist eine PPTM, deren Ausgaben O (fir ver-
werfende Rechnungen) und 1 (fir akzeptierende Rechnungen) stets absolut verldsslich sind.
Sie verfigt tiber eine dritte Ausgabe ,?“ (fir ,weif$ nicht), die aber auf jeder Eingabe mit
einer Wahrscheinlichkeit von hochstens 1/2 produziert wird.

Definition 21.16 Die Klasse ZPP (Zerro Error Probabilistic Polynomial Time) besteht aus
allen Sprachen, die eine fehlerfreie PPTM zum Akzeptor haben.

Wie im Falle von RP ist die Wahl der Konstanten 1/2 in der Definition von fehlerfreien
PPTMs willkiirlich. Sie kann durch jede Konstante 0 < ¢ < 1 (oder auch durch 1 — ¢,
bzw. §,) ersetzt werden, ohne dass die davon induzierte Klasse ZPP sich éndert.

Wenn wir bei einer fehlerfreien PPTM fiir die Sprache L Ausgabe 0 und Ausgabe 1
vertauschen, erhalten wir eine fehlerfreie PPTM fiir die Komplementérsprache L. Somit gilt
das

Lemma 21.17 ZPP = co-ZPP.
Folgendes Resultat klart das Verhéltnis von RP und ZPP:
Satz 21.18 ZPP = RP N co-RP.

Beweis Wir weisen zunachst

ZPP C RP

nach. Sei L € ZPP und M eine dazu passende fehlerfreie PPTM. Die PPTM M’ arbeite wie
M, auBer dass statt ,,7“ stets ,,0¢ ausgegeben werde. Es folgt:

r¢L = P;r[M’(y,x) =1] = F;r[M(y,a:) =1]=0

zel = PrM(yz)=1]=PiM(y,z) =1] 2

N —

M’ bezeugt, dass L € RP. Somit gilt ZPP C RP.
Durch Dualisierung erhalten wir

/PP = co-ZPP C co-RP,
womit dann auch

ZPP C RP Nco-RP

nachgewiesen wire.
Bleibt also zu zeigen, dass
RPNco-RP C ZPP .

Sei L € RP Nco-RP. Es sei weiter M die PPTM, welche L € RP bezeugt und entsprechend
M die PPTM, welche L € co-RP und somit L € RP bezeugt. Wir betrachten die PPTM
M’ die arbeitet wie folgt:
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1. Wende M und M auf Eingabe z an.

2. Falls M akzeptiert, gib 1 aus, falls M akzeptiert gib 0 aus, und falls weder M noch M
akzeptiert, gib ,,7* aus.

Wegen

vd L — (P;r[M(y,x) = 1) = 0 und Prlif(y, ) = 1] = %)

- 1
rel = (Pr[]\/[(y,x) =1]=0und Pr[M(y,z) =1] > 5)
Y Y
entscheidet sich M immer korrekt und gibt mit einer Wahrscheinlichkeit von maximal 1/2

ein Fragezeichen aus. M’ bezeugt, dass L € ZPP, womit auch RP Nco-RP C ZPP bewiesen
ware. )

21.5 Abschluss unter Komplement

Wir hatten bereits angemerkt, dass ZPP = co-ZPP. In diesem Abschnitt gehen wir der
Frage des Abschlusses unter Komplement etwas systematischer nach.

Es sei M eine PPTM, die L € R<, >3 bezeugt und M die PPTM, die aus M durch
Vertauschen der Ausgaben 0 und 1 hervorgeht. Hieraus ergibt sich

r€L=Pr[M(y,r)=1<a=Pr[My,z)=0>1—a=Pr[M(y,z) =1 >1-a
v v v

und

x¢E:>I€L:>P;r[M(y,x):1} Zﬁ:gr[M(y,x):O] < 1—ﬁ:>P;r[M(y,x):1] <1-8.

Offensichtlich bezeugt M, dass L € R<i_p>1_o. Aus diesen Uberlegungen lassen sich folgende
Schliisse ziehen:

Folgerung 21.19 FEs gilt:

L€ Reo>s = LER<ip>ia
L e RSa,Zl—a = Le RSa,Zl—a

Analoge Aussagen gelten fir die Klassen Rey >p, R<a>p und R, ~p. Insbesondere gilt
PP = co-PP und BPP = co-BPP .
Unter den von uns néher diskutierten Klassen ist RP die einzige ,,asymmetrisch definierte*

Klasse, die vermutlich nicht unter Komplement abgeschlossen ist.
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21.6 Die Landschaft der Komplexititsklassen

Wir wollen ein Bild entwerfen, das die probabilistischen und deterministischen Komple-
xitédtsklassen (sagen wir zwischen £ und PSpace) und ihre Querbeziehungen darstellt. Aus
der trivialen (und auch schon mehrfach ausgenutzten) Beziehung

0<a< o < ﬁ, < B <l= RSOQZﬁ - RSO/,ZB'
(und den analogen Beziehungen fiir die Klassen R, >3, R<a,>g, R<a,>3) und aus
P = RSOZM RP = RSOZl/Q = R§0723/4, BPP = R§1/3,22/37 PP = R<1/2,>1/27 NP = RS0,>0

lasst sich sofort
P C RP C BPP C PP und RP C NP

ableiten. Wegen
ZPP = RPNco-RP, P =co-P, BPP = co-BPP

folgt weiterhin
P C ZPP C RP C RPUco-RP C BPP und ZPP C NP Nco-NP .

Da alle probabilistischen Klassen, die unserer generischen Definition geniigen, in PSpace
liegen, gilt insbesondere
PP C PSpace .

Schlieflich sei an die Inklusionen
AQ Q(I)Q QEQHHQ und BPPQCI)Q

erinnert. Wenn wir diese Puzzlesteine zusammensetzen, erhalten wir die , Landschaft der
Komplexitatsklassen“ wie sie in Abbildung 19 dargestellt ist.

22 Problemliste

SAT: Satisfiability (Erfiillbarkeitsproblem der Aussagenlogik)

Eingabe: Kollektion (', ..., ), von Booleschen Klauseln in n Booleschen Variablen
x1,...,T,. (Eine Boolesche Klausel ist eine Disjunktion von Booleschen Literalen.
Ein Boolesches Literal ist eine negierte oder unnegierte Boolesche Variable.)

Frage: Existiert eine Belegung von x4, ..., x, mit 0 oder 1, die alle Klauseln erfiillt,
d.h., die dazu fiihrt, dass C4, ..., (), zu 1 ausgewertet werden 7

Zertifikat: eine Belegung a € {0, 1}" der n Booleschen Variablen

Verifikation: Uberpriifung, dass alle Klauseln durch a erfiillt werden
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PP

BPP

>, 0 II,= NPuco—-NP

RP U co-RP| |X1=NP

|
RP
|

ZPP = RPOco-RR<_

I, =co—NH

¥,0 IL,=NP"co—NP

P=x,=I1, =A,

NL

L

Abbildung 19: Die Landschaft der Komplexitatsklassen
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3-SAT: Einschrinkung von SAT auf Eingaben, deren Boolesche Klauseln aus jeweils 3
Booleschen Literalen bestehen.

EXACT-ONE 3-SAT: Variante von 3-SAT' es soll entschieden werden, ob eine Belegung
existiert, welche jede Klausel mit exakt einem Literal erfiillt.

CLIQUE: Cliquenproblem.

Eingabe: Ein ungerichteter Graph G = (V, E) und eine natiirliche Zahl k£ < |V].

Frage: Existiert in G eine Clique der Grole mindestens k, d.h., eine Menge C' C V
mit |C| > k, deren Knoten paarweise in G benachbart sind ?

Zertifikat: eine Menge C' C V der Grofle k

Verifikation: Uberpriifung, dass alle Knoten in C' paarweise benachbart sind
INDEPENDENT SET: Unabhéngige Mengen.
Eingabe: Ein ungerichteter Graph G = (V, E) und eine natiirliche Zahl k£ < |V].

Frage: Existiert in G eine unabhéngige Menge der Grofle mindestens k, d.h., eine
Menge U C V mit |U| > k, deren Knoten paarweise in G nicht benachbart sind ?

Zertifikat: eine Menge U C V der Grofle k

Verifikation: Uberpriifung, dass alle Knoten in U paarweise nicht benachbart sind

VERTEX COVER: Uberdeckung mit Knoten.
Eingabe: Ein ungerichteter Graph G = (V, E) und eine natiirliche Zahl k£ < |V].

Frage: Existiert in G ein , Vertex Cover (Knoteniiberdeckungsmenge)“ der Grofle
hochstens k, d.h., eine Menge C' C V mit |C| < k, die von jeder Kante aus
E mindestens einen Randknoten enthélt 7

Zertifikat: eine Menge C' C V der Grofe k (oder kleiner)
Verifikation: Uberpriifung, dass jede Kante in F mindestens einen Randknoten in C'
besitzt
HITTING SET: Auffinden eines Repriasentantensystems.
Eingabe: eine Kollektion My, Ms, ..., M,, endlicher Mengen und eine natiirliche Zahl
k<m.

Frage: Gibt es fiir diese Mengen ein Repréasentantensystem der Groéfie hochstens k,
d.h., eine Menge R mit |R| < k, die von jeder der Mengen M, Mo, ..., M,, min-
destens ein Element enthélt ?

Zertifikat: eine Menge R C U, M; der Grole k (oder kleiner)

Verifikation: Uberpriifung, dass jede Menge M; durch mindestens ein Element in R
reprasentiert ist
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SET COVER: Mengeniiberdeckung.
Eingabe: eine Kollektion My, Ms, ..., M,, endlicher Mengen und eine natiirliche Zahl
k<m.

Frage: Gibt es eine Auswahl von hochstens k dieser Mengen, deren Vereinigung mit
der Vereinigung aller Mengen iibereinstimmt, d.h., existiert eine Indexmenge I C

{1,...,m} mit |I| <k und
iel i=1
Zertifikat: eine Menge I C {1,...,m} der GroBe k (oder kleiner)
Verifikation: Uberpriifung, dass die Vereinigung aller Mengen M; mit i € I bereits
alle Elemente enthilt, welche in den Mengen M, ..., M,, vorkommen

SUBSET SUM: Erzielung einer vorgeschriebenen Teilsumme.

Eingabe: n Zahlen ay,...,a, € N und eine ,Teilsummenzahl“ S € N.

Frage: Gibt es eine Menge I C {1,...,n},sodass >, ;a;, =S ?

Zertifikat: eine Menge I C {1,...,n}

Verifikation: Uberpriifung, dass die Zahlen a; mit i € I sich genau zum Wert S
aufaddieren

PARTITION: Zerlegung in zwei gleichgrofie Teilsummen.

Eingabe: n Zahlen a4, ...,a, € N.

Frage: Kann man diese Zahlen in zwei gleichgrofle Teilsummen zerlegen, d.h., existiert
eine Teilmenge I C {1,...,n}, sodass 3, a; =) ara; 7

Zertifikat: eine Menge I C {1,...,n}
Verifikation: Uberpriifung, dass die Summe der Zahlen a; mit i € I denselben Wert
liefer wie die Summe der restlichen Zahlen
KNAPSACK: Rucksackproblem.
Eingabe: n Objekte mit Gewichten wq,...,w, € N und Nutzen pq,...,p, € N, eine
Gewichtsschranke W und eine Nutzenschranke P.

Frage: Kann man einen Rucksack R so packen, dass die Objekte in R einen Gesamt-
nutzen von mindestens P und ein Gesamtgewicht von héchstens W besitzen, d.h.,
existiert eine Teilmenge I C {1,...,n},sodass ) .., p; > Pund ) ., w; <W ?

Zertifikat: eine Menge I C {1,...,n}

Verifikation: Uberpriifung, dass das Gesamtgewicht (bzw. der Gesamtnutzen) aller
durch I referenzierten Objekte die Schranke W nicht iiberschreitet (bzw. die
Schranke P nicht unterschreitet)
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BP: Bin Packing (Behilterpackungsproblem).
Eingabe: n Objekte der Groflen ay,...,a, € N, m Behilter (=bins) der ,Bingrofie”
be N.

Frage: Kann man die n Objekte so in die m Behélter verpacken, dass in jedem Behélter
die Groflen der in ihm enthaltenen Objekte sich zu hochstens b addieren, d.h.,
existiert eine Zerlegung von {1,...,n} in m disjunkte Teilmengen Iy, ..., I,,, so
dass Zielj a; < b fiir alle 1 < 7 < m erfiillt ist ?

Zertifikat: m Mengen Iy,..., I, C{1l,...,n}

Verifikation: Uberpriifung, dass I, ..., I, eine Zerlegung von {1,...,n} bilden und
dass Zielj a; < bfiralle 1 <j<m.

DHP: Directed Hamiltonian Path (Gerichteter Hamiltonscher Pfad).
Eingabe: Ein gerichteter Graph G = (V, E).

Frage: Gibt es in GG einen gerichteten Hamiltonschen Pfad, d.h., kénnen wir mit (ge-

richteten) Kanten aus E einen Pfad formen, der jeden Knoten aus V' genau einmal
durchlauft ?

Zertifikat: eine Folge vy,...,v, € V der Linge n = |V|
Verifikation: Uberpriifung, dass V = {v,...,v,} und dass (v;,v1) € E fiir i =
1,...,n—1.

HP: Hamiltonian Path (Hamiltonscher Pfad).
das entsprechende Problem fiir ungerichtete Graphen

START-ZIEL-DHP Gerichteter Hamiltonscher Pfad mit vorgegebenem Start und Ziel.
Variante von DHP: die Eingabe enthilt neben dem gerichteten Graphen G = (V, E)
zwei ausgezeichnete Knoten s,t € V' und vom gerichteten Hamiltonschen Pfad wird
gefordert, dass er in s beginnt und in ¢ endet.

START-ZIEL-HP Hamiltonscher Pfad mit vorgegebenem Start und Ziel.
die entsprechende Variante von HP

DHC: Directed Hamiltonian Circuit (Gerichteter Hamiltonscher Kreis).

Eingabe: Ein gerichteter Graph G = (V, E).

Frage: Gibt es in G einen gerichteten Hamiltonschen Kreis, d.h., kénnen wir mit (ge-
richteten) Kanten aus F einen Kreis formen, der (abgesehen von dem identischen
Start- und Zielknoten) jeden Knoten aus V' genau einmal durchlauft ?

Zertifikat: eine Folge vy, ...,v,_1 € V der Linge n = |V|

Verifikation: Uberpriifung, dass V = {vy,...,v,_1} und dass (v;, Vi41 mean) € F fiir
1=0,...,n—1.
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HC: Hamiltonian Circuit (Hamiltonscher Kreis).
das entsprechende Problem fiir ungerichtete Graphen

TSP: Travelling Salesman Problem (Problem des Handelsreisenden)
Eingabe: Eine Kostenschranke K, n Stadte Cy, ..., (), _; und eine Distanzmatrix D =
(d; j)o<ij<n—1, wobei d; ; € N die Distanz zwischen C; und C; angibt.

Frage: Existiert eine Rundreise durch Cy, ..., C,_1, deren Gesamtlinge K nicht iiber-
schreitet, d.h., existiert eine Permutation o von 0,...,n — 1, so dass

—_

n—

do(i)a(i—l—l mod n) <K?

I
o

Zertifikat: eine Permutation o von 0,...,n —1

Verifikation: Uberpriifung, dass die durch o gegebene Rundreise die Kostenschranke
K nicht iiberschreitet

Metrisches TSP: Einschriankung von TSP auf Eingaben, deren Distanzmatrix symme-
trisch ist und die Dreiecksungleichung erfiillt.
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