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/ Die Markov’sche Ungleichung \
Satz: Fiir eine ZV X > 0 und fiir alle ¢ > 0 gilt die Ungleichung
ElX
Pr[X > ] < %

oder dquivalent dazu

Pr[X >t-E[X]] <

~ | =

Die Wahrscheinlichkeit fiir eine nicht-negativen ZV, ihren Erwartungswert
um den Faktor ¢t (oder stdrker) zu iiberschreiten, ist also durch 1/¢
beschrankt.

Beweis: Wie wir wissen:
EX] = EX|X >t]-PrlX >t +E[X|X <{t]Pr[X <{]
> t-PrlX >t +0

\ Auflésen der Ungleichung nach Pr|X > t] liefert die Behauptung. /
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/ Die Chebychev’sche Ungleichung \
Satz: Fiir eine ZV X und fiir alle ¢ > 0 gilt die Ungleichung
X
Pi|X — E[X]| > ] < Yo
t2

oder dquivalent dazu

Pr(|X — E[X]| > t - /Var|[X]] < %2 |

Die Wahrscheinlichkeit, dass die absolute Abweichung einer ZV von ihrem
Erwartungswert das t-fache ihrer Standardabweichung betréigt (oder mehr),
ist also durch 1/t% beschrinkt.

Beweis: Wir wenden die Markov’sche Ungleichung auf die ZV (X — E[X])?
an:
Pr[|X —E[X]| >t] = Pr[(X —E[X])*>¢]
E[(X — E[X])2] Var[X]

\ T
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/ Chernov-Schranken (additive Form) \

Wir setzen folgendes voraus:

e X1,...,X, sind unabhéngige ZV, die jeweils Bernoulli-verteilt mit Erfolgs-
wahrscheinlichkeit p sind (n unabhéngige ,,Bernoulli-Experimente*).

o / = %(X 1+ -+ X,,) ist der resultierende ,,empirische Mittelwert“.

Dann gilt fiir alle 0 < ¢ < 1:

Pr[Z >p+d] < e=20°n
Pr[Z <p-9] < e=20n
Pr[|Z —p|>6] < 227

Da e~29°" mit wachsendem n in mit exponentieller Geschwindigkeit gegen Null
konvergiert, sind empirische Schitzungen fiir die Erfolgswahrscheinlichkeit p

schon bei moderaten Stichprobengrofien n mit ,,iiberwéltigender W.-keit® sehr

Qenau. /
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/ Chernov-Schranken (multiplikative Form) \

Unter denselben Voraussetzungen wie eben gilt:

Pr[Z > (1 + 6)p) —npd® /3

Pr[Z < (1 —0)p)

I

€
—npd?/2

IA

€

N /
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/ Hoeffding-Schranken \

Die Hoeftding-Schranken sind Verallgemeinerungen der Chernov-Schranken auf
beschrinkte ZV (die nicht notwendig Bernoulli-verteilt sind). Wir beschrénken

uns hier auf die additive Form.
Wir setzen folgendes voraus:

e Xq,...,X, sind unabhingige und gleichverteilte ZV mit Werten im

Intervall [a,b] und Erwartungswert .

o / = %(X 1 + -+ X,,) ist der resultierende ,,empirische Mittelwert* (bei

n unabhéngigen Versuchen).

Dann gilt fiir alle 0 > 0:

) —252n
PI[Z >u+9o] < et-a)?
) —252n
Pl“[Z < U — 5 < e®-a)?
—282n
<

\ Pr[|Z — p| = 9] 2e (b—a)? /
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-

N

X1,..
tungswert ;. Dann gilt fiir alle 0 > O:

Pr| ) (Xi—p)>6
=1
Pr ) (X;—pi) <=0
1=1
Pr||) (Xi—pi)| =6
1=1

IA

IA

I

Hoeffding-Schranken (etwas allgemeiner)

—252
eZ?Zl(bi_ai)2

—252
62?:1(171_@7;)2

—262

26 Z?Zl(b'i_ai)Q

~

., X, seien unabhingige Zufallsvariable mit a; < X; < b; und Erwar-

/
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/ Hoeffding-Schranken (noch allgemeiner)

Sei X eine Zufallsvariable mit a < X < b. Dann gilt fiir alle s € R:

s?(b— a)?

sE[X] < InE[e**] < sE[X] + 2

Games* von Cesa-Bianchi und Lugosi.

N

Die bisherigen Hoeftding-Schranken sind alle aus der folgenden herleitbar.

Zum Beweis s. (zum Bsp.) Anhang A.1 des Buches , Prediction, Learning, and

/
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IA

IA

— 52
exp
<2llvH%>
— 52
exp
<QIIUH%>

/ Anwendung
5> 0:
Prlv' X > 6]
Prlv' X < —§]
Prljo’ X| > 9]

N

— 52
2exp< )
2|v]l3

~

Sei v € R™ und X eine in {—1,1}" uniform verteilte ZV. Dann gilt fiir alle

/
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/ Weitere exponentielle Ungleichung \

Sei S*~! die Einheitssphére in R®, v € S® ! und X eine in S”~! uniform
verteilte ZV. Dann gilt:

Prlv' X > 6] < exp (—%n52)

IA

Prlv' X < —§] exp (—%n52>

1
Prllv' X| <4] < 2exp (—577,52)

Ein Beweis hierfiir findet sich in dem Buch ,,Lectures on Discrete Geometry*

von J. Matousek.

N /
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