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/ Rekursionsgleichungen vom Typ ,,Divide&Conquer* \

Grofle n/c:

T(n) =

N

Folgende Rekursionsgleichung modelliert den Zeitautwand einer rekursiven

Prozedur bei Aufteilung eines Problems der Grofle n in a Teilprobleme der

T(n)=al(n/c)+bnund T(1) =5 .

Term bn reprisentiert die Anzahl der Rechenschritte zum Aufteilen des
Problems in Teilprobleme und zum Zusammenfiigen der Teillosungen zu
einer Gesamtlosung (Annahme eines ,linearen Overhead“). Term aT'(n/c)
repriasentiert die Anzahl der Rechenschritte zum Losen der Teilprobleme.

Die Rekursionsgleichung hat die Losung

/

0(n), falls a < c,

O(nlogn), fallsa=c,

O(nl°8 @), falls a > c.

\

/

Hans U. Simon, Ruhr-Universitdt Bochum, Vorlesung zur Diskreten Mathematik, 15.12.20
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/ Beweis durch Expandieren der Rekursion \

Wir setzen der Einfachheit halber n = ¢* voraus. Mit r = a/c ergibt sich:

T(n) = aT(n/c)+bn
= a(aT(n/c*) +bn/c)+bn =a?T(n/c*) + (r+ 1)bn
= a*(aT(n/c®) +bn/c*) + (r + Dbn = a*T(n/c®) + (r* +r + 1)bn

k
= aan/Ck + ("l e+ Dbn = bn-Zri :
i=0
wobei a*T,, ;x = a*T) = a"b = (a/c)*bn = bnr* ausgenutzt wurde. Fiir a = ¢
ergibt sich wegen r = 1 die Losung (k+ 1)bn = #(nlogn). Fiir a < c ergibt sich
wegen 7 < 1 die Losung T'(n) = 0(n), da ;5 r* = 1/(1 —r) (geometrische
Reihe). Fiir a > c ergibt sich die Losung

rk+l 1

\ T(n) = bn———— = 6(nr") = 9(a¥) = 9(a*% ") = O(n'% ) | /

Hans U. Simon, Ruhr-Universitdt Bochum, Vorlesung zur Diskreten Mathematik, 15.12.2003
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/ Anwendungsbeispiele \

Die Laufzeit der rekursiven Prozedur MERGESORT 1483t sich abschitzen durch

die Rekursionsgleichung
T(n)=2T(n/2)+bnund T(1) =b .

Somit gilt T'(n) = #(nlogn).

Bei der Multiplikation grofler Zahlen benétigten wir beim naiven Verfahren
4 Aufrufe auf Zahlen der halben Bitldnge, wohingegen ein raffinierteres
Verfahren nur 3 solche Aufrufe benétigte. Dies fithrte im ersten Fall auf die
Rekursion T (n) = 4T;(n/2) + bn mit Losung T (n) = 6(n'°¢?) = 0(n?)
und im zweiten Fall auf die Rekursion To(n) = 37T (n/2) + bn mit Losung
Tg(’n) — 9(nlog3) — 0(n1.58...).

N /
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