1 Sortieren durch Fachverteilung

In Abschnitt 1.1 besprechen wir das Verfahren BucketSort zum Sortieren
einer gegebenen Folge von Zahlen (oder, allgemeiner, von Objekten einer li-
near geordneten Menge). In Abschnitt 1.2 bespreche wir das Konzept der
lexikographischen Ordnung auf Strings {iber einem linear geordneten Alpha-
bet. Diese Strings lassen sich auch als Zahlentupel auffassen. Abschnitt 1.3
ist dem Verfahren RadixSort zum Sortieren von Strings (oder Zahlentupeln)
gleicher Liange gewidmet. In Abschnitt 1.4 besprechen wir zwei Varianten von
RadixSort. Die erste Variante sortiert weiterhin Zahlentupel (oder Strings)
gleicher Lange, erzielt aber eine bessere Laufzeit. Die zweite Variante erlaubt
das effiziente Sortieren von Zahlentupeln (oder Strings) von i.A. verschiede-
ner Linge.

1.1 Sortieren von Zahlen mit BucketSort

Eine linear geordnete Mange > der Gréfle m kann auf die offensichtliche Weise
mit der Zahlenmenge {0, 1...,m—1} identifiziert werden. Das Sortieren einer
gegebenen Folge von Elementen aus M entspricht dann dem Sortieren einer
Folge aq, ..., a, von Zahlen aus dem Bereich {0,1...,m — 1}. Dies fiihrt uns
zu folgendem Sortierproblem:

Problem 1: Sortiere eine gegebene Folge ay,...,a, von Zahlen aus dem
Bereich {0,1,...,m — 1}.

Methode: BucketSort

1. Stelle leere Queues Qo, @1, ..., Qmn_1, genannt ,Buckets“, bereit
(Zeit: O(m)).

2. Inspiziere die Folge a4, ..., a, von links nach rechts und fiige a; in

Qq,; ein (Zeit: O(n)).

3. Produziere die sortierte Ausgabeliste durch Konkatenation von

QOa Qla s 7Qm71 (Zelt O(m))
Offensichtlich gilt:

Satz 1.1 BucketSort lost Problem 1 in O(m + n) Schritten.



Beachte, dass die Schranke m + n asymptotisch unterhalb von nlog(n)
liegt, sofern m = o(nlog(n)).

Frage: Wieso steht Satz 1.1 nicht im Widerspruch zu der frither bewiese-
nen unteren Schranke n/2log(n/2) fiir die Anzahl der zum Sortieren
benotigten Schliisselvergleiche?

1.2 Die lexikographische Ordnung auf Zahltupeln

Es sei ,<“ eine (irreflexive) lineare Ordnung auf einem Alphabet! . Weiter
sei X* die Menge aller Worter (= endlichen, evtl. leeren, Folgen) tiber ¥. Dann
kénnen wir ,,<“ zu einer linearen Ordnung auf >*, genannt lexikographische
Ordnung, fortsetzen wie folgt:

Definition 1.2 Die Folge u = (uy,...,u,) ist kleiner als die Folge v =
(v1,...,0s), notiert als u < v, falls eine der folgenden beiden Bedingungen
erfillt ist:

(i) w ist ein echter Prifix von v, d.h., r < s und die ersten r Komponenten
von u und v stimmen dberein.

(ii) Es existiert ein i € {1,...,min{r,s}}, so dass u; < v; und die ersten
1 — 1 Komponenten von u und v stimmen tiberein.

Wenn ¥ das lateinische Alphabet ist, versehen mit der natiirlichen Ord-
nung von a bis z, dann liefert Definition 1.2 die in einem Lexikon verwendete
Ordnung.

Beispiel 1.3 ,aal<aalglatt” (Bedingung (i)) und ,tangente<tango“ (Bedin-
gung (ii)).

Bemerkung 1.4 1. Wie friiher bereits erwdhnt, kann eine linear geord-
nete Menge ¥ der Grife |X| = m mit der Menge {0,1,...,m — 1}
identifiziert werden.

2. Worter aus XF (feste Wortlinge k) sind interpretierbar als m-nére Zah-
lendarstellungen:

! Alphabet = endliche Menge.



(a) Die kleinste darstellbare Zahl ist die Null. (0,...,0) ist das zu-
gehorige k- Tupel.

(b) Die grifste darstellbare Zahl ist m* —1; (m—1,...,m—1) ist das
zugehorige k-Tupel.

(c) Allgemein gilt: das k-Tupel A = (ay_1,...,a1,aq) stellt die Zahl

k—1 i
Yo am’ dar.

Bei fester Wortlinge k stimmt die lexikographische Ordnung tiberein
mat der natirlichen Ordnung auf Zahlen.

3. Das Konzept der Lezikographischen Ordnung ist (auf die offensichtli-
che Weise) verallgemeinerbar auf den Fall verschiedener Alphabete fiir
verschiedene Positionen in der Folge. S. dazu das folgende Beispiel 1.5.

Beispiel 1.5 Die Tripel (Jahr,Monat, Tag)e {1900, ...,2100} x{1,...,12} x
{1,...,31} benutzen in jeder Komponente ein anderes Alphabet.

1.3 Sortieren von Zahltupeln mit RadixSort

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit dem folgenden

Problem 2: Sortiere gemafl der lexikographischen Ordnung eine gegebe-

ne Folge A, ..., A, von k-Tupeln mit Komponenten aus dem Bereich
{0,1,...,m —1}.

Notation: A; = (a;,...,a) € {0,1,...,m — 1}~

Plan: Wende BucketSort komponentenweise an in Richtung von rechts (also
Komponente k) nach links (also Komponente 1).

Resultierende Methode: RadixSort

1. Initialisiere eine Queue Q mit Ay, ..., A,.
2. Fir j =k, k—1,...,1 mache Folgendes:

(a) Stelle Qq, @1, ..., Qm_1 als (zunéchst) leere Queues bereit.

(b) Solange @ nicht leer ist, entnimm ) das vorderste Element,
sagen wir A;, und fiige es in @, ein.

(c) Rekonfiguriere () neu als die Queue, die sich aus der Konka-
tenation von Qq, @1, ..., Qn_1 ergibt.



Beispiel 1.6 Wir machen die folgenden ,,Schnappschiisse® von einem Bei-
spiellauf von RadizSort mit den Parametern n = 8, m = 10 und k = 3. Die
Fingabe Ay, ..., A, ergibt sich aus der Initialisierung von @ (s. unten).

Anfangs: Q,Q1,...,Qn_1 sind leer.

Q = 087,754,750, 532,501,001, 539, 437 .

Nach Iteration j=3:

QO‘Ql‘QQ‘Q3‘Q4‘Q5‘Q6‘Q7‘Q8‘Q9
750 [501 [ 532 — [ 754 — | — [087 ] — [ 539

001
Q = 750,501,001, 532, 754, 087,437,539 .

Nach Iteration j=2:

QO‘Ql‘@2‘@3‘Q4‘Q5‘Q6‘Q7‘Q8‘Q9

01| — | — 832 — |70 — | — | 087 | —
001 437 754
539

@ = 501,001, 532,437, 539, 750, 754, 087 .

Nach Iteration j=1:

QO‘Ql‘@2‘@3‘@4‘Q5‘Q6‘Q7‘Q8‘Q9

001 — | — | — 437|501 | — |70 | — | —
087 532 754
539

Q = 001,087,437,501, 532, 539, 750, 754 .

Dass sich im obigen Beispiellauf am Ende eine lexicographische Sortierung
ergibt ist kein Zufall:

Satz 1.7 (Korrektheit von RadixSort) Nach Terminieren von RadixSort
befinden sich in Q) die Eingangsdaten Ay, ..., A, in lexikographischer Sortie-
rung.



Beweis Die lexikographische Ordnung beziiglich der Komponenten j,... &k
von Zahlen-k-Tupeln notieren wir als <§. Beachte, dass <¥ mit der Ordnung
beziiglich der k-ten Komponente und dass <¥ mit der gewdhnlichen lexiko-
graphischen Ordnung iibereinstimmt. Nach jeder Iteration der Hauptschleife
von RadixSort gilt die folgende Bedingung;:

e () enthilt die Eingangsdaten Ay, ..., A, in Sortierung geméfl <§.

Aus dieser Invarianzbedingung ergibt sich die Korrektheit: nach der k-ten
[teration mit 5 = 1 sind die Daten beziiglich aller Komponenten 1,...,k
lexikographisch sortiert. Die Bedingung selbst ist leicht verifizierbar mit In-
duktion iiber die Anzahl der Iterationen:

Induktionsanfang: Nach der ersten Iteration mit 7 = k sind die Daten
offensichtlich gem#f der k-ten Komponente (und somit gem#f <¥) sor-
tiert.

Induktionsschritt: Wir betrachten eine Iteration mit j < k. Wir kénnen
induktiv voraussetzen, dass vor dieser Iteration die Daten gemés <f 1
sortiert sind. Die aktuelle Iteration hat den folgenden Effekt:

o Falls A; <§ Ay wegen a;; < ay;, dann landet in Phase 2(b) A; in
Qa;; und Ay in Qai/j' In Phase 2(c) wird somit A; vor Ay in @
platziert.

e Falls A; <f Ay und a;; = ayj, so gilt auch A; <§? +1 Ay. Dann wird
A; in Phase 2(b) vor Ay in @Q,,; eingefiigt und dementsprechend
steht A; nach Phase 2(c) vor Ay in Q.

Aus der obigen Diskussion ergibt sich die Korrektheit von RadixSort. °

RadixSort besteht im Wesentlichen aus k-maliger Anwendung von Bucket-
Sort. Anstatt k-Tupel in Queues einzufiigen (oder gar Records R, bei denen
das k-Tupel nur eine Komponente R.key darstellt) fiigen wir stets nur einen
Zeiger auf das betreffende k-Tupel ein. Daher kann eine Iteration der Haupt-
schleife in O(n+m) Schritten durchgefiithrt werden und es ergibt sich folgen-
des Resultat:

Satz 1.8 RadizSort bendtigt zum lexikographischen Sortieren von n k-Tupeln
mit Komponenten aus dem Bereich {0,1,...,m — 1} eine Rechenzeit der
Grofienordnung O(k - (n +m)).



Falls die Zahlen in den j-ten Komponenten der k-Tupel aus dem Bereich
{0,1,...,m; — 1} stammen (vgl. mit Beispiel 1.5), dann benotigt die betref-
fende Iteration der Hauptschleife von RadixSort O(n + m;) Rechenschritte.
Es egibt sich daher die folgende Verallgemeinerung von Satz 1.8:

Satz 1.9 RadizSort bendtigt zum lexikographischen Sortieren von n k-Tupeln
mit j-ten Komponenten aus dem Bereich {0,1,...,m; — 1} eine Rechenzeit

der Grofienordnung O <kn + 2?21 mj).

Eine Zahl a € {0,1,...,n* — 1} kann via
k—1
a:Zami mit 0 <q; <n-—1
i=0
als k-Tupel A = (ag_1,...,a1,a9) dargestellt werden. Zudem kann das k-

Tupel A zu gegebenem a, oder umgekehrt a aus A, leicht in O(k) Schritten
berechnet werden. Damit ergibt sich folgende Anwendung von RadixSort:

Satz 1.10 n Zahlen im Bereich {0,1,...,n*—1} kénnen in O(kn) Schritten
sortiert werden.

1.4 Verbesserte Varianten von RadixSort

In diesem Abschnitt stellen wir uns zwei Ziele:

1. Laufzeit O(kn 4+ m) statt O(k(n +m)) bei der Sortierung von Strings
fester Wortlénge & (also von k-Tupeln) .

2. Laufzeit O(L+m) bei der Sortierung von Strings verschiedener Lénge,
wobei L die Gesamtléange aller Strings bezeichnet.

Zu Ziel 1 merken wir Folgendes an:

Beobachtung: In den Phasen 2(a) und 2(c) verschwenden wir Rechenzeit
durch die (sinnlose) Manipulation von leeren Buckets.

Plan: Berechne im Voraus fiir jedes j € {0,1,...,m— 1} eine sortierte Liste
NONEMPTY]j], welche die Zahlen aus

{aij]izl,...,n}

enthalt. Das sind namlich exakt die Adressen der in dieser Iteration
nichtleeren Buckets.



Die Vorteile dieser Vorausberechnung sind, ein paar leichte Modifikatio-
nen in der Hauptsschleife vorausgesetzt, wie folgt:

1. In Phase 2(a) der Hauptschleife brauchen nur die nichtleeren Buckets
der vorangegangenen Iteration (also die @; mit i € NONEMPTY[j—1])
geleert werden. (Die anderen sind bereits leer.)

2. In Phase 2(c) der Hauptschleife werden nur die nichtleeren Buckets Q);
mit ¢ € NONEMPTY]j] der Reihe nach konkateniert.

Eine Iteration dauert dann nur noch O(n) statt O(m) Schritte und wir
gelangen zur Zeitschranke O(kn) plus die Zeit zur Vorausberechnung der
NONEMPTY-Listen. Das folgende Verfahren berechnet diese Listen in O(kn+
m) Rechenschritten:

1. Initialisiere in O(kn) Schritten eine Queue " mit den Elementen der
Multimenge
{(Jyai5)| 1 <i<n, 1 <j<k}.

2. Sortiere in O(kn + m) Schritten die Paare aus @' lexikographisch mit
Hilfe von RadixSort, so dass das (sortierte) Ergebnis wieder in @’ steht.

3. Arbeite in O(kn) Schritten die Paare in " der Reihe nach ab und baue
parallel dazu die sortierten NONEMPTY-Listen auf.

Wir fassen das Ergebnis zusammen:

Satz 1.11 Die oben beschriebene verbesserte Variante von RadixSort sortiert
n k-Tupel mit Komponenten aus {0,1,...,m — 1} in O(kn + m) Schritten.

Beispiel 1.12 Gegeben seien die folgenden 8 Tripel mit Komponenten aus
{0,1,...,9} (die selben Fingabedaten wie in Beispiel 1.6):

087,754,750, 532,501,001, 539, 437

Diese Liste kénnen wir von links nach rechts durchlesen und parallel dazu
die entsprechenden Paare in Q' aufnehmen:

Q = (1,0),(2,8),(3,7),(1,7),(2,5),(3,4),(1,7),(2,5
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Nach Anwendung von RadizSort enthdlt Q)" die selben Paare wie zuvor, aber
in sortierter Form:

Hieraus ergeben sich die folgenden NONEMPTY-Listen:

NONEMPTY[1] = 0,4,5,7
NONEMPTY[2] = 0,3,5,8
NONEMPTY[3] = 0,1,2,4,7,9

Wenden wir uns nun dem zweiten Ziel dieses Abschnittes zu: der lexiko-
graphischen Sortierung von Strings bzw. Zahlentupeln verschiedener Lénge.

Problem 3: Sortiere geméfl der lexikographischen Ordnung eine gegebene
Folge Ai,..., A, von Tupeln der Léngen /1,..., ¢, mit Komponenten
aus dem Bereich {0,1,...,m —1}. (Somit gilt A; € {0,1...,m—1}%.)

Wir setzen k := max;c[, ;. Fiir die Gesamtlinge L := Zie[n] l; aller Tupel
gilt dann L < kn, aber L kann i.A. sehr viel kleiner als kn sein (zum Beispiel,

wenn sich unter den A; ein sehr langes und viele kleine Tupel befinden).

Bemerkung 1.13 Eine Sortierung mit RadixSort bzw. verbessertem Radix-
Sort wiirde in O(k(n +m)) bzw. O(kn + m) Schritten ablaufen.

Dies ist jedoch im Falle L. << kn nicht zufriedenstellend. Wir streben
vielmehr eine Laufzeit O(L + m) an. Dies kann erreicht werden

e durch Verwendung der uns bereits bekannten NONEMPTY-Listen,

e durch Verwendung von LENGTH-Listen, die uns helfen werden, fiir
Tupel einer Lange ¢ in den Iterationen mit j =k, k—1,...,¢+ 1 keine
Zeit aufzuwenden. Vielmehr werden diese Tupel erst in der Iteration
mit 7 = £ ins Spiel gebracht.

Diese Uberlegungen fithren zu der folgenden Variante von RadixSort:



1. Bestimme zu jedem Tupel A; seine Lénge ¢; und baue anschlieffend die
LENGTH-Listen auf, wobei LENGTH][j] alle A; mit ¢; = j enthélt.?
Dies ldsst sich in O(L) Schritten bewerkstelligen.

2. Initialisiere in O(L) Schritten eine Queue @' mit den Elementen der
Multimenge

(Diese Multimenge hat die GroBe L.)

3. Sortiere in O(L + m) Schritten die Paare aus @' lexikographisch mit
Hilfe von RadixSort, so dass das (sortierte) Ergebnis wieder in @’ steht.

4. Arbeite die Paare in Q" der Reihe nach ab und baue parallel dazu in
O(L) Schritten die NONEMPTY-Listen auf (in der gleichen Weise wie
bei der uns schon bekannten Verbesserung von RadixSort).

Die gesamte Vorausberechnung der LENGTH- und NONEMPTY-Listen kann
in Zeit O(L + m) abgeschlossen werden.

Die Vorteile dieser Vorausberechnung sind, ein paar leichte Modifikatio-
nen in den Phasen 1 und 2 von RadixSort vorausgesetzt, wie folgt:

1. In Phase 1 von RadixSort wird () als leere Queue initialisiert.

2. In Phase 2(a) der Hauptschleife brauchen nur die nichtleeren Buckets
der vorangegangenen Iteration (also die ; mit i € NONEMPTY[j—1])
geleert werden. (Die anderen sind bereits leer.)

3. In Phase 2(b) der Hauptschleife fiigen wir die in LENGTH][j] enthalte-
nen Tupel A; vorne in Q ein. () enthalt zu diesem Zeitpunkt die Daten
A; mit ¢; = j, gefolgt von den Daten A; mit ¢; > j + 1 (letztere in der
Sortierung geméf , <¥  «)?.

4. In Phase 2(c) der Hauptschleife werden nur die nichtleeren Buckets, also
die Buckets @; mit i € NONEMPTY]j], der Reihe nach konkateniert.

2In einer realen Implementierung wiirde man die Adressen der A; enthaltenden Rekords
statt der A; in die LENGTH-Listen einfiigen.

3Da Tupel einer Linge j in den Komponenten j + 1,.. .,k eine leere Sequenz repriisen-
tieren, und diese kleiner ist als jede nichtleere Sequenz, sind alle in @ befindlichen Daten
(also auch die aus LENGTH[j] am Anfang von @) vor Phase 2(c) geméi8 ,,<?+1“ sortiert.
Diese Beobachtung wire wichtig fiir einen Korrektheitsbeweis.



Satz 1.14 (Korrektheit der ,,Problem 3“-Variante von RadixSort)
Nach Terminieren von RadixSort stehen die Daten Aq,..., A, in Q in lexi-
kographischer Sortierung.

Den Beweis, der dhnlich zum Beweis von Satz 1.7 verlauft, lassen wir aus.

Satz 1.15 (Laufzeit der ,,Problem 3“-Variante von RadixSort)
RadizSort terminiert nach O(L + m) Rechenschritten.

Beweis Wir hatten bereits frither angemerkt, dass die Vorausberechnung der
NONEMPTY- und LENGTH-Listen in Zeit O(L + m) erfolgen kann. Die
weitere Anzahl der Rechenschritte wird durch Phase 2 (die Hauptschleife)
von RadixSort dominiert. Der Gesamtaufwand fiir die Phasen 2(a) und 2(c)
lasst sich abschétzen durch die Gesamtlinge der NONEMPTY-Listen. Da
jedes Tupel A; einen Beitrag von maximal ¢; zu dieser Gesamtlinge leistet,
erhalten wir die Schranke O(L). Um den Gesamtaufwand fiir die Phase 2(b)
abzuschétzen, verwenden wir folgende Buchhaltung: wann immer ein A; aus
Q inspiziert wird (um es in @, einzufiigen), belasten wir A; mit Kosten 1. Da
ein A; nur wihrend der Iterationen j = /;,...,2,1 in @ verweilt, wird jedes
A; mit Kosten ¢; belastet. Daher betragt der Gesamtaufwand fiir die Phase
2(b) ebenfalls O(L). Aus dieser Diskussion ergibt sich die Gesamtlaufzeit
O(L +m). °
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