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Aufgabe 9.1

Durch rekursives Einsetzen kommt man zur Vermutung a,, = 2"~ (1 + aq) fiir alle n > 1, wir
beweisen dies durch vollstédndige Induktion iiber n:

Ind.-Anfang (n=1) : a3 =1+ ag

Ind.-Schritt : Es gilt a0 =14+ > ja; =1+ a, + Z?:_ol = 2a,. Nach Ind.-Voraussetzung
gilt aber a, = 2" }(1 + ap), was die Beauptung beweist.

Aufgabe 9.2

Sei a,, die Anzahl erlaubter Teilmengen in [n]. Wir wihlen ein Teilmenge M C [n], die keine
Zahlen mit Abstand 2 enthélt, und betrachten die folgende Fallunterscheidung;:

end¢ M
In diesem Fall besteht M gerade aus den giiltigen Auswahlen aus [n — 1], d.h es gibt
a,—1 Moglichkeiten.

encM
In diesem Fall gilt n — 2 ¢ M. Ist n — 1 ¢ M, so besteht M gerade aus den giiltigen
Wahlen aus [n — 3]. Dafiir gibt es a,,_3 Moglichkeiten. Ist n — 1 € M, so gilt zusétzlich
n—3 ¢ M. M besteht in diesem Fall aus allen giiltigen Wahlen M’ C [n — 4] mit
M = M'Un — 1. Dafiir existiern a,,_, Moglichkeiten.

Es ergibt sich also folgende lineare Rekursionsformel 4ten Grades:
Ap = Ap—1 + Qp—3 + Qp—yg .

Die Anfangswerte erhédlt man durch abzéhlen:

ag = [{0,{0}}] =2

ap = [{0,{0}, {1}, {0, 1}}[ = 4

az = [{0, {0}, {1}, {2}, {0, 1}, {1,2}}[ = 6

az = [{0, {0}, {1}, {2}, {3}, {0, 1}, {1,2},{2,3},{0,3}}[ = 9

Aufgabe 9.3

a) A(xr) = >, 502”" — 2,502 Da Y7 o a°" die formale Potenzreihe fiir die Folge
(1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,...) ist, folgt nach Verschieben und der elementweisen Sub-
traktion, dass A(z) =, -, apz” fiir a, = (1,-1,0,0,0,1,-1,0,0,0,1,-1,...).



b) Durch einfaches Umformen erhalten wir:

Alg)=> 2™ =2 = (1-2)) (2°)" .

n>0 n>0

Uber die explizite Darstellung der erzeugenden Funktion der geometrischen Reihe, lisst
sich A(x) daher schreiben als:

1—x 1 1

Alx) =1 —2) ) ()"

n>0 Cl-at Yserm(-at) Y jan

4

Die inverse Potenzreihe lautet folglich A~ (z) =" _ 2™

Aufgabe 9.4

Fiir die erzeugende Funktion A(z), die wir suchen, gilt:

1ix :Zac”: (Z%x") =A'(z) ,

n>0 n>1

und es folgt, dass A(z) eine Stammfunktion von - ist:

1 1
A(x):/l_xd:c—i—c:lnl +c,

— T

fiir ein ¢ € R. Es muss zusétzlich ¢ = 0 getlten, da lnﬁ =0 = 2@1 %O”, und die
Behauptung ist bewiesen.



