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1. Gegeben sei die Differentialgleichung

−4u = f in Ω = (0,1)2, u = 0 auf∂Ω.

Für die naẗurliche Zahln sei die Schrittweiteh := 1/(n+ 1). Wir betrachten die F̈unf-
Punkt-DiskretiserungLhu = f mit

(Lhu)(x,y) :=
1
h2

(
4u(x,y)−u(x−h,y)−u(x+h,y)−u(x,y−h)−u(x,y+h)

)
mit (x,y) ∈Ωh := {(ih, jh),1≤ i, j ≤ n}.

a) Zeigen Sie, dass für i, j = 1. . . ,n durch

λ
i j =

4
h2

(
sin2

(
iπh
2

)
+sin2

(
jπh
2

))
ein Eigenwert vonLh mit dem zugeḧorigen Eigenvektor

ui j (x,y) = sin(iπx)sin( jπy)

gegeben ist.

b) Zeigen Sie, dass die MatrixLh symmetrisch und positiv definit ist.

c) Zeigen Sie, dass die Abschätzungen

‖Lh‖∞ ≤
8
h2 , ‖Lh‖2 ≤

8
h2 cos2

(
πh
2

)
<

8
h2 ,

‖L−1
h ‖2 ≤

h2

8sin2(
πh
2

) ≤ 1
π2

gelten.

bitte wenden



2. SeienΩ⊂Rn ein beschr̈anktes, offenes und zusammenhängendes Gebiet undu : Ω→R.
Zeigen Sie, dass für die Vorẅarts- und R̈uckwärts-Differenzenquotienten der Zusam-
menhang

T := ∂
+
h,k

(
∂
−
h,k u

)
= ∂

−
h,k

(
∂

+
h,k u

)
, 1≤ k≤ n,

besteht. Weisen Sie weiterhin nach, dass

T =
∂ 2u

∂x2
k

+
h2

12
· ∂ 4u

∂x4
k

(
x+ϑhek

)
, ϑ ∈ (−1,1),

für u∈C4(Ω,R) gilt.

3. SeienΩ ⊂ Rn ein offenes und zusammenhängendes Gebiet undf ,g : Ω → R. Zeigen
Sie, dass

∂
−
h,k( f ∂

+
h,kg)(x) =

1
h

[
f (x)∂+

h,kg(x)
]
− 1

h

[
f (x−hek)∂−h,kg(x)

]
gilt.

4. Auf dem RaumXh definieren wir durch

(u,v)h := hn ∑
x∈Ωh

u(x)v(x), u,v∈ Xh

ein diskretesL2-Skalarprodukt, wobein die Raumdimension bezeichnet. Zeigen Sie,
dass f̈ur alleu,v∈ Xh die folgenden Formel der diskreten partiellen Integration(

∂
−
h,ku,v

)
h
=−

(
u,∂+

h,kv
)

h

gilt.


