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Einleitung

Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich mit der asymptotischen Verteilung der Teststatistiken

k+1 k+1 ~
> X; > o X; —
M) := max max ‘w und T := max max i1 (Xi )
1<I<n 0<k<n—I Il 1<l<n 0<k<n—I (1(1 — %))v

mit X, = %2?21 X;. Hierbei wird der der Fall untersucht, dass die X1, Xo,... unabhdngig
1dentisch vertedlt sind und zum Index o > 0 reguldr variieren , d.h.:

(1) % 2% 2= fiir alle > 0 und

P[X1>z] T—0 P[X;<—z] z—©

(2) es gibt p,q € [0,1] mit p+ g =1, sodassm Hpundm — q.

Regulér variierende Zufallsvariablen bieten sich zur Modellierung von Prozessen an, in denen
davon auszugehen ist, dass ein geringe Menge von Objekten einen erheblichen Einfluss auf die
Leistung der Gesamtheit hat. Ein einfaches Beispiel fiir eine solche Verteilung ist die Pareto-
Verteilung. Die Pareto-Verteilung Par(«;xg) mit Parametern o, x>0 ist gegeben durch die
die Verteilungsfunktion
Fla) = {1 — (%)a, falls x > xg
0, falls x < xg.

Sie kommt haufig in in der realen Welt vor und findet Anwendung in der Finanz- und Versiche-
rungsmathematik, der Wirtschaftswissenschaft und der Soziologie. Beispielsweise geht man da-
von aus, dass die Verteilung des privaten finanziellen Vermogens innerhalb einer Gesellschaft,
die Haftpflichtschéden einer Versicherung und die Einwohnerzahl menschlicher Siedlungen ei-
ner Pareto-Verteilung folgen.
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02 Abbildung 1: Verteilungsfunktion (blau) und
Dichte (schwarz) der Pareto-Verteilung mit Pa-
2 . 6 s 10 rametern zg = 1, a = 1,4.




2 Einleitung

Mikosch und Rackauskas konnten in ihrer Arbeit [MIKOSCH & RACKAUSKAS]| zeigen, dass fiir
die Folge (an)nen mit
ap = inf{z € R | P[|X;]| > 2] < n'}.

unter relativ schwachen Voraussetzungen (siehe Theorem 3.3.1 auf Seite 113) die Konvergenzen
P[a;lM,(L'Y) < z] — exp(—z~*) und P[a;lT,(ﬂ) < z] T exp(—z~%)

gelten. Im Kontext der vorliegenden Arbeit wird dieses Hauptresultat sowie die zugrunde-
liegende Theorie der Zufélligen Mafe und Punktprozesse detailliert vorgestellt. Sie ist iiber
das vorgestellte Problem hinaus fiir viele stochastische Extremwertprobleme von grofter Be-
deutung und wird aus diesem Grund unter relativ allgemeinen Voraussetzungen betrachtet.
Dabei vereinigt und ergénzt die vorliegende Arbeit Techniken und Resultate beziiglich Zufélli-
ger Mafe und Punktprozessen aus den Biichern von Resnick [RESNICK, 1987| und Kallenberg
[KALLENBERG, 1975] in ausfiihrlicher Form.

0.1 Anwendung

,If in other sciences we should arrive at certainty without doubt and truth without
error, it behooves us to place the foundations of knowledge in mathematics.”

Roger Bacon (1214-1292), englischer Ménch und Philosoph

Teststatistiken der Form T, := Téé) und M,, := 7(1%) kommen in der Strukturbruchanalyse
(change-point analysis) zum Einsatz. Hierbei betrachtet man eine zeitabhingige Folge von
Datenpunkten, wie zum Beispiel einen Borsenkurs, die Abfolge der téglichen Niederschlags-
werte, die monatlichen Erkrankungsfélle an einer bestimmten Krankheit oder die jahrliche
BSP-Entwicklung eines Landes. Ziel der Strukturbruchanalyse ist ein friithzeitiges Erkennen
von trendméifbigen Verdnderungen innerhalb einer solchen Datenreihe.

Aufgrund von Messfehlern und andern Storfakoren ist natiirlich selbst bei gleichbleibenden
Bedingungen mit einer gewissen Oszillation der Daten um ihren ,wahren“ Wert zu rechnen,
wodurch die sichere Ermittlung einer Trendwende erschwert wird. Haben sich aber die den
Daten zugrundeliegenden Mechanismen nachhaltig geéndert, so spricht man von einem Struk-
turbruch (changepoint). Bei Strukturbruchproblemen geht es also darum, zu entscheiden, ab
wann eine zufillige Oszillation keine ausreichend plausible Erklarung fiir eine konkrete Da-
tenreihe mehr ist und man daher von der Alternative eines strukturellen Wandels ausgehen
muss.

Wird der konservativen Hypothese eines gleichbleibenden Erwartungswertes der Datenpunkte
die Alternative eines, moglicherweise nur zeitweiligen, Phaseniibergangs (Epidemie) gegen-
iibergestellt, so spricht man von einem Strukturbruchproblem mit epidemischer Alternative.
Ein typisches Strukturbruchproblem mit epidemischer Alternative ist das folgende: Man geht
von einer Anzahl n unabhéngiger Zufallsvariablen Xy, ..., X, aus. Als Hypothese nimmt man
an, dass alle X; (i = 1,...,n) der gleichen Verteilung folgen und einen bereits bekannten
Erwartungswert p haben:

Hy X1 2. 2X, mit E(X)) = pu
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Abbildung 2: Zwei Zeitreihen. Links die Realisierung eines Zufélligen Prozesses (X¢);—1,... 300}
unabhéngig identisch verteilter Zufallsvariablen, rechts die Realisierung eines Prozesses
(Yi)i={1,....3003 mit Strukturbruch im Bereich zwischen ¢ = 200 und ¢ = 250.
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Dieser Hypothese wird nun die epidemische Alternative gegeniibergestellt, bei der davon aus-
gegangen wird, dass es eine Periode (Epidemie) E := {r +1,...,r + s} gibt, die die X; in
zwei Klassen von jeweils identisch verteilten Zufallsvariablen aufteilt: Die erste Klasse umfasst
alle X; innerhalb der Periode (i € FE). Wir nehmen an, dass diese X; einen gemeinsamen
Erwartungswert E(X, 1) =: v haben. Die andere Klasse umfasst die restlichen X; (i ¢ E),
wobei wir annehmen, dass diese X; ebenfalls einen gemeinsamen, aber von v verschiedenen
Erwartungswert p:= E(X,) bzw. p:= E(X,s+1) besitzen.
Hy: Es gibt Zahlen r,s € N, r < s, so dass X} L iXT 4 Xot1 4.4
mit E(X,) baw. E(X,4s11) = g, wihrend X,41 2 ... < X, mit E(X,,1) =
v # .

s

Eine naheliegende Strategie ist, die Hypothese bei einer léngeren zusammenhéingenden Peri-
ode anscheinend vom Trend abweichender Werte zu verwerfen. Ist eine solche Periode nicht
erkennbar, wird man die Hypothese beibehalten. Die in dieser Arbeit untersuchten Teststatis-
tiken T}, und M, stellen Formalisierungen dieser Uberlegung dar, wobei T}, fiir den Fall, dass
der Erwartungswert p unbekannt ist geeignet ist, wihrend M,, in dem Fall, dass p bekannt
ist, Verwendung findet.
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0.2 Verallgemeinerte Likelihood-Quotienten

Geht man davon aus, dass eine Zufallsgrofe X einer Verteilung Py mit Dichte py, ¥ € O,
folgt, und mochte man fiir zwei disjunkte Mengen ©g und ©; mit ©gU ©; = © die Hypothese
Hy : ;0 € O¢“ gegen die Alternative Hy : 0 € O testen, so liefert in vielen Fillen der
verallgemeinerte Likelihood-Quotient

_ SUPyeo, P9(2)

AMz) =
(=) SUPyeo, py()

eine gute Teststatistik. Hiufig verwendet man nicht den Likelihood-Quotienten selber als Test-
statistik, sondern bringt A(z) durch Verkniipfen mit einer streng wachsenden Funktion A in eine
einfachere Form T'(z) := hoA(x). Man sagt in diesem Fall, dass der Likelihood-Quotient mono-
ton wachsend sei beziiglich T'(X), denn T hat die Eigenschaft A(z) > A\(z') = T(x) > T(2').
Fiir das Testproblem ist 7'(X) demnach eine zu A(X) dquivalente Statistik.

Ein Strukturbruchproblem mit epidemischer Alternative unter der Annahme unabhéngig nor-
malverteilter Summanden mit bekannter Varianz l&sst sich wie folgt beschreiben:

ANNAHME: X7q,..., X, sind unabhéngig und es gilt

o Nyory fallsi @ {k+1,... k+1}
Nyg2, fallsi € {k+1,... k+1},

wobei 02 > 0 als bekannt vorausgesetzt wird. Hypothese Hy und Alternative H; sind dann
Hy: ¥ € Qg := {(,u,y,l,k‘) € R? XN(Q)!,LL:V, [ <n, kﬁn—l},

Hyi: 9 €0y :={(uv,,k) eR*x N2 | p#v, I<n, k<n-—1}.

Fiir z = (21, ...,2,) ist der verallgemeinerte Likelihood-Quotient in diesem Fall
k k+l1 n
sup <exp (—(202)*1 (Z(IZ — )+ Z (z; —v)* + Z (x; — /1,)2))>
IS(CT i=1 i=k+1 i=k+I1+1
AMz) = — .
sup exp(— 202)71 T — U 2))
sup ((exp (20" > i)
Die Summe der Quadratischen Abweichung Z;n:l(yj—m)2 reeller Zahlen v, ...,y von einem

gemeinsamen Wert m wird bekanntlich durch das Quadratische Mittel m = m := m ™! 27:1 Yj
minimiert. Mit der Notation s,, := > ¢ = 1" ergibt sich damit fiir den Divisor ein Maximum

bei

U=71:= n_lsn.

Analog erhélt man fiir feste k,! das Maximum des Dividenden bei

=gy = (n =17 (sp = g — s) und v =gy = 1" (sp4 — Sp)-



0.2 Verallgemeinerte Likelihood-Quotienten

Demnach ist der verallgemeinerte Likelihood-Quotient A\(x) gleich

n k k+l1
Az) = (22—1 )2 )2 N2
(JL‘) 1121?2%0<I£3;( leXp ( o ) (Z(xz xn) Z(xz ,Uk,l) + Z (xz Vk,l)
=1 =1 i=k+1
+ Z — i) )>
i=k++1
wobei gilt:
n k k+1 n
D@ =70 =) (@i =)+ Y (wi—m) Y (- i)’
i=1 i=1 i=k+1 i=k+1+1
= — 2Ty Sy + 2//L\k 1Sk + Qﬁk,l(skﬂ — Sk) + Qﬁk,l(sn — SkJrl) + nfi - (TL — l)ﬁ%l — l/U\]%J
=—n"tsl 1 sk — sk)” + (= 1) (sn — Skt + sx)°
B l'sn n'5k+l n-sz _2'8k+15n 2'5k5n_2n’5k5k+l
“an—1) In—-1) In-1 n—1 n—1 I(n—1)
2
. #S% + Si-i-l + S% - %lsk_HSn + %lSkSn - 25k5k+l

(1-4)
N2
:<‘5k;+l — Sk — lﬂb‘n!)
(1=
Da dieser Ausdruck fiir [ = n und k& = 0 gleich 0 ist, ergibt sich zusammenfassend

2
L[ |Sket — sk — 1T
A(z) = max max exp|-— .
1<1<n 0<k<n—I 202 (1-1)
n

Mit der streng monoton wachsenden Funktion

h:R— R, 2+ y/log(x27?)

erhalt man schlieflich
M, =ho\(Xy,...,X,),

d.h. der Likelihood-Quotient ist monoton wachsend beziiglich M,,.
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0.3 Gliederung

Die vorliegende Arbeit teilt sich in drei sukzessive aufeinander auftbauende Themenkomplexe
auf:

Kapitel 1 gibt zuniichst einen Uberblick iiber grundlegende mengentheoretisch-topologische
Konzepte und Methoden (1.1). Anschliefflend werden hier die den wahrscheinlichkeitstheore-
tischen Kapiteln zugrunde liegenden, lokal kompakten, polnischen Raume eingefithrt und ihre
wichtigsten Eigenschaften vorgestellt (1.2). Das Kapitel endet mit der Diskussion eines fiir die
Extremwerttheorie in Kapitel 3 benotigten Hilfsraumes R" (1.3).

Kapitel 2 stellt eine umfassende Einfithrung in die Theorie der Zufdilligen Mafle dar. Es be-
ginnt mit einer ausfiihrlichen Betrachtung der topologischen Strukturen auf dem Raum der
Radon-Mafle (2.2) und endet mit der Untersuchung der Konvergenz in Verteilung (2.7) Zu-
falliger Mafe. Mit seinen Hauptaussagen, den Theoremen 2.4.1, 2.6.13 und 2.7.4, stellt dieses
Kapitel das bendtigte Handwerkszeug fiir Kapitel 3 zur Verfiigung.

Das letzte Kapitel (Kapitel 3) ist dem Beweis des Satzes von Mikosch und Rackauskas gewid-
met. Im ersten Abschnitt (3.1) werden die grundlegenden Konzepte und einige populére Sitze
der Theorie reguldr variierender Funktionen vorgestellt. Mit Hilfe von Methoden, wie sie in der
Arbeit von [Davis & REsNICK, 1985] (S. 181 ff.) zum Einsatz kommen, wird anschliefend
in Abschnitt 3.2 ein spezielles Korollar entwickelt, welches es ermoglicht, in Abschnitt 3.3 die
asymptotische Verteilung der Zufallsvariablen

Sk41— Sk
IR

anp

max max
1<I<h 0<k<n—I

mit Standardtechniken der Extremwerttheorie zu berechnen. Diese Zufallsvariable entspricht
einer Einschréinkung von Mfﬂ) auf endliche Summen-Léngen. Der Satz von Karamata (Satz
3.1.13) wird es nun erméglichen zu zeigen, dass

Sk11— Sk
R

lim limsup P [a; ! max max > (5} =0

h—00 n—oo h<l<n 0<k<n-—I

ist V& € RT, dass also Summen grofer Linge asymptotisch keinen Einfluss auf die Verteilung
haben. Zusammenfassend gilt damit also

Pla !

» max max

Sk+1— Sk NS _
B o] 5 e,
1<I<n 0<k<n—I

& — €xp

Zum Abschluss dieser Arbeit werden wir in Lemma 3.3.7 die Gleichheit der asymptotischen
Verteilungen von M, und 7,] nachweisen.
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0.4 Zum Beweis des Satzes von Mikosch und
Rackauskas

Wir gehen im Folgenden davon aus, dass X, Xs,... unabhingig identisch verteilte reelle
Zufallsvariablen sind und

an = inf{z € R | P[|X1| > 2] <n'}.

Der Satz von Mikosch und Rackauskas ist eine Folgerung aus dem Doppellemma, 3.3.2, dessen
erste Aussag es ist, dass fiir alle y > 0 und h > 1 gilt:

Sk11— Sk

Pla-! max max &

" 1<I<h0<k<n—I

< x} " B, (x) Vo e R (%)

Der Beweis dieser Aussage, sowie die hierbei zum FEinsatz kommenden Methoden aus der
Theorie der Zufilligen Mafe, stehen im Mittelpunkt dieser Arbeit. Daher sollen sie an dieser
Stelle kurz umrissen werden.

Es reicht zuniichst aus, sich den Raum R” als einen topologischen Raum iiber R\ {0} U {oo}
vorzustellen, der so konstruiert ist, dass

e eine Menge V C R"\{0} genau dann offen in R” ist, wenn sie offen in R” (versehen mit
der euklidischen Metrik) ist und in der

e eine Menge R genau dann relativ kompakt ist, wenn es ein € > 0 gibt mit
RC{af:ERh | |z| > €}

Zum Auftakt des Beweises von (x) wird in Abschnitt 3.1 das (vage) Grenzmaf

W= U;ng)go nb -1y [A N RO]

(auf R) fiir eine reguliir variierende Zufallsvariable X zum Index a bestimmt (Satz 3.1.12).
Aus den Untersuchungen Zufélliger Make in Kapitel 2 (Satz 2.8.15) erhélt man mit dieser
Berechnung folgende Aussage:

(Korollar 3.2.1) Sei (Xy)ren eine Folge unabhingig identisch verteilter, zum Index « regular
varierender Zufallsvariablen auf R. Dann gilt die Konvergenz

n o
d
D duix, = D0
k=1 k=1

Dabei sind die Ji, Punkte eines Poisson’schen Punkprozesses aufR zum Intensitatsmaf p.

Man beachte, dass die Notation %, hierbei die schwache Konvergenz von Punktprozessen
(siehe 2.5 bis 2.7), also Zufélligen Mafken mit Werten in Ny bezeichnet. Theorem 2.7.4 charak-
terisiert die Konvergenz in Verteilung von Zufélligen Mafen &, durch die endlich-dimensionale
Konvergenz bestimmter ,,Auswertungsabbildungen® (fn[Jl], ... ,§n[Jk]), keN, J; e J fir
hinreichend ,feine* und ,umfangreiche“ Mengensysteme J (siehe 2.3 und Theorem 2.7.4). Mit
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Hilfe dieses Satzes konnen wir unter obigen Voraussetzungen eine h-dimensionale Variante des
Korollars 3.2.1 entwickeln: Bezeichnet e; den Punkt (0,...,0,1,0,...,0), wobei die 1 an der
j-ten Stelle steht, so gilt

oo h
d A~
"'_26 N Xk Xt h—1) N :ZZ&]}CEV

k=1 1i=1
Eine Anwendung des Satzes von der stetigen Abbildung (Satz 2.1.26) liefert schlieRlich:

(Korollar 3.2.4) Es bezeichne s; die Summe s; := S."_

j—i €5, dann gilt:

h

o0
d
Ny = 26 N X X+ Xeq 1000 Xt oot X b him1) N = Z

6Jk81
k=1 k=11i=1

Mit diesem Ergebnis ist es nun moglich, die asymptotische Verteilung von

Sk11— Sk

Mngh = a,! max max &

1<I<h 0<k<n—I

zu berechnen. Hierzu setzt man

Ry, = {(xl’ cesTp) € Rh\{o} | |zi] < yz}

Dann ist
P[Mngh<x] :P[Nn[ g,?'ﬂr h"/w] 20]7

-----

und mit einer weiteren Anwendung von Theorem 2.7.4 (dieses mal nutzt man die andere
Richtung aus) und etwas Rechenaufwand erhélt man die (punktweise) Konvergenz

’FL*)OO

P[Nn[Rg,Q’Y:U h'Y:v] - 0] P[N[RE,Q’Y;B h"/w] = O] .

-----

Aus den in Abschnitt 2.8 vorgestellten Eigenschaften eines Poisson’schen Punktprozesses und
der eingangs erfolgten Berechnung von p ldsst sich abschliefsend

P[N[ 2V hz) = 0] = eXp(_xia) vz € RY

berechnen.



1 Mengentheoretisch-Topologische
Grundlagen

In diesem Kapitel finden sich alle rein topologischen Aussagen dieser Arbeit. Abschnitt 1.1 be-
schiftigt sich mit allgemeinen mengentheoretisch-topologischen Begriffen. Er soll — als Vorbe-
reitung auf den wahrscheinlichkeitstheoretischen Teil — einen Uberblick iiber die verwendeten
topologischen Begriffe und Aussagen vermitteln. Alternativ kann dieser Abschnitt aber auch
gut als Nachschlagewerk genutzt werden und gibt dem Leser so die in den spéteren Kapiteln
verwendeten Aussagen und Begriffe in moglichst exaktem Wortlaut an die Hand. Zu diesem
Zweck finden sich in den spéiteren Kapiteln an allen relevanten Stellen entsprechende Verwei-
se, sowie ein umfassendes Notations- und Indexverzeichnis auf den Seiten 141 ff.. Ein Leser
mit Vorbildung im Bereich der mengenheoretischen Topologie mag diesen Abschnitt daher
zunédchst iiberspringen.

Die spezielleren (lokal kompakten) polnischen Rdume werden in Abschnitt 1.2 behandelt und
bilden die topologische Grundlage der fiir Kapitel 2 relevanten Mafsraume.

Schlieklich werden wir in Abschnitt 1.3 einen in Kapitel 3 benétigten, eng mit R” verwandten
Raum (Rh) einfithren, der die Anwendung der wahrscheinlichkeitstheoretischen Aussagen aus
Kapitel 2 in Kapitel 3 ermdglichen wird. Da die Aussagen dieses Abschnittes erst in Kapitel 3
Anwendung finden, reicht es aus, sich mit diesem Kapitel nach Kapitel 2 vertraut zu machen.

1.1 Topologische Grundbegriffe

In diesem Abschnitt werden wir die allgemeineren fiir die Kapitel 2 und 3 relevanten Begrif-
fe und Aussagen der mengentheoretischen Topologie zusammenzutragen. Diese werden meist
zumindest fiir den metrischen Raum R™ bekannt sein und bilden die Grundlage der meisten
Veranstaltungen iiber mengentheoretische Topologie. Ziel dieses Kapitels ist es vor allem, die-
se allgemeinen Aussagen moglichst exakt darzustellen, um so in den spiteren Beweisen eine
genaue Uberpriifung der Voraussetzungen zu erleichtern.

Aus diesem Grund werden wir in diesem Kapitel auf die meisten Beweise verzichten. Die
iibergangenen Beweise sind aber fiir gewdhnlich recht kurz und finden sich in den meisten ein-
fithrenden Biichern iiber mengentheoretische Topologie (zum Beispiel [QUERENBURG, 2001]).
Bei ldngeren und komplizierteren Beweisen werde ich in jedem Fall auf explizite Stellen in der
Fachliteratur verweisen.
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Offene, abgeschlossene und kompakte Mengen

Alle Topologie beginnt mit den Begriffen der Offenheit und der Umgebung (oder Nachbar-
schaft). Die Mengeneigenschaft der Offenheit kann als eine grundlegende Verallgemeinerung
des Offenheitsbegriffes aus den bereits bekannten metrischen Riumen aufgefasst werden. Mit
ihrer Hilfe l&sst sich der Begriff der Umgebung formalisieren, der wiederum das Konzept der
Néhe von der Metrik abkoppelt und somit auf das wesentliche reduziert. Eine Rechtfertigung
dieser Betrachtungsweise besteht darin, dass es nicht nur Rdume gibt, auf denen sich gar keine
Metrik definieren liefse, sondern auch solche Rdume, denen man die Existenz einer passenden
Metrik nicht ohne weiteres ansehen kann. In diesen Féllen bleiben viele Aussagen der Topo-
logie anwendbar und man erspart sich mithsame und unnétige Existenzbeweise.

Wir werden Offenheit als Zugehorigkeit zum Mengensystem einer Topologie — welche damit
die Sammlung aller offenen Mengen wird — definieren. Eine Topologie ist dabei eine Teilmen-
ge der Potenzmenge eines Raumes, die drei Axiomen gerecht wird: Sie enthélt den gesamten
Raum und die leere Menge, sie ist abgeschlossen beziiglich unendlicher (auch iiberabzihlbarer)
Vereinigungen und sie ist abgeschlossen beziiglich endlicher Schnittbildungen. Auf diesen drei
Axiomen kann man schlieflich das Gebdude der mengentheoretischen Topologie errichten. Zu
dessen wichtigsten Stiitzpfeilern gehoren folgende Begriffe:

(1) die Offenheit und Abgeschlossenheit und die eng mit ihnen verbundenen Begriffe des
Abschlusses, des Inneren und des Randes,

(2) die Kompaktheit,

(3) die Dichtheit und Separabilitét,

(4) die Stetigkeit und Homdomorphie.

Man kann sich in diesem Sinne die Topologie als Analogon zu einer o-Algebra und die offenen
Mengen als Entsprechung der messbaren Mengen vorstellen. Topologien sind aber meist von
deutlicher einfacherer Struktur und die Offenheit einer Menge ist fiir gewdhnlich deutlich
einfacher entscheidbar als ihre Messbarkeit. Im Gegenzug sind Topologien aber auch weniger
,robust®; das Hinzufiigen von einzelnen Punkten zum Beispiel wird in vielen Rdumen eher
Einfluss auf die Offenheit einer Menge als auf ihre (Borel-)Messbarkeit haben.

1.1.1 Bezeichnung Wir bezeichnen die Potenzmenge einer Menge X mit

P(X) = {AJA C X}.

1.1.2 Definition (Topologie, topologischer Raum) FEine Topologie auf X ist ein
Mengensystem 7 C P(X) mit folgenden Eigenschaften:

(T) V;eTVjied = Uje, ViET
(T2) neN, Vi,...,V, e T=N,V; €T
(T3) 0eT, XeT

Ein Tupel (X,7) aus einem Raum X und einer Topologie 7 auf X heift topologischer
Raum.
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Ahnlich wie bei o-Algebren ist es niitzlich, bestimmte, die Topologie eindeutig festlegende,
Mengensysteme einzufiihren. Diese sind die sogenannte Basis und Subbasis. Hierbei kann die
Subbasis mit dem Erzeugendensystem aus der Maftheorie verglichen werden, denn genau wie
bei diesen legt ein beliebiges Mengensystem immer eine eindeutige Topologie fest, die sie selbst
als Teilmenge enthélt.

1.1.3 Definition (Basis, Subbasis) Eine Mengensystem B C 7T heifst Basis einer To-
pologie 7 auf X, falls:

VeT = V= U B .
BeB, BCV

Man sagt dann, dass B die Topologie T erzeugt. Ein Mengensystem S C 7 heift Subbasis
einer Topologie T, falls

Bs Z:{Wlﬁ...ﬂWn|Wi€D, TLEN}U{X}

eine Basis von 7 ist. Das Mengensystem Bs nennt man dann die von S erzeugte Basis und
T die von von S erzeugte Topologie.

1.1.4 Satz FEs sei X eine beliebige Menge und B C P(X) ein Mengensystem mit den Eigen-
schaften

(1) X =Upes B und
(2) Fiir alle B', B” € B und x € B'N B” gibt es ein B€ B mitx € BC B'NB".
Dann st das Mengensystem
T:={VePX)|VeeV3IBeB: z€BCV}

eine Topologie auf X mit Basis B. Ist S C P(X) ein beliebiges Mengensystem auf X, so hat
die von § erzeugte Basis Bs notwendig die Eigenschaften (1) und (2) und erzeugt auf diese
Weise ebenfalls eine Topologie.

1.1.5 Definition (offene und abgeschlossene Menge) Die Elemente V' einer Toplogie
T auf X heifen offene Mengen (bzgl. 7). Eine Menge W heifit abgeschlossen, falls W€
offen ist. Ist klar, welche Topologie zu einer Menge X gehort, so spricht man auch von
,Offenheit /Abgeschlossenheit in X* anstatt ,beziiglich 7.

1.1.6 Lemma In topologischen Rdumen ist die endliche Vereinigung abgeschlossener Mengen
abgeschlossen, der unendliche Schnitt ebenfalls.



12 1 Mengentheoretisch-Topologische Grundlagen

Mit Hilfe des Begriffes der Offenheit kdnnen wir nun die abstrakten Begriffe der Umgebung
und der Umgebungsbasis definieren. Diese Begriffe wiederum werden bei der Definition steti-
ger Abbildungen als ,Ndhe erhaltende“ Funktionen eine wichtige Rolle spielen. Dariiber hinaus
hilft der Begriff der Umgebungsbasis, &hnlich wie der Begriff der Basis oder Subbasis, Topo-
logien mit unterschiedlichen Basen als gleich oder verschieden zu identifizieren.

1.1.7 Definition (Umgebung, Umgebungsbasis) FEs sei (X,7) ein topologischer
Raum. Fiir einen Punkt z € X heift eine Menge U C X Umgebung von z (beziiglich
T), falls es eine offene Menge V € T mit z € V C U gibt. Ein Mengensystem U(z) C P(X)
von Umgebungen von z beziiglich 7 heift Umgebungsbasis von x beziiglich T, falls fiir
jede Umgebung U von z (besziiglich T') eine Umgebung U’ € U(x) von z (beziiglich T) exis-
tiert mit U’ C U.

Beachte, dass die Mengen einer Umgebungsbasis, anders als bei Basen oder Subbasen, nicht
notwendig offen sein miissen.

Da sich in topologischen Réumen (anders als in z.B. metrischen Riumen) im Allgemeinen nicht
zwei verschiedene Punkte in dem Sinne voneinander ,trennen“ lassen, dass sie voneinander
disjunkte Umgebungen besitzen, eine derartige Eigenschaft allerdings sehr wiinschenswert ist,
fiihren wir zunéchst den Begriff des Hausdorff-Raums ein:

1.1.8 Definition (Hausdorff-Raum) Ein topologischer Raum (X,7) heifst Hausdorff-
Raum, falls es fiir alle Paare von zwei Punkten z,y € X, z # y disjunkte Umgebungen U
von  und V von y gibt.

1.1.9 Lemma In einem topologischen Raum (X, T) ist ein Mengensystem B C T genaw dann
eine Basis der Topologie T, wenn gilt:

Fiir alle x € X und fir jede offenen Umgebung U von x existiert ein B € B mit:
reBCU.

1.1.10 Bemerkung Ist (X, 7)) ein topologischer Raum und B eine Basis von 7, so ist U (z) :=
{B ebB | T € B} eine Umgebungsbasis von = € X.

Die fiir uns in dieser Arbeit wichtigen Topologien werden die metrisierbaren Topologien sein.
Dies sind solche Topologien, die man aus einer Metrik gewinnen kann:
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1.1.11 Definition (e-Umgebung, Metrisierbarkeit) Es sei d eine Metrik auf X und
zo € X. Dann nennen wir fiir € > 0

K. (z9) :={z € X|d(z,x0) < €}
die e-Umgebung von (oder die e-Kugel um) zy . Wir bezeichnen die von der Basis
{K:(x)|z € X, ¢ >0}

erzeugte Topologie auf X mit 7 (d). Ein topologischer Raum (X,7) heit metrisierbar,
falls es eine Metrik d auf X gibt, so dass T = T (d) ist.

1.1.12 Satz Ist (X, T (d)) ein metrischer Raum, so gilt:

Eine Menge V. C X st genau dann offen, wenn es fir jeden Punkt x € V ein
e >0 gibt, so dass K.(x) CV ist.

BEWEIS. Der Satz folgt sofort aus Lemma 1.1.9 auf der vorherigen Seite. O

1.1.13 Bezeichnung In einem metrischen Raum (X, 7 (d)) verwenden wir folgende intuitiven
Schreibweisen:
d(a, B) := inf{d(a,b) | b € B}
d(A, B) := inf{d(a,b) | a € A,b € B}
d(A) := sup{d(a,d’) | a,a’ € A}.

Fiir beliebiges n € N bezeichnen wir im mit dy bzw. || @ |2 die euklidische Metrik

n
bR xR R, () [ 3 i
bzw. ihre zugehorige Norm
o]z : R" — RS, @ +— da(z,0)

auf dem R™. Man beachte, dass dies einen leichten Notationsmissbrauch darstellt. Die Dimen-
sion wird aber immer aus dem Zusammenhang ersichtlich sein.

1.1.14 Lemma Ist T(d) die von der Metrik d erzeugte Topologie auf X, so ist fir x € X
{Kn—l(l‘) | nec N}

eine (abzdihlbare) Umgebungsbasis von x beziglich T (d).



14 1 Mengentheoretisch-Topologische Grundlagen

1.1.15 Bezeichnung (Abschluss, Inneres, Rand) In einem topologischen Raum (X, 7")
mit einer Teilmenge A € X verwenden wir folgende Bezeichnungen:

A= ﬂ w

WDA, WeeT
A° = U 1%

VCA, VeT
0A:= A\A°

Wir nennen A den Abschluss, A° das Innere und OA den Rand von A. Der Abschluss
einer Menge A zerféllt also in den Rand 0A und das Innere A°. Wir nennen =z € A\{z}
Haufungspunkt, x € A Randpunkt und y € A° inneren Punkt.

1.1.16 Bemerkung Der Abschluss A und der Rand A einer Menge A sind abgeschlossen, ihr
Inneres A° offen. Eine Menge ist genau dann abgeschlossen, wenn jeder ihrer Hiufungspunkte
in der Menge selbst liegt und genau dann offen, wenn jeder ihrer Punkte ein innerer Punkt
ist. Aus den de Morgan’schen Regeln kann man ableiten, dass weiterhin gilt

A° = (A9 .
1.1.17 Lemma In einem beliebigen topologischen Raum gilt:
(1) 0(ANB) C0AUOIB ,
(2) 0(AUB) C 0AU OB,
(3) 0(A%) = 0(A) ,
(4) O(B\A) C 0AUOB .

BEWEIS. (1) und folgt aus (2), (3) und den de Morgan’schen Regeln. (4) folgt aus (1) und (3).

Zu (3): 0A = A\A° und A° = (A°)¢, also A = AN (A°) = 9(A°) aus Symmetriegriin-

den.

Zu (2): 0(AUB) = (AUB)\(AUB)° = (AUB)N (AUuB): C (AUB)N AN B¢ =
(5.0-

(ANAcNBe)U (BN AN Be) C (AN A¢) U (BN BY) ) 9AU B, O

Zum einfachen Umgang mit topologischen Mengen betrachten wir nun zwei wichtige Charak-
terisierungen offener beziehungsweise abgeschlossener Mengen:

1.1.18 Satz In einem topologischen Raum (X,T) gilt fir eine Menge A € X :
(1) x € A genau dann, wenn fiir alle Umgebungen U von © ANU # () ist.
(2) x € A° genau dann, wenn es eine offene Menge V- € T gibt mit x € V C A.

(3) x € OA genau dann, wenn fir jede Umgebung U von x ANU # O und A°NU # () ist.
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BEWEIS. (1):,=% Sei x € X. Angenommen, es gibt eine Umgebung U N A = (), dann gébe
es auch eine offene Menge V C U mit € V C A°. Demnach wire A C V¢ = V¢ und somit
¢ A

,<"“ Sei x ¢ A, dann gibt es nach Definition von A eine abgeschlossene Menge W O A mit
x € W€, Daher ist W€ eine (offene) Umgebung von x mit Wen A = ().

(2): Nach Definition ist z € A° genau dann, wenn es eine offene Menge V mit € V und
V' C A gibt. Dies ist genau die Behauptung.

(3): Da OA = A\ A° ist, liisst sich diese Eigenschaft leicht aus (1) und (2) ableiten. O

1.1.19 Lemma In einem metrischen Raum (X, T (d)) gilt:

(1) K5(x)° = {y € X | d(z,y) <},
(2) Ks(x) C {y eX ‘ d(z,y) < (5},

(3) 0Ks(z) C {y € X | d(z,y) =6}.
BEWEIS. (1): Ks(x) ist ein Element der Basis von 7 (d) und somit offen.

(2): Wenn z € {y € X | d(z,y) < 6}° ist, so ist d(z,2) > 8. Ks_g(z.)(2) ist eine offene
Umgebung von z. Fiir y € Ks_g(,.)(2) gilt

d(z,y) > d(z,z) —d(y,z) > d(z,2z) — (0 + d(z,2)) =9,

also ist Ks_g(zz) C {ye X | d(z,y) < 5}6, und somit ist {y € X ‘ d(z,y) < (5}C offen
(siehe Bemerkung 1.1.16 auf der vorherigen Seite). Demnach ist {y € X | d(z,y) < &} eine
abgeschlossene Menge, die K;5(z) als Teilmenge und somit auch ihren Abschluss enthélt.

(3): 0K;5(x) = Ka(z)\Ks(2)° O

Beachte, dass aus obigem Lemma folgt, dass etwa Q versehen mit der euklidischen Metrik
do(z,y) = |x — y| beliebig viele Mengen enthélt, die gleichzeitig offen und abgeschlossen
oder dquivalent unberandet sind. Diese sind zum Beispiel alle Kugeln Ks(z) mit z € Q und

0 € R\Q.
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Relative Topologie

Hiufig betrachtet man TeilrGume von topologischen Rdumen. Dies sind Teilmengen mit ei-
ner von dem zugrundeliegenden topologischen Raum induzierten Topologie. Dabei ,erbt”* der
Teilraum seine topologische Struktur in Form der sogenannten relativen oder Teilraumtopo-
logie.

1.1.20 Definition und Satz (relative Topologie) Essei (X, 7)) ein topologischer Raum.
Ist A C X, so ist das Mengensystem

Tia={VNAVeT}

eine Topologie auf A. Wir nennen 74 die relative Topologie oder Teilraumtopologie
von (X, T) auf A. Der topologische Raum (A4, 7/4) heift dann Teilraum von (X, T).

(Siehe [QUERENBURG, 2001] S. 37.)

Eine ganze Reihe wichtiger topologische Eigenschaften in Teilrdumen kann direkt mithilfe
der iibergeordneten Topologie bewiesen werden. Das folgende Lemma z&hlt einige derartige
Eigenschaften auf.

1.1.21 Lemma Sei (X,7) ein topologischer Raum A C X und a € A. Dann gelten folgende
Aussagen:

(1) V. .C A ist offen in A =V = ANW fir eine in X offene Menge W.

(2) B C A ist abgeschlossen in A < B = ANC fir eine in X abgeschlossene Menge C.
(8) Ist B eine Basis von T, so ist B4 := {AnB ‘ B € B} eine Basis von e

(4) Hat T eine abzihlbare Basis, so hat auch T4 eine abzihlbare Basis.

(5) U C A ist eine Umgebung von a in A < U = ANV fir eine Ungebung V von a in X.

(6) Ist U eine Umgebungsbasis von a beziiglich T, so ist U4 = {A nU | U € U} eine
Umgebungsbasis von a.

(7) Hat a eine abzihlbare Umgebungsbasis beziglich T, so hat a auch eine abzdhlbare Um-
gebungsbasis beziiglich T 4.

(8) X ist ein Hausdorff-Raum = A ist ein Hausdorff-Raum.

(9) Ist A C X offen in X und V C A, so ist genau dann V offen in A, wenn V offen in X
15t.

(10) Ist A C X abgeschlossen in X und V. C A, so ist genau dann V abgeschlossen in A,
wenn V abgeschlossen in X ist.
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Kompaktheit

In allgemeinen Topologischen Rdumen hat man keine Metrik und die aus der Analysis bekann-
te Definition beschrankter Mengen als Mengen mit beschréinktem Betrag sind nicht brauchbar.
Wir ersetzen den Begriff der Beschrianktheit daher durch den Begriff der relativen Kompakt-
heit, welcher im metrischen Fall wieder mit der Beschrinktheit identisch ist.

Dem Begriff der relativen Kompaktheit liegt der Begriff der Kompaktheit zugrunde. Kompakte
Mengen sind vom topologischen Standpunkt aus in gewisser Weise klein. Es sind die Mengen,
die, wenn man sie mit beliebig (auch {iberabzihlbar) vielen offenen Mengen {iberdeckt, auch
mit endlich vielen dieser Mengen als Uberdeckung auskommen.

Diese Figenschaften wird insbesondere im Kontext stetiger Abbildungen von Interesse sein, da
wir sehen werden, dass Bilder (relativ) kompakter Mengen unter stetigen Abbildungen selber
wieder (relativ) kompakt sind, dass also topologisch  kleine* Mengen wieder auf ebensolche
abgebildet werden.

Dariiber hinaus werden kompakte und relativ kompakte Mengen spéter bei der topologischen
Konvergenz von Folgen eine niitzliche Rolle spielen.

1.1.22 Definition (Kompaktheit) Eine Menge K in einem Hausdorff-Raum (X, 7') heifst
kompakt, falls gilt:

Kc|JViundV; €T firalejeJ = IneNundji,....jneJ: KC ]V,
jeJ k=1

Kompaktheit ist eigentlich keine Eigenschaft einer Menge ,,in einem topologischem Raum®, wie
z.B. Offenheit, sondern vielmehr die Eigenschaft eines topologischen (Teil-)Raums ,an sich®.
Eine Menge kann etwa zwar offen in einem Teilraum X’ C X, aber zugleich nicht offen in X
sein. Kompaktheit in eines Teilraums beziiglich der iibergeordneten und relativen Topologie
sind jedoch dquivalent:

1.1.23 Satz In einem Hausdorff-Raum (X,T) ist Teilmenge A genau dann kompakt, wenn
der Teilraum A mit der relativen Topologie Tj4 von X auf A kompakt ist.

Die Hausdorff Eigenschaft des zugrunde liegenden Raums wird in der Literatur zwar hiufig,
aber nicht immer gefordert (so z.B. bei [QUERENBURG, 2001|). Fiir unsere Betrachtungen
sind jedoch nur Hausdorff-Rdume von Interesse, daher verwenden wir den engeren Komkap-
theitsbegriff. Ohne die Hausdorff Eigenschaft wire zum Beispiel das folgende Lemma nicht
wahr:

1.1.24 Lemma Kompakte Mengen sind abgeschlossen.

(Siehe [QUERENBURG, 2001] S.107.)
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1.1.25 Definition (relative Kompaktheit) Wir nennen eine Menge R in einem
Hausdorff-Raum (X, 7T) relativ kompakt, falls ihr Abschluss R kompakt ist.

1.1.26 Satz In einem Hausdorff-Raum (X,T) ist eine Teilmenge A einer kompakten Menge
K genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen ist. Eine Menge R C X 1ist also genau dann
relativ kompakt, wenn es eine kompakte Menge K mit R C K gibt.

(Siehe [QUERENBURG, 2001] S.107.)

1.1.27 Definition Ein Hausdorff-Raum (X, 7) heifst lokal kompakt, falls jeder Punkt z
in X eine kompakte Umgebung K, C E besitzt.

Die Alexandroff-Kompaktifizierung

Ein lokal kompakter topologischer Raum kann nach Hinzufiigen eines einzelnen Punktes derart
ytopologisiert werden, dass der so entstandene Raum kompakt ist und den zugrunde liegenden
Raum als offenen Teilraum enthélt. Den so gewonnenen Raum nennt man die Alezandroff- oder
Einpunkt-Kompaktifizierung.

1.1.28 Definition und Satz (Alexandroff-Kompaktifizierung) Es sei (X, T) ein lokal
kompakter nicht kompakter Raum. Es sei X := X U {po} und

K= {)A(\K | K ist kompakt in X }
T:=TUK.

Dann ist 7 eine Topologie auf X. Wir nennen ()A( ,7\') die Alexandroff- oder Einpunkt-
Kompaktifizierung von (X, 7).

(Siehe [QUERENBURG, 2001] S. 110.)
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1.1.29 Satz Beachte, dass fir einen lokal kompakten, nicht kompakten Raum (X, T) mit
Alezandroff-Kompaktifizierung (X, T) gilt:

(1) X ist ein Hausdorff-Raum

(2) X ist offen in X,

(3) T und K sind disjunkt,

(4) (X, T) ist ein Teilraum von ()?, 7A'), d.h. T ist die relative Topologie von ()A(,'f') auf X,
(5) X ist kompakt,

(6) der Abschluss X von X in X ist gleich X.

BEWEIS. Zu (1): Wir miissen nachweisen, dass zwei verschiedene Punkte z,y € X disjunkte
Umgebungen besitzen. Der Fall x,y € X folgt sofort daraus, dass X ein Hausdorff-Raum ist.
Sei also x € X und y € X\X d.h. ¥ = poo- Da X lokal kompakt ist, gibt es eine kompakte
Umgebung K von z. Nach Definition von (X, T) ist X\K 3 poo offen, also eine Umgebung
VON Pog-

(2) und (3) folgen sofort aus der Konstruktion der Alexandroff-Kompaktifizierung. (4) folgt
daraus, dass eine in X kompakte Menge K auch abgeschlossen, also X \K offen in X ist.
Wire X # X, so miisste X = X sein. Nach (5) wiire X dann aber auch kompakt, was einen
Widerspruch zu den Voraussetzungen des Satzes darstellte, also gilt 16 ). Bleibt also nur noch
(5) zu zeigen: Sei J eine beliebige Menge, Vj fiir alle j € J offen in X und

xX=v,
jeJ

dann gibt es ein Vj, mit jo € J, so dass po € Vj,. Da Vj, offen in X ist, muss Vj, € K sein,
d.h. es gibt eine in X kompakte Menge K mit V;, = X\K. Da K C X ist, gilt

K=JVvinx.
jeJ

Die V; N X sind nach (8) offen in X, also gibt es ji,...,jn € J, so dass
n
X:VJOUK:VJ'OUUV'i
i=1

ist. Demnach ist X kompakt. O
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Stetigkeit

Der Begriff der Stetigkeit formalisiert das Konzept der ,Nidhe erhaltenden“ Abbildungen auch
in nicht metrischen topologischen Raumen; in solchen Rdumen also, in denen das Konzept von
,Nahe* durch die Umgebungen bestimmt wird. In diesem Sinne sind die stetigen Abbildungen
also eine strukturerhaltende Klasse von Funktionen und stehen insofern in einem &hnlichen
Verhiltnis zu den Topologien wie die messbaren Abbildungen zu den o-Algebren. Wir werden
sehen, dass Stetigkeit auf mannigfache Weise charakterisiert werden kann. Die populirste
Charakterisierung jenseits aller Delta-Epsilontik* ist sicherlich:

,Urbilder offener Mengen sind offen!“

1.1.30 Definition (Stetigkeit) Seien (X, 7;) und (Y, 72) topologische Rdume und z € X.
Eine Abbildung f : X — Y heift stetig in x, falls gilt:

Fiir jede Umgebung V von f(x) gibt es eine Umgebung U von x mit f(U) C V.

f heifst stetig auf ganz X, falls f in jedem Punkt x € X stetig ist.

1.1.31 Lemma Fiir eine stetige Abbildung f : X — Y zwischen topologischen Rdumen
(X, T1) und (Y, T5) gilt
ofYB) c f~Y(0B) fiir alle B CY.

BewEIS. Sei x € f ~1(B) und V eine Umgebung von f(z), dann gibt es nach Definition eine
Umgebung U von z mit f(U) C V. Da z € f1(B) gibt es a € f~1(B) b € f~1(B)¢ mit
a,b € U (siehe Satz 1.1.18 auf Seite 14). Demnach sind f(a), f(b) € V und es gilt f(a) € B,
f(b) € B¢. Da V beliebig gewihlt war, gilt also f(x) € OB und daher z € f~1(0B). O

1.1.32 Satz Es seien (X, T1), (Y,T2) und (Z,7T3) topologische Riume. Sind f : X — Y und
g:Y — Z stetig, so ist auch go f : X — Z stetig.

1.1.33 Satz (Charakterisierungen von Stetigkeit) Seien (X,T1) und (Y, Tz2) topologische
Riume und f: X — Y eine Abbildung. Es sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) f ist stetig auf X,
(2) f~YV) ist offen in X, falls V offen in'Y ist,

(3) f=Y(W) ist abgeschlossen in X, falls W abgeschlossen in Y ist,

(4) f(4) C f(A),
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(5) Es gibt eine Subbasis S der Topologie T mit f~1(S) € Ty fiir alle S € S.

(Siehe [QUERENBURG, 2001] S.30.)

1.1.34 Satz Es seien (X,7T1) und (Y,Tz) topologische Riume und f : X — Y eine stetige
Abbildung. Sind A C X und f(A) C B CY mit den relativen Topologien von (X,T1) auf A
bzw. (Y, T2) auf B versehen, so sind auch folgende Abbildungen stetig:

fia tA—Y, a+— f(a)
fsB X — B, z+— f(x)
flasp +A— B, ar— f(a).

BEWEIS. (1): Sei V offen in Y. Da f‘;‘l(V) = AN f~YV) ist und f~1(V) nach Vorausset-
zung offen ist, ist nach Definition der relativen Topologie (Definition 1.1.20 auf Seite 16) auch
fia (V) =An f7Y(V) offen.

(2): Sei V offen in B. Dann gibt es eine in Y offene Menge W C Y mit V. = BN W.
Weiterhin gilt 5% (V) = f5 (BN W) = -5 (W), denn nach Voraussetzung ist f(A) C B.
Da f;E(W) offen ist, ist f_, g stetig.

(8): Folgt, indem man zuerst (1) und dann (2) anwendet. O

1.1.35 Satz Ist f : X — Y eine stetige Abbildung zwischen den topologischen Rdumen
(X, T1) und (Y, T3), so ist das Bild f(K) einer kompakten Menge K C X kompakt in Y .

(Siehe [QUERENBURG, 2001] S.108.)

Beweis. Ist J eine beliebige Menge und Vj offen fiir jedes j € J, so dass
Jviofx)
JjeJ
eine offene Uberdeckung von K ist, so sind die f~1(V;) offen und somit
U £ ) o U R) > K
Jje€J
eine offene Uberdeckung von K. Demnach gibt es ein n € N und ji,...,j, € J, so dass

n

U)o UK S K

=1
und damit ist . .
Ui o A (U7 ) 2 £(K)
=1 =1

eine endliche Teiliiberdeckung von f(K). O
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1.1.36 Korollar Ist f: X — Y eine stetige Abbildung eines kompakten Raumes (X,7T1) in
einen beliebigen topologischen Raum (Y, 7T2), so ist das Bild f(A) einer in X abgeschlossenen
Menge A abgeschlossen in'Y .

BEwEIS. Da X kompakt ist, ist A genau dann abgeschlossen in X, wenn A kompakt ist
(siehe Satz 1.1.26 auf Seite 18). Demnach ist f(A) kompakt, also abgeschlossen in Y (siehe
Lemma 1.1.24 auf Seite 17). O

Homoomorphie

Eine zentrale Position unter den stetigen Abbildungen nehmen die sogenannten Homdomor-
phismen ein. Dies sind die invertierbaren Elemente im Funktionenraum der stetigen Abbil-
dungen. Damit verhalten sie sich zu den topologischen Rdumen wie die Diffeomorphismen zu
den differenzierbaren Mannigfaltigkeiten oder die Isomorphismen zu den Vektorrdumen, wobei
man diese Begriffe in absteigender Reihenfolge als Verallgemeinerung voneinander auffassen
kann. Im Sprachgebrauch der Kategorientheorie spricht man von den Hom6éomorphismen als
den Isomorphismen der entsprechenden Kategorie.

Dabei ist zu beachten, dass es zwischen den meisten Raumen gar keine Homdomorphismen
gibt und Homo6omorphie (die Existenz eines Homéomorphismus zwischen zwei Rdumen) eine
Aquivalenzrelation definiert, also eine Form der topologischen Ahnlichkeit impliziert.

1.1.37 Definition (Hom6omorphie) Es sei f : X — Y eine Abbildung zwischen to-
pologischen Raumen (X, 77) und (Y, 72). Man nennt f einen Hom6omorphismus, falls f
bijektiv, stetig und auferdem die Umkehrabbildung f~! von f stetig ist. Ist f ein Homdo-
morphismus, so schreibt man auch f: X =Y.

Topologische Riume, zwischen denen es einen Hom&omorphismus gibt, heifen homdo-
morph zueinander. Wir schreiben dann (X,7;) =~ (Y,72) oder — falls klar ersichtlich ist,
welche Topologien die Raume tragen - X ~ Y. Hom&omorphie ist eine Aquivalenzrelation
(vgl. Satz 1.1.33).

1.1.38 Satz Es seien (X,7T1) und (Y, T2) topologische Riume und f : X — Y ein Homdoo-
morphismus. Ist A C X, so ist auch

fleA— f(4), ar— f(a)

ein Homdomorphismus beziglich der relativen Topologien Ti|4 und Ta|pa)- Insbesondere gilt
somit

(A, Tija) = (f(A), T2y pa))-

BewEIS. Nach Satz 1.1.34 auf der vorherigen Seite ist f’ stetig. Analog erhilt man die Ste-
tigkeit von f'~1. O
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1.1.39 Beispiele Einfache Homdomorphismen sind zum Beispiel Isomorphismen, Isometrien
(Dreh-Spiegelungen), und Diffeomorphismen in metrischen bzw. normierten Vektorrdumen.
Ein populdrer Hom6éomorphismus ist die h-dimensionale stereografische Projektion: Sei R™
versehen mit der von der euklidischen Metrik dy erzeugten Topologie T (da),

S§"i={xe R+ | da(z,0) =1},

die n-dimensionale Einheitssphire N = {(0,...,0,1)} € R®" und S™\N versehen mit der
relativen Topologie T (da)|gm\y von (R"1, T (dy)) auf SPM\N. Dann ist die Abbildung

F:S"\N — R", (yl,...,yn+1)|—>< il e In )
1 = Yn+1 I —ynt1

stetig mit stetiger Umkehrabbildung

21 2z, ||zl — 1)

F71:R" — S™\N, z = (z1,...,z +1)»—>< ey )
! 3 + 1 lzl3 +1" [zl +1

also ein Homdomorphismus. Insbesondere ist also R ~ S"\ N. Beachte, dass — da Isometrien
Homoomorphismen sind — nach Satz 1.1.38 auf der vorherigen Seite gilt:

R™ ~ S"\{p} fiir allep € S™.

Abbildung 3: Die stereografische Projektion
S? — R2.

Homdomorphismen sind topologisch gesehen hochst strukturerhaltend, das heifit, dass fast alle
topologischen Eigenschaften von Mengen unter Homéomorphismen erhalten bleiben. Derartige
Eigenschaften nennt man topologische Invarianten. Wichtige topologische Invarianten sind
zum Beispiel Offenheit, Kompaktheit und Abgeschlossenheit. Genauer:

1.1.40 Satz (wichtige topologische Invarianten) Seien (X,7T1) und (Y, 7T2) topologische
Riume und f : X — Y ein Homdomorphismus, so ist A C X offen (abgeschlossen/kom-
pakt/relativ kompakt /lokal kompakt) genau dann, wenn f(A) offen (abgeschlossen/kompakt/re-
lativ kompakt/lokal kompakt) in'Y ist. Weiterhin ist (X,71) genau dann lokal kompakt, wenn
(Y, T2) lokal kompakt ist

BEWETIs. Die ersten vier Aussagen lassen sich leicht aus Satz 1.1.33 folgern. Wir beweisen
fiir diese Aussagen nur exemplarisch die Aussagen iiber die Invarianz relativer und lokaler
Kompaktheit:
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Relative Kompaktheit: ,=*: Sei A relativ kompakt in X, also A kompakt in X. Dann ist, da
f stetig ist, f(A) kompakt in Y (Satz 1.1.35). Demnach ist f(A) auch abgeschlossen, also
f(A) = f(A) D f(A) D f(A) (vgl. Satz 1.1.33). Somit ist f(A) = f(A) kompakt, das heifit
f(A) ist relativ kompakt.

,<" Analog, nur dass man f und f~! vertauscht.

Lokale Kompaktheit: Sei X lokal kompakt und y € Y. Wihle eine kompakte Umgebung K
von f~1(y) in X. Dann ist K° eine offene Umgebung von f~!(y), also f(K°) > y offen und
f(K) kompakt in Y. Demnach ist f(K) D f(K°) eine kompakte Umgebung von y in Y. Die
Umkehrung erfolgt analog. O

1.1.41 Satz Ist f : X — Y ein Homoomorphismus, so ist (X,T1) genaw dann metrisierbar,
wenn (Y, T2) metrisierbar ist. Insbesondere gilt: Ist d eine Metrik auf X mit Ty = T (d), so ist

d=do(fT'xf):YxY —R, (y1,92) — d(f (), f ' (12))
eine Metrik auf Y mit T = T (d').

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst, dass d’ wirklich eine Metrik auf Y ist. Man zeigt dies durch
einfaches Einsetzen der Definition von d’ in die Axiome einer Metrik. Wir beweisen nur exem-
plarisch die Dreiecksungleichung:

d'(y1,y2) < d'(y1,y3) + d'(y3,92)
S d(f y), ) <d(fF ), T ws) A (ws), £ (v2)

Die zweite Ungleichung gilt, da d nach Voraussetzung eine Metrik auf X ist und somit die
Dreiecksungleichung erfiillt. Es bleibt zu zeigen, dass To = T (d') ist. Sei hierzu y € Y und
U eine Umgebung von y, dann ist f~(U) eine Umgebung von f~!(y) in X und daher gibt
es ein 0 > 0 mit Ks(f 1(y)) = {x € X|d(z, f ' (y)) < §} € f~1(U). Demnach ist y €
F(E5(f~1(y))) € U und es gilt

FE(F ) = {f(@) |z € X, d(=, [ (y) <}
={y ey [df'(y). /() <6}

=d'(y"y)

=: K5(y),

also bilden die §-Kugeln Kj§(y) der Metrik d’ eine Basis von Tz, d.h. To = T (d'). O

1.1.42 Satz Jede stetige Bijektion f : X — Y zwischen einem kompakten Raum (X,7T7)
und einem beliebigem topologischen Raum (Y, 7T2) ist ein Homéomorphismus.

Bewgis. Nach Korollar 1.1.36 auf Seite 22 ist (f~1)~1(A) = f(A) fiir alle in X abgeschlosse-
nen Mengen A abgeschlossen in Y, also ist f~! stetig und damit f ein Homdomorphismus. ]
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1.1.43 Satz Sei (X, T1) ein lokal kompakter, nicht kompakter Raum und (Z,T2) ein kompakter
Raum. Es gelte weiterhin (X, T1) ~ (Z\{z0}, T2|2\{z}) fiir irgendein festes zo € Z. Dann gilt
fiir die Alezandroff-Kompaktifizierung ()?,’ﬁ) von (X, 7T1)

X~7Z
BEWEIS. Sei f: X — Z\{z} ein Homéomorphismus. Wir definieren

f(x), fallsx € X

Fif ez o {
20, fallsx = pso.

Offenbar ist fA‘bi)iektiV. Wir zeigen nun, dass f stetig ist: Sei dazu V C Z\{z0} offen ist Z. Da

f stetig ist, ist f~1(V) = f~1(V) offen in X und daher auch in X.

Sei V! C Z offen in Z und 2y € V'. Da Z kompakt ist, ist auch die abgeschlossene Menge

K = Z\V' C Z\{2} und damit auch f~(K) kompakt. Es gilt

FHV) = X\ FUK) = X\ fH(K).

Nach Definition der Alexandroff-Kompakftifizierung ist also f’l(V) offen in X. R
Wir haben somit gezeigt, dass f stetig ist. Aus der Kompaktheit von X folgt damit, dass f
ein Homéomorphismus ist (vgl. (Satz 1.1.42 auf der vorherigen Seite). O

Konvergenz von Folgen

Ein weiterer zentraler Begriff der Topologie ist der Begriff der Konvergenz von Folgen. Zur
Unterscheidung von den bereits bekannten Konvergenzbegriffen werden wir zunéchst von to-
pologischer Konvergenz sprechen. Wir werden jedoch in Kapitel 2 sehen, dass sich zum Beispiel
zum Begriff der vagen Konvergenz eine geeignete Topologie finden lésst, so dass die zugehori-
ge topologische Konvergenz mit der vagen Konvergenz iibereinstimmt. Dieser Blickwinkel auf
die vage Konvergenz wird dann erlauben, topologische Hilfsmittel wie zum Beispiel Kompakt-
heitsargumente zur Hilfe zu nehmen.

1.1.44 Definition (topologische Konvergenz) Es sei (X,7) ein topologischer Raum
und (z,,)nen eine Folge in X. Man sagt, z,, konvergiert in X gegen z, falls fiir jede Umge-
bung U von x nur endlich viele n € N existieren mit z,, ¢ U. Oder dquivalent:

YU Umgebung von x Ing € N: z, € U Vn > ng.

. . . n—oo .
Konvergiert x, gegen z, so schreiben wir z,, — x oder lim z, = x.
n— o0

Ein Folge (2, )nen in X heifst konvergent in X, falls es ein 2 € X gibt mit lim,, o x,, = 2.
In diesem Fall nennt man lim,,_, o ,, =  einen Grenzwert von (z,)neN.
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1.1.45 Lemma Eine Folge (x,)nen in einem topologischen Raum (X, T) konvergiert genau
dann gegen einen Grenzwert x € X, wenn fir jede Teilfolge {n’'} C {n} eine Teilfolge {n"} C

., . n/' —o0
{n'} existiert mit x,» — x

1.1.46 Bemerkung Gibt es zu einem Punkt z in einem topologischen Raum (X, 7") eine Um-
gebungsbasis U (x), so ist es fiir die Konvergenz einer Folge (z,,)nen in X gegen x hinreichend,
wenn die Bedingung in Definition 1.1.44 fiir alle U(x) € U(x) erfiillt ist.

1.1.47 Bemerkung In Hausdorff-Réumen ist der Grenzwert lim,,_,~ x,, einer Folge (x, )nen
im Falle seiner Existenz eindeutig bestimmt.

1.1.48 Definition (Vollstdndigkeit) Sei d eine Metrik auf einer Menge X. Eine Folge
(Zn)nen heift Cauchy-Folge (beziiglich d), falls gilt:

Fiir alle e > 0 gibt es ein N € N, so dass fiir alle m,n > N gilt d(z,, z,) < €.

Die Metrik d heift vollstidndig, falls jede d-Cauchy-Folge beziiglich 7 (d) konvergiert. Ein
Topologischer Raum (X, 7) heift vollstindig metrisierbar, falls es eine vollstandige Metrik
d auf X gibt, so dass 7 = T (d) ist.

Beachte, dass Vollstdndigkeit eine Eigenschaft einer Metrik und nicht eines topologischen
Raumes ist. Es kann durchaus Metriken d und d’ mit 7(d) = T(d') auf einer Menge X
geben, so dass beziiglich d’ nicht jede Cauchy-Folge konvergiert, beziiglich d aber sehr wohl
(vgl. etwa [BILLINGSLEY, 1968] S. 111 f.).

1.1.49 Satz Vollstandige Metrisierbarkeit ist eine topologische Invariante.

BEWEIS. Sei f: X — Y ein Homéomorphismus zwischen dem Raum (X, 7 (d)) mit voll-
standiger Metrik d und dem topologischen Raum (Y,7). Nach Satz 1.1.41 auf Seite 24 ist
dann d' :=do (f~! x f~1) eine Metrik auf Y, so dass T = T(d') ist. Wir zeigen nun, dass d’
vollstéandig ist:

Sei hierzu (y,)nen eine Cauchy-Folge beziiglich d’, so gilt nach Definition einer Cauchy Folge,
dass es fiir alle € > 0 ein N € N gibt, so dass

d(f Y ym), f  (yn)) < e fiir alle m,n > N.

Demnach ist (ffl(yn))neN eine Cauchy Folge beziiglich d, also konvergent gegen ein x in X.
Da f folgenstetig ist, folgt nun sofort, dass f(f~*(yn)) = yn gegen f(z) konvergiert. O
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Es wurde erwdhnt, dass Kompaktheit ein niitzliches Hilfsmittel fiir die Konvergenz von Funk-
tionenfolgen ist. Wir prézisieren dies in folgendem Satz:

1.1.50 Satz Ist (X,T) ein Hausdorff-Raum und (zy)nen eine in X konvergente Folge mit
limy, 00 Ty, = , s0 ist die Menge {xy|n € N}U{z} kompakt. Insbesondere ist also {x,|n € N}
relativ kompakt.

Ist (X,T) polnisch, so gilt andersherum auch, dass jede Folge (xy)nen in einer kompakten
Teilmenge K € X eine konvergente Teilfolge () en mit Grenzwert lim,_, o x!, € K besitzt.

(Siehe [QUERENBURG, 2001] S.106.)

Konvergenz ldsst sich demnach nachweisen, indem man die Gleichheit der Grenzwerte aller
konvergenten Teilfolgen beweist (vgl. Lemma 1.1.45 auf der vorherigen Seite).

Eine wichtige Anwendung des Konvergenzbegriffs findet sich bei dem Nachweis der Stetigkeit
einer Abbildung in zumindest metrisierbaren Réumen:

1.1.51 Definition (Folgenstetigkeit) Es seien (X,71) und (Y, 72) topologische Réume
und f: X — Y eine Abbildung. Eine Funktion f heifst folgenstetig in x € X, falls gilt:

Ist f in jedem Punkt z € X folgenstetig, so heift f folgenstetig (auf X).

1.1.52 Satz Sei (X,7T1) ein topologischer Raum, so dass jeder Punkt x € X eine abzdihlbare
Umgebungsbasis besitzt. Dann ist eine Abbildung f : X — Y in einen weiteren topologischen
Raum (Y, T3) genau dann stetig, wenn sie folgenstetig ist.
Beachte, dass es ist einem Raum X mit abzdhlbarer Basis B fir jeden Punkt x € X eine
abzihlbare Umgebungsbasis U(z) :== {B € B ‘ x € B} gibt.

BEWEIS. ,=“ Sei x,, — x und V eine Umgebung von f(x). Da f stetig ist, gibt es eine
Umgebung U von x mit f(U) C V. Da x,, — x, gibt es ein ng € N mit z,, € U fiir alle
n > ng und somit gilt f(z,) € f(U) C V fir alle n > n,. Also ist f folgenstetig.

»<= Wir beweisen f(_Z) C f(A) (vgl. Satz 1.1.33 auf Seite 20). Dazu zeigen wir zunichst,
dass es fiir jedes x in A eine Folge a, — x mit a,, € A fiir alle n € N gibt:

Sei U(xz) = {U; | i € N} eine Umgebungsbasis von . Wir nehmen ohne Beschréinkung der
Allgemeinheit an, dass U,, C Uy ist (sonst setze U, :== (i, Uy). Daxz € Aist U, N A # 0
fiir alle n € N. Wir wihlen fiir jedes n € N ein a,, € U, N A aus. Dann liegen fiir jedes ng € N
alle a,, mit n > ng in Uy,,. Da U(x) ist eine absteigende Umgebungsbasis von x ist, gibt es fiir
jede Umgebung V von z ein ng € N mit € U, C V, fiir alle n > ng und somit a, € V fiir
alle n > ng. Also a,, — .

Nach Voraussetzung gilt nun: f(a,) — f(z) und somit gibt es in jeder Umgebung von f(z)
Punkte aus f(A), also ist z € f(A). Damit ist die Stetigkeit bewiesen. O
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Topologische Produktriume

Wie in vielen Bereichen der Mathematik l&sst sich auch in der mengentheoretischen Topologie
ein ,Produkttypus“ der Radume ihres Interesses — der Produktraum mit der Produkttopolo-
gie — definieren. Somit lassen sich topologische Eigenschaften von Mengen und Abbildungen
in oder aus dem Produktraum auf topologische Eigenschaften ihrer einzelnen Komponenten
zuriickfithren. Besonders fruchtbar ist dieser Ansatz in Kombination mit Homdomorphismen,
denn Produktriume lassen sich oft einfacher verstehen als mach andere Vertreter ihrer Homdoo-
morphieklasse. Bestimmte Eigenschaften — etwa beliebige topologische Invarianten — kdnnen
also unter Umsténden mit geringerem Aufwand im hom&domorphen Produktraum bewiesen
und anschlieftend via Umkehrabbildung auf den Ursprungsraum zuriickiibertragen werden.
Ein wichtiges Beispiel hierfiir ist der Satz von Tychonoff, der Kompaktheit auch in {iberab-
zéhlbaren Produkten topologischer Rdume charakterisiert.

1.1.53 Definition (Produkttopologie) Esseien (X;,7;), i € I eine Familie topologischer
Réaume. Fiir j € I bezeichnen wir mit

m o [[X — X5, @a)ier — a;
il

die Projektion auf X;. Die Topologie zur Subbasis

S = {lel(VZ)

ieI,WET}

heift Produkttopologie 7,°! auf [Lic: Xi- (ILier X;, T27) heift der topologischer Pro-
duktraum von (X;,7;), i € I. Ist (X;,7;) = (X, T) fur alle ¢, € I, so schreiben wir auch
(XT,TT) fiir den entsprechenden Produktraum.

1.1.54 Bemerkung Fiir einen topologischen Produktraum ([],.; X;, 7.27) ist die Abbildung
i [[Xs — X, (24)ier — «; fiir jedes j € I stetig.
el

BEWEIS. V e T =7, ' (V;) e SC T O

1.1.55 Lemma Ist (X;,7(d;)), j € J eine Familie metrischer Riume und X = [];c; X, so
1st das Mengensystem

k
V(z) = {ﬂ{y € X | dj,(m;(y), 7, (x)) < €} ( £>0, kEN, ji,...jx € J}

i=1

eine Umgebungsbasis von x € X beziiglich T (d;)®7.
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BEWEIS. Sei x € U und U C X offen. Nach Definition der Produkttopologie gibt es dann ein
k € N, Indizes ji,...,jr € J und offene Mengen Vj, € Xj;, so dass

k
ze(\m (V) CU.
=1

Also liegt xj, := mj,(z) fiir alle ¢ = 1,...,k in einer offenen Menge V;, C Xj,. Da die (X;,7)
fiir alle j € J metrisch sind, gibt es ein € > 0, so dass

K&ji(xji) = {y € X'i

dji (5,,y) < 5} cVj

fir alle ¢ = 1,..., k. Damit ist

1.1.56 Satz (komponentenweise Stetigkeit) Eine Abbildung g : Y — [[;c; X eines
topologischen Raumes (Y, T) in einen topologischen Produktraum (I];c; X, 21 ist genau

2

dann stetig, wenn fiir jedes j € I die Abbildung gj :=7mjoq:Y — X, stetig ist.

BEWEIS. ,,<="“: Gemal Satz 1.1.33 auf Seite 20 reicht es, zu zeigen, dass die Urbilder der Ele-
mente der Subbasis S offen in Y sind: Ve S=V = W;l(vk) fiir ein k € I und V}, € T, und
somit g~1(V) = g~1(m;, '(Vi)) € T nach Voraussetzung.

,=" folgt sofort aus Bemerkung 1.1.54 O

1.1.57 Beispiel Ist d eine Metrik auf X und A eine beliebige Teilmenge von X, so sind die
Abbildungen

d: X x X —R, (x1,22) — d(x1,x2)
und
fa: X — R, z+——d(z,A)
stetig.

BEwWEIS. Wir weisen komponentenweise Stetigkeit in der ersten Komponente nach. Wir be-
trachten also fiir fixiertes zg € X die Abbildung

fi=d(e,z9): X — R, v+ d(x,xp).
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Ist U eine Umgebung von f(z), so gibt es ein € > 0 mit (f(x) — ¢, f(z) +¢) C U. K. (x) ist
eine offene Umgebung von = und f(K.(x)) C (f(x)—e, f(z)+¢), denn y € K.(x) genau dann,
wenn d(y,z) < ¢ und damit

fly) =d(y,zo) < d(z,y) + d(z,x0) < € + d(x,z0) und
fly) =d(y,zo) > d(y,xo) + d(z,y) — e > d(z,zo) — €.
—_——

<0

Der Beweis fiir die zweite Komponente ist identisch. Also ist d (komponentenweise) stetig.
Aus der Dreiecksungleichung folgt

d(w,a) —d(x,y) < dly,a) < dz,a)+d(z,y)
fiir alle z,y € X, a € A. Demnach gilt

il (d(r,a)—d(e,y) < nf(d(y.a) < inf(d,a)td,y)
& d(xz,A) —d(z,y) < d(y, A) < d(z,A) +d(z,y).

IN

Ist also z € X, € > 0 und y € X mit d(y,z) < € so ist
fA(y) = d(y?A) € (d(ZC,A) - E,d(ZC,A) + 5) = |fA(x) - fA(y)| <g,

d.h. f4 ist stetig auf X. O

1.1.58 Korollar Ist (X,T) ein metrischer Raum und sind K € X kompakt und A € X
abgeschlossen mit AN K =), so ist

d(K,A) > 0.

BEWEIS. Sei k € K C A°. Da A€ offen ist, gibt es ein € > 0, so dass K.(k) C A° und somit
d(k, A) == inf{d(k, a) | a € A} > €. Sei f die stetige Abbildung f :=d(e, A) : K — R, dann
ist f > 0. Da K kompakt ist, ist auferdem f(K') kompakt, also abgeschlossen und daher gibt
esein 0 < b <ce€RTsodass f(K) C [b,c]. O

1.1.59 Satz (Satz von Tychonoff) FEin nicht leerer Produktraum [, ; ist genau dann
kompakt, wenn X; fir jedes i € I kompakt ist.

(Siehe [QUERENBURG, 2001] S.109.)
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1.2 Polnische Raume

Im Fokus wahrscheinlichkeitstheoretischen Interesses (und insbesondere unserer Betrachtun-
gen in Kapitel 2) stehen fiir gewohnlich die so sogenannten polnischen R&ume. Polnische
Ré&ume sind in mehrerer Hinsicht einfache Rdume: Sie sind vollstdndig metrisierbar, was uns
das Hilfsmittel der Metrik fiir topologische Beweise an die Hand gibt. Weiterhin sind sie se-
parabel, was im Wesentlichen bedeutet, dass die Topologie in einer gewissen Weise ,klein® ist.
In polnischen Raumen bedeutet Separabilitdt sogar, dass sich offene Mengen als abzéhlbare
Vereinigung von (eventuell einfacher zu handhabenden) Basiselementen darstellen lassen.
Als Hauptaussagen dieses Abschnittes konnen die drei Aussagen aus Lemma 1.2.5 betrachtet
werden, auf die wir in Kapitel 2 immer wieder zuriickgreifen werden.

1.2.1 Definition (separable und polnische Riume) Ein topologischer Raum (X, 7T)
heifit separabel, falls X eine abzdhlbare dichte Teilmenge besitzt, d.h., falls ein A C X
existiert mit:

(1) A ist abzahlbar und
(2) A=X.

Ist (X,7) separabel und vollstéindig metrisierbar, so nennt man (X,7) einen polnischen
Raum.

1.2.2 Beispiel R" versehen mit der euklidischen Metrik do(x,y) := /> (@i — y;)? ist ein
polnischer Raum.

BeEwEIS. Wir miissen natiirlich nur die Separabilitit nachweisen. Wir wihlen A = Q". Da wir
wissen, dass Q" dicht in R” liegt und da Q" abzihlbar ist, folgt die Behauptung. O

1.2.3 Lemma Ein metrisierbarer Raum (X, T (d)) ist genau dann separabel, wenn es eine
abzihlbare Basis der Topologie T gibt.

BEWEIS. ,=“ Sei A := {a,|n € N} abzéhlbar mit A = X. Betrachte
A:={K.(a;) |i e N,e e Q"}.

Ist y € X und U eine Umgebung von v, so gibt es ein § € Q" mit y € Ks5(y) C U. Da A dicht
in X liegt, gibt es auferdem fiir jedes ¢ > 0 ein n € N, so dass a,, € K (y). Mit ¢ = §/2 gilt
y € K.(an) C Ks(y) C U, also ist A eine Basis von T (d).

,<="Sei B = {B,|n € N} eine Basis von T (d). Wéhle fiir jedes n € N ein z,, aus B,, aus.
Dann ist {z,|n € N} = X, denn jede Umgebung eines beliebigen Punktes aus X enthdlt auch
Punkte aus {x,|n € N}: Ist ndmlich z € X und V eine beliebige Umgebung von z, so gibt es
ein n € Nmit z € B, C V und damit ist auch =, € V (vgl. Lemma 1.1.18 auf Seite 14). [
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1.2.4 Satz Separabilitit ist eine topologische Invariante. Insbesondere sind Bilder polnischer
Rdaume unter Homoomorphismen wieder polnische Rdume.

BEWEIS. Sei (X,77) ein separabler Raum und f : X — Y ein Hom6omorphismus in den
topologischen Raum (Y, 72). Da (X, 71) separabel ist, wissen wir, dass eine abzahlbare Menge
A € X mit A = X existiert. Die Menge f(A) ist ebenfalls abziihlbar und f(A) = f(A) =
f(X) =Y (vgl. Satz 1.1.33 auf Seite 20).

Vollstdndige Metrisierbarkeit ist laut Satz 1.1.49 auf Seite 26 eine topologische Invariante. [

Das folgende Lemma erldutert, inwiefern lokal kompakte, polnische Rdume als ,klein“ oder
leicht zu handhaben angesehen werden koénnen:

1.2.5 Lemma In lokal kompakten, polnischen Rdiumen (X,T) gilt:

(1) Es gibt eine aufsteigende Mengenfolge (R;)jen aus offenen, relativ kompakten Mengen
mit Rj /‘ X.

(2) Es gibt eine beziiglich endlicher Vereinigungen und Schnitte abgeschlossene abzdhlbare
Basis aus relativ kompakten Mengen fir T .

(8) Es gibt paarweise disjunkte, relativ kompakte Teilmengen Di,Do... von X mit
Ui, D; offen fir alle n € N und | J;2, D; = X.

BEWEIS. (1): X besitzt nach Satz 1.2.3 auf der vorherigen Seite eine abzdhlbare Basis B =
{BZ- | 1 € N}. Da X auferdem lokal kompakt ist, gibt es fiir jedes x € X eine kompakte
Umgebung K, von z. Da B eine Basis ist, gibt es nach Satz 1.1.9 auf Seite 12 fiir jedes z € X
eini(z) € Nmit x C B;(,) C K, und somit ist B;,) offen und relativ kompakt. Sei nun (i, )nen
die Teilfolge von (i);en, die in aufsteigender Reihenfolge genau die Indizes j € N enthilt, fiir
die Bj relativ kompakt ist. Dann gilt

G Bi, > |J Biw = X,
i=1 zeX

also ist R; := iL:l B;, offen und R; ~ X.

(2): Es sei R; /* X die Folge aus (1) und C eine abzéhlbare Basis von 7. Weiterhin sei
C;:={CnR;|Cec}

und Cy := U]oil C;. Da die C; abzédhlbar sind, ist auch C, abzédhlbar. Es gilt fiir eine offene
Menge V C T:

v= |J ¢c= | GCHRJ-: U c

ceC, CcVv cec, ccV j=1 GCV CeCx, CCV
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Also ist Cy wirklich eine Basis von 7.

Um die Abgeschlossenheit beziiglich endlicher Vereinigungen und Schnitte zu erhalten, er-
weitere man Co einfach zunéchst um die endlichen Schnitte und danach um die endlichen
Vereinigungen. Beide Erweiterungen lassen sich jeweils als Vereinigung abzéhlbar vieler Men-
gen mit abzdhlbar vielen Elementen auffassen und sind daher abzahlbar.

Erweitert man eine topologische Basis um beziiglich ihrer selbst offene Mengen, also insbe-
sondere solche Mengen, die aus endlichen Abschliissen oder Vereinigungen ihrer Elemente
entstehen, so bleibt die erzeugte Topologie natiirlich erhalten.

(8): Setzte D, := Rn\(Uj<n Rj) mit Ry, Ra, ... wie in Teil (1) des Lemmas. Die D; sind dann
natiirlich relativ kompakt, disjunkt und Ule D; = Ry, / X. Weiterhin ist ], D; = R,,
also offen. O
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1.3 Der topologische Raum (Rhﬂ/')

In diesem Abschnitt beschiiftigen wir uns mit einem ,engen Verwandten“ des R”. Das Ziel der
Einfiihrung dieses Raumes ist es, einen zu Mafen mit ,unendlich viel Masse in ,infinitesima-
lem Abstand zum Nullpunkt“ passenden messbaren Raum zu schaffen.

Die in Kapitel 2 studierten zufalligen Make sind Radon-Mafk-wertige Zufallsvariablen (Radon-
Mafke sind Mafe, die auf relativ kompakten Mengen endlich sind). In Kapitel 3 werden wir
zur Berechnung des Maximum-Prozesses aus Theorem 3.3.1 Zufillige Mafe verwenden, die
(relativ) kompakten Mengen wie etwa [—1,1]" unendliche Werte zuweisen wiirden, also fast
sicher keine Radon-Mafse wéren.

Mit der Alexandroff- oder Einpunkt-Kompaktifizierung des R” erhiilt man nun einen kompak-
ten Raum, der R als topologischen Teilraum besitzt. Entfernt man aus diesem Raum etwa den
Nullpunkt, so erhélt man einen zu R” homéomorphen Raum, dessen relativ kompakte Mengen
gerade die Mengen mit positivem Abstand zum Nullpunkt (,bounded away from zero*) sind.
Wir werden sehen, dass man heuristisch mit einigem Recht sagen kann, dass in diesem neuen
Raum 0 und ,,Unendlich“ bzw. po, die Rollen getauscht haben.

Dieser kleine Trick wird die relative Kompaktheit der Probleme bereitenden Mengen aufheben
und so die Anwendung der Sétze aus Kapitel 2 ermdglichen.

1.3.1 Bezeichnung Wir verwenden die folgenden Notationen:

(1) (R",T(dp)) ist der von der euklid. Metrik erzeugte topologische Raum auf R”,
(2) (]1/@, T) ist die Alexandroff Kompaktifizierung von (R", T (ds)),
(3) RP := RP\{0} = R"\{0} U {pac} und 7 := {V NR" |V € T},

(4) Ry :=R"\{0} und 7o := {V R} |V eT}.

1.3.2 Satz (R",T(dy)),(R", T) und (R, To) sind offene Teilriume von (@L,%) und (RE, To)
ist auferdem ein Teilraum sowohl von (R, T (d2)) als auch von (R*,T) (vgl. Definition 1.1.20

—

auf Seite 16). Insbesondere sind damit fiir V. C R folgende Aussagen dquivalent:
(1) V ist offen in RA beziiglich %,
(2) V\{poo} ist offen in R" beziiglich T (dz),
(3) V\{0} ist offen in R" beziiglich T,
(4) V\{0,poo} ist offen in RE beziiglich To.

BewEis. Die Aussagen folgen sofort aus Teil (1) von Lemma, 1.1.21 auf Seite 16, da R”, Rh, R} € T
und R} € T(dy) N'T sind (vgl. Satz 1.1.29 auf Seite 19). O
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1.3.3 Satz Fiir die topologischen Riume (R", T (dy)) und (R",T) ist
R" ~ R".
BewEIs. Essei N :=(0,...,0,1) € R"*! und
Sh .= {z e R+ ! da(z,0) =1},

die h-dimensionale Einheitssphire im R"*! versehen mit der relativen Topologie T (d2)|sn von
(R T (dy)) auf S*. Laut Beispiel 1.1.39 auf Seite 23 ist

(R", T (da)) = (SM\N, T (da)|sm\)-
Mit Hilfe von Satz 1.1.43 auf Seite 25 erhalten wir
@L ~ Sh.

Ist f : ]1/@ — S" ein Homdomorphismus, so ist gemif Satz 1.1.38 auf Seite 22 auch
iR — f(R") = S"M\{f(0)} ein Hombomorphismus und damit

Bsp. 1.1.39

RP &~ §"M\{f(0)} S™M\N.

Also ist R" ~ R?. 0

1.3.4 Korollar (Rh, T) ist ein lokal kompakter, polnischer Raum.

BEWEIS. Die genannten Eigenschaften sind topologische Invarianten (vgl. Satz 1.1.40 auf
Seite 23 und 1.2.4 auf Seite 32). O

1.3.5 Bezeichnung In R benutzen wir mit a € R folgenden intuitiven Notationen:

[—00,a) := (=00,a) U {pse}
[—00,a] := (—00,a] U {po}
(a,00] := (a,00) U{poo}
[a,00] := [a,00) U{poo}

Man beachte, dass ps in dieser Notation sowohl oo als auch —oo entspricht. In R" bezeich-
nen wir mit der iiblichen A-dimensionalen Intervall-Notation den Schnitt der entsprechenden

Menge aus R” mit R". Wir betonen die Zugehorigkeit eines Intervalls zu P(Rh) gegebenenfalls
durch eine 0 im Index. Wir schreiben also zum Beispiel (—1, 1)} fiir

{(x1,...,2n) €ER" |z, € (-1,1) Vi=1,...,h} F0

und so weiter.
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Aus der Konstruktion von R” ergibt sich, dass
{([=k,H")* | k€ N}

eine Umgebungsbasis von pe beziiglich 7 ist. Eine Folge (a1, --- ’ahv"))neN in R” konver-
giert also genau dann gegen poo, wenn es fiir alle k € N ein ng € N gibt, mit

fiir alle n > ng. Dies deckt sich mit der Vorstellung von ps als einem ,unendlich fernen Punkt
und legitimiert die obige Notation.

1.3.6 Lemma Die Menge ((—e,e)l)¢ ist fiir beliebiges € > 0 kompakt in R". Insbesondere
ist damit eine Menge R C R" genau dann relativ kompakt, wenn es ein € > 0 gibt mit:

(—&,6)h ¢ RC.

BEWEIS. Wir zeigen zuniichst, dass ((—¢, £)})¢ kompakt ist: (—¢, )" ist offen in R”, also offen
in R”. Demnach ist

Def. 1.1.28

(—e,e)h e T T U {Rh\K | K ist kompakt in Rh}

Da 0 € (—¢,¢)" ist, muss (—¢,e)" € {IE/{?L\K | K ist kompakt in Rh} und damit ((—¢,e)h)¢
kompakt in R" sein.

,<=" Diese Richtung folgt sofort aus der Kompaktheit von ((—¢,¢)?)¢ und Satz 1.1.26 auf
Seite 18.

,=" Wir zeigen: (—¢, )" ist nicht relativ kompakt, denn relativ kompakte Mengen enthalten
natiirlich keine nicht relativ kompakten Teilmengen (vgl. Satz 1.1.26 auf Seite 18):

o
U (=2, 2e)6\[=n "0 Mg
n=1
ist eine offene Uberdeckung von [—¢, |} = (—¢,¢)8 ohne endliche Teiliiberdeckung. O

1.3.7 Beispiel Fiir yy,...,y, € RT ist das Komplement Ry .y, der Menge

Ry1,~~~7yh = {(xlw"vxh) € R" ‘ |xz| < yz} s

geméf Lemma 1.3.6 relativ kompakt.
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1.3.8 Bezeichnung Fiir einen topologischen Raum (X, 7") bezeichnen wir mit

die ,kleinste o-Algebra auf X die 7 enthélt (die von T erzeugte o-Algebra).

1.3.9 Lemma Fiir die topologischen Riume (]1/@,'7:), (R", T (d2)), (R", T) und (RE, To) seien
By :={BU{0} | B e BRY)},
Bw = {BU{p} | B € B(R})},
By = {BU{0,ps} | B € B(R})}.
Es qgilt
B(R") = BRE) U By,
B(R") = B(R}) U Bu,
B(RM) = B(RE) U By U Boo U By oo
Beachte, dass diese Vereinigungen paarweise disjunkt sind.

BEWEIS. Wir zeigen nur exemplarisch ’B(H/@) = B(RE) U By U Boo U B co-

,O% Nach Satz 1.3.2 auf Seite 34 ist 75 C 7. Demnach ist dann B(Rg) C B(R). Da eine
o-Algebra komplementstabil ist und da R}, R* und R” offen in R" sind, miissen auch {0},
{Poo} und {0,ps} € B(R") sein. Aus der Vereinigungsstabilitit einer o-Algebra folgt daher

—

By U B, U 80700 C %(Rh).

,C Wir zeigen zunéchst T CB:= ’B(Rg) UByU B UBpoo: Ist V € %, so ist nach Definition
der relativen Topologie W :=V N Rg € Tp und damit

B:%(RS)UBOUBOOUBO,OO D) {VV,WU{O},WU{])OO},WU{O,])OO}} > V.

Da B(R") die ,kleinste* o-Algebra ist, die T enthalt, reicht es nun aus, zu zeigen, dass B eine
o-Algebra auf R” ist.

(1) Es sind 0, R} € B(R}) und damit Rh € B0, also (Z),H/Q71 € B.

(2) Es seien V4, Va,... € B. Dann sind Vi "R Vo NRA, ... € B(RE) und daher ist W :=
RANUZ,V; € B(RE). Alsoist [J32, V; € {W, W U {0}, W U {poo}, W U{0,ps}} C B.

(3) Die Komplementstabilitit folgert man nach einer Fallunterscheidung (B € B(R}), B €

By, . .. usw.) aus der Komplementstabilitit von B(R}) beziiglich der Komplementbildung
in RA. O
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1.3.10 Korollar Eine Menge A C R" ist genau dann messbar in (Rh, %(Rh)), wenn A\{po }
messbar in (Rh,‘B(Rh)) ist. Umgekehrt ist eine Menge B C R" genau dann messbar in

(R, B(R")), wenn B\{0} messbar in (Rh,‘B(Rh)) ist.

BEWEIS. Da {ps} € o(T) ist, ist eine Menge A C R genau dann messbar beziiglich B(R"),
wenn A\{ps} messbar beziiglich B(R") ist. Die Behauptung folgt damit sofort aus Lem-
ma 1.3.9 auf der vorherigen Seite. O

1.3.11 Bemerkung Das Mengensystem
C::{(b,c] ! —00<b<c< 0 undc<00der0<b}C‘B(R)
erzeugt die Borel’sche o-Algebra B(R) auf R.

BEWEIS. Ist (p,q] € C und p < ¢, so gibt es ein ng € N, so dass p < ¢ — n~! fiir alle n > nq.
Deshalb ist (p,q) = >, (p,q —n~'] € o(C), woraus folgt, dass

n=ng

C"={(.q) |p.geQ p<qundqg<0oder 0<p } Ca(C)

ist. C’ ist eine abzihlbare Basis der Topologie Ty auf Ry. Da Ry ein offener Teilraum von R
ist, ist eine beziiglich T offene Menge V C Ry die abzdhlbare Vereinigung von Mengen aus
o(C) (vgl. Satz 1.3.2 auf Seite 34). Demnach muss auch V € o(C) sein. Ist V' C R offen, so ist
V = V'NRy ebenfalls offen und da V, {ps} € o(C) sind, muss auch V' € {V,VU{p}} C (C)
sein. Wir haben also gezeigt: o(C) D o(C') D o(T) = B(R). .

Da Mengen aus C offensichtlich B(Rg)-messbar sind, folgt ¢(C) C B(R") aus Lemma 1.3.9
auf der vorherigen Seite. O



2 Zufallige Malse

In diesem Kapitel wollen wir uns mit dem wahrscheinlichkeitstheoretischen Handwerkszeug
vertraut machen, das wir bendtigen, um mit Zufilligen Mafen und insbesondere Punktpro-
zessen umgehen zu konnen. Vor allem Konvergenzaussagen (vage Konvergenz, Konvergenz in
Verteilung) derartiger Zufallsvariablen werden wir in Kapitel 3 zur Berechnung der Grenzver-
teilung des Maximum-Prozesses aus dem Satz von Mikosch und Rackauskas (Theorem 3.3.1
auf Seite 113) benotigen.

Hierzu werden wir uns zunéchst mit der topologischen Struktur auf dem Raum der Radon-
Mafke M, (F) beschiftigen und anschliefend Zufillige Mafe (borel-messbare Zufallsvariablen
mit Werten in M, (F)) einfiithren. Dieses Kapitel soll uns vor allem folgende Aussagen erschlie-
fsen:

(1) Der Raum der Radon-Mafe kann in Ubereinstimmung mit dem Begriff der vagen Kon-
vergenz von Mafen vollstéindig metrisiert werden (Abschnitt 2.2).

(2) Vage Konvergenz von Radon-Mafsen pi, pg, ... auf einem lokal kompakten, polnischen
Raum E ist fiir bestimmte Mengensysteme J C P(FE) dquivalent zur Konvergenz der
reellen Zufallsvariablen p;[J], p2[J2], ... (den Auswertungsabbildungen der Mafe) J € J
(Theorem 2.4.1 auf Seite 66).

(3) Zufilligen Mafen lassen sich Abbildungen zuordnen, so dass punktweise Konvergenz
einer Folge solcher Abbildungen dquivalent zur Konvergenz in Verteilung der zugehorigen
Zufélligen Mafe ist (Abschnitt 2.6).

(4) Es gibt bestimmte Mengensysteme J C P(E), so dass die Konvergenz in Verteilung
Zufalliger Mafe &1, &9, ... auf F dquivalent zur Konvergenz endlicher Vektoren

Eal 1], - EnlTi]) -5 (€[], ... €[Tk]), kEN, Jie T

ist (Theorem 2.7.4 auf Seite 82).
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2.1 Wahrscheinlichkeitstheoretische Grundlagen

Wir sammeln in diesem Abschnitt einige Grundbegriffe aus der Wahrscheinlichkeitstheorie,
um dem Leser ein schnelles Nachschlagen der relevanten Definitionen und Séitze im exakten
Wortlaut zu ermoglichen. Da die Inhalte dieses Kapitel grofiteils in den Grundveranstaltungen
zur Wahrscheinlichkeitstheorie und den meisten Lehrbiichern behandelt werden, verzichten wir
weitestgehend auf Beweise und geben statt dessen gegebenenfalls Literaturverweise an.

Malifstheorie

Wir wollen an dieser Stelle alle relevanten mafitheoretischen Begriffe, die iiber die der o-
Algebra, des Erzeugendensystems, des Mafses, der Messbar- und Integrierbarkeit hinaus gehen,
kurz rekapitulieren:

2.1.1 Definition (Dynkin-System) Ein Dynkin-System (auch A-System) auf einer
Menge 2 ist ein Mengensystem D C P(£2) mit

(D1) Q €D,
(D2) A,BeDund AC B= B\AeD,
(D3) Sind Aj, Asg, ... € D paarweise disjunkt so ist A :=J;2, 4; € D.

Analog zu den o-Algebren bezeichnen wir das kleinste Dynkin-System, das ein Mengensystem
G C P(R) enthélt mit 6(G). Das heift: Fiir

Dq:={D CP(Q) ‘ D ist ein Dynkin-System auf Q}
ist 0(G) € Dq definiert als

2.1.2 Satz (Satz von Dynkin) Ist G ein schnittstabiles Mengensystem (d.h. A,B € G =
ANBegG), so gilt
S0 59) = o(0).

(Siehe [KLENKE, 2008] S.7.)

2.1.3 Satz (Eindeutigkeitssatz fiir Majf$e) Es seien P und Q Wahrscheinlichkeitsmafe
auf einem messbaren Raum (2, F). Ist A C F schnittstabil und ist c(A) = F, so gilt

P[A] = Q[A] firalle Ac A = P=Q.

(Siehe [KLENKE, 2008] S.19.)
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2.1.4 Definition (Semiring) Ein Mengensystem A C P(E) heifst Semiring, falls gilt:
(S1) B e A,

(S2) fiir je zwei Mengen A, B € A ist B\A = |J;_, A; fiir geeignete paarweise disjunkte
A; e .A,

($3) A,BEA = ANBEe A.

2.1.5 Definition (additive, o-subadditive und o-endliche Mengenfunktionen)
Sei A C P(Q2). Eine Mengenfunktion p: A — Rf heift

(1) additiv, falls fiir disjunkte A,..., A, € A mit |, 4; € A gilt

H[O Ai] = zn:H[Ai]y
=1

i=1

(2) o-additiv, falls auch fiir abzéhlbar unendlich viele disjunkte A;, As... € A mit
U;’il A; € Agilt
K [U Ai] = Z n[Ai],
i=1 i=1
(3) o-subadditiv, falls fiir abzéhlbar unendlich viele A;, Ay ... € Amit (J;2, 4; € A gilt
M[U Ai] < ulAl,
i=1 i=1

(4) o-endlich, falls p additiv ist und es auferdem Mengen B, Bs,... € A gibt mit
Q=;2, Bi und p[B;] < oo fiir alle i € N. Des Weiteren nennen wir einen Mafkraum
o-endlich, falls das zugehorige Mafs o-endlich ist.

2.1.6 Satz (Fortsetzungssatz flir Majf$e) Sei A ein Semiring und p: A — [0, 00] eine
additive, o-subadditive und o-endliche Mengenfunktion mit u[d] = 0. Dann gibt es ein eindeutig
bestimmtes, o-endliches Maf§ i : 0(A) — [0, 00] mit u[A] = p[A] fir alle A € A.

(Siehe [KLENKE, 2008] S.24.)
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2.1.7 Satz (Transformationssatz) Es sei (0, F,u) ein Mafraum, (V,E) ein messbarer
Raum und die Abbildung ¢ : Q — U messbar. Es bezeichne jo ¢~' das Bildmafi von ¢ auf
U (d.h. das Maf mit po o~ [A] = u[p~t(A)] fir alle A € £). Ist f : ¥ — RS messbar, so

qgilt
/q}fd(uosol)Z/Qfosodu-

(Siehe [BILLINGSLEY, 1995] S.216.)

2.1.8 Definition und Satz (Borel’sche o-Algebra) Fiir einen topologischen Raum
(E,T) heift die, von der Topologie (d.h. von den offenen Mengen) erzeugte o-Algebra B(E)
auf F, die Borel’sche o-Algebra. Ist im Folgenden von einem messbaren Raum (E,B(FE))
die Rede, so soll dies implizieren, dass diesem ein topologischer Raum (FE,7T") zugrunde liegt.
Auf diese Weise konnen wir auf die ausfiihrliche Schreibweise topologischer Rdume als Tupel
aus einer Menge und einer Topologie verzichten und diese Notation fiir messbare Rdume
reservieren. B(F) ldsst sich auf folgende Arten charakterisieren:

B(E) :=0({V €E |V ist offen bzgl. T})
{V cE ‘ V' st abgeschlossen bzgl. T})
{VeE ‘ V ist kompakt bzgl. T })

o
o
(sieche [KLENKE, 2008] S. 9 f.). Beachte, dass stetige Abbildungen zwischen zwei mit den

jeweiligen Borel’schen o-Algebren versehenen Riumen messbar sind, da die Urbilder eines
Erzeugendensystems (nédmlich der offenen Mengen) messbar sind.

2.1.9 Bezeichnung Sei E ein topologischer Raum. Wir bezeichnen fiir den messbaren Raum
(E,B(E)) mit

M(E) = {u Map auf (E,B(E))| ulE] =1}
M« (E) = {p Maf auf (E,B(E)) | plE] <1}
M¢(E) = {p Mapf auf (E,B(E)) | plE] < oo}

die Menge der Wahrscheinlichkeits-, Sub-Wahrscheinlichkeits- beziechungsweise endli-
chen Mafie auf (E,B(E)). Des Weiteren bezeichnen wir mit

L(E) :={X:Q — E|3 W-Raum (2, A, P) mit X" '(£) C A}

den Raum aller Zufallsvariablen auf (F,B(E)).
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2.1.10 Definition (Radon-Maft) Sei E ein polnischer Hausdorff-Raum. Ein Maf p auf
(E,B(F)) heiftt Radon-Maf§ auf E, falls u[K]| < oo ist fiir alle kompakten K C E. Wir
bezeichnen den Raum aller Radon-Mafie auf £ mit

M (E) = {n Map auf (E,B(E)) | p[K]< oo VK € E kompakt}.

Beachte, dass ein Radon-Mafs auf einem lokal kompakten, polnischen Raum immer o-endlich
ist (vgl. Lemma 1.2.5 auf Seite 32).

Konvergenzbegriffe

In dieser Arbeit werden wir auf insgesamt 6 wahrscheinlichkeitstheoretische Konvergenzbegriffe
zuriickgreifen: Fiir Mafe bendtigen wir: Fast-Uberall-Konvergenz, Konvergenz im Mittel, dem
Mafse nach, schwache und vage Konvergenz. Fiir Zufallsvariablen die Konvergenz in Verteilung.
Nach einigen einleitenden Definitionen und Bezeichnungen werden wir diese Begriffe kurz
definieren und uns einige ihrer wichtigen Eigenschaften ins Gedéchtnis rufen.

2.1.11 Definition (Tréger) Sei E ein Hausdorff-Raum und f : £ — R eine Abbildung.
Dann nennen wir

Sy = f~HR\{0})
der Trager (support) von f.

2.1.12 Lemma Fiir einen Hausdorff-Raum E hat eine Abbildung f : E — R genau dann
einen kompakten Triger, wenn es eine kompakte Menge K C E gibt mit f(K€) C {0}.
Beweis. < f(K°) C {0} = fTR\{0H)NK =0 = fHR\{0}) CK

= Sy=f"1R\{0})) c K=K

Da abgeschlossene Teilmengen kompakter Mengen kompakt sind, folgt die Behauptung.

L= Fiir K = Sy gilt f(S5) = f((FHR\{0}))") € f(f7'R\{0})) = F(f({0})) < {0}.
Nach Voraussetzung ist K = Sy demnach kompakt. O

2.1.13 Bezeichnung Fiir einen polnischen Raum E verwenden wir fiir die Klasse der re-
ellwertigen beziehungsweise nichtnegativen, stetigen und beschrankten Funktionen auf E die
Notationen

Cy(E) = {f :E— R ‘ f stetig und beschrdnkt} bzw.

Gl (E) = {f tE— RS ‘ f stetig und beschn’inkt}.
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Analog bezeichnen wir die Klasse der reellwertigen beziehungsweise nichtnegativen, stetigen
Funktionen auf F mit kompaktem Tréger mit

Ck(E) := {f :FE— R ‘ f stetig mit kompaktem Trdger} bzw.
C’I}"(E) = {f E— RS ‘ f stetig mit kompaktem Tr[iger}.

Es gilt Cx(E) C Gy(E) und Cf(E) C C;f(E), da das Bild einer kompakten Menge unter
einer stetigen Abbildung f € Cjf(FE) kompakt ist und fiir den kompakten Triiger Sy von f

gilt: f(E) = f(Sp) U f(5F) = f(Sy) U {0}

2.1.14 Definition (Konvergenz im Mittel) Es seien f, fi, fo,... integrierbare Abbil-
dungen auf einem o-endlichen Mafraum (Q, F, ). Wir sagen, (fn)neny konvergiert im

Mittel gegen f (Notation: f, L—1> f), falls

E(f - fu]) = /Q = fal di =0,

2.1.15 Definition (Fast-Uberall-/Fast-Sichere-Konvergenz) Es sei (2, F,u) ein o-
endlicher Mafraum und f, f1, fa,... : (Q,F,u) — (E,B(F)) messbare Abbildungen in
einen polnischen Raum F mit Metrik d. (f,)nen konvergiert fast {iberall gegen f (Notation:

fu I% £), falls es eine Menge N € B(E) gibt mit u[N] = 0 und
n—oo

d(f(w), fu(w)) — 0 fir alle w € Q\N.

Ist 11 sein Wahrscheinlichkeitsmafs, so spricht man auch von fast sicherer (f.s.) Konvergenz.

2.1.16 Definition (Konvergenz dem Mafie nach) Es sei (2, F, i) ein endlicher Mafs-
raum und f, f1, fa,...: (2, F,u) — (E,B(F)) messbare Abbildungen in einen polnischen
Raum E mit Metrik d. (f,,)nen konvergiert dem Mafse nach (oder stochastisch) gegen f
(Notation: f SN f), falls fiir jedes € > 0 gilt, dass

,u[{w €N | d(f(w), fa(w)) > 5}} 0.
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2.1.17 Definition (schwache und vage Konvergenz, Konvergenz in Verteilung)
Es sei F ein metrisierbarer Raum, versehen mit der Borel’schen o-Algebra. Sei (i, )nen €ine
Folge in M (E). Wir sagen, dass (un)nen schwach gegen p € My (FE) konvergiert, falls

/ f dun niio/ fdu fir alle f € Cy(E).
E E

Wir schreiben dann p,, — g oder pu = w—li_}m fin- Eine Folge (v )nen in My (E), heifst (vp,)nen
n oo
vag konvergent gegen v € M, (E), falls

/ f dvy ni>>°/ fdv fir alle f € Cg(E).
E E

. . . d . . .
In diesem Fall verwenden wir die Notationen v, — v oder v = v-lim v,,. Wir nennen eine
n—oo

Folge von Zufallsvariablen (X, )nen in £(F) konvergent in Verteilung (oder auch schwach)
gegen X € £(F), falls die Verteilungen P,0X,,; ! der X,, schwach gegen die Verteilung PoX !

von X konvergieren. Wir schreiben dann X, i> X oder X = d-lim X,,.

n— oo

2.1.18 Bezeichnung Sind X und X’ Zufallsvariablen auf einem gemeinsamen messbaren
Raum (F, &) und haben X und X’ die gleiche Verteilung, so schreiben wir

x<x

2.1.19 Satz (wichtige Implikationen zwischen den Konvergenzarten) Konvergenz im
Mittel sowie Fast-Sichere-Konvergenz implizieren (unabhdngig von einander) Konvergenz dem
Mape nach und Konvergenz dem Mafle nach impliziert Konvergenz in Verteilung.

(Siehe [BAUER, 1991] S.40.)

2.1.20 Lemma Fiir eine Folge reeller Zufallsvariablen (X, )nen gilt:
X, %0 = x, %o

BEwEIS. Die Implikation ,,<=“ ist bereits in Satz 2.1.19 enthalten. Andererseits gilt fiir alle
e > 0 aufgrund der Konvergenz in Verteilung der X;

P(X,| > €)= /Q Loy (1Xa]) dP = /R I oy (ja]) dP o X\ (z) "2 0.
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2.1.21 Satz FEine Folge reeller Zufallsvariablen X1, Xo, . .. konvergiert genau dann in Vertei-
lung gegen eine reelle Zufallsvariable X, wenn fir die Verteilungsfunktionen Fx, Fx,, Fx,,. ..
von X, X1, Xo,... gilt, dass

n—oo

Fx, (x) — Fx(z) fir alle Stetigkeitspunkte x von Fx

(Siehe |[KLENKE, 2008] S.256.)

2.1.22 Satz Seien (X, )nen und (Yn)nen Folgen reeller Zufallsvariablen und X, 4 X. Dann
gilt:
X, -V, -%0 = v, -5 Xx

(Siehe [BILLINGSLEY, 1995] S.332.)

2.1.23 Korollar Sind (X,)nen, (Ya)nen, (A, )nen, (A )nen und (Ay)nen Folgen reeller Zu-
fallsvariablen und X, LN X, so gilt:

1) Xp=Y,+A,undA, 50 =Y, -5 X
2) YA, <X, <Y, +AS, A, AT>0, und A, AF-Lo0o=V, L X
BEwWEIS. (1): X, —Y, =4, 4, 0, die Behauptung folgt also sofort aus Satz 2.1.22.

(2): Y, — A7 < X, < Yo+ AF = |X, -V, < A7+ AF -4 0. Also gilt nach Satz

n

21.22Y, -4 X. O

2.1.24 Satz (Cramér-Wold Device) Sei h € N und X,, := (XT(ll),...,X,(lh)) € £(RM).
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) Es existiert ein X := (X ... XMy e &R, so dass
X, -4 X,

(2) Fiir alle t = (t1,...,t,) € £R") gibt es eine Zufallsvariable Y (t) € £(R"), so dass gilt

h
S ux Ly
=1

Gilt (1) oder (2), so ist Y (t) = S0 ;X0

(Siehe |[KLENKE, 2008] S.327.)
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2.1.25 Satz FEs sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und

FOUD (A P) — (E,B(E)), neN, i=1,...,m
messbare Abbildungen in einen polnischen Raum FE mit Metrik d. Dann gilt fiir den Produk-
traum (Q", A%h, PO h € N,

FA I DN ORI O) WP O Ny RV S T
(Siehe [BAUER, 1990] S.153.)

2.1.26 Satz (Satz von der stetigen Abbildung) Seien Ei und Eo metrisierbare Rdume,
versehen mit den zugehorigen Borel’schen o-Algebren. Weiterhin sei ¢ : E1 — FEo eine
messbare Abbildung und U, die Menge der Unstetigkeitsstellen von ¢.

(1) Sind p, pi, p2, ... € M<y(E1) mit plUy] = 0 und pyp 5w dann gilt:

_1 d -1
p o™t = popTh

(2) Sind X, X1, Xo, ... Zufallsvariablen auf Ey mit P(X € Uy) =0 und X, N X, so folgt:
d
P(Xn) = @(X).
(Siehe [KLENKE, 2008] S.257.)

Konvergenz von messbaren Abbildungen und Integralen

2.1.27 Satz Sei (0, F, ) ein Mafraum und (fn)nen eine Folge reeller F—’B(ﬁ)—messbar@r
Abbildungen. Dann sind auch

inf f,, : Q@ — R, w+— inf f,(w),
neN neN

sup fr, : Q@ — R, w+—— sup fr(w),
neN neN

liminf f, : @ — R, w — liminf f, (w),

n—oo n—oo

limsup f, : @ — R, w— limsup f,(w)

n—oo n—oo

und gegebenenfalls
lim f,: Q2 — R, wr— lim f,(w)
n—oo n—oo
messbar.

BEwEIS. Wir zeigen zunéchst: sup,,cy fp ist messbar: Sei x € RT‘)F. Es ist sup,ey fn(w) < @
genau dann, wenn f,(w) < z fiir alle n € N. Also ist:

o0

{weQ‘ilégfn(w)gx}:ﬂ{w€Q|fn(w)§:C}.

n=1

F-B (ﬁ) -messbar
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F-B(R{)-messbar. Analog zeigt man, dass inf,ey f,, F-B(R{)-messbar ist und damit sind
auch
limsup f, = inf sup f; und liminf f, =sup inf f;
n—00 neNj=1..n n—00 neNt=1,...,n
messbar. Ist f,, punktweise konvergent gegen f, so ist f = liminf,,_, f, = limsup,,_, fn,
also messbar. O

2.1.28 Definition (einfache Funktion) Sei (2, F) ein messbarer Raum. Eine einfache
Funktion ist eine Abbildung der Form

n
E Ci]IFZ-
1=1

mit ¢1,...,¢, € Rund Fy,...,F, € F.

2.1.29 Lemma Ist (Q,F) ein messbarer Raum und f : (Q,F) — (RT')F,%(RT}F)) eine mess-
bare Abbildung, so gibt es eine Folge von einfachen Funktionen f, mit f, " f.

BEwEIS. Betrachte die Abbildung f, : Q@ — @g mit

£ () % falls es eink =1,...,n mz’th_nlS (w)<2ﬁngz'bt
n(w) =
n falls f(w) > n.

Es gilt f,  f. Des Weiteren ist f,, eine einfache Funktion, denn f,, hat eine Darstellung

k-1
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2.1.30 Satz (Satz von der monotonen Konvergenz Seien f1, fa, ... nichinegative, mess-

bare Funktionen auf einem gemeinsamen Mafraum (2, F,p) und sei fr, 2 f fast dberall fir
eine weitere Abbildung f auf Q. Dann ist f messbar und es gilt:

lim /fn d,u:/fd,u.
Beachte, dass die Aussage wahr bleibt, wenn man oo als Wert der Integrale zuldsst.

(Siehe [KLENKE, 2008] S.95.)

2.1.31 Satz (Satz von der dominierten Konvergenz) Seien f, f1, fa,... Funktionen auf
einem gemeinsamen Mafraum (2, F, p), sei f fir alle n € N messbar und

fo 25 f.

Gibt es eine integrierbare Abbildung g auf 2, mit | f,,| < g fast dberall fir jedes (bis auf endlich
viele) n € N, so ist f integrierbar und es gilt

lim fn du = / f du.

(Siehe [KLENKE, 2008] S.142.)
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2.2 Vage Topologie

In diesem Abschnitt werden wir den Raum der Radon-Mafe My (E) mit einer topologischen
Struktur versehen. Die topologischen Eigenschaften dieses Raums und seiner Teilmengen sind
allerdings oft nicht so leicht nachzuweisen. Aus diesem Grund werden wir einige Hilfssétze
vorstellen, die uns helfen

(1) kompakte Mengen ,yon oben“ durch kompakte Mengen und offene Mengen ,von unten*
durch offene, relativ kompakte Mengen zu approximieren (Lemma 2.2.7 auf Seite 52),

(2) stetige Funktionen mit kompaktem Trager zu finden, die in einem gewissen Sinne charak-
teristische Funktionen (Indikatorfunktionen) von kompakten Mengen ,von oben®* (bzw.
charakteristische Funktionen von offenen Mengen ,yon unten®) gut approximieren (eben-
da),

(3) die relative Kompaktheit von Mengen in M, (F) nachzuweisen (Lemma 2.2.9 auf Sei-
te 54)

(4) und schlieklich M (FE) als polnischen Raum zu identifizieren (Theorem 2.2.12 auf Sei-
te 58).

2.2.1 Bezeichnung Sei E ein polnischer Raum versehen mit der Borel’schen o-Algebra
B(E). Fiir eine integrierbare Abbildung f : E — R und ein Maf p auf (E,B(E)) be-
zeichnen wir mit

o= [ £(@) duta)
das Integral von f {iber F beziiglich x4 und mit f* die Abbildung
e MU(E) — Ry, p— (f,p).

2.2.2 Definition (Vage Topologie) Es sei E polnisch. Die vage Topologie 7,(M(E))
auf M, (FE) ist die von der Subbasis

{{we Mu(B) [ () € (@)} |2 <y RS, e CE(B)]

erzeugte Topologie (vgl. Satz 1.1.4 auf Seite 11).

2.2.3 Bemerkung Eine Abbildung ist genau dann stetig, wenn die Urbilder offener Mengen
offen sind (Satz 1.1.33 auf Seite 20). Die oben angegebene Subbasis von 7T,(M, (F)) enthélt
genau die Urbilder der Mengen (z, y) mit < y € R unter den Abbildungen f* mit f € C{£(E).
Da {(af:, Y) ! T<ye€E R} eine Subbasis der von der euklidischen Metrik do erzeugten Topologie
T (dz2) auf R ist kann man daher leicht zeigen, dass T,(My(E)) die grobste Topologie ist,
beziiglich derer die f* mit f € Cj(E) stetig sind.
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Um diese Topologie handhaben zu konnen suchen wir uns zunéchst eine Umgebungsbasis fiir
einen festen Punkt p aus My (E). Wie in Kapitel 1 erwéhnt, sind Umgebungsbasen niitzliche
Hilfsmittel zum Nachweis topologischer Eigenschaften eines Raumes.

2.2.4 Lemma Ist E ein polnischer Raum, so ist fir einen Punkt € My (E) das Mengen-
system

k
U(M) = {ﬂ{l/ € M+(E) | |<f,“]/> - <fzvu>‘ < 6} ‘ € > 07 ke Nv fl"" 7fk € CI}F(E)}
i=1
eine Umgebungsbasis von p beziglich T,(M4(E)).
BEWEIS. Offenbar ist

{{ue My(E) | (fion) € (iyys) Vi=1,...,k} ( vi<yi€RY, kEN, fe 0;(E)}

eine Basis von T,(My(F)). Ist also V' € T,(My(E)) mit u € V, so existieren geeignete
z; <y €RY, k€ Nund f € CF(E), so dass

pe{veMy(E)| (fiv) € (wy) Vi=1,....k} C V.
Waihle nun ein positives
g <min{yi—(fi,u>,(fi,u> — X ‘i: 1,...,k} > 0.
Dann ist
peU:={ve M (E)|[(fiv)— (fim| <& Vi=1,...k} €U
und

Uc{veM(E) ! (fisv) € (@i ys) Vi=1,... .k} CV.

Es bleibt nur noch die Existenz einer offenen Menge V' mit u € V' C U zu zeigen. U lésst
sich alternativ als

U={veM.(E)|{fi,v)e ({(fiiu) =€ (fisp)+&)Vi=1,... k}

schreiben, also ist U ein Element der topologischen Basis und somit offen. ]

Nun koénnen wir den Namen der vagen Topologie rechtfertigen. Die vage Topologie ist ndmlich
genau die zur vagen Konvergenz passende Topologie. Der Beweis dieser Aussage wird uns
spiter ermoglichen, wahrscheinlichkeitstheoretische Aussagen sinnvoll mit topologischen zu
verkniipfen.

2.2.5 Satz Fir einen polnischen Raum E stimmt die topologische Konvergenz auf M, (E)
beziiglich der vagen Topologie T,(My(E)) mit der vagen Konvergenz in M, (E) tiberein.
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BeEwEIs. Es sei U(u) die Umgebungsbasis von p aus Lemma 2.2.4. Es gilt: p, tory L, genau
dann, wenn fiir alle

U= {VG M+(E) ‘ ‘<f27V> - <f2nu>| <eVi= 1”k} GZ/{(/.L)
ein ng € N existiert mit u,, € U fiir alle n > ng. Genau dann also, wenn
Ve>0, kEN, fi,...,fr € CE(E) 3ng € N: |(fi, pun) — (fi, w)] <eVn>mng, i=1,... k.

Dies ist dquivalent zu

(<f1nun>7"' ) <fknun>) 77'2)0 (<flvu>7"' ) <fknu>)

fiir alle k € N, fi,...,fr € CH(E) <= pp — p. O

2.2.6 Bezeichnung In einem beliebigen Raum X bezeichnen wir fiir A C X mit [4 die
Abbildung

1, z€A

0, =z¢ A

I4 heifst die Charakteristische Funktion (oder auch Indikatorfunktion) von A.

I4: X — Ry, $r—>{

Der Begriff der vagen Topologie héngt zunichst von stetigen Funktionen mit kompaktem
Trager ab. Wenn wir Charakteristische Funktionen in unsere Argumentationen einbeziehen
wollen, so miissen wir also erst einen Zusammenhang zwischen diesen beiden Klassen von
Abbildungen herstellen. Die wichtigsten Punkte beschreibt folgendes Lemma:

2.2.7 Lemma Fs sei E ein lokal kompakter, polnischer Raum.

(1) Ist K C E kompakt, so ezistieren kompakte Mengen K, \, K und eine (punktweise)
monoton steigende Funktionenfolge (fy)nen in Ci(E) mit

Ig < frn <1k, und Ig, \ k.

(2) Ist G C E offen, so existieren offene, relativ kompakte Mengen G, / G und eine
(punktweise) monoton fallende Funktionenfolge (gn)nen in Ci(E) mit

Ig > gn > 1g, und g, 7 1g.

BEWwEIS. (1): Nach Lemma 1.2.5 auf Seite 32 gibt es eine aufsteigende Mengenfolge (R;);en
aus offenen, relativ kompakten Mengen mit R; * F. Da K kompakt ist und K C F = Ujoil R;
gibt es ein m € N mit

KCGRm:Rm.

j=i
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R, ist offen, also ist RS, abgeschlossen und da RS, und K disjunkt sind, gilt fiir eine Metrik
pauf E: p(R,, K) > 0 (vgl. Lemma 1.1.58 auf Seite 30). Fiir positive ¢ < p(R¢,, K) ist somit

KCK9 :={zecE|px,K)<e}C Ry

Da K abgeschlossen ist, gilt fiir jedes x € K¢, dass p(z, K) > 0. Also gibt es ein € > 0, so
dass = ¢ K©) und daher gilt K©) \ K fiir ¢ \, 0.

Fiir eine Abbildung h : £ — R definieren wir den Positivteil ht : F — Rg , T —>
max{h(z),0}. Ist h stetig, so ist auch h* stetig. Wir setzen nun fiir ein hinreichend kleines

positives € wie oben

+
f©:E—R{, $|—><1—M> .
g

Offenbar gilt fiir den Tréger Sy« von @) dass Ste) = K©) c R, ist, also ist f(&) € C[JQ(E)
(fiir hinreichend kleine €). £ ist gleich 1 auf K und gleich 0 auf K(®). Demnach ist

Tre < fO <o \( k.

Setzen wir fiir hinreichend grofes n € N K, := K& N K und f,, := f(%) (wihle fiir zu kleine
n zum Beispiel geeignete konstante Werte, etwa diejenigen, die auch zum kleinsten hinreichend
grofsen ng gehoren) so folgt die Behauptung unmittelbar.

(2): Wir zeigen die Behauptung zuniichst fiir relativ kompakte G. Ahnlich zu obigem Be-
weis definieren wir fiir eine Metrik p auf E und ein n € N

Gp:={z€E|px,G°)>n""}

G, ist offen, relativ kompakt und es gilt G,, /* G° = G, denn fiir jedes = € G gilt d(z, G) > 0.

Der Trager S, der stetigen Abbildung
gn: E— RS, 2+ (1 —np(z,Gy,))"

ist eine Teilmenge von G, also kompakt, d.h. g, € CI'(F(E) Da G, und g, die gewiinschte
Eigenschaft haben ist damit der Beweis fiir relativ kompakte offene Mengen erbracht.

Betrachten wir nun den Fall, dass also G nicht relativ kompakt ist: Es sei (R;);en eine aufstei-
gende Mengenfolge aus offenen, relativ kompakten Mengen mit R; ,* E (siehe Lemma 1.2.5
auf Seite 32). Dann gibt es fiir alle j € N eine (punktweise) monoton wachsende Funktionen-
folge gj, und Mengen G, / G N R; mit

lenr; > gjn = 1a,,, /" lang;-

Die Funktionenfolge g, : E — Ry, = — max{g;,(x)|i = 1,...,n} und die Mengen G,, :=
Gr,n haben dann die gewiinschten Eigenschaften. O

2.2.8 Satz In einem lokal kompakten, polnischen Raum E ist ein Radon-Maf8 p eindeutig
durch die (f,u) mit f € Cj-(E) festgelegt. Insbesondere ist damit M, (E) versehen mit der
vagen Topologie ein Hausdorff-Raum.
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BEWEIS. Sei p # v. Dann gibt es eine kompakte Menge K C E mit pu[K| # v[K], denn
B(F) wird von den kompakten Teilmengen von E erzeugt. Nehmen wir ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit an, dass u[K| > v[K] ist. Geméf Lemma 2.2.7 auf Seite 52 gibt es dann eine
Folge von f, € Ci-(E), so dass f, \, Ix und nach dem Satz von der dominierten Konvergenz
(Satz 2.1.31 auf Seite 49)

n—,oo n—o0

(s i) — (I, ) > (I, v) = ([, ).
Demnach muss es ein fp, mit (fn,, 1) # (fng, V) geben, womit der erste Teil des Satzes be-

wiesen ist.

Um die Hausdorff Eigenschaft nachzuweisen folgern wir aus dem ersten Teil des Satzes, dass
es ein ng € N und ein € > 0 gibt mit (fpn,, ) — & > (fn,y, V) + ¢, d.h.

{77 € M+(E) | |<fn0777> - (fn07/~”>| <€} und {77 € M+(E) | |<fn0777> - (fTLovVH < 5}

sind disjunkte Umgebungen von g und v (vgl. Lemma 2.2.4 auf Seite 51). O

Kompaktheit und relative Kompaktheit sind wichtige topologische Begriffe. Wie in Kapitel 1
erwahnt sind kompakte Mengen in gewisser Hinsicht  klein“ und es gilt, dass Folgen in dieser
Jkleinen Menge zumindest konvergente Teilfolgen mit Grenzwert in der Menge selbst besitzen
(vgl. Satz 1.1.50 auf Seite 27).

Diese Eigenschaft ist besonders niitzlich, da sie uns erlaubt Konvergenz zu beweisen, indem
wir die Gleichheit der Grenzwerte aller konvergenten Teilfolgen nachweisen (vgl. Lemma 1.1.45
auf Seite 26).

Der folgende Satz ist ein niitzliches Hilfsmittel fiir den Nachweis relativer Kompaktheit:

2.2.9 Satz Sei E polnisch und M eine Teilmenge von M (E). Folgende Aussagen sind dqui-
valent:

(1) M ist relativ kompakt beziglich der vagen Topologie auf My (E),

(2) sup(f,p) < oo fir alle f € C(E),
neM

(8) supu|B] < oo fir alle relativ kompakten Mengen B € B(E).
neM

Fiir den Beweis dieses Satzes bendtigen wir zundchst einen Hilfssatz, der uns die Existenz
von Radon-Mafen p mit charakterisierenden Werten fiir die Integrale (f,u), f € CI}F (E)
garantiert.

2.2.10 Satz Riesz’scher Darstellungssatz Sei E ein lokal kompakter, polnischer Raum
und U : CH(E) — Ry ein Funktional, so dass gilt

r,s e R(}L, f,g¢€ C’;(E) = U(rf+sg)=r¥(f)+ s¥(g).
Dann gibt es ein Radon-Mafl u auf E mit
U(f)=(f,p) firalle fe C’I"(F(E)
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(Siehe [ELsTRODT, 2009| S.335.)

BEWEIS VON SATZ 2.2.9. (1)=(2): Nach Definition der vagen Topologie ist fiir jedes f €
Ci£(E) die Abbildung
i My(BE) — Ry, pe— (f,0)

stetig. Da Kompaktheit und somit auch relative Kompaktheit unter stetigen Abbildungen
erhalten bleibt, ist f*(M) relativ kompakt (insb. ist also f*(M) kompakt), also

NE

sup (f, u) = sup f*(M) < sup f*(M)
pneM

Q.

(1)<=(2): Zuniichst machen wir uns klar, dass fiir beliebige Mengen A C R sup(A) = sup(A4)
gilt. Da A C A ist, gilt offensichtlich sup(A) < sup(A). Ist a € A, so gibt es eine Folge
(an)nen in A mit a, "% 4. Da a, < sup(A) fiir alle n € N, muss auch a < sup(A) sein. Da
a € A beliebig gewéhlt war, ist sup(A) damit grofer oder gleich dem Supremum von A. Nach
Voraussetzung ist sup,,eps(f, #) < 0o und mit obiger Uberlegung erhalten wir:

____ Satz 1.1.33
sup (f, p) = sup(f*(M)) < sup(f*(M)) = sup(f*(M)) = sup (f,pu) < oc.
neM neM

Fiir f € C{£(E) definieren wir
Xy = [0, sup (f, )]
pneM
X versehen mit der relativen Topologie T (d2)|x ; von R auf X ist kompakt. Nach dem Satz
von Tychonoff (Satz 1.1.59 auf Seite 30) ist somit

x= ][ Xy

feCEH(E)

kompakt beziiglich der zugehorigen Produkttopologie. Betrachte die Abbildung
T:M-— A= {((fum)feo;(};) lpeM}CX, pr— ((f,u>)f60;(E)-

Diese Abbildung ist offensichtlich surjektiv und nach Satz 2.2.8 auf Seite 53 auch injektiv.
Weiterhin ist laut Lemma 1.1.55 auf Seite 28

k
V(z) = {ﬂ{y € A||rp(y) — mp(2)] < e} ( >0, kEN, fi,... fx€ c;g(E)}
=1

eine Umgebungsbasis von z in A (wobei 74 die Projektion von X auf Xy bezeichnet). Ist U(y)
die Umgebungsbasis aus Lemma, 2.2.4 auf Seite 51, so gilt fiir alle u € M und U € U(p), dass
T(U) € V(T (u)) ist. Umgekehrt gilt fiir x € A und V € V(x), dass (T~1)(V) € U(T~1(x))
ist. Diese Bedingungen sind hinreichend fiir die Stetigkeit von T und T~!: Ist etwa u € M
und V' € V(T(u)) eine Umgebung von T'(u), so ist T-1(V) € U(x)) eine Umgebung von pu
und T(T~Y(V)) = V, d.h. T ist stetig. Analog zeigt man die Stetigkeit von T~!, also T ein
Homoomorphismus.
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Wir zeigen nun, dass A in X abgeschlossen ist: Sei (ay, )nen eine Folge in A mit lim, o a,, = .

Es ist zu zeigen, dass dann x in A = T(M) liegt. Wir verwenden die Notationen a, =
(afm)feO;(E) und x = (xf)fGO;(E). Da a, € A fiir alle n € N, gibt es fiir alle n € N ein ein

Radon-MaR i, € M mit af,, = (f, p,) fiir alle f € Ci£(E). Setzten wir nun
U: CH(E) — R, fr— ay,

so erfiillt ¥ die Voraussetzungen von Satz 2.2.10 auf Seite 54, denn fiir r,s € R und f,g €
CiE(E) ist

U(rf +s9) = @rfrsg = m (rf + 59, pn) = m (f, pn) + s lim (g, in)
=rxs+ sty =r¥Y(f)+s¥(g).

Also gibt es ein p in My (E) mit zp = (f, p) fiir alle f € Cf (E). Es gilt limy, o0 (f, tn) = (f, 1)
fiir alle f € C’;(E), d.h. p, — p. Da die p, in M liegen, muss damit auch g € M sein, also

ist z € T(M) = A.

Da also X kompakt und A eine abgeschlossene Teilmenge von X ist, ist A ein kompakter
Raum. Homdomorphie erhilt Kompaktheit (Satz 1.1.40 auf Seite 23), damit ist auch M ein
kompakter Raum. Nach Satz 1.1.23 auf Seite 17 ist M damit eine kompakte Teilmenge von
M (FE), also ist M relativ kompakt.

(2)<=(3): Sei f € Ci(E) C G (E). Dann gibt es ein m € Ry mit f(z) < m fiir alle
z € E. Fiir den Tréger Sy von f ist demnach f < mlg, und somit

sup (f, 1) < m sup (I, n) = m sup p[B] < oo,
neM neM neM

denn Sy ist relativ kompakt nach Voraussetzung.

(2)=(3): Sei B € FE relativ kompakt, also B kompakt. Nach Lemma 2.2.7 auf Seite 52 gibt
es dann ein f; € C{(E) mit fi > I und somit

sup p[B] < sup p[B] = sup (I, 1) < sup(fi,p) < oo.
pEM pEM pEM uEM |

Wir wollen abschliefend beweisen, dass M, (E) polnisch, also vollstdndig metrisierbar und se-
parabel ist. Separable, metrische Rdume sind genau die metrisierbaren Réume, die eine derart
Hkleine“ Topologie besitzen, dass diese sich durch eine abzdhlbar unendliche Basis erzeugen
lasst (vgl. ,Separable Rdume* in Abschnitt 1.1).

Das folgende Lemma liefert uns eine abz&hlbare Menge aus Funktionen, die es uns erlaubt eine
Metrik auf M, (FE) zu definieren, indem wir den (bei 1 abgeschnittenen) Betrag der Differen-
zen der Integrale der entsprechenden Funktionen iiber E beziiglich zweier Mafe aufsummieren
(abzéhlbare Anzahl von Summanden). Entscheidend ist, dass die Funktionen dieser Familie
bereits als Testfunktionen ausreichen werden um vage Konvergenz nachzuweisen.
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2.2.11 Lemma Ist E lokal kompakt und polnisch, so gibt es eine abzdhlbare Teilmenge
H ={h; |ieN}
von Ci(E) mit den folgenden Eigenschaften:
(1) Sind p und v aus My (E) und (h;, ) = (h;,v) fir alle i € N, so ist up = v.

n—,oo

(2) Sind pi, po,... € My(E) und gibt es fir jedes h; € H ein ¢; € R mit (hi, un) — ¢,
so konvergiert p, vag gegen ein p € My (E) mit (h;, ) = ¢; fiir alle i € N.

Beachte, dass der Grenzwert aus (2) durch (1) eindeutig bestimmit ist.

BEWEIS. Zunéchst konstruieren wir uns eine geeignete Menge H: Nach Lemma 1.2.5 auf
Seite 32 gibt es fiir die Topologie auf E eine beziiglich endlicher Vereinigungen und Schnitte
abgeschlossene abzihlbare Basis G := {Gi ! 1 €N } aus relativ kompakten Mengen. Laut
Lemma 2.2.7 auf Seite 52 gibt es dann Folgen (f; ,)nen und (gin)nen in C’;(E) mit

fim HG—Z. und g;n /g, fir alle i € N.

Die Menge
H = {fm | i,n € N} U {gm ‘ 1,m € N}

ist offensichtlich abzahlbar.

(1): Jede offene Menge in F ist eine abzéhlbare Vereinigung von Mengen aus G und somit
0(G) D Te = 0(9) D a(Tg) = B(R), also ist G ein schnittstabiler Erzeuger von B(FE). Nach
Satz 2.1.3 auf Seite 40 ist es damit hinreichend, zu zeigen, dass p|G] = v[G] fiir alle G € G
gilt. Sei hierzu G; € G, dann gibt es eine Folge (g n)nen in H mit g; , * Ig, und demnach

mon.Konv. . Vor. ;. mon.Konuv.
plGil = ey mp o =0 W0 (gin, ) =" i (gin,v) 7= (I, v) = v[Gil.

(2): Wir zeigen zunéchst, dass unter den gegebenen Voraussetzungen { Lhn ‘ n € N} relativ
kompakt ist:

Betrachte eine beliebige Funktion ¢ € C/(E). Da dann der Triiger S, von ¢ kompakt ist
und da (J;2; G; = E, gibt es eine endliche Menge I C N mit S, C [J;c; Gi. Aufgrund der
Abgeschlossenheit von G beziiglich endlicher Vereinigungen gibt es sogar ein ip € N mit

S, C G, €G.
fiir [l¢loe == sup{|p(z)| | z € E} < oo ist

¢ < llellools, < llelloole, < llelloola, < ll¢lloofion fir alle n € N.
Nach Voraussetzung gibt es fiir jedes ¢ € N ein ¢; € R mit limy, 00 (s, pin) = ¢, also ist
sup,en(hi, tin) < oo fiir alle ¢ € N. Da f;, , € H ist, gibt es ein j € N mit f;, , = h;. Daher
gilt:

sup(p, pn) < (¢l SuP(fio,nan> < H90H005up<hjnun> < 0.

neN neN neN
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Dies ist laut Satz 2.2.9 auf Seite 54 dquivalent zur relativen Kompaktheit von {u, | n € N}.

Sei nun {n'} eine Teilfolge von {n}. Da {u, | n € N} relativ kompakt ist, gibt es gem#f

Satz 1.1.50 auf Seite 27 eine Teilfolge {n”} von {n'} und ein Mak p € {u, | n € N} C M, (FE)
mit
K — 28

Somit gilt fiir alle i € N (A, jin) "— (hs, ) und nach Voraussetzung muss dieser Grenzwert

gleich ¢; sein. Gemék (1) ist u damit eindeutig definiert. Daher besitzt jede Teilfolge {n”} von
{n} eine Teilfolge {n'} mit dem gemeinsamen Grenzwert v-lim,, o0 i, = p. O

2.2.12 Theorem Ist E lokal kompakt und polnisch, so ist auch M, (E) beziglich der vagen
Topologie Ty(My(E)) polnisch.

BEWEIS. Wir definieren uns mit Hilfe der h; € H aus Lemma 2.2.11 folgende Metrik:

o0

d(p,v) = Z %min{l, |(hi, 1) — <hi’l/>|}

i=1
BEHAUPTUNG.
(1) Die Abbildung d : My (E) x My (E) — R{ ist wirklich eine Metrik auf M (E),
(2) Die Metrik d erzeugt T,(My(FE)),

(3) Die Metrik d ist vollstandig (d.h. jede Cauchy Folge beziiglich d hat einen Grenzwert in
M+ (E)) )

(4) E ist separabel.

Zu (1): Man sieht sofort, das d symmetrisch ist. Die Dreiecksungleichung lasst sich leicht sum-
mandenweise einsehen und die Definitheit folgt aus Lemma 2.2.11.

Zu (2): Wir zeigen: Ist U(p) eine Umgebung von g, so gibt es eine (offene) d-Kugel
Ks(u) = {v € My(E) | d(u,v) < 8} € U(s).

Sei also € M, (FE) beliebig gewahlt. Fiir § — 0 geht sup{d(p,v) | v € Ks(u)} gegen 0.
Aus der Definition von d ergibt sich dann, dass sup{|(h;, ) — (hi,v)| | v € Ks5(p)} — 0 fiir
0 — 0 fiir alle ¢ € N. Somit gilt fiir jede Folge (v, )nen mit v, € K,,-1 () die vage Konvergenz
Up — L.

Gemifs Satz 2.2.5 auf Seite 51 ist vage Konvergenz gleich topologischer Konvergenz beziiglich
der vagen Topologie und daher gibt es fiir jede Umgebung U(u) von p ein ng € N, so dass
v, € U(p) fiir alle n > ng. Da die v, frei aus K,,-1(p) ausgewahlt waren, liegt also ganz
K,y-1(p) in U(p). Lisst man 4 in Q gegen 0 gehen, so erhélt man mit {K;s(u) | § € Q} iiber
dies hinaus eine abzdhlbare Umgebungsbasis von pu.
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Es bleibt zu zeigen, dass die Kjs(u) auch wirklich offen beziiglich T,(M4 (E)) sind. Hierzu
zeigt man, dass jedes v € Ks(u) ein innerer Punkt von Ks(u) ist. Wir zeigen préziser, dass
es fiir jedes v € Ks5(u) eine Menge V(v) aus der Umgebungsbasis U(v) aus Lemma 2.2.4 auf
Seite 51 gibt mit v € V(v) C Ks(u). Dies ist aber klar, wenn man mit der Notation aus
Lemma 2.2.4 ¢ hinreichend klein, f; = h; fir i = 1,...,k und k£ € N hinreichend grofs wihlt.

Zu (3): Sei (fin)nen eine Cauchy Folge beziiglich d. Dann gilt nach Definition einer Cauchy
Folge

sup d(n, ftnm) — 0.
meN
Nach Definition von d gilt dann notwendig
sup |<hluun> - (h’nlu’n+m>| ni>>° 0.

meN

Also ist ((hs, pin))nen fiir jedes ¢ € N eine Cauchy Folge im Banachraum R und somit konver-
gent. Es gibt also fiir alle ¢ € N ein ¢; € R mit (h;, pn) "% ¢;. Dies ist nach Lemma 2.2.11 auf
Seite 57 hinreichend fiir die Konvergenz (und insbesondere fiir die Existenz eines geeigneten

Grenzwertes p € My (E)) von (fin)nen.

Zu (4): Wir zeigen dquivalent, dass es eine abzahlbare Basis von 7,(M4 (E)) gibt (siehe Lem-
ma 1.2.3 auf Seite 31):
Das Mengensystem

S::{{u€M+(E) ! (hi,me(r,s)}‘ieN, r,s € Q, 0§r<s}

ist sicherlich abzdhlbar. Ist ein Mengensystem abzéhlbar, so ist auch das Mengensystem, dass
aus allen endlichen Schnitten von Elementen aus diesem Mengensystem besteht, abzdhlbar.
Also ist eine Basis zur Subbasis S abzihlbar. Ahnlich wie in (2) muss man also zeigen, dass
alle S € S offen sind und dass fiir alle p € M, (F) und V € T,(M,(F)) mit p € V Mengen
S1,...,5, € S existieren mit p € S1N...NS, CV.

Man sieht die Offenheit der S € § am schnellsten, indem man fiir einen Punkt v € S wie
in (1) auf die Umgebungsbasen U (v) aus dem Lemma 2.2.4 auf Seite 51 zuriickgreift. Hierzu
braucht man nur fiir das entsprechende i € N f; = g; und € < min{s — (h;,v), (hij,v) — 1} zu
wihlen. Um zu zeigen, dass es fiir jedes p € M, (F) und jede Umgebung U von u eine Menge
aus der von S erzeugten Basis Bs gibt, reicht es, diese Aussage fiir U = K (1), € € R zu
zeigen. Wir setzten hierzu

Sty = {v € Mu(B) | (i) € (hiost) — 85, (hist) + 6))} € S

Wahlen wir ¢; > ¢, >0 derart, dass (h;, pu) — d; und (h;, p) + 6, in Q liegen, so gilt,dass die
Si,(;i’(;; € S sind. Weiterhin ist

n o
d(p,v) <Y 2705+ > 2701 < max{§;li <n}+27"
=1 i=n+1

Also braucht man nur n € N hinreichend grof und die d;,0; (unter Beriicksichtigung obiger
Bedingungen) hinreichend klein zu wéhlen, um (', S;5 C K.(u) zu erreichen. Man wihle
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hierzu etwa n € N derart, dass 27" < 27'¢ und 61,...9,,0,,...,8, € R die obigen Bedin-
gungen geniigen und fiir die auferdem 0 < d1,...,0,, < 27 !¢ gilt. Beachte, dass derartige &;
existieren, da Q dicht in R liegt. O

Nun, da wir wissen, dass fiir lokal kompakte, polnische Rdume E der Raum M, (E) metrisier-
bar ist, haben wir das Hilfsmittel der Folgenstetigkeit zur Verfiigung, um Stetigkeit nachzu-
weisen. Somit kdnnen wir ohne grofsen Aufwand folgenden niitzlichen Satz iiber die Stetigkeit
von Abbildungen zwischen Rdumen M, (E;) und M, (E2) beweisen:

2.2.13 Satz Seien Ep ein lokal kompakter und polnischer Raum und FEo ein beliebiger topo-
logischer Raum. Ist f : By — Eo stetig und ist f~1(K) fiir jeden kompakten Teilraum K von
Es relativ kompakt in Eq, so ist die induzierte Abbildung

[ My (Ey) — My (By),p— po f!
stetig. Insbesondere dies natirlich, wenn f ein Homdomorphismus ist.

BewEIS. Nach Satz 1.1.52 auf Seite 27 ist Stetigkeit (bzgl. der vagen Topologie) dquivalent
zu Folgenstetigkeit (beziiglich vager Konvergenz). Um die Folgenstetigkeit zu zeigen, miissen
wir nachweisen, dass fiir eine Folge (ftn),,c in My (E7) gilt:

o = = Flun) = (1)
Sei also g € Ck(FE2), dann ist
(9o HTHR{0}) = fH (g (R\{0})) € /(gL (R\{0}))
relativ kompakt kompakt

relativ kompakt nach Voraussetzung und somit hat g o f ebenfalls einen kompakten Triger.
Da g o f stetig ist, liegt es in Cx(F1). Also gilt nach der Definition der vagen Konvergenz
fE1 go f duy iy fEl go f du. Mit Hilfe der Transformationsformel fiir Integrale (Satz 2.1.7
auf Seite 42) folgt nun:

/ gdunoflz/ gofdﬂnnio><> gofdu:/ gduofil-
E> Eq En Es

Somit ist f(un) — f(u) gezeigt. O
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2.3 DC-Semiringe

Vage Konvergenz von Mafben p, € M, (F) ist definiert als die Konvergenz der Integrale
[ [ dpy aller Testfunktionen* f € Cyf(E) iiber E. Bisher haben wir noch keinen direkten
Zusammenhang zwischen vager Konvergenz von Mafsen und der Konvergenz der charakteristi-
schen Funktionen von Teilmengen von E beziehungsweise der Konvergenz der ,Auswertungs-
funktionen y,,[A] von Mengen A € B(E) kennen gelernt. Folgendes Beispiel verdeutlicht dass
die Folgerung i, — p = pn[B] =3 p[B] fiir alle (relativ kompakten) B € B(E)* nicht
zuléssig ist:

Sei F = R, versehen mit der euklidischen Metrik und pu, p1, uo die Mafe auf R mit p,[A] :=
Ta(n~1) und p[A] := I4(0). Dann gilt g, — pu. Aber (Lo,1]5 Hn) ist gleich 1 fiir alle n € N,
wihrend (I 1}, #) = 0 ist. Das Problem besteht darin, dass p ,Masse* auf dem Rand von
(0, 1] hat, wihrend die ,Masse der u, zwar ,zum Rand hin wandert“, aber immer im Inneren
bleibt. Es ist also nahe liegend, Forderungen an die Mengen, beziiglich der ,Masse* auf ihren
Réndern zu stellen.

Ein wichtiges Mengensystem in diesem Zusammenhang ist R, (F), die Klasse aller messba-
ren relativ kompakten Mengen, deren Rand ,,u-Masse Null hat. Dieses Mengensystem kann
allerdings immer noch relativ ,,grofs“ und unhandlich sein. Um konkrete Konvergenzen nach-
zuweisen, ist es daher oft sinnvoll, sich mit geeigneten Teilklassen von 3, (E) zu beschéftigen,
die auf der einen Seite hinreichend viele Informationen fiir Konvergenzaussagen enthalten, auf
der anderen Seite aber in gewisser Weise ,klein“ genug — beispielsweise parametrisierbar — sind,
so dass man bestimmte Bedingungen an sie konkret nachrechnen kann.

Solch ein Mengensystem ist der DC-Semiring, ein Semiring aus relativ kompakten, messbaren
Mengen, der fiir jede gegebene messbare relativ kompakte Menge eine endliche Uberdeckung
aus Mengen beliebig kleinen Durchmessersenthélt. Der Begriff des DC-Semirings wird auch
bei der Konvergenz in Verteilung von Zufalligen Mafen (Abschnitt 2.7) eine Rolle spielen und
auch dort werden uns die in diesem Abschnitt bewiesenen Aussagen von Nutzen sein.

2.3.1 Bezeichnung Es sei E ein lokal kompakter, polnischer Raum und g und Maf auf F.
Wir verwenden folgende Notationen:
R(E) := {E € B(E) | E ist relativ kompakt}
Ru(E):={E € B(F) | E € R(E), uloE] =0}
R,(E) := {E € B(E) | E € R(E), E offen, p[oE] =0}.

2.3.2 Definition (DC-System) Ist F ein lokal kompakter, polnischer Raum und d eine
die Topologie T auf F erzeugende Metrik, so heifst ein Mengensystem A auf £ DC-System
(dissecting, covering) auf E, falls A C R(E) und

(DC)  Fiir alle R € R(E) und € > 0 gibt es A4;,... A, € A mit

d(A;) := sup (d(a, b)) <e und RC U A;.
a,beA; i=1
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2.3.3 Bemerkung Der Begriff des DC-Systems hiangt nur von der Topologie 7 auf E, nicht
von der Wahl einer konkreten Metrik d ab (siehe [KALLENBERG, 1975] S. 3 f.).

2.3.4 Definition (DC-Semiring) Ein DC-Semiring ist ein Semiring aus messbaren Men-
gen, der ein DC-System als Teilmenge enthilt.

Ein DC-System ist eng mit dem Begriff einer topologischen Basis verbunden, wie die folgenden
beiden Lemmata zeigen werden.

2.3.5 Lemma Jede Basis B eines lokal kompakten, polnischen Raumes E ist ein DC-System.

BEWEIS. Sei d eine zur Topologie auf E passende Metrik und R € R(E). Ist B eine Basis auf
E xe EFund

Ko(z) = {y € E|d(z,y) <},

so gibt es fiir jedes ¢/ > 0 eine Menge B./(x) € B mit € B (x) C Ko (x). Wéhlt man fiir
gegebenes ¢ > 0 etwa ¢’ = 37 !¢, so ist d(B.(z)) < d(Ku(x)) < 2¢/ < e. Es gilt weiterhin

Rc | Bo(w).
zER

Da R kompakt und die B,/(z) € B offen sind, gibt es ein n € Nund z1,...,2, € R, so dass

Also ist B ein DC-System. O

2.3.6 Lemma Sei A C P(E) ein Mengensystem auf einem lokal kompakten, polnischen Raum
E. Gibt es eine Basis B von E, so dass fiir jedes B € B ein A € A mit B C A C B existiert,
so ist A ein DC-System auf E.

BEWEIS. Esreicht zu zeigen, dass d(B) = d(A) ist, der Rest folgt dann sofort aus Lemma 2.3.5.
Es sei wieder d eine zur Topologie auf E passende Metrik. Nach Lemma 1.1.57 auf Seite 29
ist d: E x E — R stetig. Seien a,b € B, dann gibt es Folgen (a,)nen und (b, )pen in B mit
lim;, 00 @y, = @ und lim, o0 by, = b. Somit gilt lim,,_,~ d(an, b,) = d(a,b). Da fiir alle n € N
d(an,by) < sup{d(z,y) | z,y € B} = d(B) ist, ist damit auch d(a,b) = lim, 00 d(an, by) <
d(B). Weil a und b beliebig aus B gew#hlt waren, ist damit d(B) < d(B) und somit d(B) <
d(A) < d(B) < d(B), also d(A) = d(B). O
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Man beachte, dass eine Umkehrung derart ,,A ist ein DC-System = A’ := {A°|A € A} ist
eine Basis* im allgemeinen unwahr ist. Dariiber hinaus lisst es sich sogar zeigen, dass A’ nicht
einmal ein DC-System sein muss. Ein Gegenbeispiel ist

A= {[2*"(/% —1),27"hy) ‘ neN,k, = 1,...2"} uo.

A ist sicherlich ein DC-Semiring auf [0,1) beziiglich der relativen euklidischen (d.h. von der
euklidischen Metrik erzeugten) Topologie auf R. Es gibt aber keine Menge A € A mit 27! € A°
und damit auch keine Uberdeckung von {27!}, d.h. A’ ist kein DC-System. Da jede Basis eines
lokal kompakten, polnischen Raumes ein DC-System ist, ist A’ auch keine Basis.

Soviel zu den rein topologischen Eigenschaften eines DC-Systems. Wir kommen nun zu ei-
ner wichtigen wahrscheinlichkeitstheoretischen Aussage iiber DC-Systeme:

2.3.7 Lemma Sei E ein lokal kompakter, polnischer Raum und A C B(E) ein DC-System
auf E, so ist A ein Erzeugendensystem fir B(F).

BeEwEIS. Es sei A ein DC-System auf E. Da A C B(FE) ist, ist 0(A) C o(B(F)) C B(E). Es
reicht also, 7 C o(A) und damit B(E) = o(7T) C o(.A) zu zeigen. Sei hierzu zunéchst G offen
und relativ kompakt. Fiir n € N sei

Gp:={z€E|px,G°)>n"1}.

Gy, ist relativ kompakt und es gilt G,, /* G° = G, denn fiir jedes z € G ist d(z,G¢) > 0. Es
seien nun fiir n € N A; ..., Ag, , € A derart gewihlt, dass d(4;,) < n~! und

kn
G C U Ai,n'

i=1

Wir nehmen ohne Beschréankung der Allgemeinheit an, dass A;, NG # 0 fir allei =1,...,k,
und dass die A;,, derart angeordnet sind, dass A4;, NG° =0 < i <[, fiir ein geeignetes
l, € N. Dann gilt aukerdem ¢ > I, = A;,, NGy, = 0: Gibt es namlich ein z € A4;, N G,
so ist einerseits d(a,z) < n~! fiir alle @ € A;, und andererseits — da z in G, liegt — gilt
d(x,y) > n~! fiir alle y € G°. Demnach ist a € G und damit A;,, C G, also i < [,,. Daher gilt

ln

GDUAi,nDGn/‘Gu

=1

woraus folgt, dass G = [~ Uﬁgl A;n € 0(A) ist. Es bleibt zu zeigen, dass nicht nur jede
offene, relativ kompakte, sondern auch jede allgemeine offene Menge in o(A) liegt. Dies folgt
sofort aus Lemma 1.2.5 auf Seite 32, das besagt, dass in lokal kompakten, polnischen Rdumen
jede offene Menge die abzéhlbare Vereinigung offener, relativ kompakter Mengen ist. O
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2.3.8 Lemma Ist E ein lokal kompakter, polnischer Raum und ist A ein DC-Semiring auf
E, so qilt:

(1) Ist n' € N und sind A,...,Al, € A, so gibt es ein n € N und paarweise disjunkte
Aq,..., Ay € A, so dass

Ja=Ua
=1 =1

(2) ist R C E relativ kompakt, n € N und sind Ay, ..., A, € A paarweise disjunkt, so gibt

es einm € Ng und Apt1,-.., Apnem € A, so dass die Ay, ..., Aprm paarweise disjunkt
sind und
n+m
R C U A;,
i=1

(8) es gibt disjunkte Ay, Ao, ... € A mit

BeEwers. (1) folgt induktiv aus Eigenschaft (S2) in der Definition eines Semirings (Definition
2.1.4 S.41). (2) folgt aus Teil (1) und der Eigenschaft (DC) eines DC-Semirings. Nach Lem-
ma 1.2.5 auf Seite 32 gibt es relativ kompakte, messbare Ry C F mit Ry / E. Nach (1) und
(2) gibt es dann paarweise disjunkte A, As,... € Aund ny € N, so dass J;*, A D Ry N E,
also gilt (3). O

In der Einleitung dieses Abschnittes wurde die Betrachtung von DC-Semiringen durch ihre
Handlichkeit bzw. ,Kleinheit* gerechtfertigt. Wir lernen nun einen einfach parametrisierbaren
DC-Semiring auf dem Raum R" aus Abschnitt 1.3 kennen. In Kapitel 3 werden wir des Ofteren
auf diesen DC-Semiring zuriickgreifen.

2.3.9 Beispiel Das Mengensystem

h
¢ = {[]sei

i=1

—oo<b<c¢<ocounddig=1,...,h: ci0<00der0<b¢0}

ist ein DC-Semiring auf R beziiglich der Topologie T

BEWEIS. Man iiberzeuge sich zunéchst, dass C wirklich ein Semiring ist. Wir verzichten hier
auf diesen recht technischen Beweis einer mit der Intuition {ibereinstimmenden Tatsache. Mit
weiterem technischen Aufwand l&sst sich zeigen, dass

h h

C = {H(b“CZ) ‘ H(bi,ci] S C} C 7’-

=1 =1

eine Basis von 7 ist. Gem#f Lemma 2.3.6 auf Seite 62 ist C damit ein DC-System, also auch
ein DC-Semiring. O
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2.3.10 Satz Sei F ein lokal kompakter, polnischer Raum und es bezeichne T die Topologie
auf E. Dann gilt fiir ein beliebiges Radon-Mafl u

(1) R(E) = Ru(E) N T ist ein vereinigungs- und schnittstabiles DC-System,
(2) R, (E) ist ein vereinigungsstabiler DC-Semiring.

Beachte, dass R}, (E), Ry (E) und R(E) nach Lemma 2.3.7 auf Seite 65 damit insbesondere
Erzeugendensysteme von B(E) sind.

BEWEIS. (1): Die Vereinigungs- und Schnittstabilitit folgen aus Lemma 1.1.17 auf Seite 14.
Um zu zeigen, dass R, (E) ein DC-System ist, reicht es nach Lemma 2.3.6 auf Seite 62 aus,
zu beweisen, dass R}, (E) eine Basis der Topologie 74 von E enthélt.

R, (E) enthilt genau dann eine Basis von 7y, wenn es fiir jeden Punkt x € £ und jede offene
Menge V' C E mit z € V eine relativ kompakte, offene Menge U C E gibt mit u[0U] = 0 und
x € U C V. FE ist lokal kompakt, also gibt es eine kompakte Umgebung K C E von z. Da FE
auflerdem metrisch ist, gibt es demnach ein € > 0, so dass

K.(x) C KNV
Weiterhin gilt u[K.(z)] < p[K] < oo, denn p ist ein Radon-Mak. Somit ist

{ye Ke(z) | ul{y}] >n"}

fiir alle n € N eine endliche Menge. Die abzihlbar unendliche Vereinigung endlicher Mengen
ist abzéhlbar unendlich, daher ist die Menge der ,Massepunkte*

= {ye K.(2) | ul{y}) >0} = | J{y € Ke(w) | ul{y}) > n"}
n=1

von 4 in K (x) abzdhlbar. Da (0,e) C R iiberabzdhlbar ist, gibt es demnach ein 6 € R mit

0 <6 < e, so dass

Lem. 1.1.19
0Kjs(x) Sel% i {yeXx ‘ d(z,y) =6} CT"

Damit ist p[0Ks(x)] = pl0Ks(x) NT] = 0. Aus § < ¢ folgt Ks(z) C K und somit ist Ks(z)
relativ kompakt. Weiterhin ist K5(x) offen, da es gerade ein Element aus der von der Metrik
d definierten Basis von 7y ist. Somit hat Ks(x) alle gewiinschten Eigenschaften.

(2): Da ), (E) C R,(E) ist, brauchen wir nur noch zu zeigen, dass 9,(F) ein Semi-Ring
ist. Da die leere Menge offen und abgeschlossen ist muss ihr Rand leer sein. Demnach liegt sie
in M, (E). Weiterhin folgt aus Lemma 1.1.17 auf Seite 14, dass 2R, (F) schnitt-, vereinigungs-
und differenzstabil, also ein (Semi-)Ring ist. O
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2.4 Vage Konvergenz von Radon-Mafien

Ausgeriistet mit dem Handwerkszeug aus den Abschnitten 2.2 und 2.3 kénnen wir nun ei-
ne grundlegende Charakterisierung vager Konvergenz (eine Entsprechung des Portmanteau-
Theorems, |[KLENKE, 2008| S.254) herleiten.

2.4.1 Theorem Sei E ein lokal kompakter, polnischer Raum und p, p1, po, ... € My (E).
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) pn — p-
(2) Es gibt einen DC-Semiring J C R, (E), so dass fir alle J € J gilt p,[J] =3 u[J].
(3) Fiir alle R € R, (E) gilt u,[R] =3 u[R).

(4) Flir alle kompakten Mengen K C E gilt limsup,,_, . pn[K] < p[K] und fir alle offenen
und relativ kompakten Mengen G C E gilt liminf,, o pn[G] > p[G].

BEWEIS. (1) = (4): Sei K C E kompakt, so gibt es nach Lemma 2.2.7 (1) auf Seite 52
eine punktweise fallende Folge von Abbildungen (fy)men in Cy(E) und kompakte Mengen
K,, C E mit

Ik < fm <Ik,, v Ik.

Fiir festes m € N ist dann

Nn:L}N <

lim sup pip, [K] = limsup (I, ftn,) < limsup(fom, fin) Jms 1) < (i, 5 1)

n—oo n—oo n—oo
AuRerdem ist u[K1\K] < oo und K,,\K \, 0, also pu[K,,\K] - 0. Demnach kénnen wir den
Satz von der dominierten Konvergenz (Satz 2.1.31 auf Seite 49) anwenden (mit dominierender
Funktion I, ) und erhalten

ot = [ Ty dn ™% [ Tic du = plK]
E E

Somit ist limsup,,_, . pn[K] < p[K] bewiesen. Dass fiir G € E liminf,,_, o 1, [G] < p[G] gilt,
zeigt man analog mit Hilfe von Teil (2) aus Lemma 2.2.7 und dem Satz von der monotonen
Konvergenz (Satz 2.1.30 auf Seite 49).

(4) = (8): Sei R € M, (E), also relativ kompakt und p[OR] = 0. Dann ist das Innere R° C R
von R offen und der Abschluss R D R kompakt. Aus p[0R] = 0 folgt u[R°] = u[R] = u[R)].
Also koénnen wir wie folgt ansetzen:
/A o : : S
u[R] = p[R°] < hrglnf tn R §llrglnf tn|R] <lim sup p,[R] <limsup p,[R] < plR] = plR).
n—oo n—00 n—00 n—00

Da somit liminf,,_ o ptn[R] = limsup,,_, o pn[R] = p[R] ist, konvergiert u,[R] fir n — oo
gegen u[R).
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(3) = (2): Diese Implikation folgt sofort aus J C R, (E).

(2) = (1): Wir zeigen zunéchst, dass die Menge {u, | n € N} relativ kompakt (in M (E))
ist. Geméf Satz 2.2.9 auf Seite 54 reicht es, hierzu sup,,cy pn[R] < oo fiir alle R € R(E) zeigen.

Sei also R € R(FE), dann gibt es endlich viele Ji,...,Jp € J mit R C Ule J;. Nach Vor-
aussetzung gilt p,[J;] —— p[Ji] und somit sup, ey pn[Ji] < oo fiir alle i = 1,..., k. Demnach
ist

k k k
sup pn[R] < sup piy, {U Jz} <sup Y pnli] €D sup pnlJi] < oo
neN neN i—1 neN i—1 i—1 neN

und somit ist die relative Kompaktheit von {u, | n € N} gezeigt.

Wir kénnen nun Satz 1.1.50 auf Seite 27 anwenden und erhalten so, dass jede beliebige Teilfolge
{n} eine Teilfolge {n"} mit p,» — v fiir ein v € M (E) besitzt (beachte, dass vage Kon-
vergenz laut Satz 2.2.5 auf Seite 51 dquivalent zu Konvergenz beziiglich der vagen Topologie
ist). Wir haben bereits (1) = (4) = (3) = (2) gezeigt, also wissen wir, dass einerseits

v[J] = lm ppr[J]) fir alleJ € R,(E) O T

n''—o00

ist. Andererseits ist nach Voraussetzung lim,»_,o pnr[J] = p[J] fiir alle J € J und demnach
vlJ] = p[J] fir alle J € J.

J ist ein Semiring und ein Erzeugendensystem fiir B(E) (siehe Lemma 2.3.7 auf Seite 63). Da
1 und v Radon-Mafe und als solche o-endlich sind, erhalten wir mit Satz 2.1.6 auf Seite 41
v = p. Also hat jede Teilfolge {n’'} von {n} eine Teilfolge {n”} mit v-lim, o tnr = p
und dieses p héngt nicht von der Wahl der konkreten Teilfolgen {n'} und {n”} ab. Gemiaf
Lemma 1.1.45 auf Seite 26 gilt also

fin — 1. 0
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2.5 Zufallige Mafe

Zufillige MafSe sind sind Zufallsvariablen mit Werten in dem Raum der Radon-Make M, (F)
auf einem lokal kompakten, polnischen Raum FE. Daher werden wir uns zunéchst mit einer
geeigneten o-Algebra auf My (FE) vertraut machen:

2.5.1 Definition Es sei E ein lokal kompakter, polnischer Raum. Fiir eine messbare Ab-
bildung f : E — Rg bezeichnen wir mit f* die Abbildung

e MA(E) — Ry, p— (f,m)

und versehen My (E) mit der kleinsten o-Algebra 9, (FE), beziiglich der f* fiir alle
f € C{(E) messbar ist. Das heift:

M (E) = o({(f)71(B) | f € C(E), B eBR})
—o({{ne Mu(B) | (f.u) € B} | f € CE(B), BeBR))}).

2.5.2 Bezeichnung Wir bezeichnen fiir eine messbare Menge F' € B(F) mit F* die ,Aus-
wertungsabbildung”
F*: M (E) — R, p— p[F).

2.5.3 Satz Ist E lokal kompakt und polnisch, i € M (E) und F' € R, (E), so ist die Abbildung
F* beziiglich Ty(M4(E)) stetig.

BeweEgls. Nach Satz 1.1.52 auf Seite 27 und Theorem 2.2.12 auf Seite 58 reicht es aus, die
Folgenstetigkeit von F* zu zeigen. Seien also p, u1, pi2,... € C’;(F(E), so dass pi, — p. Wir

miissen zeigen, dass
n—oo

pin[F] — plF]

gilt. Diese Konvergenz folgt sofort aus Theorem 2.4.1 auf Seite 66. O

2.5.4 Satz Es sei E ein lokal kompakter, polnischer Raum und J C B(FE) ein DC-Semiring
auf . Dann sind folgende Mengen identisch:

M, (E) == o({(f)"1(B) | f € C}:(E), B BR)})
My = o({(F*)"(B) | F € B(E), B € B(R{)})
Ms = o ({(G*)"1(B) | G € B(E) offen und rel. kp., B € B(R])})
Mg :=o({(J)"Y(B)| T € J, BeBR})

B(M, (E)) := o(To(M.(E)))
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BEWEIS. Wir werden zuerst M4 (E) C M; C My C M4 (F) und abschliefend M; = M3
und M (E) = B(M(E)) zeigen.

My (E) C My My (E) wird von den f* erzeugt, das heifst, M (E) ist die kleinste o-Algebra
beziiglich derer alle f* mit f € Cj(FE) messbar sind. Es reicht also, zu zeigen, dass f*
fiir jedes f € Cy(E) M1-B(R])-messbar ist. Fiir eine stetige Funktion f gibt es nach
Lemma 2.1.29 auf Seite 48 eine Folge von einfachen Funktionen f, := Z?:1 Cinlp,,, mit
F;, € B(F) und ¢, € R (f ist beschriankt) fiir alle ¢ = 1,...,n mit f, / f. Die f sind
M;-B (R )-messbar, da sie Linearkombinationen aus Indikatorfunktionen sind und diese
sind M1-B(R])-messbar. Geméf dem Satz von der monotonen Konvergenz (Satz 2.1.30
auf Seite 49) gilt

fa 2 = Ve My(E) : (fa,p) =3 {fon) = [ " (punktweise).
Also ist nach mit Satz 2.1.27 auf Seite 47 auch f* M;-B(R{)-messbar.

My C My: Wir zeigen, dass jede Abbildung F* mit F € B(E) My-B(RJ)-messbar ist. Hierzu
betrachten wir folgende Mengensysteme:

={F € B(E) | F* ist Ma-B(R)-messbar}
Q = {G € B(E) | G ist offen und relativ kompakt}

Offenbar ist G eine schnitt- und vereinigungsstabile Teilmenge von F. Weiterhin gilt
o(F) =B(F). Wir zeigen nun, dass F ein Dynkin-System (siehe Definition 2.1.1, S.2.1.1)
ist. Nach Satz 2.1.2 auf Seite 40 ist dann F D §(G) = o(G) = B(E) und somit F* fiir
jedes F € B(E) Mo-B(R])-messbar.

D1: Gemaifs Lemma 1.2.5 auf Seite 32 gibt es eine aufsteigende Folge von Mengen G1,
Go,... € G mit G, / E. Mit dem Satz von der monotonen Konvergenz (Satz 2.1.30)
erhalten wir dann (Ig, , 1) "= (Ig, ) fiir alle g € M, (E), d.h. G,* "=3 E*. Da die
Gn* Mo-B(R{)-messbar sind, ist auch E* My-B(R{)-messbar (siehe Satz 2.1.27).

D2: A*, B* sind Mo-B(R{ )-messbar, also ist auch (B\A)* = (B* — 4*) My-B(R])-
messbar.
D3: Sei A = |Ji=1"4;. Dann ist A" = 3"  A* fiir alle n € N Mo-B(RJ)-

messbar. Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz (Satz 2.1.30) gilt dann
AM* "3 A* (siehe oben) und somit ist A* Mo-B(RJ )-messbar.

My C M4 (E): Wir zeigen, dass jede Funktion I mit offenem und kompaktem G € B(R{)
M, (E)-B(RS)-messbar ist. Laut Lemma 2.2.7 auf Seite 52 gibt es fiir ein solches G
Funktionen g1, g, ... € Ci(E) mit g, / Ig. Analog wie in , 9, (E) C M;“ folgt dann

aus dem Satz von der monotonen Konvergenz, dass g, nese %, und da die g; M (F)-
B (R )-messbar sind, ist auch I}, M, (E)-B(RY)-messbar (vgl. Satz 2.1.27).

M3 C Mj: Nach Voraussetzung ist J C B(F) und damit M3 C M;.
M3 D Mj: Es sei
D:={FeB(E)| (F)'(B) e M3}

die Klasse der Mengen F € B(FE), die fiir die F* M3-B(RJ)-messbar ist. J C D ist ein
schnittstabiles Erzeugendensystem von B(E) (sieche Lemma 2.3.7 auf Seite 63). Es reicht
also laut Satz 2.1.2 auf Seite 40 aus, zu zeigen, dass D ein Dynkin System ist, um die
Messbarkeit aller F* mit F' € B(F) und damit M3 D M; zu beweisen.
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D1: Gemifs Lemma 2.3.8 auf Seite 64 gibt es disjunkte Ji, Jo,... € j mit E = J;2, J;.
Da fiir alle i € N u[J;] + plJis1] = plJ; U Jipa] ist, gilt fir J™ = JP, J;, dass
Jn® = Yomy Jit ist. Da alle J;* Ms- (Rf{) messbar sind, muss auch J" Ms-
B (RS )-messbar sein. Mit Hilfe des Satzes von der monotonen Konvergenz (Satz 2.1.30
auf Seite 49) erhalten wir

T (@) = Lo,y " (g, ) = B (u),

d.h. J0" "% E* | Laut Satz 2.1.27 ist E* damit M3-B (R )-messbar, also ist E € D.
D2 und D3 zeigt man genau wie im Teil ,M; C My* dieses Beweises.

Also ist D ein Dynkin-System.

My (E) CB(M(E)): Es reicht, zu zeigen, dass T,(My(E)) C M, (F) ist, denn dann folgt
o (T ( +(E))) C oM (E )) = M, (F). Laut Theorem 2.2.12 auf Seite 58 gibt es hy,
ha,... € Ci(E), so dass

S::{{MGM+(E) ‘ (hi,me(r,s)} ‘iEN, r,s €Q, 0§r<s}

eine (abzéhlbare) Subbasis von 7, (M4 (E)) ist. Offenbar gilt S C M4 (F). Damit ist auch
die von S erzeugte Basis B C 9 (F). Ist nun M € T,(M,(E)) beliebig, so gilt

M = U V.
VeB, VcM

Beachte, dass dies eine abzihlbare Vereinigung ist, da B abzdhlbar ist. Also ist M €
M (E).

M, (E) D B(M,(E)): Wir zeigen zuniichst, dass M := (f*)~1(V) fiir offene Mengen V in
B(M,(E)) liegt. Sei also V € B(R{) offen (beziiglich der von der euklidischen Metrik
induzierten Topologie T (d2) auf RJ). Dann ist

V= U (J:,y)

z<y€eV, (z,y)CV
a (f) 7 (z,y)) € To(My(E)) ist auch M € T,(M, (E)). Es gilt also
(f)7HT(d2)) = {(f)7 (V) | V € T(d2) } C To(M(E))

und damit

(P BERD)) = () (o(T(d) € o () (T(d2))) C o(To(M(E))) = B(M, (E))

Damit ist gezeigt, dass ein Erzeugendensystem der o-Algebra M, (E) in B(M,(F)) ent-
halten ist, also gilt auch M (E) C B(M(E)).

(x) gilt, da die Menge {A € B(R{) | (f*)7'(4) € o((f*) (T (dz)))} eine o-Algebra
ist, die 7 (dy) als Teilmenge enthélt. O
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2.5.5 Definition (Zufilliges Mafi) Ein Zufilliges Mafl auf einem polnischen Raum E
ist eine messbare Abbildung

£: (QwA7 P) — (M+(E)79ﬁ+(E))v W g(w)

von einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) in den Raum der Radon-Mafe auf E.

2.5.6 Satz FEs seien & und ( Zufillige Mafle auf einem lokal kompakten, polnischen Raum E
und J ein DC-Semiring auf E mit J C B(E). Dann ist

(L], EWR]) 2 (LR, -, CLR))

fir alle k € N und Jy,...,Jy € J genau dann, wenn

d
£=¢.
BewEIs. Wir wissen aus Satz 2.5.4 auf Seite 68, dass 9, (E) von
k
A:={7") "B | keN, J1,....,Jk €T, Bi,...,By € BR])}
i=1

erzeugt wird. Dieses Mengensystem ist offenbar schnittstabil. Gemé&f dem Eindeutigkeitssatz
fiir Mafe (Satz 2.1.3 auf Seite 40) reicht es also aus

PfAl = P[A] VA€ A <« (], &l T]) £ (CI), - Clk)) VEEN, Ji,...,Jr €T

zu zeigen. Es ist A € A genau dann, wennes k €N, Jy,...,Jy € J und By,..., B € ’B(RS‘)
gibt mit A = ﬂle(Ji*)’l(Bi). Demnach ist

& Plee N’ () B)] = PlceN

=1

k o
B

VkeN, Ji,...,Jp € T, Bl,...,BkE’B(RS_)

& P[E[N1] € By,...,&[Jk] € By = P[¢[h] € B, ..., ([Jk] € By
VkeN, Ji,...,.J, €J, By,..., B E’B(ROJF)

& (€M) €WK 2 (LA CL))
VkEN, Ji,...,Jy €T, Bi,...,By € B(RY). O
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Man kann die Messbarkeit einer M, (E)-wertigen Abbildung iiber Eigenschaften ihrer ,Aus-
wertungsabbildung®
w ? g(w) [A]

fiir bestimmte Mengen A € B(FE) charakterisieren. Diese Methode ist oft handlicher als die
Messbarkeit jedes Mal elementar nachzuweisen:

2.5.7 Lemma Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und F' € B(E). Weiterhin seien

§: (QvA?P) — (M-i-(E)vm-i-(E))? W — £(w)
E[F]: (A P) — (R], B(Ry)), w — () [F].

(1) Ist & ein Zufilliges Maf, so ist {[F] fiir alle F' € B(E) messbar und {,\[R] < oo fiir
alle R € R(E) und w € .

(2) Ist fiir alle offenen G € R(E) die Abbildung &[G] messbar und §,,)[G] < oo fiir alle
w € Q, so ist & ein Zufdlliges Maf.
Beachte, dass die Verteilung von € nach Satz 2.5.6 eindeutig durch die gemeinsame Ver-
teilung der £[G1], ... ,€[Gy] mitk €N, Gy,...,Gy € R(E)N{G € B(E) | G offen in E}
festgelegt ist.

BEWEIS. Zu (1): Da &, ein Radon-Maf ist, gilt §,[R] < oo fiir alle relativ kompakten
R € B(R). Zur Messbarkeit: Sei F' € B(F). £ und F* sind nach Voraussetzung beziehungs-
weise Satz 2.5.4 auf Seite 68 messbar. Also ist £[F] = F* o £ wie behauptet messbar.

Zu (2): Wir zeigen zuerst, dass {,) ein Radon-Maf ist: Ist R € R(FE), also relativ kom-
pakt und messbar, so kann R durch endlich viele offene Vi,..., V) € R(FE) iiberdeckt werden
(vgl. Lemma 1.2.5 auf Seite 32). Nach Voraussetzung ist &, endlich auf diesen Mengen und
somit endlich auf ihrer Vereinigung und deren Teilmenge R.

Es bleibt die Messbarkeit zu zeigen, d.h. ¢~1(M) € A fiir alle M € 9 (E). Betrachte hierzu
das Mengensystem

G:={MeM(BE)| M) e A}

aller Mengen aus 9t (F) mit messbaren Urbildern. Man kann leicht nachweisen, dass G eine
o-Algebra ist. Sei G € B(F) offen und relativ kompakt und M’ = (G*)~Y(B) € M (E) mit
B € B(R{). Dann ist

Vor.

EYM) =€e(G)UB)) = (G o) (B) =¢[G)H(B) € A

Demnach ist {(G*)~!(B)

{ G € B(E) offen, rel. kp., B € B(R})} C G und somit (vgl.
Satz 2.5.4 auf Selte 68) M (E

) Co(G)=6. O

2.5.8 Lemma Seien & und ¢ Zufdllige Mafe auf einem lokal kompakten, polnischen Raum E.
& hat genau dann die gleiche Verteilung wie ¢ (€ 4 ¢), wenn gilt

(F1.€) o 0 €)) E (12 (fC)) i alle k €N und fu,..., fir € CE(E).
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BEWEIS.
{ﬂ{M€M+ )| (fi ) eB}(keN fi € CH(E), Bie’B(RE{)Wzl,...,k}

ist sicherlich ein schnittstabiles Erzeugendensystem von 9t (E). Ebenso ist fiir festes k € N
B:= {Bl X ... x By ( Bi,..., By e%(Rg)}
ein schnittstabiler Erzeuger von B((R{)*). Es reicht also geméf Satz 2.1.3 auf Seite 40 aus,

die Gleichheit der Verteilung der Zufallsvariablen auf den Mengensystemen A beziehungsweise
B nachzuweisen. Um uns die Notation im folgenden zu erleichtern, definieren wir uns die

Abbildung
f(*]:) = (ff? s ?f]j) : M—l—(E) — (R(J)r)k? :u(<f1nu>? BRI <fk7,u>)
Beachte, dass mit dieser Notation fiir By,..., By € SB((RS‘)]C

(fo) " (Byx ... x By) = ﬂ{ﬂem ) | (fi, 1) € B}

ist. Es gilt:

P =P
&Pl e Al =P[( € A] firaleAecA

k k
@P[g eﬂ{ue M(E) | {fi,pu) € BZ-}] = P[C eﬂ{u € My(E) | (fi,p) € Bi}}

VEEN, fi...,fr € CF(E) undBl,...,BkeiB(?Rf{)
Pl¢e (fi) ' (Bix ... x B)] = P[¢ € (fi) ' (Bi x ... x By)] V...
SPfih(€) € Bix ... x Bg] = P[fi(Q) € Bix ... x By] V...

P[(<f17£>""7<fk7£>)EBIX“-XBk] :P[(<flvg>7’<fkvg>)€Bl X---XBk]
VkEN, fi...,fx € CF(E) und By,..., By € B(RY])

P[({(f1,€), -+ {fx,€)) € B] = P[((f1,0),- -, (fr: () € B]
Vk € N, fl,...,ka[Jg(E) und B € B

S P o (F108)) = PO (i) fiir alle k € Nound fi,..., fr, € Ci(E) O
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2.6 Laplace-Transformierte Zufilliger Malie

Eine Laplace-Transformierte ist eine spezielle Abbildung, die bestimmten Zufallsvariablen bis
auf Verteilung eindeutig zugeordnet werden kann. Auf diese Weise hilft sie beim Nachweis
der Gleichheit der Verteilung zweier Zufallsvariablen (Satz 2.6.4 auf der néichsten Seite und
Satz 2.6.12 auf Seite 78). Weiterhin gibt es (wie z.B. auch bei der Charakteristischen Funk-
tion) Stetigkeitssétze, die besagen, dass schwache Konvergenz der Zufallsvariablen dquivalent
zur punktweisen Konvergenz der zugehorigen Laplace-Transformierten ist (Satz 2.6.5 auf der
néchsten Seite und Theorem 2.6.13 auf Seite 79). Wir werden einleitend derartige Sétze fiir
Laplace-Transformierte (R{)"-wertiger Zufallsvariablen vorstellen. Auf diesen Sitzen aufbau-
end, werden wir dann entsprechende Eindeutigkeits- und Stetigkeitssitze fiir Zufillige Mafse
beweisen.

2.6.1 Definition Es sei h € N. Die Laplace-Transformierte einer Zufallsvariablen
X = (X1, Xn) (A4 P) — (R, B(R)")

ist die Abbildung Ly : (R{)" — R mit

Lx(t1,...,ta) ;:/

2.6.2 Beispiel Sei ¥ > 0 und X : Q — R Poisson(d)-verteilt, d.h.
ﬂk
P[X = k] = exp(—7) - o fir alle k € N,

dann ist fiir ¢t € R(‘)F
Lx(t) = exp(—9(1 — exp(—t))).

BEWEIS.
> 9k > (exp(—t)ﬂ)k
Lx(t) =E(exp(—tX)) = > exp(—tk) exp(—v) - -7 = exp(=v) > —
k=0 k=0

= exp(—1) - exp(exp(—t)9) = exp(—9(1 — exp(—t))) O
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2.6.3 Lemma Sind X1, ..., X}, unabhingige Zufallsvariablen auf (RS, B(RS)) so gilt

Lixyxp (b, ty HLX ) fiir alle ty,...,t, € RY.

BEWEIS.

Lo oo tn) = E(esp (= 315 ) = B([esp(1:)
=1 =1

h

h
unabh. _ HE(GXP(_tiXi)) = HﬁXl (tz) ]
i=1

=1

2.6.4 Satz Sind X undY Zufallsvariablen auf (R§)", B((R)™)) und gilt Lx = Ly, so folgt,
dass X LY ist.

BEWEIS. Siehe ,Theorem 1 auf S. 430 in |FELLER, 1971] fiir den Fall h = 1. Aus dem
Cramér-Wold Device (Satz 2.1.24 auf Seite 46) ldsst sich folgern:

h h
(xO L xO)y L y® Ly ®) = ST xO LN YO i alle ty,. .t € Ry
i=1 i=1
Mit Hilfe dieser Aquivalenz folgt nun die Behauptung fiir h > 2. O

2.6.5 Satz Fiir Zufallsvariablen X, X1, Xo, ... auf (R$)", B((R)")) gilt:
X i) X = EXn(tl,... ,th) ni}o Ex(tl,...,th) fiir alle t1,...,ty € RS_.
BEWEIS. Siehe , Theorem 2“ auf S. 431 in [FELLER, 1971] fiir den eindimensionalen Fall. Laut

Satz 2.1.24 auf Seite 46 gilt, dass

h
(xWO o xWy L x® L x W)y e ZtX i>z:tZX(i) fiir alle ty,. ..t € RY.
1

=1 1=

Mithilfe dieser Aquivalenz lisst sich der mehrdimensionale Fall sofort aus dem eindimensio-
nalen folgern. O

Wir sammeln nun kurz die weiteren, fiir den analogen Stetigkeitssatz fiir Zuféllige Mafse rele-
vanten Begriffe und Aussagen.
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2.6.6 Definition (Straffheit) Eine Familie M von Wahrscheinlichkeitsmafken auf einem
messbaren Raum (F,B(F)) heifst straff, falls fiir jedes £ > 0 eine kompakte Menge K C F
existiert mit:

K] >1—¢e Vue M

Eine Familie X von Zufallsvariablen mit Werten in E heiftt straff auf E, falls die zugehorige
Familie von Verteilungsfunktionen {Px| X € X'} auf E straff auf E ist.

2.6.7 Bemerkung Ist E’ ein polnischer Raum und T, (M, (E’)) die grobste Topologie auf
M, (E'"), so dass die Abbildung

f*:M+(E/)_>RS_7 ,U"—><f7,u>

fiir alle f € Cy(FE’) stetig ist, so stimmt die schwache Konvergenz in M, (E’) mit der (topo-
logischen) Konvergenz beziiglich T, (M, (E’)) iiberein. Man nennt T, (M (E")) deshalb die
schwache Topologie auf M, (FE). Es kann sogar gezeigt werden, dass es eine passende Metrik
dp zur schwachen Topologie, die sogenannte Prohorov-Metrik, gibt (siehe [KLENKE, 2008|
S.252 oder [BILLINGSLEY, 1968]).

Wir haben in Abschnitt 2.2 gesehen, dass My (E) polnisch ist. Ist nun E' = M, (F) fiir
einen lokal kompakten, polnischen Raum E, und T, (M, (M, (F))) die schwache Topologie
auf M (M, (F)), so gilt fiir £,&1,&a,... € (M (E))

b -5 ¢ i P P = P, B P beziiglich Toy(M, (E')).

Aus diesem Grund kénnen wir uns topologische Aussagen, etwa iiber die Konvergenz von
Folgen (insb. Lemma 1.1.45 auf Seite 26) oder den Satz von Prohorov (Satz 2.6.9), zunutze
machen, um Aussagen iiber Konvergenz in Verteilung von Zufilligen Mafen zu zeigen.

2.6.8 Definition (schwache Folgenkompaktheit) Sei E ein metrisierbarer Raum.

(1) Eine Familie K C M<;(E) von Sub-Wahrscheinlichkeitsmafen auf E heifit schwach
folgenkompakt auf F, falls es fiir jede Folge (un)nen in K eine Teilfolge {n'} von
{n} gibt mit w-lim p,» = po fiir irgendein po € K.

(2) Eine Teilmenge R C M<;(E) heifit schwach relativ folgenkompakt auf E, falls es
fiir jede Folge (n)nen in K eine Teilfolge {n'} von {n} gibt mit w-lim p,» = po fiir
irgendein po € M4 (E)<;.

(3) Eine Familie X C £(F) von Zufallsvariablen auf E heifit schwach (relativ) folgen-
kompakt auf F, wenn die zugehorige Familie von Verteilungen {Px|X € X'} schwach
(relativ) folgenkompakt ist.
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2.6.9 Satz (Satz von Prohorov) Sei E ein polnischer Raum und M C M<1(FE), dann gilt:

M ist straff <= M ist schwach relativ folgenkompakt .

(Siehe [KLENKE, 2008] S.261.)

2.6.10 Lemma Fiir einen lokal kompakten, polnischen Raum E ist eine Familie
{¢. € L(ML(E)) | n € N}
von Zufilligen Maflen genau dann straff (auf M. (E)), wenn fir jede Funktion f € C;t(E)

{(f.&) € £(E ‘nGN}

straff (auf RS ) ist.

BEWEIS. =" Sei {gn € L(ML(F)) ‘ n € N} straff. Dann gibt es eine kompakte Menge
M € M, (E) mit
P(&,[M]) >1—¢ fir allen € N.

Da M kompakt ist, ist fiir jedes f € C (E) nun geméf Satz 2.2.9 auf Seite 54 sup (f, u) < oc.
pneM

M)y = {(f,pu) | ne M}

ist also kompakt in RJ. Es gilt:

P[(f.&) € (f,M)] > P[& € M] > 1—c¢,

also ist { (f,&n) € £&(E | n € N} straff auf R .

»,<=": Fiir jedes fest gewdhlte f € C’+ ) ist { (f,&n) € L(E ! n € N} straff auf ]R+ Nach
(2) in Lemma 2.2.7 auf Seite 52 glbt es eine Funktlonenfolge (9i)ien in Ci-(E) mit g; /g
(punktweise). Da {(g;,&,) € £(E ! n € N} firalle i € N straff ist, gibt es fur jedes € > 0 und
i € N eine kompakte Menge K C Ry mit Py, ¢ )[K;] > 1 — £ fiir alle n € N. Insbesondere
gibt es also ein k; in Rt mit P[(gi,@ <k >1- 7 und somlt

P[{gi,&n) > ki] < 25 fiir alle n € N,

Betrachte die Menge
M= ({ne M(B) | (g1, ) < K}
1€N
Ist f € Ci(E), so gibt es ein igp € N und eine Konstante I, so dass f(x) < lg;, () fiir alle
x € F. Somit gilt:

sup <f7 > < sup l<gZoa,u> < lkzo < 00.
pneM pneM
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Nach Satz 2.2.9 auf Seite 54 ist dies hinreichend fiir die relative Kompaktheit von M. Demnach
ist M eine kompakte Menge in M, (E) mit

P&, e M) < P[¢, e M| = [ U{MEM+ |<gi,u>>ki}}

€N
o0 o0 e
< P{gi, &n) > ki| < — =¢ firalleneN
< ; [(9i1 ) > ki) ; =cf
und somit
P[fnem >1—¢ firallen € N.
Also ist {&, € £(M4(E)) | n € N} straff auf M, (E). O

Nun kommen wir zu der fiir uns relevanten Laplace-Transformierten:

2.6.11 Definition (Laplace-Transformierte Zufilliger Mafie) Die Laplace-Trans-
formierte eines Zufilligen Mafes & : (2,4, P) — (M (E),M;(E)) ist die Abbildung
Le: C+( )—HR(J]F mit

ﬁs(f):Z/M exp(— /f ) du(x)) dP o€ ()

/exp /f 06 () dP(w)

/ exp(—{f.€))) dP(w)
= E(exp(—(f,£)))-

2.6.12 Satz (FEindeutigkeitssatz fiir Laplace-Transformierte) Die Verteilung eines
Zufalligen Majes ist durch seine Laplace-Transformierte eindeutig bestimmt, das heif§t: Sind
& und ¢ Zufdllige Mafe auf E, so gilt

d
Egzﬁg <~ fZC

BEWEIS. .= Wir zeigen dquivalent ((f1,§>, e (fk,§>) 4 (<f1, )y (S, C)) fiir alle k € N
und fi,..., fr € Ci(E) (siehe Lemma 2.5.8 auf Seite 72). Sei also k € N und f1,..., fx €
(JI'(F (E). Betrachten wir die zugehorigen Laplace-Transformierten dieser Zufallsvektoren: Sei
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t=(t1,...,t;) € (R, dann ist

k
ﬁ<<f1,s>,...,<fk,s>)(t>ZE(GXP(—Z;%UZ-,@)) —E(exp(- <thz, &)

W—/
€CH(B)

Vor. _ 5 e~ <thu ))) =E (exp(—gtm,o))

= L((f1.0)yn ) (E)-

Laut Satz 2.6.4 auf Seite 75 ist dies hinreichend fiir

(1) (i €)) £ (150 (1 0)).

,<=": Folgt sofort aus der Definition der Laplace-Transformierten Zufilliger Mafe. O

2.6.13 Theorem (Stetigkeitssatz fiir Laplace- Transformierte) Sind &,&1,8s, ... Zu-
fallige Mafe auf E, so gilt:

& -5 & = L, (f) "= Le(f) fiir alle f € Cf(E).

BEWEIS. ,,=“ Sei &, 4, &, Fiir ein f € C[JQ(E) wenden wir den Satz von der stetigen
Abbildung (Satz 2.1.26 auf Seite 47) auf die stetige Abbildung

¥ M(E) — Ry, pr— (f, )

an (Stetigkeit: siehe 2.2.3 auf Seite 50). Wir erhalten somit fiir jedes f € C;F(E) die Konvergenz
in Verteilung

d
in £(RJ). Mit Hilfe von Satz 2.6.5 auf Seite 75 gilt nun

Le,(f) = Eeap(~(£.6))) = Lipen (D) "=F Ly (1) = E(exp(=t(f.62)) ) = Le(/):

L= Sei f € CH(E) und t € RY. (f,&,) und (f,€) sind dann nichtnegative Zufallsvariablen.
Wir betrachten die punktweise Konvergenz der zugehorigen Laplace-Transformierten:

Lipen () = E(eap(—H[,€u)) ) = Lea(t) "=F Le(tf) = B(eap(—t(f,6)) ) = Lise(0).

Nach Satz 2.6.5 auf Seite 75 gilt somit (f,&,) 4, (f,&) in £(RT). Also ist {(f,&,)|n € N}
schwach relativ folgenkompakt. Der Satz von Prohorov (Satz 2.6.9, 77) besagt, dass {(f, &,)|n € N}
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dann auch straff auf R{ ist. Gem#f Lemma 2.6.10 auf Seite 77 ist {£,|n € N} demnach eben-
falls straff und somit (wieder nach dem Satz von Prohorov) auch schwach relativ folgenkom-
pakt.

Ist nun {n’} eine Teilfolge von {n}, so gibt es eine Teilfolge {n”} von {n'} mit

Eur —5 ¢

fiir irgendein Zufilliges Ma ¢ € £(M4(F)) (vgl. Definition 2.6.8). Aus dem ,<=*Teil des
Beweises folgern wir L¢ ,(f) — L¢(f) fiir alle f € Cx(F). Nach Voraussetzung gilt aber
Le,(f) — Le(f) fiir alle f € Cx(E), demnach ist L¢(f) = Le(f) fiir alle f € CE(E). Aus

Satz 2.6.12 auf Seite 78 folgt dann ¢ < . Also hat jede Teilfolge von {n'} von {n} eine Teilfolge
{n"} C {n'} mit d-lim ¢}, = £ und somit gilt

§n — &

(vgl. Lemma 1.1.45 auf Seite 26). O

2.6.14 Korollar Fiir einen lokal kompakten, polnischen Raum E und Zufdillige Mafle ¢, &,
61} 62 RS £(M+(E)) gllt

4

¢d¢ = (1,OL(1,0) Ve GiE),
&0 -5 & = (f,&) -5 (1,6) Vf e Ci(E).

BEWEIS. Im Beweis von Satz 2.6.13 wurde gezeigt, dass fiir t € R Le(tf) = Lz (t) ist.
Also gelten fiir t € Rf und f € Ci(E)

Le(tf) = L) = Lipg)(t) = Lige)(t)
(vgl. Satz 2.6.12 auf Seite 78) und
Egn(tf) ni)f ﬁé(tf) < ﬁ(ﬁén)(t) ni))O ﬁ(ﬁé)(t)

(vgl. Theorem 2.6.13 auf der vorherigen Seite). O
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2.7 Konvergenz in Verteilung von Zufalligen Mafien

2.7.1 Bezeichnung Es sei £ ein Zufilliges Mafs auf einem lokal kompaktem, polnischen Raum
E. Dann bezeichnen wir mir R¢(E) das Mengensystem

Re(E) :={F € B(E) ‘ E € R(E), ¢[OE] =0 fast sicher}.

2.7.2 Lemma R¢(E) ist fiir ein beliebiges Zufilliges MafS & auf einem lokal kompakten, pol-
nischen Raum E ein vereinigungs- und differenzstabiler DC-Semiring.

BEWEIS. Die Vereinigungs- und Schnittstabilitét folgen aus Lemma 1.1.17 auf Seite 14. Dem
selben Lemma entnehmen wir auch die Differenzstabilitit von Q¢ (F). Um zu zeigen, dass
Re(F) ein DC-System ist, reicht es nach Lemma 2.3.6 auf Seite 62 aus, zu beweisen, dass
MR (FE) eine Basis der Topologie T von E enthélt.

Re(E) enthélt genau dann eine Basis von 7, wenn es fiir jeden Punkt € E und jede
offene Menge V' C E mit © € V eine relativ kompakte, offene Menge U C FE gibt mit
PlE[OU] =0] =1 und x € U C V. E ist lokal kompakt, also gibt es eine kompakte Umgebung
K C E von z. Da E auferdem metrisch ist, gibt es demnach ein € > 0, so dass

K.(x) C KNV

Weiterhin gilt P[¢[K.(z)] < oo] > P[£[K] < oo] =1, denn & ist fast sicher ein Radon-MaR.
Somit ist

{ve K@) | Pyl >n7"] > m}

fiir alle n, m € N eine endliche Menge. Die abzé&hlbar unendliche Vereinigung endlicher Mengen
ist abzéhlbar unendlich, daher ist die Menge der ,Massepunkte*

Ii= G {ve K| Peltyyl >nY] > m™}

n,m=1

von ¢ in K. (z) abzéhlbar und es gilt

r={ye K@) | Plel{y}] > 0] > 0},

Da (0,¢) C R iiberabzihlbar ist, gibt es also ein § € R mit 0 < § < ¢, so dass

0Ks(z) " y e X | d(x,y) =6} c T*.

Damit ist
P[£[0Ks(x)] = 0] =1 — P[£[0Ks(x)] # 0] =1 — P[£[0Ks(x) NI # 0] = 1.

Aus § < ¢ folgt Ks5(z) C K und somit ist K5(x) relativ kompakt. Weiterhin ist K;(z) offen, da
es gerade ein Element aus der von der Metrik d definierten Basis von T ist. Somit hat Kj(x)
alle gewiinschten Eigenschaften. O
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Fassen wir noch einmal die Eindeutigkeitsaussagen aus Satz 2.5.6 auf Seite 71 und Korol-
lar 2.6.14 auf Seite 80 zusammen:

2.7.3 Satz Fs seien & und ¢ Zufdllige Mafe auf einem lokal kompakten, polnischen Raum
E und J ein DC-Semiring auf E mit J C *B(E). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) ¢L¢,
(2) (f,6) = (},C) Ve CE(B),

(3) (ELN],- - €[ T]) L ([, -, CJk]) fiir alle k €N und Jy, ..., Jx € J.

Wir entwerfen nun entsprechende Konvergenzaussagen:

2.7.4 Theorem FEs sei E ein lokal kompakter, polnischer Raum und &,&1,&a, ... zufillige
Mafe auf (E,B(E)), sowie J C Re¢(E) ein DC-Semiring auf E beziiglich B(E). Dann sind

folgende Aussagen dquivalent:
(1) &0 -5 €,
(2) (f.60) == ([,€) fir alle [ € CE(E),

(3) (&l 1), Enlk]) =5 (€11), ... E[R]) fiir alle k €N, Jy,...,Jp € J.

Nach Lemma 2.7.2 auf der vorherigen Seite ist die Aussage insbesondere fir J = Re(E)
qiltig.

Beachte, dass die &;[J;] und [J;] reelle Zufallsvariablen sind. Die Kenntnis des schwachen Kon-
vergenzverhaltens Zufilliger Mafe auf einem Raum FE gibt also Auskunft iiber das schwache
Konvergenzverhalten reeller Zufallsvariablen, die durch Mengen aus dem DC-Semiring %, (E)
geméf Lemma 2.5.7 auf Seite 72 induziert werden. Diese — zunéchst vielleicht trivial erschei-
nende — Implikation ist unverzichtbar fiir den Beweis des Satzes von Mikosch und Rackauskas
(in der Form von [MikoscH & RACKAUSKAS|; vlg. auch S. 61).

BEWEIS. (1) < (2): Diese Aquivalenz wurde bereits in Korollar 2.6.14 auf Seite 80 bewiesen.

(1) = (3): Nach Satz 2.5.3 auf Seite 68 ist die Abbildung
(N5 i) s My (B) — (RY)®, p— ([ ], - -, plJi])

fiir alle k € N, Jy,...,Jr € J (komponentenweise) stetig. Mit dem Satz von der stetigen
Abbildung (Satz 2.1.26 auf Seite 47) erhalten wir die gewiinschte Konvergenz in Verteilung.
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(1) < (3): Wir zeigen zunichst, dass {&,|n € N} straff ist. Hierzu reicht es nach Lemma 2.6.10
auf Seite 77 zu zeigen, dass {(f,&,) | n € N} fiir alle f € C}f(E) straff ist. Sei also f € Cf(E)
mit Tréger Sy und || f|| := sup{f(z)|z € E} < oo, dann ist

(f,&n) < Hf”oo<]15f76n> = Hf”ooén[sf]

Da J C R(E) ein DC-Semiring und Sy kompakt ist, gibt es relativ kompakte Ji,...,J; € 7,
so dass

k
Sf C U J;.
=1
Es gilt
k
Sup{f,n) < 1 lloo 5D EnlSy] < I oo S sup€al ] < 0 fast sicher. ()
neN neN i—1 neN

Nach Voraussetzung konvergieren die &,[J;] in Verteilung gegen £[J;]. Fiir alle i = 1,... k ist
die Menge {&,[J;] | n € N} also relativ folgenkompakt und nach dem Satz von Prohorov (Satz
2.6.9, S. 77) auch straff. Daher gibt es fiir jedes € > 0 ein ¢ € R™, so dass

c
Pisupé&,|Ji] < ——— | >1—¢ firalle:i=1,... k.
&l < )

Aus Ungleichung (x) ergibt sich

sup &, [Ji] < _°c fs.¥Vi=1,....k = sup(f,&,) <c fs.

neN kaHOO neN
und damit

P[sup(f,§n> <c} ZP[supfn[Ji] < ¢ >1—¢ firalei=1,...,k,
neN neN Kl flloo

d.h. {( fién) ‘ n e N} ist straff. Eine weitere Anwendung des Satzes von Prohorov ergibt, dass
{&. | n € N} auch schwach relativ folgenkompakt ist. Sei also {n'} eine Teilfolge von {n"},
dann gibt es eine Teilfolge {n”} von {n'} und ein Zufilliges Mafk ¢ € £(M(E)) so dass

Eur —55 ¢

Aus der Implikation (1)=(3) kénnen wir folgern, dass fiir alle k € Nund Jy,...,Jp € J

(Enr[ T e [T]) 55 (¢, -+, <L)

gilt. Da {n”} eine Teilfolge von {n} ist, gilt aber auferdem nach der Voraussetzung von (3)

(Enr[Ti)s - Ean[T]) —55 (ELT), - €[ TR))

und damit .

(LA, &lk]) = (LA - - ClTR])-
Laut Satz 2.7.3 folgt hieraus & 4 (. Also hat jede Teilfolge von (&,),en eine gegen £ konvergente
Teilfolge. Dies ist laut Lemma 1.1.45 auf Seite 26 hinreichend fiir

& -6 0
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2.8 Punktprozesse

Die in Kapitel 3 auftretenden Zufélligen Mafle werden zu einer speziellen Untergruppe ge-
horen: den Punktprozessen. Diese sind Zufillige Mafe deren Werte Ng-wertige Make sind.
Ein wichtiger Punktprozess ist der sogenannte Poisson’schen Punktprozess. Dieser wird im
Haupteil dieser Arbeit, dem Beweis des Satzes von Mikosch und Rackauskas (Theorems 3.3.1
auf Seite 113), eine zentrale Rolle spielen.

2.8.1 Bezeichnung Fiir einen Punkt p in einem Raum F mit beliebiger o-Algebra £ be-
zeichnet 0, das Diracmaf von p auf (E, ) mit

I, falls p € F
5p[F]={’f“p€ VF € €.

0, fallsp¢ F
Es wird spéter die Notation erleichtern, wenn wir §, auch fiir Punkte p ¢ E definieren:
=0 VpéFE.

Auf diese Weise erhélt man fiir ein Maf der Form ), d,, auf einem Raum FE; automatisch
seine Restriktion auf einen Raum Fo C E;. Um Verwirrungen zu vermeiden, sollte man daher
immer den relevanten Raum mit angeben. So ist zum Beispiel dy ein Wahrscheinlichkeitsmaf
auf (R,B(R)), nicht jedoch auf (Rg, B(Ryp)).

2.8.2 Definition (Punktmafi, Punktprozess) Sei E ein lokal kompakter, polnischer
Raum. Ein Punktmafl auf E ist ein N-wertiges Radon-Maf auf E. Wir bezeichnen den
Raum aller Punktmafse mit

My(E) :={m € M(E) ‘ m ist ein Punktmaf}.

Ein Punktprozess ist ein Zufilliges Mak N auf £ mit N, € M,(FE) fiir alle w € Q.

2.8.3 Bemerkung Fiir einen lokal kompakten, polnischen Raum F ist ein Maf der Form

mit 7 € Ny genau dann ein Punktma®, wenn m[K] < oo fiir alle kompakten Mengen K C E.
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2.8.4 Lemma Sei E ein lokal kompakter, polnischer Raum und m € My(E). Dann gibt es

(1) fir jede kompakte Teilmenge K von E eine Folge relativ kompakter Mengen Ry, Ra, ... B(FE)
mit R, \( K und m[OR,] =0 fir alle n € N,

(2) offene, relativ kompakte Mengen G1,Ga, ... € B(E) mit m[0Gy] = 0 fir alle n € N und
G, " E.

BEWEIS. (1): Es sei K € B(E) kompakt und p eine Metrik auf E. Laut Satz 2.3.10 auf
Seite 65 ist
R (E) == {R € B(E) | R € R(E), m[0E] =0}

ein DC-Semiring. Also gibt es endlich viele Gy, ..., Gy € R, (E) mit Durchmesser p(G;) < ¢
und

k
R/(; = U Gj O K.
j=1
Wir nehmen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an, dass K N G; # 0 fiir alle j = 1,...,k
ist. Da der Durchmesser der G kleiner als 9 ist, ist

G c KO .= {reE|dx K)<d} firalej=1,... k.

Also ist K € R's ¢ K©® N\, K. Nach Satz 2.3.10 ist R%,,(F) schnitt- und vereinigungsstabil.
Also ist mit den G auch R§ und damit

ﬁ -1 €ERy )

und es gilt K ¢ R, ¢ R, ¢ K" \ K. Also haben Ry, Ry, ... die gewiinschten Eigen-
schaften.

(2): E ist lokal kompakt und separabel, also kann E mit abzéhlbar vielen kompakten Mengen
K1, Ks, ... iiberdeckt werden. Da R, (E) = Ry (E) N {V € E | V ist offen in E} ein DC-
System ist (siehe Satz 2.3.10), kann jedes K; mit endlich viele Mengen G’y ; ..., Gk, ; € Ry, (E)
iiberdeckt werden. R, (F) ist vereinigungsstabil, somit ist G, == [J"; Uf;l G'i € Ry (E).
Es gilt: G, D K, /' E. O

2.8.5 Korollar Ist E ein lokal kompakter, polnischer Raum und m € My(E), so ist
B(E) = o(Rin(E)).

BEWEIS. ,D“ R, (E) C B(E) = oc(Rn(E)) C o(B(E)) C B(E) (siehe Lemma 2.3.7 auf
Seite 63).

,C“ Wir wissen, dass B(E) von K := {K C E | Kist kompakt}, den kompakten Teil-
mengen von FE., erzeugt wird. Sei K C F kompakt. Es gibt laut Lemma 2.8.4 Mengen
Ri,Rs,... € Ry(E) mit G, N\, K und somit |J;2, R = K° € o(R,,(F)). Demnach ist
auch K € o(M,,(F)). Also gibt es ein Erzeugendensystem K von B(FE) mit £ C (R, (F)),
womit B(E) C o(Rn(F)) gezeigt ist. O
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2.8.6 Lemma Auf einem lokal kompakten, polnischen Raum FE ist ein Maff m genau dann
ein PunktmafS, wenn fir alle R € R,,(E) gilt u[R] € Ny.

BEWEIS. ,,=* gilt offensichtlich. Fiir ,,<=* zeigen wir zunédchst, dass das Mengensystem
F:={BeB(E) | m[B] € N}
ein Dynkin-System (siehe Definition 2.1.1, S.2.1.1) ist.

D1: Es gibt laut Lemma 2.8.4 auf der vorherigen Seite Ry, Ra,... € R, (F) mit R, / E.
Es gilt m[R,]  m[E] und da nach Voraussetzung m[R,] € No fiir alle n € N, muss
m[E] € Ny sein.

D2: Folgt sofort aus den elementaren Eigenschaften eines Mafses.

D3: Man zeigt dies wie D1, nur dass die A; nicht in R,,(F) liegen miissen, sondern per
Definition aus F sind.

Da R,,(E) eine schnittstabile Teilmenge von F ist und gleichzeitig B(FE) erzeugt (Korro-
lar 2.8.5 auf der vorherigen Seite), ist mit dem Satz von Dynkin (Satz 2.1.2 auf Seite 40)
B(E) C F, also m[B] € Ny fiir alle B € B(E). O

2.8.7 Satz Fiir einen lokal kompakten, polnischen Raum E ist M,(E) eine beziiglich der vagen
Topologie T,(Mi(E)) abgeschlossene Teilmenge von My (E). Das heift: Sind my,ma,... €
M,(E) und gibt es ein m € My (E) mit m, — m, so ist auch m € My(E).

BEWEIS. Sei m1,ma, ... € My(E) mit m, — m fiir ein m € M, (FE). Es gibt offene Mengen
G1,Ga,... € Ry (E) mit G, / E (Lemma 2.8.4 auf der vorherigen Seite garantiert uns die
Existenz). Betrachte fiir festes n € N das Mengensystem

Fn :={F € B(E) | m[F NG,) € N}.

Wir zeigen zuerst R,,(E) C Fy,: Nach Satz 2.4.1 auf Seite 66 folgt aus m, —- m, dass
Mp|Gn] =5 m|G,] fiir alle n € N. Da m,[G,] € N fiir alle n € N und da m nach Vorausset-
zung ein Radon-Maf ist, muss m|[G,] € N sein fiir alle n € N. Ist R € *B(FE) relativ kompakt,
so gibt es ein ng mit R C Gy, = ;2 (da die G,, offen sind). Also ist m[R] € Ny und das ist
nach Lemma 2.8.6 hinreichend fiir m € M,(FE). O

2.8.8 Lemma Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und E ein lokal kompakter, pol-
nischer Raum. Weiterhin seien Y1,Ya2,... : (0, 4) — (E,B(E)) und M : (,A) —
(No, P(Ng)) messbar. Dann ist

M
N = Z dy;
i=1

genau dann ein Punktprozess auf E, wenn N,[K| < oo fir alle kompakten Mengen K C E,
w e Q.
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BEWEIS. ,,=" Diese Richtung gilt offensichtlich, da N, fiir alle w € ) ein Radon-Maf ist.

,<=" Nach Voraussetzung ist NV fiir jedes w ein Radon-Mafs. Es bleibt also nur noch die
Messbarkeit zu zeigen. Nach Lemma 2.5.7 auf Seite 72 reicht es, zu zeigen, dass N[G] fiir
alle offenen und relativ kompakten G € B(E) messbar ist. Fiir solche G nimmt N[G] nur
Werte in Ny an, demnach brauchen wir lediglich zu zeigen, dass

NG '({k}) € A fiir alle k € Ny

gilt. Sei k € Np:
l

(@ =nn{> ol =k})

€A 7=1

C =

NG ({k}) =
l

Il
—

und fiir die Menge der Permutationen &; := {T (L0 — (1,..0]) ! T bijektiv} ist

{jzl;‘s”'m:k}: U (N0 =@ N 26)) e

)
=1 i=k+1
TES; J eA j=k+ oA

Also ist auch N[G]71({k}) € A fiir alle offenen und relativ kompakten G € B(E). O

2.8.9 Bemerkung Unter den Voraussetzungen von Lemma 2.8.8 sei pg € F und po, ¢ E ein
zusitzlicher Punkt. Weiterhin sei F = (E U {ps})\{po}, versehen mit der o-Algebra

F={FePE)|FNEcBE)}.

Dann lésst sich analog zu obigem Beweis zeigen, dass Satz 2.8.8 richtig bleibt, wenn man die
Y; durch E-wertige Zufallsvariablen Y; : Q — FE ersetzt, d.h.

M
Ni=D 4,
i=1
ist ein Punktprozess auf F, falls N, [K] < oo ist fiir alle kompaktem Mengen K C E. Insbe-

sondere gilt diese Bemerkung damit fiir £ = R” und E =R" und umgekehrt (vgl. 1.3.10 auf
Seite 38).

2.8.10 Definition (Poisson’scher Punktprozess) Es sei p ein Mafs (nicht notwendig ein
Radon-Mafs) auf einem lokal kompakten, polnischen Raum E. Ein Punktprozess auf E, heifst
Poisson’scher Punktprozess mit Intensitidtsmafs p (PPPpu), falls gilt:

oxn(— ulF7* s ~
(1) P[N[F] = k] ={O p(—4lF]) T ;GZSZE:OO

(2) Fiir alle k¥ € N und disjunkte Mengen Fi, ..., F, € B(E) sind N[F],..., N[Fg] unab-
héngige Zufallsvariaben.
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2.8.11 Bemerkung Ist N ein Poisson’scher Punktprozess, so ist fiir F' € B(F) die nichtne-
gative Zufallsvariable N[F| Poisson(u[F])-verteilt (vgl. Beispiel 2.6.2 auf Seite 74).

2.8.12 Satz Fir die Laplace-Transformierte Ly : C;(E) — R{ eines Poisson’schen
Punktprozesses N zum Intensitdtsmaf§ p auf einem lokal kompakten, polnischen Raum E ist

Ly(f) = exp(—/El —exp(—f) d,u) fiir alle f € C(E).

BEwEIS. Wir zeigen die Aussage durch ,algebraische Induktion®. Zwar ist Ly eigentlich auf
C(E) definiert, wir verwenden in diesem Beweis aber dennoch auch fiir ¢ ¢ CF(E) die
Notation

Ln(9) = Ep(exp(—(g, N))).
1.SCHRITT: g = tlp mit t € R} und F € B(E).

L (g) == E(exp(—{g, N))) = E(exp(—tN[F])) = Lz (#)
—p[F)(1 — exp(—1))) M S GO

= exp(= [ (1= exp(-)Tr (o) du(o))

1 — exp(—tIp(z)) du(a:)) (%)

Zu (x):

1 —exp(—t), fallsxe F

(1= exp(-)tr() = { ¢ e S8 1 - (et (o)

2. SCHRITT: g = Zle tLilp, mit t1.. .t € ]Rar und F ... F € B(E).

£x(g) =E(exp(- <DHF, >))=E(exp§<—tizv[m>)

E(_tZN[FZ]) = HﬁN(ti]IFi) unabh.

I
=

1

-.
Il

I
=

eXp<_ / 1— eXp(_ti]IFi (CE)) du(iﬁ)) siehe Schritt 1
1 E

— exp( - /Zl—exp il () du(x))

-.
Il
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k
= exp (— /E 1- exp(— ;tiﬂpi (:c)) du(a:)) (%)

Zu (x%):

k - k
Z 1 — exp(—tilp,(z)) = { 0, falls x ¢ \J;_, Fi } =1- exp(— ZtiHFi (x))
i=1

— 1 —exp(—t;), fallsx € F;
3.ScHRITT: f € CiH(E).

Eine nichtnegative stetige Funktion mit kompaktem Triger f € Cy (E) kann sicherlich durch
eine Funktionenfolge von f, := > i = 1"%; pllp, ,, mit fiir alle n € N disjunkten F1p, ..., Fhp,
und nichtnegativen ¢;, € ]RSr derart f, ' f approximiert werden. Fiir die f,, haben wir
die zu beweisende Aussage bereits in Schritt 2 gezeigt. Laut dem Satz von der monotonen
Konvergenz (Satz 2.1.30 auf Seite 49) gilt

(N = [ fu e 7 [ dNL = (40,
E E
Des Weiteren ist exp(—(fn,N)) < 1 und P ein Wahrscheinlichkeitsmaf, also endlich. So-

mit konnen wir den Satz von der dominierten Konvergenz 2.1.31 auf Seite 49 anwenden und
erhalten:

Jm £x(f) = Jim [ exp(= (£ Vo)) dPG) = [ exp(—(f0.)) dP() = £x(P).

Den Grenzwert der Ly (fy) konnen wir mit Hilfe des Satzes von der monotonen Konvergenz
berechnen als

n—oo

T Ex(f) T i exp(- /E 1~ exp(—fu(@)) dp(x))

Demnach ist Ly (f) = exp(— [ 1 — exp(—f(z)) du(z)). O

2.8.13 Theorem Ist E ein polnischer Raum und p ein Maf$ auf (E,B(E)), so gibt es einen
Poisson’schen Punktprozess N zum Intensititsmaf p auf (E,B(E)). Die Verteilung von N
ist durch die charakterisierenden Eigenschaften (1) und (2) aus Definition 2.8.10 eindeutig
festgelegt.

BEwEIS. Die Eindeutigkeit der Verteilung folgt sofort aus Satz 2.6.12 auf Seite 78. Bleibt
noch die Existenz zu zeigen.
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Wir konstruieren einen Poissonschen’Punktprozess zum Intensitdtsmaf p. Hierzu nehmen wir
zunichst an, dass p ein endliches Maf auf E ist.

Da p endlich ist, gibt es ein ¢ &€ RE{ mit p = c¢ - v fiir ein Wahrscheinlichkeitsmaff v auf
E. Es sei
Q=Ngx ExFEx...

versehen mit der Produkt-o-Algebra F := P(Ny) ® B(E) ® B(E) ® ... und dem Produkt-
Wahrscheinlichkeitsmaf P := p. x v X v X ..., wobei p. Poisson(c)-verteilt ist, das heifst

o

pel{h}] 1= exp(—)
ist. Weiterhin seien

M =71 :Q — Ny, ()neny —> 1 und
}/j = T4 - Q— F, (xn)nEN > Tj1.

Die Y7, Y5,... und M sind stetig und demnach messbar. Wir definieren nun
M
N = Z dy;-
j=1

Da M(€2) C Ny und daher N[K] < oo fiir alle kompakten Mengen K € B(E), ist N nach
Lemma, 2.8.8 auf Seite 86 ein Punktprozess. Wir miissen also nur noch die charakterisierenden
Eigenschaften (1) und (2) eines Poisson’schen Punktprozesses nachweisen:

(1): Sei F € B(E).

PIN[F] = k] = P[i 5y, [F] = k;]
j=1
[ =10 {3 e r = 1))
=k Jj=1
o0 l
— — : — {M=l} disjunk
IX;P[{M z}m{;ayjm k}] junkt
= i PlM=1]- P[i b, [F) = k] unabb.
=k Jj=1
~bin(v[F])
=S e (ol - ol
=k
> (cv k(e(1—v =k
AR G N CLES
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cv b SN (e(l—v m
= exp(—c) - % ) Z_O (c(1 m'[F])) mi=l—k
cv[F))F
= exp(—c) - % -exp(c(l — v[FY)))
plF)*

— exp(-p[F)) - “1F
Da p nach Annahme endlich ist, gilt Eigenschaft (1) damit fiir alle F' € B(FE).

(2): Wir zeigen zuerst, dass N [F1], ..., N[F}] fiir eine endliche Partition aus messbaren Mengen
Fi,...,Fy von E unabhingig sind. Seien also F1,..., F}, € B(E) disjunkt und J¥_, F; = E.
Beachte, dass dann Zle PlY; e F] = Zle v[F;] = v[E] = 1 ist und demnach (aufgrund der
Unabhéngigkeit der Y;)

n
> (Ow[F..... oy [FL)
i=1
multinomialverteilt zum Index (n,v[F1],...,v[F]) ist. Wir berechnen nun die gemeinsame

Verteilung der N[Fj]. Sei hierzu ny,...,n; € Nund n = Zle n;:
P[N[F] =ny,...,N[F] = ng]

:P[Mzn, ;5,@[1?1] :nl,...,z;éyi[Fk] :nk,}

n

unabh. _ P[M =n] ‘P[Z(éYi[Fl]"“’ém[Fk]) = (m,---,nk)]

= eXp(—C)% anll p i]i[lu[Fz]m

- ﬁexpvcv[m)c"z f [f}

_ f[leXp(_cy[ED clF ﬁf’q’(‘“m e
= Zlf[lP{N[FZJ —n,

also sind die N[Fi],..., N[F}] unabhingig. Seien nun G, ...,Gy € B(FE) beliebige disjunkte
Mengen. Dann ist Ggy1 = E\(Uf:1 G;) messbar und Gy, ..., Gy sind nach obiger Rech-
nung unabhingig, also sind auch die Gy, ..., Gy unabhingig.

Wir miissen nun die Aussage noch fiir unendliches p zeigen. Es seien Dy, Ds ... disjunkte,
relativ kompakte Teilmengen von E mit | J;°; D; = F und (J;._, D; offen fiir alle n € N (Lem-
ma 1.2.5 auf Seite 32 garantiert uns die Existenz). Da die D; relativ kompakt sind und yx ein
Radon-Mafs ist, sind

pi:BE) — R, F—ulFND;], jEN
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endliche Mafe. Offensichtlich gilt y = Z;; ;. Nach dem ersten Teil des Beweises wissen wir,
dass es fiir jedes j € N einen Poisson’schen Punktprozess IN; zum Intensitédtsmaf j; gibt. Wir
wiahlen die N; derart, dass sie unabhéngig sind. Wir zeigen nun, dass

o0
N;:ZNj

J=1

ein Poisson’scher Punktprozess zu Intensitdtsmafs p ist. Beachte, dass nach Eigenschaft (1)
eines Poisson’schen Punktprozesses Nj[e N D3] =0 ist.

Wir zeigen zuerst, dass N ein Punktprozess (also messbar, mit Werten in My,(E)) ist. Sei
R € B(E) relativ kompakt, d.h. R kompakt. Da |2, D; = U2, (U, D;) = E D R und

da |J;_, D; fiir alle n € N offen ist, gibt es ein np € Nmit R C R C |J°; D; und damit
insbesondere 12 C Df fiir alle j > ng. Weil N;[e N D$] = 0 ist , ist N;[R] = 0 fiir alle j > no.
Demnach ist N[R] = >°72, N;[R] = 702, N;[R] = N)[R] € N. Die N; und somit auch
N) sind endlich mit Werten in M,(E). Es gilt also:

(a) N[R] = N™)[R] ist messbar fiir alle R € R(FE),

(b) Niwy[R] = NW[R] € N fiir alle w € Q.
Aus (b) folgt die M,(E)-wertigkeit von N (siehe Lemma 2.8.6 auf Seite 86) und aus (a) und
(b) folgt, die Messbarkeit von NV, also ist N ein Punktprozess (siehe Lemma 2.5.7 auf Seite 72).

Es bleibt zu zeigen, dass IV nicht nur ein Punktprozess, sondern auch ein Poisson’scher Punkt-
prozess ist. Wir wissen aus dem Eindeutigkeitssatz fiir Laplace-Transformierte Zufélliger Mafe

(Satz 2.6.12 auf Seite 78) und Satz 2.8.12 auf Seite 88, dass nur ein Poisson’scher Punktprozess
zum Intensitdtsmafs p eine Laplace-Transformierte mit

Lppp,(f) = exp(—/El —exp(—f(z)) du(x)) fiir alle f € C(E)

hat. Also berechnen wir nun Ly (f) fiir f € Cf(E):
£x(h) = (e (- (13 N)))
j=1

n
dom. Konw. (Satz 2.1.31) _ 1: _ .
om. Konv. (Satz _nlggoE(eXp< <f,le]>)>
]:

unabh. _ ILIEOHE(GXP(_Ocv N]>))

=1 Ln;(f)

Satz 2.8.12 _ iy ﬁeXp(_/El —exp(—f(2)) duj(x))
j=1

n—oo

= lim exp(—jzn;/El —exp(—f(z)) dw(a:))

n—oo
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n—oo

= lim exp(—/El — exp(—f(x)) djiluj(x))

= lim exp(— /E 1 —exp(—f(z)) -]qu;lej(a:) du(az))

n—oo

mon. Konv. (Satz 2.1.30) _ eXp<_/
E

1 - exp(~f()) du(x)) 0

2.8.14 Satz Es seien E1 und Ey lokal kompakte, polnische Raume. Fiir eine beziiglich der
zugehorigen Borel’schen o-Algebren B(E,) und B(E3) messbaren Abbildung

T:(E,B(E1)) — (E2,B(Ey))

und einen Poisson’schen Punktprozess N : (, A, P) — (My(E1), M (E1)) auf E1 mit
Intensitdtsmafl p, ist

N:=NoT': (Q,A,P) — (M4 (E2), M1 (E2))

ein Poisson’scher Punktprozess auf Eo mit Intensititsmaf poT~'. Hat N eine Darstellung

o0
N =) 6x,
=1

so hat N eine Darstellung

N = Z OT(X;)
i=1

BEWEIS. Wir weisen nach, dass N die charakterisierenden Eigenschaften (1) und (2) eines
Poisson’schen Punktprozesses hat: Seien F1,..., F} disjunkt und messbar, dann ist

P[N[F\] =ni,...,N[F] =ni] = P[NoT7[F] = n1,...,N o T7Y[Fy] = ny]
= P[N[T ' (F)] =n1,....,N[T1(Fy)] = ng]

k
Eigenschaft (2) des N _ HP[N[Tfl(FZ)] _ nz]
=1

k
igenschaft von _ — :U’[T_I(F)]k
e | e
k o T-1[Fk
= Hexp(_uoTl[F])%

=1

Mit k = 1 folgt Eigenschaft (1) und aus der Produktgestalt Eigenschaft (2) von N. O
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2.8.15 Satz Es sei E ein lokal kompakter, polnischer Raum wund fir n € N seien
Xn1,---,Xpn unabhingig identisch verteilte Zufallsvariablen mit Werten in E. Ist nun
w ein Radon-Maf auf E und gilt in M, (E) die Konvergenz

v
nPXn,l —> H )

so gilt in £(My(E)) die Konvergenz

n
No=Y dx,, -5 N,
j=1

wobet N ein Poisson’scher Punktprozess zum Intensitdtsmaf p ist.

BEWEIS: Es reicht aus, die punktweise Konvergenz der Laplace-Transformierten nachzuweisen
(vgl. Theorem 2.6.13 auf Seite 79). Sei hierzu f € Ck(FE)

tvi(h = [ eso(= [ r@) iN@) ape) = [ e(= [ 1@ Zaxm)) P(w)
_ /Q exp - Z / o déXW) AP(w) = / exp(—g 1(X,)) dP(w)
(

Q

Xng))) " (Bexp(—f(Xn))))"

= (1 — %E(l — eXp(_f(Xn,l))>>n Satz 2.1.7 (1 _ nfE(l — exp(—

n

f(2))) dPx,, )"

3

n—oo

— exp( - /E (1~ exp(~f(x))) dn) (+)

i>>oexp<— lim n/E(l —exp(—f(x))) dPXn,1> (%)

n—oo

Bei () haben wir verwendet, dass (1 + 2)" —=" exp(y) gleichmafig auf kompakten Mengen

und bei der Berechnung von (#x) haben wir ausgenutzt, dass (1 — exp o(—f))_1 (R\{0})
“1(R\{0}) relativ kompakt ist (vgl. Satz 1.1.26 auf Seite 18) und (1 — expo(—f)) somit

einen kompakten Triger hat. Die Konvergenz folgt dann aus nPx,, , - .

exp(— Jel— exp(—f(:z:)) du) ist nach Satz 2.8.12 auf Seite 88 die Laplace-Transformierte
eines Poisson’schen Punktprozesses auf E mit Intensitdtsmaf p. O



3 Der Satz von Mikosch und
Rackauskas

Dieses Kapitel ist dem Beweis des Satzes von Mikosch und Rackauskas gewidmet. Im ersten
Abschnitt dieses Kapitels (3.1) werden wir hierzu den Begriff der reguldr variierenden Zu-
fallsvariablen einfithren und deren relevante Figenschaften, sowie einige wichtige Sétze dieses
Theoriebereichs, die spéter in Abschnitt 3.3 Anwendung finden werden, vorstellen.
Anschlieflend untersuchen wir in Abschnitt 3.2 das Konvergenzverhalten bestimmter Punkt-
prozesse (Korollar 3.2.4), welche es uns schlieflich ermdglichen, in Abschnitt 3.3 den Satz von
Mikosch und Rackauskas (Theorem 3.3.1) mit Standardtechniken der Extremwerttheorie her-
zuleiten.

Ein erster Uberblick iiber die Struktur des Beweis des Theorems kann auf den Seiten 7 f. in
der Einleitung dieser Arbeit gewonnen werden.

3.1 Regular variierende reelle Zufallsvariablen

3.1.1 Definition (Reguldre Variation) Eine (fiir  gegen unendlich) langsam variie-
rende Abbildung ist eine Abbildung L : Rt — R™ mit der Eigenschaft

Lea) aog ) e et

L(z)

Wir nennen eine Abbildung f : Rt — R™ reguliir variierend zum Index «, falls es eine
langsam variierende Abbildung L gibt, so dass

f(x) =2 *L(z) fir allez € RT.
Wir nennen R- bzw. R—Wertige Zufallsvariable X regulir variierend zum Index «, falls
(ggf.) P[X = poo] = 0 ist und
(1) die Abbildung P[|X| > e] : RT — R™, 2 — P[|X| > «] regulir zum Index « variiert
und
(2) es positive reelle Zahlen p,q mit p+ ¢ = 1 gibt, so dass

=3 d ——— "% .
P[X| > 1] P BIX > 4] a
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3.1.2 Beispiel Ein einfaches Beispiel fiir eine langsam variierende Funktion ist eine beliebige
asymptotisch konstante Funktion f:RT — RT mit lim, ,o f(2) # 0.
Es gibt aber auch unbeschrinkte langsam variierende Funktionen, wie beispielsweise die Ab-
bildung

log,(e +1): RT — R* 2 +— log,(z + 1)

mit @ > 1, denn es gilt

log,(cz + 1) _ log,(x + 1) — log,(z + 1) + log, (1 + x) 14 loga(cfill) 1200
log,(x + 1) log,(z + 1) log,(z + 1) ’

3.1.3 Lemma Secien f, f' : RT — R regulir variierend zum Index o bzw o/ . Dann gilt:
(1) - f" ist requlir variierend zum Indexr o + o/,
2) L ist requlir variierend zum Indexr —a,
!
3) ist p € R, so ist fP requldr variterend zum Index pa,
(- 9

BEwEIS. (1) Nach Voraussetzung gibt es langsam variierende Funktionen L, L’ so dass
f(z) =2 *L(x) und f'(z) = 2~ L'(x), also
f(@)- f'(@) =2~ L(w) - ()

L(ax)L(ax)

und —— 1 fiir alle a € RT.

- -1
(2) ﬁ - xa(L(x))il und LL((G;E))—ll = (LL(Z:))> — 1 fiir alle a € RT.
(3) Sy = o (D) und Sk = (L)' a1, -

3.1.4 Lemma Ist X eine reelle, requlir zum Indexr o variierende Zufallsvariable und p > 0,
so ist XP reguldr variierend zum Indez %.

BEWEIS. Nach Voraussetzung gibt es eine langsam variierende Funktion L : Rt — R™, so
dass P(|X| > z) = 27 *L(x) ist. Es gilt demnach

P(IX?| > z) = P(|X]| > z'/P) = 2= /P L(2'/P),

wobei L(x!/P) ebenfalls langsam variiert. O

3.1.5 Definition (verallgemeinerte Inverse) Sei U : R — [0, 1] eine monoton wach-
sende Abbildung (etwa eine Verteilungsfunktion). Dann heift die Abbildung

U :[0,1] — RU{~o0}, y— inf{z € R|[U(z) > y}

die verallgemeinerte (linksstetige) Inverse von U.
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3.1.6 Bezeichnung Fiir eine R- bzw. ]R—wertige, zum Index « regulér variierende Abbildung
X setzen wir
ap = inf{z € R | Pl X| > z] < n_l}.

3.1.7 Bemerkung Beachte, dass a, monoton wachsend ist und damit nach Definition der
reguldren Variation a, ,* oo gilt, denn sonst wire P[|X| > a] = 0 fiir a = limp_00 ap,
was einen Widerspruch zu Bedingung (1) (Def. 3.1.1) darstellen wiirde. Weiterhin gilt fiir die
Abbildung 1/P[|X]| > e] : R — [0,1], = +—— 1/P][|X| > z] offenbar

an = (1/P[|X] > o))" (n).

3.1.8 Satz Fliir eine R- bzw. R—wertige, zum Index o requldr variierende Abbildung X gelten
folgende Konvergenzen:

(1) nP(a;'|X| > z) =3z~
(2) nP(a;'X > x) =5 pz—
—0

n

(3) nP(a,'X < —z) = qz~*.

Fiir den Beweis des Satzes benétigen wir zunéchst folgendes Lemma:

3.1.9 Lemma Ist U : R — [0, 1] eine monoton wachsende Funktion und U< die verallge-
meinerte Inverse von U, so gilt fir alle z € R und y € [0, 1]:

(1) z<U"(y) = Ulz) <y,
(2) z>U(y) = U(z) >y.
BEwers. (1) z< U (y) =inf{z e R|U(z) >y} = z¢ {z e R|U(zx) >y} = U(z) <y,

(2) z>U(y) =inf{z e R|U(z) >y} 2" ze{zeRU) >y} = Uz)>y. O

BEWEIS VON SATZ 3.1.8: (1): Die Abbildung U := 1/P][|X| > e] ist offenbar monoton wach-
send, also sind die Voraussetzungen fiir Lemma 3.1.9 erfiillt. Mit y = nund z = U (n)(1—¢)
bzw. z = U (n)(1 + ¢) fiir € > 0 folgt dann:

uuT(m) _UWUT@R) __ UU(n)
UU-(m)(1+e) =~ n  ~UU(n)1-¢)

Weiter gilt U (n) = a,, (sieche Bemerkung 3.1.7). Aus der obigen Ungleichung folgt somit

P[IX] > an(1l +¢)]
P[|X]| > ay)

L PlX| > an(1—6)]

< (nP[X|>a,]) " < PIX] = ] (%)
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Da X von reguldrer Variation (zum Index «) ist, gibt es eine langsam variierende Abbildung
L:RT — R mit
P[IX]| > ap(l+¢)]
P[|X]| > ay)

= (1 HS =S

Wenden wir diese Konvergenz in die Ungleichung (x) an, so erhalten wir:

(1 —¢)* <liminf nP[|X| > a,] <limsupnP|[|X| > a,] < (14¢)°
n—00 n—00

fiir alle £ > 0 und demnach
li_>m nP[|X| > a,] = 1.

Also ist
lim nPla;'|X|> 2] = lim nP[|X| > auz]- lim (nP[X|> a,])”"
n—oo n—oo n—oo
= lim M = lim L(ani) —
% PX] > an] 0% L(z)
Die Aussagen (2) und (3) folgen direkt aus (1) und der Bedingung (2) aus der Definition einer
regulédr variierenden Zufallsvariable (Definition 3.1.1 auf Seite 95). O

3.1.10 Satz U : Rt — R* sei requlir variierend zum Index o. Dann gilt:

0, fallsa>0
0o, falls a < 0.

(1) limy oo U(z) = {

(2) Ist U monoton wachsend, —oo < o < 0 und limy, oo U(x) = 00, so ist die verallgemei-
nerte Inverse U wvon U reguldr variierend zum Index —a.

(Siehe Proposition 0.8 in [RESNICK, 1987| auf S.22 f..)

3.1.11 Lemma Ist X requldr variierend zum Index o > 0 und p # 0 so gibt es eine monoton
wachsende, zum Index % requlir variierende Funktion f:RY — RT so dass f(n) = a,? fiir
alle n € N.

BeEwELs. Es sei E = P[|X] > o]. Nach Bemerkung 3.1.7 auf der vorherigen Seite ist a, =
(1/F)<_(n) Da [’ reguldr variierend zum Index a > 0 ist, ist 1/F gemif Lemma 3.1.3 auf
Seite 96 regulér variierend zum Index —a. Laut Teil (2) in Satz 3.1.10 ist (1/F)<_ also reguldr

variierend zum Index —a~! und damit f := ((1 /F)H)_p regulir variierend zum Index £. O

3.1.12 Satz Es set X eine R—wertige, zum Index o requldr variierende Zufallsvariable und p
das durch die Vorschrift

u[[—oo, b]] =qgb " *VbeR™ und ,u[(c, oo]] =pc*VeeRT
eindeutig festgelegte Maf auf R. Ist weiterhin
pin : BR) — RY, Ar— nP,_1y[A]
dann gilt in M, (R) die vage Konvergenz

/J/ni>u'
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BEWEIS. Zur Eindeutigkeit des Mafses: Die angegebene Vorschrift legt p auf dem Semiring

C:= {(b, q]

fest. Die Mengenfunktion p ist additiv, o-subadditiv und o-endlich auf dem Semiring C. Somit
gilt nach Satz 2.1.6 auf Seite 41 und Bemerkung 1.3.11 auf Seite 38, dass y eindeutig zu einem
Mafk auf o(C) = B(R) fortgesetzt werden kann.

—oogbgcgooundc<00der0<b}C’B(R)

Zur Konvergenz: Gemifs Beispiel 2.3.9 auf Seite 64 (mit h = 1) ist C ein DC-Semiring auf
R. Laut Theorem 2.4.1 auf Seite 66 ist die vage Konvergenz j, — p dquivalent zur punkt-

weisen Konvergenz
n—oo

pn|Cl— plC]

fiir alle C' € C. Sei also C' € C. Dann ist C' = (b, ¢] fiir geeignete b < ¢ mit ¢ < 0 oder 0 < b.
Wir behandeln nur den Fall 0 < b < ¢:

tnlCl =nP -1y [(b,00)\(c,00)] =nP[ay'X >b] —nPa,'X > c]
b — pe = u[(b, oo]] — ,u[(c, oo]] = M[C].

Analog zeigt man diese Konvergenz fiir C' = (b, ¢] mit b < ¢ < 0. O

Ein populédrer Satz der Theorie reguldr variierender Zufallsvariablen, ist der Satz von Ka-
ramata, den wir (in abgewandelter Form) im Folgenden des Ofteren verwenden werden. In
[RESNICK, 1987| findet sich der Satz in folgender Form:

3.1.13 Satz (Satz von Karamata) Es seiU :RT — R* regulir variierend zum Indez .
(1) Ist a <1 so gilt:
yU(y)  y—oo

T —a.
JJU @) dt “

(2) Ist > 1 s0 ist fyoo U(t) dt < oo und es gilt:

yU(y)  yooo
W — —(1 - «a).

(Siehe [RESNICK, 1987] S.17.)

3.1.14 Korollar FEs sei X eine reelle, regular zum Index o variierende Zufallsvariable.

(1) Ist a < 1 so gilt:
E(1X I x)<y}) yooe @
yPlIX] > y] l-a

(2) Ist a > 1 so0 ist E(|X|) < oo und es gilt:

E( X x[>y}) yooo @
yPX] > y] a-1
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BEWEIS. Wir setzen U = P[|X| > e|. Laut Satz 4.26 auf Seite 100 in |[KLENKE, 2008] gilt fiir
einen Mafraum (2, F, ) und eine messbare Abbildung f : Q@ — R mit f > 0 fast iberall:

/Q fdu= /0 Wl{f > 1)) d. (+)
(1):

E(IX L x|<yy) =

S~

A | XL x<yy P

(e 9]

() P[|X‘H{\X|§y} > t] dt

y
Ply > |X| > t] dt

"PX| > 1]~ P[X| >y di

Yy
PIIX| > 1] dt —yP[X]| > y].

S— S —S—>—

Wenden wir nun Teil (1) Satz 3.1.13 an, so erhalten wir:

yP[IX] > 3] yroo
— (1 — «
E(X Tgxieyy) - v20X 55 7%

E(|X‘H{\X|<y}) Yy—00 1
et Y E=7) ZA e ) o R
yPIX| >y

(2):

E(IX L x|>y)) = /Q [ XL x>y dP
) = /OOO PIX[Ix sy > 1] dt
_ /OOO PIX| > max{t,y}] dt
:/pr[|X\>y] dt+/ooP[|X\>t] dt
Yy

= yP[| X] >y]—i—/ooP[|X\ > ) dt
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Mit Hilfe von Teil (2) von Satz 3.1.13 folgt:

yP[|X] > y] y—0
E([X I x>yy) — yPlIX| > y]

E(X [T x551) y—oo 1
kil ) 22 s o Y Q) o
yP[X] > y] (1-a)

a—1

Weiterhin gilt geméf dem Satz von Karamata, dass fyoo P[|X| > t] dt fiir jedes y > 0 endlich
ist. Somit muss auch E(‘X|H{|X‘>y}) und damit E(‘XD = E(‘X|H{|X‘>y}) + E(|X‘H{\X|§y})
endlich sein. O

Abschliefsend machen wir uns mit zwei weiteren klassischen Konvergenzaussagen der Extrem-
werttheorie bzw. der Theorie reguldr variierender Funktionen, vertraut.

3.1.15 Satz Es seien X1, Xo,... unabhdngig identisch verteilte, reelle Zufallsvariablen von
requldrer Variation zum Index o. Dann gilt:

max Xj, < 2] =5 exp(—2"%).

Pla;!
1<k<n

n

BEWEIS. der Satz ist eine Variante von Proposition 1.1 auf Seite 54 in [RESNICK, 1987].
Dabei nutzt man aus, dass fiir die Verteilungsfunktion F':= P[X; < e] der X; gilt:

U max Xy <] =Pla,' X <z Vk=1,...,n] ui- (P[X1 < ana])" = (Flayz))".

Pla,
1<k<n

n

3.1.16 Definition und Satz (a-stabile Verteilung) Ist o € (0,2] und sind Y, Z1, Za, . ..
unabhéngig identisch verteilte, reelle Zufallsvariablen mit

n
n"s ZZi 4 Y, fiir allen € N,
i=1

so nennt man Y, a-stabil verteilt. Ist (Z]),en eine beliebige Folge unabhingig identisch
verteilter Zufallsvariablen mit

n
anZZ{ Lz fiir allen € N,
i=1

. : Sl . .
so lasst sich zeigen, dass ¢, von der Form ¢, = n~ = fiir ein geeignetes a € (0, 2] ist.

(Siehe [FELLER, 1971] S. 170.)
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3.1.17 Bezeichnung (nicht-entartete Verteilungen) Die Verteilung Py einer Zufallsva-
riable Y heifit entartet, falls es einen Punkt a im Bild von Y gibt, fiir den Py[{a}] = 1 ist,
anderenfalls heift Py nicht-entartet.

3.1.18 Satz Ist Y, eine reelle Zufallsvariable mit a-stabiler nicht-entarteter Verteilung, so
gilt fir alle B € (0, o)
E(|Y,|?) < oc.

(Siehe [FELLER, 1971] S.578.)

3.1.19 Satz Seien X1, Xo,... unabhdngig identisch verteilte, reelle Zufallsvariablen von re-
guldrer Variation zum Inder o und es sei entweder

e ac(0,1)
oder
o o€ (1,2) und E(X;) = 0.
Ist nun (an)nen eine relle Zahlenfolge, so dass

an
~_9 2 n—qo
na,, X dPx, — C

—an

fiir eine Konstante C € R gilt, so gibt es eine reelle Zufallsvariable Y, mit nicht-entarteter
a-stabiler Verteilung, so dass

— d
a, S, 5 Y,.

BeEwEIS. Der Satz ist in Theorem 3 und Corollary 2 in [FELLER, 1971] (S. 580 bzw. 578)
enthalten. Man beachte, dass Fellers Definition stabiler Verteilungen bereits enthilt, dass
diese nicht-entartet sind (vgl. [FELLER, 1971] S. 170). O

3.1.20 Korollar Sind X, Xo,... unabhdngig identisch verteilte, reelle Zufallsvariablen von
requldrer Variation zum Indexr o und entweder

e ac(0,1)
oder
e o€ (1,2) und E(X;) =0,

so gibt es eine reelle Zufallsvariable Y, mit nichi-entarteter a-stabiler Verteilung und

_ d
a, 'S, —= Y,.
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BEWEIS. Wir zeigen, dass fiir die a,, die Konvergenz in der Voraussetzung von Satz 3.1.19
gilt:
a

na_2 X12 d]DX'1 = na;2/ XIQ]I{X2<G2} dPX1
R =Un

n
—an

_ P(|X1]? > a2)

_ 2 2

=na, E(Xlﬂ{xfga%}) . —P(|X1|2 S ag)
- Yn

_ E(X{Lxpca2y)

~ aiP(|Xy1| > a})

-nP(|X1]| > ap).
Gemif Lemma 3.1.4 auf Seite 96 ist X7 reguléir variierend zum Index 5 < 1. Eine Anwendung
von Korollar 3.1.14 auf Seite 99 liefert somit

E(X%H{Xfﬁa%}) n—oo &
PN >a2) 2o

Auf der anderen Seite gilt nach Lemma 3.1.8 auf Seite 97

n—oo

nP(|X1] > an) =3 1.

Zusammenfassend erhalten wir also:

a

na,? X2 dPyx, =

]E(XIZ]I{X2<G2}) o
1= P(1X] > nose )
2P(x,| = ap) "z ) = e .

—an
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3.2 Vorbereitung

Ziel dieses Abschnittes ist die Berechnung des asymptotischen Verhaltens, des Punktprozesses

25 (X X+ X it 150 Xpo by F X h1)

wobei (ap)nen wieder die Normierungsfolge
an = inf{z € R | P[|X;| > 2] <n"'}

bezeichnet. Dieser wird, wie in der Einleitung beschrieben, die Berechnung des Grenzverteilung

der Statistik
Sk11— Sk

R

a, ' max max
1<I<n 0<k<n—I

aus dem Satz von Mikosch und Rackauskas ermoglichen. Die Grenzverteilung von N, leiten
wir nun sukzessive aus den Satzen 3.1.12 auf Seite 98 und 3.1.12 auf Seite 98 her:

3.2.1 Korollar Sei (X)ren eine Folge unabhdngig identisch verteilter, R—wertiger, zum Index
a requldr variierender Zufallsvariablen. Dann gilt in £(M4(R)) die Konvergenz

n o
d
D iz, = D0
k=1 k=1

wober die Jy, die Punkte eines Poisson’schen Punkprozesses aufR zum Intensitdtsmaf p mit
pl(z,oc]] =pz und plloo,—z]] =gz VzeRT
sind.

BEWEIS. Der Satz ist ein einfaches Korollar aus Satz 3.1.12 auf Seite 98 und Satz 2.8.15 auf
Seite 94. O
Nun folgt der aufwindigste Teil dieses Abschnittes: Die Verallgemeinerung von Korollar 3.2.1
in eine h-dimensionale Variante:

3.2.2 Satz Sei (Xi)ken eine Folge unabhdngig identisch verteilter,R—wertiger, zum Index o
requldr variierender Zufallsvariablen auf R. Wir bezeichnen mit e; den Punkt

e; =(0,...,0,1,0,...,0).

j7’te Stelle

Es gilt fir alle h > 1 in (M, (R"))

d A~
”'_25 N X koo Xt h—1) N :ZZ Jrei

wober die J; und p wie in Korollar 8.2.1 sind.
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Abbildung 4: Realisierungen der ,Massepunkte® von Nn, wobei die X; ~ Par(1,4;1) sind.
Links fiir n = 250 und rechts fiir n = 2.500. Man beachte, wie sich die Punkte an die Achsen
anschmiegen.
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BeEweEls. Wir setzen
n h

I = Z Z 6ar_11Xkei'

k=1 1i=1

I, hat wie N nur ,Masse* auf den Achsen Rei, i =1,...,h. Wir werden zuerst [, Ny
zeigen und dann einen Zusammenhang zwischen I, und N,, herstellen, der es uns erlaubt, aus
dem Grenzverhalten in Verteilung von I, auf das von N, zu schliefen.

d A~
BEHAUPTUNG. I, — N.

BEWEIS. Es sei
T — xe; falls T # poo

TZ‘ZR—>Rh,
Poo 2 Poo

Betrachte die folgende Verkettung von Abbildungen:

M) £ (M () = MR
L — (/j,OTfl,...,MOlel) — Z?:lMOT;l'

Fiir Make p1, ..., up bezeichnen wir dabei mit Z?:l i das Mak mit

h

h
O m)lA) = 3~ ulA)

i=1

fiir alle messbaren Mengen A. Wir wollen nun wieder den Satz von der stetigen Abbildung
(Satz 2.1.26 auf Seite 47) anwenden. Dazu iiberpriifen wir zunéchst die Voraussetzungen:
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BEHAUPTUNG. ¢ = @9 0 ¢ ist stetig.

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst, dass ¢ stetig ist. Wir weisen diese Stetigkeit komponentenweise
fiir die Abbildungen p +—— p o 7-;1, i=1,...,h nach. Sei hierzu K € R" kompakt. Es folgt,
dass dann auch K N Re; kompakt ist, denn Re; ist abgeschlossen in R". Die Abbildung

xi,  fallsx = (x1,...,2h) # Do

iR S R 2 —s
Poos falls © = poo

bildet relativ kompakte Mengen auf relativ kompakte Mengen ab (vgl. 1.3.6 auf Seite 36).
Also ist
Y K) = 771K NRe;) = #;(K N Re;)

relativ kompakt fiir alle ¢ = 1,..., h. Wir kdnnen nun Satz 2.2.13 auf Seite 60 anwenden und
erhalten somit die (komponentenweise) Stetigkeit von ¢. Bleibt noch die Stetigkeit von

o+ (My(RM)" — My (RY), (.-, pin) — Zui

zu zeigen. Diese zeigen wir, indem wir dquivalent Folgenstetigkeit nachweisen. Es sei hierzu

"

) m (U )

— (:U’17'°°7,U’h) = .

Wir miissen zeigen, dass o(u(™) — @o(p) gilt, dass also

/. de s [ deuZ

fiir alle f € C} (RM). Aus p™ -5 1 folgt sofort u(n) 5 p; fiir alle 4 = 1,..., h und somit

7

[ = [
RP RP

Also sehen wir

h h h "
(n) (n) n— J— i.

Damit ist die Stetigkeit von (2 bewiesen. g

Wie wirkt nun ¢ = @9 0 1 auf einen Punktprozess? Betrachte einen Punktprozess mit Dar-
stellung wie in Lemma 2.8.8 auf Seite 86. Da dy;, o f~! = df(v;), liefert Einsetzen in die
Abbildungsvorschriften:

M M M M h

1 P2
PILTEN() SIS SL K ) S
k=1 k=1 k=1

k=1 1i=1
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dh. o(3p_y0,-1x,) = In und o(332,65,) = N. Gemiik Korollar 3.2.1 auf Seite 104 gilt

2he1041x, N Y pey 04, . Mit Hilfe des Satzes von der stetigen Abbildung (Satz 2.1.26 auf
S. 47) gilt also

n o
d A~
In = SO(Z(SGZIXk) — QO(Z(SJk> = N.
k=1 k=1
Den Zusammenhang von [,, und ]Vn klart das folgende Lemma:

3.2.3 Lemma Sei wieder X1, Xy, ... u.i.v. reelle zum Index o requlir varierende Zufallsva-
riablen, N, wie in Korollar 3.2.1 (S. 104), I, = > ;_, Z?:l 5a;1Xkei sowie

h

C:= {H(bi,ci] —00<b;<¢i<oowundJig=1,...,h: ¢, <0 oder 0 < b, } C %(Rh)
i=1
Dann gilt:

(1) C ist ein DC-Semiring mit N[OC] = 0 fast sicher fiir alle C € C.

(2) (N.[C) - 1,[C]) 250 veec.

Aus diesem Lemma, folgt sofort

k
ST (NG — L[Ci)) == 0 fiir allei=1,...,k, t; €R.
=1

Wir erinnern uns, dass I, 4N gilt. Wenden wir nun Korollar 2.1.23 auf Seite 46 an, so folgt
fiir alle k € N, t = (t1,...,t;) € R*:

k k k k k
N O] = , . (N[O — AN AT . 72 L24 NI
Z; tan[CZ] = Z}tz[n[CZ] + z; tZ(Nn[CZ] In[CZ]) — dJI_)TI;Oz; tzIn[Cz] z; tzN[Cz]'
50
Dies ist nach Theorem 2.7.4 auf Seite 82 hinreichend fiir Kfn i> N. O

BEWEIS VON LEMMA 3.2.3: Man iiberlege sich zunéchst, dass fiir ein C' = H?:l(bi,ci] eC
héchstens ein Schnitt mit einer Koordinatenachse Re;,7 = 1,..., h nicht leer ist.
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|
% \\ Abbildung 5: Mengen aus C in R3.

Man beachte, dass der Achsenschnitt-
punkt kein Element von R3 ist.

BEHAUPTUNG. Fiir C' € C gilt entweder

(a) CNRe; =0 fiirallei=1,...,h, oder
(b) es gibt ein iy € {1,...,h} mit

{0} x ... x {0} x (biy, cip] x {0} x ... x {0}, fiiri=ip
C m Rel = ig’te gtelle
0, fiir alle i # .

BewEIs. Im Fall A = 1 ist nichts zu zeigen. Sei also h > 2: Nehmen wir an, C' N Rej und
cn ]Rek seien ungleich (). In diesem Fall gibt es reelle Zahlen z,y # 0 mit ze;,ye; € C.

Dann folgt aus ze; € C, dass 0 € (b;, ¢;] fiir alle i # j, und aus ye; € C, dass 0 € (b;, ¢;] fiir
alle ¢ # k. Da C € C, gibt es aber ein ig € {1,...,h} mit ¢;, < 0 oder 0 < b;, und somit

0 ¢ (biy, ¢ip)- Daher muss j = k = i sein. O

Beachte, dass N und I, (n=1,...,h) nur ;Masse“ auf den Achsen Re; haben, dass also fiir
h
A = JRe;
i=1
N(A¢) = I,(A°) = 0 ist. Es gilt somit fiir alle B € B(R"), dass ]/\7(B NA) = N(B) und

I.(BNA) = I,(B) ist.

Wir weisen zundchst 3.2.3 (1) nach. Nach Beispiel 2.3.9 auf Seite 64 ist C ein DC-Semiring.
Wir brauchen also nur noch N[0C] = 0 fast sicher fiir alle C' € C zu zeigen:

Fir C € C ist im Fall (a) C N A = und im Fall (b) CNA = {0} x ... x {0} x (bj,, ] ¥
{0} x ... x {0} fiir ein geeignetes ig € {1,...,h}. Unter Voraussetzung (a) ist also

N(C) = N(dC N A°) = 0.
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Gilt Voraussetzung (b), so ist

N[OC] = N[0C N A9 = N [{0} x ... x {0} x {biy, cig} x {0} x ... x {0}]
=§§§:%WZW}X - x {0} x {big, cip } x {0} x ... x {0}]
k=11=1 =0 fir alle i # 4o, da J € R" % 0.
_ i {bi» cio ] = PPP,[{biy, cio }]
Def. 2.8.10 _ } st sicher.

Damit ist (1) bewiesen.

Zu 3.2.3 (2): Es ist zu zeigen, dass (ﬁn[C] — I,[C)) 50 (dem Mafe nach) VC € C. Im Fall
(a) gilt

L[C]=LJCNA]=1,0] =0 V¥neN.

Aufgrund von Eigenschaft (a) gilt fiir m := ;nllin h{\bi|, leil} >0

h
([~00, —m) U (m, o))" > [ (b, i) = C
=1
Und somit
E(Na[C]) < E(Na[([=00,=m) U (m, o0])"]) = 3 Plag | Xpyia| > ms i =1,....4]

k=1
h
Wk = nPlap X > my i=1,... k] "= n( 1\X1\>m]>

n—oo

:npmﬂxﬂ>mK yﬂXﬂ>m) s )

n—

Zm= nach 3.1.8 €O(n71) (3.1.8)

Also konvergiert N, im Mittel gegen 0. Da Konvergenz im Mittel Konvergenz dem Mafle nach
impliziert, folgt nun

N.[C] L5 0= 1,[C).
Betrachten wir Fall (b): Sei hierzu C:H?:l(bi, ¢i] und ig€{1,..., h} derart gewihlt, dass

0 E(bi,ci] < 275 1Q.
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n h
¢(b10 Cip)
I"[C] = Z Zéaﬁlxkei [C] Z an Xkezo
k=11=1
n OE(bi,Ci} n
Vit
= Z 5an1Xk;e bl, 01] . X (bim Cio] X ... X (bh, Ch]] Z° Z 5a;1Xk (bim Cio]
k=11
n n—io+1
Z Z 5&7_7.1Xk [(b’io’C’LO Z an Xk+7,0 1 207010]]
k=19
n—ig+1
> Z 5& (Xkorooy Xitig—1 53Xkt n— 1)[(61’01] X o X (big, Cig X . (b cn]]
k=1 D .-~ T
io'te Stelle ig’te Stelle
n
= Na[C] - Z 6a51(Xk ----- Xk+h71)[ 20
k=n—ig+2
=:Rest [C]

|1,[C] — N,[C] — Rest,[C] + Rest,[C] |)

L,[C] = (N,[C] - Rest,[C)) D VE ((Restn C] D
>0 siehe oben

(I,[C)) — E(N,,[C] — Rest,[C]) + E(Rest,[C))

= E(1,[C]) — E(N,[C]) + 2E(Rest,[C]).

Betrachten wir diese Erwartungswerte einzeln:

n

E(Restn[C]) = Z P[agl(Xk, cory Xpyno1) € C]
k=n—ig+2

(20—1) [_I(Xl,...,X)E ]
(20 - 1) [ ;lXio € ( 207020]] —>oo 0.

€0(n—1) nach 3.1.8

n h n
= Z Z P[a;le.ei € C] OéZ(Ci:O’biO] P[a;leeiO S C]
k=11=1 k=1
— ZP[G;IXk(bimcioH uz:v n(P[a;IXl > bio]] — P[a;le > ci()]])
k=1
n—00

— pl(biy, ciy]] mach Satz 3.1.8.
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n h

E(Nn = Z 71 Xk, .. Xk+h 1 € C uév ZHP 1X1 € bz,ci]]
k=1 k=1i=1
=nP [a;le S zovczo H P 1X1 S (bi,CiH ni)o ,u[(bio,cio]].

1<i<h, i#io

Beim letzten Grenzwert nutzen wir aus, dass 0 ¢ (b;, ¢;] ist fiir alle i # g und somit (wieder
gemif Satz 3.1.8)

n—oo

P(a;1X1 € (bi,ci]) =1 —P(a;le < bi) —P(a;le >,C¢) oy |

€O(n—1) €O(n—1)

gilt. Das Produkt auf der rechten Seite konvergiert damit gegen 1" = 1. Zusammenfassend
ergibt sich E(|1,[C] — N,[C][) =30 ,d.h.

1,[C] - N, [c] L5 0.

Da Konvergenz dem Mafse nach Konvergenz in Verteilung impliziert ist somit Lemma 3.2.3
bewiesen. g

3.2.4 Korollar Seien X1, Xs,... unabhdngig identisch wverteilte, R—wertige, zum Inder o
requldr variierende Zufallsvariablen. Mit der Bezeichung

h
= e;=(0,...,0,1,...,1).
j=i !

j7’te Stelle

gilt fiir alle h > 1 in (M, (R")) die Konvergenz

n

© h
Ny = Z(Sa:zl(kaXkJFXt-&-l7~~~7Xk+---+Xk+h 1) — N = Zzé‘]ksi'
k=1 k=1 i=

—

Hierbei sind die J; die Punkte eines Poisson’schen Punktprozesses aufR. Das Intensititsmafs
dieses Punktprozesses ist das Mafl p mit

,u[(x,oo)] =pr wund u[(oo,—x]] =qx VreRT.

BEwEIS. Im Fall h = 1 ist dies genau die Aussage von Korollar 3.2.1 auf Seite 104. Wir kénnen
also im Folgenden annehmen, dass h > 2 ist. Wir wenden den Satz von der stetigen Abbildung
(Satz 2.1.26 auf Seite 47) auf Satz 3.2.2 auf Seite 104 an. Hierzu definieren wir uns zunéchst
den Homoéomorphismus

(r1,21 + 22y ..., 21+ ...+ ), fallsz=(x1,...,2h) # Poo

fiRM S RM 2 —s
Doos falls x = poo.
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Abbildung 6: Realisierungen der ,Massepunkte” von N,,, wobei die wieder X; ~ Par(1,4;1) ist.
Die Realisierung geht auf den gleichen Datensatz wie Abbildung 4 zuriick. Links fiir n = 250 und
rechts fiir n = 2.500.
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Wir setzen nun in Satz 2.1.26 Fy = Fy = M+(]Rh), & = N,, und &= ]/\\7, sowie
o My (R") — My (R), p— po f7h

Da M, (R") metrisierbar und ¢ stetig ist (vergleiche Satz 2.2.13 auf Seite 60), sind die not-
wendigen Voraussetzungen erfiillt und somit:

n

co h
= _ d = _
P(Nn) = 300t (xpian ) 0 T2 @) =D D dge o f

t=1 k=11i=1

Da fiir eine reelle Zufallsvariable Y gilt, dass dy o f~! = § #(v) ist, erhalten wir sofort, dass

YR, = N, und 5, = Nn ist und demnach

N, — N.
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3.3 Satz und Beweis

3.3.1 Theorem (Satz von Mikosch und Rackauskas) Sei (X,,)nen eine Folge reeller,
unabhdngig identisch verteilter Zufallsvariablen von requldrer Variation zum Indexr o > 0.

Es seien weiterhin
k . 1 n
i=1 =1
sowie (ap)nen die Normierungsfolge
ap == inf{z € R | P[|X;]| > 2] < n'}.
Ist entweder

e ac(0,1) und vy >0,

e a€(1,00\{2}, v > max{0,5 — 1} und E(X;) =0

2 a
oder
e a=2,7>0, E(X;) =0 sowie sup,,cy E(|n_%5n|) < oo fir alle B € (0,2),

so gilt fir alle x > 0:

Sk+1— S
—1 k+1 k n—aoo —a
< _
(1) P[an 112%105?254‘ B ‘73:} T exp(—27?),
Ska1— S —IX
(2) P[a;l max ma ‘ htl — Pk n < x} ey exp(—z~?).
1<i<n0<k<n—il  (I(1 — %))v

Um diesen Satz beweisen zu kdnnen bendtigen wir zunéchst das folgende Doppel-Lemma. Die
Hauptarbeit in diesem Abschnitt wird aus dessen schrittweisem Beweis bestehen.

3.3.2 Lemma Sei (X; : Q@ — R);en eine Folge unabhingig identisch verteilter, reeller, zum
Indez o reguldr variierender Zufallsvariablen.

(1) Es gilt Yy > 0 und Vh > 1

Sk+1 — Sk
max max ‘7

P [a_l
1<I<h 0<k<n—I 4l

n

‘ < :1:] s exp(—x_o‘) Vz € RT.

(2) Ist entweder
e ac(0,1) und v >0,

e a€(1,00\{2}, v > max{0,5 — 2} und E(X;) =0 oder

[e7
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e a=2,7>0, E(X;) =0 sowie sup,,cy E(\nfésnb < oo fiir alle B € (0,2),
so gilt:

‘Sk-i-l — Sk

‘>5]:0 V5 € R,
2]

lim limsup P [a; ! max max

Bevor wir uns an der Beweis machen, betrachten wir die Voraussetzungen des Satzes bzw.
Lemmas genauer:

3.3.3 Satz Flir eine Folge unabhdngig identisch verteilter, reeller, reguldr zum Indexr o > 1
variierender Zufallsvariablen (X, )nen mit E(X1) =0 gilt:

1
supE(jn 85,]) < o0
neN

fir 8=2,  fallsa>2
VB € (0,a), falls1l < a<2.

BEWwEIS. Ist @ € (2,00) so gilt mit dem Satz von Karamata (Satz 3.1.13 auf S. 99) und
Lemma 3.1.4 auf Seite 96, dass Die Varianz V(X;) von X endlich ist. Nach Voraussetzung
ist E(S,) = nE(X1) = 0 und damit

E((n?S,)%) = V(n2S,) = V(X;) < oc.

Mit der Cauchy Schwarz’schen Ungleichung (siehe [DEHLING & HAupT, 2004] S. 134) erhal-
ten wir demnach fiir alle n € N

E(n3S,) < \/E((n2S5,)?) = /V(X1) < co.

Betrachten wir nun den Fall a € (1,2):

EiNscHUB: Ist a € (0,2] und Y, eine reelle Zufallsvariable mit a-stabiler nicht-entarteter
Verteilung, sowie (X, )nen eine Folge unabhingig identisch verteilter reeller Zufallsvariablen
mit a, (S, — by) 4, Y, fiir geeignete reelle Zahlenfolgen (a,)nen, (bn)nen, so ist fiir jedes
k€ (0,a)

lim E(|a;1(Sn —bn)[") = E(|Yal")

n—oo

(sieche Theorem 6.1 in [DE AcosTA & GINE| S. 225).
Da E(]Y,|") laut Satz 3.1.18 auf Seite 102 existiert (d.h < oo ist) erhalten wir fiir 8 € (0, «)
n—oo

E(\n7%3n|) = annié “E(jan ' Sul) =30,

denn ann_% konvergiert nach Lemma 3.1.11 und Satz 3.1.10 (S. 98 bzw. 98) gegen 0. Demnach
1
ist E(jn" #.S5,]|) fir alle 8 € (0, «) beschrankt. O
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Beweis von Lemma 3.3.2, Teil (1)

Seien y1,...,y, € RT und

Ry, g = {1, zn) € R0} | o] < wi}

dann ist

Pl odume 1S = Sl <wi |
[I<naxa |Xk+...—|—Xk+l,1‘§yl;lzl,...,h]
=Pla, | X1 <y k=1,....n, I=1,...,h]

=Pla;'(

n
n
c _
[Zéa N X by X bt X bt 1o X oo X 1)[Rylw~’yh] _O]
k=1

Xk,Xk + Xgg1,oo, X+ +Xk'+h—1) S Ry17...7yh Vk=1,... ,n]

yh]’ da O RS,

.....

Wir haben uns bereits in der Vorbereitung dieses Kapitels mit dem Grenzverhalten in Vertei-
lung des Zufélligen Makes N, = > }_; a (X Xp4 Xt 1 Xt X 1) auf R" beschéftigt.
Man beachte, dass — trotz der lelder identischen Notation - zunichst zwischen dem Zufilligen
Mafen Y p_, 5a£1(Xk,Xk+Xk+1,...,Xk+...Xk+h_1) auf R” und R” unterschieden werden muss.
Gemiiff Bemerkung 2.8.9 auf Seite 87 indzuiert der Punktprozess auf R" jedoch einen entspre-
chenden Punktprozess auf R",

Da nicht notwendig P[X; = 0] = 0 gilt, sind die beiden Zufélligen Mafe jedoch nur auf
Mengen aus B(R") identisch, die die Null nicht enthalten. Da 0 ¢ Ry, ., konnen wir aber
dennoch auf die Aussagen aus Abschnitt 3.2 zuriickgreifen. Nach Korollar 3.2.4 auf Seite 111
gilt in £(M, (R")) die Konvergenz

oo h h
d .
N, — N := E E 0,5, mil s;:= E €;,
k=1 i=1 j=i

wobei die J; die Punkte eines Poisson’schen Punktprozesses zu Intensitdtsmafs p sind.

Nehmen wir an, dass Ry, . 4, € Ry ist, so diirfen wir nach Theorem 2.7.4 auf Seite 82 und
Lemma 2.7.2 auf Seite 81 folgern:

NolBy,,...)

WIR BEHAUPTEN also: Ry~ € Ry.

BeEwEIs. Die relative Kompaktheit wurde bereits in Beispiel 1.3.7 auf Seite 36 bewiesen. Wir

miissen also nur noch zeigen, dass P[N[@R;hm,yh] = 0] =1 ist.
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o h
P[N[OR;, . 1=0] = P[szmsi [{x ER" || =y, I=1,... ,h}} = o}

k=1 =1
"= P[Zéhm [{x € Rh ‘ ‘$l| =Y L= 1"“’h}} - 0:|
k=1

L, falls nicht y1 = ... =y
B P[Zzoil(sjk [{yl}] :Oi|7 falls yl ::yh

9

denn
> dn[{yi}] = PPR.[{y1}]
k=1

= P[Yan )] = 0] = PPPR[(31)] = ]

= exp (—u [{y1}])
=1. |

Wir wissen also

d
— NRy, -

NulRy, ]
Die stetige Abbildung ¢ : R — R, z +— (1—|x|)[|_; jj(z) ist beschrénkt. Nach der Definition
der Konvergenz in Verteilung gilt demnach:

| = P[N[R;

.

.......... = 0].

Die beiden Gleichheiten ergeben sich daraus, dass die Punktprozesse N,, und N nur Werte in
Np annehmen und daher in obiger Gleichung im Geiste ¢ durch gy ersetzt werden kann.

Betrachten wir nun den Fall, dass 0 < y; < ... < yp aufsteigend sind. Es gilt einerseits (vgl.
Seite 115)

P|N,[R¢ =0] = Plmax max a 'Sk — Skl <yl
Andererseits ist Jipe; € Ry, . 4, genau dann, wenn Jypey, ..., Jre, € Ry, ., ist, genau dann,

wenn Jis; € Ry, .y, ist und damit:

h



3.3 Satz und Beweis 117

o h
PIN[R;, . ) =0] = P[> 65slR;,, . ] = 0]

Jisi € Ry, ..y, firallek € Nundl=1,... ,h]
Jier € Ry, .y, firallekeNundl=1,... ,h]
Ji <y fiir olle k € N undlzl,...,h]

sup [Jy| <y, 1=1,...,A]

keN

o

Zusammenfassend ergibt sich demnach fiir v > 0 und y; := {72 die Konvergenz

Pla;! — — Sl < 2] =3P <Dx, 1=1,...
lan” max  max I7|Spe = Sil <2 = [ilelglele,l -~

=p [sup | Ji| < z].
keN

Nun bestimmen wir den Wert des rechten Terms. Laut Korollar 3.2.4 auf Seite 111 sind die
Ji Punkte eines Poisson’schen Punkprozesses auf R mit Intensitdtsmafs p. Wenden wir nun
Satz 2.8.14 auf Seite 93 auf die Abbildung

], falls @ # poo

T:R— R\R™, z+—>
Poo, falls = peo

an, so folgt, dass die |.J;| die Punkte eines Poisson’schen Punkprozesses auf R\R™ mit Inten-
sitdtsmals v, gegeben durch
v|(z,00)] =2~ fiir alle z >0

sind. Eine weitere Anwendung von Satz 2.8.14 auf die Abbildung

™% falls x # poo

T :R\R™ — R, . —
0, falls x = pso

ergibt, dass die I'j, := T"(|.J;|) Punkte eines Poisson’schen Punktprozesses mit Intensitéitsmaf
p auf ]RSr , gegeben durch

p[l0,2)] =z fiir alle z >0

sind. p ist also die Restriktion des Lebesgue-Mafes auf R .
BEHAUPTUNG. Die fk lassen sich dann umnummerieren zu aufsteigenden

i<y <.,
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BEWEIS. Um nachzuweisen, dass sich die fk wirklich in eine aufsteigende Reihenfolge bringen
lassen, betrachten wir den zu p gehérenden Poisson’sche Punktprozess PPP, auf RS‘ . Es gilt:

P[PPE,[[0,1]] = 0| =1 P[PPR,[10,4] €N|

o k
Def. 2800 4 Z exp(—,u[[o, t]]) :u“%!t]]
k=0

=1—exp(—t) o
k=0

pl0,t]]=t

=0.

Also gibt es fiir jedes ¢ € R fast sicher nur endlich viele ,Massepunkte“ von PPP, in [0, t].
Daher lassen sich die Punkte in aufsteigende Reihenfolge bringen. O

Beachte, dass die Umnummerierung keinen Einfluss auf den zugehorigen Punktprozess hat.
Sind die I'y, aufsteigend, so sind die

THTy)=T,% a>0

absteigend. Insbesondere ist also

Somit gilt fiir ein z > 0

P[sup|Ji| < z] 2 P * <z] = P[I'1 > 2*].
keN
Bezeichnet PPP, einen Poisson’schen Punktprozess mit Intensititsmaf p und zugehorigen
Punkten T';, so ist I'y > 27 &quivalent zu PPP,[[0,27%)] = 0, denn I'; ist der kleinste
ywMassepunkt® von PPP,. Daher:

P[Fl > xa} - P[PPPP[[O,:U—O‘)] - o} Def 2810 exp(—p[[(),x_a)])
= exp(—x_a)

und somit
—17—~ . < n—qo _—a
P[@%’%oﬁ?{“ﬁl ap 1Skt — S| < 2] =5 exp(—a7%)

fiir alle > 1. Wir zeigen nun abschliefend, dass

—17= —17— P
max max a, | |Sgy — Sk| — max max a, " 7|Sky — Sk|| — 0.
1<I<h0<k<n—I " | Skt k| 120, ohax | n | Skt kH

Es gilt fiir alle n € N, h < n:

‘Sk+l_5k‘<

‘ Sk11 — Sk ‘
aplY

nl
‘ Skz jSk ‘ Sk11 — Sk ‘

+ max max
apl? 1<i<hn—l<k<n—1l  aplY

max
1<I<h 0<k<n—I

< max max
1<I<h 0<k<n—1

< max max
1<I<h 0<k<n—I
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: ) 1, P
Es reicht also, zu zeigen, dass max  max  a, 177|Sgy — Sp| — O:
1<iI<hn—I<k<n-—1

max max a;ll_7|8k+l — Sk| i max Imax a;ll_’y‘SkJrl — Sk‘

1<I<hn—I<k<n-1 1<I<h1<k<I-1
k+l
< max max a, 7 E | X
1<I<h1<k<I-1 4
1=k+1
2h—1
— — P
<a,' 177X 0.
1=1

Zusammenfassend gilt also

dlim max max a7 Sy.; — Sp| = dlim max max a.'l77[S.—S
Jim max  max  ay |Skt1 — Skl Jim max | max a, | Skt — Skl

(vgl. Korollar 2.1.23 S. 46) und damit

—17— — —
Pl o177k = il < 1] 5 exp(—7) _

Beweis von Lemma 3.3.2, Teil (2)

Zunichst bendtigen wir die folgende Abschitzung:

3.3.4 Lemma Sei (X : Q — R);en eine Folge unabhingig identisch verteilter Zufallsvaria-
blen und S, := Zle X!. Dann gilt fir alle §,v >0, h>1 und H < n:

[logy (nh™1)]
< J+1 —1 ! —J\Y
> (5] < g 2 Play, 1<k1;17§12}ij+1 S| > 8(n277)7],
[loga (nH—1)]+1 -

/ /
Sk-l—l_sk

Pla-! max max &

" h<I<H0<k<n-—I

wobei |o] = sup{z € Z ! z < o} baw. [e] := inf{z € Z ! z > e} die untere bzw. obere
Gaufklammer bezeichnet.

BewEIS. (Im Folgenden werden alle Maxima nur iiber die ganzzahligen Indizes gebildet)

Es seien jo := logy(nH ') + 1, ji := logy(nh™') und J := {jo,...,s1}. Dann bilden die
Mengen ' '
Lj=(n277,n277t, jeJ

eine Partition von (h, H], d.h. die I; sind paarweise disjunkt und

(h,H) =] L. (+)

jedJ
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Ebenso bilden fiir 5 € N die disjunkten Mengen
Ki(j) == (n(i—1)277,ni2™ 7], ielI(j):={1,...,27}
eine Partition von (0,n], d.h.
(0,n] = |J Kih)- (%)
i€l(4)
Somit ist folgende Abschétzung mdglich:
SI,chl — Sk

max max
Il

h<I<H 0<k<n—I

) = maxmax !~ max |Skss — Sk
j€J 1eL;  1<k<n

< max(n '2)Y max max |S.., — S,
- je}{(n ) ZEL}flgkgxn| b+~ Skl

(o) — max(n~'27)” max max max |Sllg+l - Sllc‘
jeJ leL; il (j) ke K;(5)

_l’_

).

< max(n~'27)” max max max (‘Sllwrl — SlﬁnZ—J’]

/ ) _Sl
jeJ I€L; iel(j) keK;(5) [in277 7k

Fiir l € Lj und k € K;(j) ist k +1 € (ni2~7,n(i + 2)277] := U;(j), und damit

—12j'y roo_ gt Lo gt
a2 ) e o (k= S| + Sz = )

< —loiyy A A —Loiyy Y p— S
= R (n™2) z%ll%f)ugl[]aé)‘ u - T2 ”‘Jﬂ?ea}{ (n™2) gf%k?ﬁ@)‘ [in271 i

=:M, =:M>

Zusammenfassend erhilt man
! !
Sk+l B Sk

=2t 55 ] < P[My > o] + P[Ms > ]

=P =P

Pla;' max max ‘
h<I<H 0<k<n-I

Nutzen wir aus, dass die X/ unabhéngig identisch Verteilt sind lassen sich die Wahrscheinlich-
keiten P; und P, wie folgt abschitzen:

1] 2
! ! —9

P < Z Zp[mrkgg(lﬁmnz—j S, — Sﬁm—j] > a,0(n2 J)w]

j=[jo] =1
_ |logy(nh~1)] ' '

wiv— 3" QJP[ max  |S} > ana(nw)ﬂ,
1<k<2n2-J
[logy(nH~1)]+1
lj1] 2
< [ 4 AR

e jzfg:wzgp[(i—l)nzn}?igmm Stua-s1 = S| > anb(n2 7Y

=[j0] 1=

[logy (nh=1)]
w.0.0. < 2]P|: ! n 27] 'y:| )
< > | pex |Sk| > and(n277)
[logy(nH~1)]+1



3.3 Satz und Beweis 121

Also ist
[logy (nh=1)]
< i+ p[,-1 / ~iy1
> (5} < E 2 P[an 1<k1332)§j+1\8k\ > 0(n277) ]
[logy (nH~1)]+1 -

/ /
Sk+l_Sk

Pla! max max 7

" h<I<H 0<k<n-—I

O

Nun koénnen wir mit dem Beweis von Lemma 3.3.2, Teil (2) beginnen. Wir setzen zunéchst

1 (2

k
X" = Xilgxemays SEY =2 X VR L X" = Xilxps e,
=1

k
XM= x"-gx™), 5= X"vk>1 5" =0 sowie S§":=0.
=1

Es gilt fiir > 0:

P{ail max max [ 7|Sgs;— S >:1:]
" h<i<n0<k<n-—l | kit k‘

= Pl g g ket = S > a0 s 160 > )]

1 — -1
+P[{a" W ok, ISk = Sl > #jndan 23, Xl < h”}}
-1 -1 —v1g/(n) _ g/(n)
< Plo” a1 > W]+ Plo o, g 1718 = 571> o]

=:A1(n,h,y,a) =:Az(n,h,y,a)
Mit Hilfe von Satz 3.1.15 auf Seite 101 erhalten wir

li_)m Ai(n,h,y,a) =1 —exp(—h™7%) hi’f 0.

Es bleibt zu zeigen, dass limp,_,o limy, 00 A2(n, b, 7y, @) = 0 fiir alle @ > 0 und zu den Voraus-
setzung des Lemmas passenden « und ~. Lemma 3.3.4 auf Seite 119 erlaubt die Abschitzung

[logy(nh™)] '
Aalmhne) < 3 PUPLE w187 > 2020,
Wir setzen '
P; := Pla;,’ 1§k2132)5j+1 |S,/€(n)\ > z(n277)7]

Sei zuniichst o € (0,1): Wir beginnen mit einer Abschétzung von 2771 P;. Es gilt:

k n2—J+1
)y < ( ((n>> < ( ((n>): i)
B( o 1570 <B(_max | 33X7) <E( X 1X71) = ez PRI,

EINSCHUB: MARKOV UNGLEICHUNG. Ist f : R — R{ monoton wachsend, e > 0 und
f(e) >0, so gilt fiir eine reelle Zufallsvariable X:

PHX'EE]SW
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(siehe |[KLENKE, 2008] S.110).

Mit dieser Ungleichung erhalten wir:

2t p; =27 Pla;! max |S],€(n)\ > z(n277)7]

1<k<n2—3t+1
Markov 2j+1a;1(nTj)ﬂqu(lgkI;?;jH |S,'€(")\)
<42 )z na 'B(XM)). =: P,
Mit Hilfe der Konvergenzen
nP[|X1| > K a,] =3 h, (siche Satz 3.1.8 auf Seite 97)
/
hmng[(\‘))((jn! )hmn] ngo - fa (siehe Korollar 3.1.14 auf Seite 99)

erhalten wir fiir na,, 'E(X 1(n)) das folgende asymptotische Verhalten:

E(IX[) e

JE(X ™M) = 0 nP[| X)) > W ay) - h=e () (1 — o)L,
na, B(]X™]) nPIXG] > W] s ] ()1 —a)

Demnach gibt es sicher ein ng € N, so dass na;lE(Xi(n)) < 2h1=97(a)(1 — a)~! und somit
P; < 8a((1 — a)z) 1 (n279)~7h(1=®)7 fiir alle n > ng. Bei der folgenden Summenabschitzung
werden wir uns die Gleichung

k
(z—l)z,zi:zkﬂ—l fir alle z € R, ke N
=0

zunutze machen:

8«

(1—-a)z
[logy(nh ™)) R [logs (nh™1)]

S8a .
E : P (1=a)y = E 2

J=1 J=1

WY
IA

(n2=9)~vpl=a)

IN

8 1
< (1=a)y,, =7 (979loga(nh™ )y _
T A b
8 n\"7Y
— vp(l—a)y, =y ()" _ p(1—a)y,,—
CEDETT (2rn e () = w0 )
n—00 8- 27« h—o0

T - Di—ax ~h™* =0 fir alle n > ng, o € (0,1), v > 0.

Damit ist das Lemma fiir o € (0, 1) bewiesen.

Sei nun o € (1,00): Es gelten also die zusétzlichen Bedingungen v > max{0, %—é}, E(X;)=0
und nach Voraussetzung bzw. Satz 3.3.3 auf Seite 114 ist

8=2, falls a > 2

supE(\n7%Sn|) < oo fir v
ge0,a), fallsl<a<2.
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Man beachte, dass in diesem Fall aus X; = Xi(n) + Xf(") folgt, dass E(Xi(")) = —E(Xf("))
ist. Des Weiteren folgt aus Korollar 3.1.14 auf Seite 99, dass E(\X{l(n)\) < E(|X1]) < oo ist fiir
alle n € N. Es gilt also:

-1 /(n) 1 1(n) vl 1 1(n)
E(S = KE(X =n277 E(X
a, 192?2}5”1' (S, )| = ay 1§kglr?é}ij+l‘ X" =n a; YR

< n2 Lo B (X7 ™).

Mit Hilfe der Konvergenzen

n—,oo

nP[|X1| > ha,] — h™7%, (siehe Satz 3.1.8 auf Seite 97)
E X//(n)
( L D ty a (siehe Korollar 3.1.14 auf Seite 99)
han, Pl|X1| > hYay] a—1

erhalten wir fiir E(|X f(n) |) das asymptotische Verhalten

E(IX7™))
hYa, Pl| X1| > hYay)]

2 p e g (q — 1) =

na "E(|X7™)) = b7 - nP[|X1| > hlay) -

Demnach gibt es mit Sicherheit fiir jedes z € R™ und j € N ein ng € N so dass

ant e [B(SE)] < 02 BOXT) < 270 e < L
Betrachten wir nun P;:
Fi=r _agl 1§k?r?2)§j+1 |S’;(n)‘ > (n2—j)vx]

—P :a,;l(lgkg%g " 15| — L E(S™))) > (n277) e — a;lllgkglgi » \E(Sﬁ"))\]
O <Pl max (1557~ [BS™)]) > 27 (2]

<P :ngg?ggw 150) > an271(n27j)'yx] — P, (1)

Wenden wir die Markov Ungleichung mit f(z) := 2P mit 1 < p € N auf ]5] an, so erhalten wir

D ~ . E . g(") P
P; = P[ max ‘Slgn)‘ > an2*1(n2*3)’7x} < (maX1§k§n2 Jfl ‘ kp ‘ )
1<k<n279+1 (anZ—l(nQ—J)vm)

EINSCHUB: DOOB’SCHE UNGLEICHUNG. Ist I C Ny und (Y, )ner ein Martingal oder positives
Submartingal, so gilt fiir alle N € N und p > 1:

E(|Yx[P) <E vil) < (<2 "E(jval
(vwl) <B( sup [¥i) < (25 ) E(vvP)

(siehe |[KLENKE, 2008] S.220). Sei im Folgenden

p €N, p > max{2,a}.
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Da (S](Cn))keN ein Martingal ist, erhalten wir

on p aln
B(_max 1571) < (555 E(S5L A1),

. 1
1<k<n2—i+1 n2=I+

also

By < (an(n2 )7 (=5 ) B85 ). (2)
3.3.5 Bezeichnung Wir bezeichnen fiir 1 < p < oo mit

£r = {X Q0 —R ‘ X ist messbar und E(|XP) < oo}

den Raum der Zufallsvariablen mit beschrinkten p-ten absoluten Momenten. Auf diesem Raum
1
definieren wir die Pseudonorm || X, := (E(|X[?))>.

EINSCHUB: £P-UNGLEICHUNG FUR SUMMEN U.I.V. ZENTRIERTER ZUFALLSVARIABLEN. Es
gibt eine universelle Konstante K € R*, so dass fiir alle p > 1, N € N und unabhiingig
identisch verteilte Zufallsvariablen 7, ... Zx € £P mit E(Z;) = 0 gilt:

(B(13248))" < 2o (=135 2) + (2( g, 7))

(sieche Theorem 6.20 auf Seite 171 in [LEDOUX & TALAGRAND, 1991]).

SR

Mit Hilfe dieser Ungleichung erhalten wir (fiir p > 1):

B(8%5)aP) < (25) (B(8%L a]) + (B(_max Xp)7)'.

logp 1<i<n2-i+1
EINSCHUB: LOEVES ¢,-UNGLEICHUNG. Fiir nichtnegative reelle Zahlen a,b und p > 1 gilt
(a+b)P < 2P7H(aP + bP).

Diese Gleichung ist eine unmittelbare Folgerung aus der Holder’schen Ungleichung (siehe Satz
6.5.4 (iii) in [BEHRENDS, 2004] S. 145), die besagt, dass fiir reelle Zahlen x1, ..., 2, y1,...,Yn
und 1 < p < g<oomitp ' +¢ =1 gilt:

Z 2] < (Z )" (Z )"

Setzt man hier n =2, y; = y2 = 1 und &1 = a, x2 = b (a,b > 0) so erhdlt man

—1

a+b< (aP + bP)P 2
= (a+p)P < 2pq_1(ap+bp) =207 (aP + bP).
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Wir wenden nun die c¢p-Ungleichung auf die obige Abschétzung des Erwartungswert von

|§,(Lg)_j+1| an und erhalten:

1 /2pK\P ~(n ~(n
(|Sn2 ml) < 9 (@) ((E(|S7(12)—J'+1‘))p + E(1<1I<ana2)Ej+1 ‘X'i( )|p)>
1 2pK p S(n) n2 =(n)
S (Y (@3 + (0T IR0F))
1 /2pK\P ~(n i
= (Y (8% + 2 E(ROP). @
Dabei gilt
2n—J+1
E(‘S(z il :E(K Z X/(n> (n2™ ]Jrl)E(Xi(n))D
9—i+1
= E( n2—i+l — ( Z X” n)) n2_j+1)E(X1/(n))D
n2—J+1
E(ISnz 1] +( > \X;’(”>|) +(n2—j+1)E(\X1’(”>\))
i=1
< E(|S,g-s+1]) + n2 I 2E(IXT™)),
wobel wir in der zweiten Zeile ausnutzen, dass E(X; l(n)) =-E(X f(n)) ist. Nach (x) gibt es ein

np € N, so dass
n2 2R X{ ")) < 0,270y = @, 27T a(a - 1)

fiir alle n > ng. Weiterhin existiert laut Voraussetzung bzw. Satz 3.3.3 auf Seite 114 fiir alle
B € (0,a), falls a € (1,2], bzw. fiir 8 = 2, falls a > 2, eine Konstante c(g) € R*, so dass gilt:

E(|S5-5+1]) < e (n2 77417

Es sei im Folgenden

B =2, falls o > 2
,1; < B <a, fallsa <2. (%)

Zusammenfassend erhalten wir:
E(I5%),011) < an2 7~ Wa(a — 1)L+ ¢g) (n279H1) 5 (4)

Wir betrachten nun E(| X fn) |). Hierzu iiberlegen wir uns zunéchst, dass fiir zwei reelle Zahlen-
folgen ay, b, mit a, —3 oo und |a, — b,| < ¢ € R gilt, dass 2" s

folgt sofort aus der Umformung ¢ > |a, — by| = ap, - |1 — a;, b, (nbeachte, dass ay, fiir alle bis
1

1. Diese Behauptung

auf endlich viele n € N grofer als Null ist). [|e ||, := (E(|e[F))# ist fiir p > 1 eine Pseudo-Norm
auf £° (vgl. |[KLENKE, 2008] S. 93 f.), somit gilt insbesondere die Dreiecksungleichung. Diese
liefert die Abschétzung

X = 1X ] < 1 = X0, = B, = EX™)] < [E(X)] < oo
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Mit der obigen Uberlegung bedeutet dies:
E(X, ") noge
E(X;"P)
also gibt es sicher ein ng in N, so dass E(|)?{n)\p) < 2E(| X, n)\p) fiir alle n > ng. X7 ist gemaf
Lemma 3.1.4 auf Seite 96 regulér variierend zum Index M < 1 und es gilt
E(X," ) = E(X PLyxyj<hoan)-
Mit Hilfe von Korollar 3.1.14 auf Seite 99 erhalten wir demnach

E(1x" )
(anh)PP[X1 [P > (Wiay)?]

o o)y %(1 - %)1.

naPE(| X' ™P) = BP0 P[|X;| > WVa,] -
n 1

Fiir ¢g := 2ap~ (1 — ap=1)~! > 0 gibt es somit sicherlich ein n, € N, so dass
E(X{"P) < 2B(X,"P) < ahn "By, (5)

Fassen wir nun die Ungleichungen (1) bis (5) zusammen:

2B
D (ann2) ( ) E(1S% .0 P)
< ot () 2 () (BUSIL Y+ (20805 )
”’g"sian(nf")”)’p %(%)p‘ (an27 730D a0 = 1)1+ o) (27715
a2 7 (Y (2 )

A . 1 Ap° K p j
Loeve 2=I\1\"P . Z I S L op—1 9—Ji+3p—(a=1)y —1)™hHP
< (an(n277)) 7" 5 ((p — 1)(logp):c) (an ala—1)71)

2 P .
+ (an(n277)7)7P (%) . 21071(0(& (nQﬁH)l/,ﬁ)p

1

9 p—1)(logp)x
1
2

2 P .
+ (an(n277)7)7P (%) . (nQ*JH)(aflnflh(pfa)'chD

_ 1( 2002 Ko )p. ( 20v—1)j )p
4\(p—1)(logp)(a— 1)x nYhle—1)y
1 23+%C(ﬂ) 2I(1=F) \ P
+ (G Doeme) <n>
1’ K
(p — 1)(log p)z

+ 62( )p 20Dy plp=)y fiir alle j € N,z € RT, und p > a.
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Wir setzen
) o(y—1)j \p
Ti(g,m.h) = (mh(afl)w)
9I (=) \ P
T2(]7n7h) = ( _l)
ann7 B

und schétzen die Summen Z]le?(nh_ln T;(j,n, h) fiir ¢ = 1,2,3 nach oben ab. Dabei machen
wir wieder von der Gleichung

k
(z—l)z,zi =M 1 firallez€R, keN
1=0
gebrauch.
i=1: Sei ((y—1p+1) #0
[logy (nh~1)] [logy(nh~1)]
> 2Ty(j,n,h) = n PR TP o((y=D)p+1)j
Jj=1 j=1

n—Pp—(e=1p

— 2((v=Dp+1)j — 1
2 =Dpt1)i . p=ypp—(a=Dp(pp 1) ((=Dp+l)  p—wp—(a—Dwp
2((y=Lp+1)j — 1 2((y=Lp+1)j — 1
n—"Pp—(e=1)p

(2((v—1)p+1)j . glogy (nh=1)(=1)p+1) _ 1)

o((v=1)p+1)j

— (=D (I—ay)p=1 _ n—eo
2A(v=Dp+1)j —_ 1 " h 2(v=Dp+1)j — 1 — 0
Der Fall ((y —1)p+ 1) = 0 ist trivial.
i=3:
[log, (nh=1)] [logs (nh=1)]

Z 2Ty(j,n,h) = n—PYpP—a)y 9VPJ

j=1 j=1
< W (2“117 . 9logy(nh™"))yp 1)
- 2w -1
_ - PYRP=OY ()P — w

2w —1 27 —1
27P ey n—PYpP—a)y — 2P o o

“ow_1 7 _ 1 o _ 1
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i=2: Sei zunéchst (y — %)p +1#0.

[logy (nh=1)] | og, (nh=1)]
S Sty — S o
j=1 j=1

a;pnf(vfé)p

(v—5)p+1)j

P L (2(’7*%)p+12(log2(nh*1))((’7*%)erl) _ 1)
PARANYC] -1

(v=5)p+1 -0~ 5P
i L e e S
1 n
o(r=pptl _ 4 o(r=5P+1 _ 4
o(y=5)p+1 a; P~ BP

- - . 47P h(%—ﬂp—l _n -
o(r=5P+1 _ 4 n" T o(=FIp+l _ 4

Nach Lemma 3.1.11 auf Seite 98 gibt es eine regulir variierende Funktion f : Rt — RT
zum Index £ mit a,,” = f(n) fiir alle n € N. Bezeichnet idg+ die Identitéts-Abbildung
auf R™, so variieren die Abbildungen

_(y— 1L
idgs - f mw.m@fﬁm.f

reguléir zum Index p:= 2 —1 > 0 bzw. p/ = p(y — + ) Fiir o > 2 hatten wir g = 2
und fiir o € (1,2]
mit Satz 3.1.10 auf Selte 98 gilt somit

na,? =n- f(n) =30

n*('Y*%)Pa;p _ n*('yfé)p - f(n) noe )

(siehe #x). In belden Fillen ergibt sich p’ > 0 und

Also geht auch ZUOgQ (rh= )] T5(j,n, h) fiir n — oo gegen Null.

Im Fall (y — §)p+1=0ist

L10g2(”h71)J' [logy(nh=1)]
Z 2T5(j,n,h) = a,’n Z 2V
i=1 =1

< a;Pnlogy(nh ™)
= a,’n(logyn — logy h)
< a,"nlogy(n+1) — a,’nlog, h.
Unter Ausnutzung des langsamen Variation von log,(e + 1) (siehe Beispiel 3.1.2 auf

Seite 96) folgt nun mit einer analogen Argumentation wie oben, dass beide Summanden
fiir n — oo gegen Null gehen.

Zusammenfassend gilt also fiir alle z € RT,p > «, dass es eine Konstante K’ € R™ gibt, so
dass

lim AQ(n7h7’Yﬂ a) < ll)m K/(Tl(j7n7h) +T2(j7nah) +T3(j7n7h)) h13>0 0.

n—oo
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Beweis von Theorem 3.3.1, Teil (1)

Wir setzen zunéchst
M, = max max |l 7(Sky; — S
" <i<n nggn—l‘ (St k)‘

M o= I (Spar —
" lngl?sxhog%%}f_l‘ (Sk+1 = S)]

M>h — - -
w = max  max |17 (S — Sl

Einerseits gilt lim sup,,_,, P [aﬁan < x] < limsup,, o P [a,lenSh < x] = exp(—:c*a), da
offensichtlich M,, > M=". Andererseits gilt:

{a;an < a:} = {a;anSh < a:} N {a;lM;h < :c}
= Pla,' M, <] = P[{a,'M3" <} {a, ' MZ" < z}]
> Pl{a M5 <] + Plag (M7 < )] -1

und somit

lim ian[a;an < z] = liminf lim ian[a;an < ]
n—oo

h—oo n—o0

> lim inf lim inf (P [a;anSh <z]+ P[a;lM;h <z]- 1)

h—oo n—o0

= lim inf lim inf (P la, 'ME" < 2] — Play, ' M;" > :c])

h—oo n—o0

> lim inf (lim ian[a;anSh < z] —lim supP[aglM;h > :C])

h—o00 n—00 n—o00

:exp(fx—(’) —0 fiir h—oo
= exp (—x_a) .
Zusammenfassend gilt demnach:

exp(—:cfa) < I%Igng[agan < x] < lim supP[agan < x] < exp(—:c*a),

n—oo

also

lim Pla,'M, <] = exp(—27%).

n—oo
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Beweis von Theorem 3.3.1, Teil (2)

Den zweiten Teil des Beweises teilen wir in folgende Lemmata auf:

3.3.6 Lemma Fir allen € N, v > 1 und reelle Zufallsvariablen X1, Xo, ... gilt

Sk+1 — Sk
max max ‘Jri = max |Xj]
1<i<n 0<k<n-—I il 1<k<n
Spar — Sk — IX —
max max ‘ Rt k " = max |Xp — X,
1<I<n 0<k<n—lI 4l 1<k<n

BEWEIS. Wir zeigen exemplarisch die zweite Gleichung. Fiir [ = 1 ist
ISkt — Sk — 1X | = [ X1 — Xal,
also ist

max max [ |Sgi;— Sk —I1X,| > max | Xi — X,
1<1<n 0<k<n—1 [Ske+t = S "‘_1§k§n‘ b= Xl

Andererseits gilt:

k+l1
max max Z*V‘S;Hl — S5 —lyn‘ = max max lf'Y| Z (X; —7@!
1<I<n 0<k<n—I 1<1<n 0<k<n—I )
1=
k41
< max [”' max ‘ Z (XZ-—Xn)‘
1<i<n  0<k<n—I'.
i=k+1
< max [”' max [ max ‘XZ- —Yn‘
1<i<n 0<k<n—l k+1<i<k+l
= max | Xy — X, O

1<k<n

3.3.7 Lemma Sei (X; : Q — R);en eine Folge unabhingig identisch verteilter, zum Index o
requldr variierender Zufallsvariablen, und (dy)nen eine Folge natirlicher Zahlen mit d,, /* oo,
%" N 0 und d,, < % fir alle n > 2. Gilt weiterhin entweder

e ac(0,1) und v >0,

e a € (1,00\{2}, v > max{0,5 — 1} und E(X;) =0

(7
oder

e a=2,7>0, E(X;) =0 sowie sup,,cy E(\niésnD < oo fir alle B € (0,2),
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S0 1st
Spi—5S, Spr1—SE—1X
(1) dlim a, 'max max ‘M = d-lim a, 'max max ‘ k41— Pk n|
n—>00 1<i<n 0<k<n-—I gl n—00 1<I<n 0<k<n—I1 1l
Spr1—Sp—1X
(2) = d-lim a, I max max ‘W—kl” ,
n—oo T 1<I<dn 0<k<n—ll (I(1 - +))7
Spt1—Sp—1X
(3) = d-lim a;l max max ‘kﬂ—kln ,
n—oo U 1<I<L 0<k<n—ll ([(1 — E))'y
Spr1—Sp—1X
(4) = d-lim a,, 'max max ‘M‘

n—00 1<l<n 0<k<n-—lI

-y

BEWEIS. Wir werden in diesem Beweis die Strategie verfolgen, die einzelnen Grenzwerte in
Verteilung mit Hilfe von Korollar 2.1.23 auf Seite 46 sukzessiv aus der Existenz von

d-lim a,, ' max max
n—00 1<I<n 0<k<n-—I

‘SkJrl — Sk ‘
IR

(sieche Theorem 3.3.1 auf Seite 113 und Satz 2.1.21 auf Seite 46) herzuleiten.

(1): Sei zunéchst v > 1: Nach Lemma 3.3.6 reicht es aus, zu zeigen dass

d-lim max |Xg| = d-lim max |X — X,|
n—00 1<k<n n—00 1<k<n

ist. Da

—1 -1 —1 B -1 -1
@ max [ Xy —a, | Xn| < a0, max | Xy — Xn| <a,” max [Xx|+a,"|Xnl,

miissen wir nur noch
a; X, 50
nachweisen. Im Fall a € (1,00) ist E(X7) = 0 und gemiif Korollar 3.1.14 auf Seite 99 X; € £1.

EiNscHUB: Das starke Gesetz der grofen Zahl nach Etemadi besagt, dass fiir unabhéngig
identisch verteilte Zufallsvariablen X1, Xo,... € £! gilt:
1 n
P[limsup =3 - E(Xl))‘ - o] ~1

n—oo 1TV %
=1

(siehe [KLENKE, 2008] S. 111 und 114).

Fiir unseren Fall ergibt sich demnach X, J% 0 und da ot "2 0 (Satz 3.1.10 auf Sei-

n
te 98) erhalten wir
a1 X 0, (1)

wobei Fast-Uberall-Konvergenz Konvergenz dem Mafe nach impliziert.
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Im Fall a € (0,1) konvergiert a,;! "% | |X;| gemif Korollar 3.1.20 auf Seite 102 in Verteilung
gegen eine a-stabile Zufallsvariable Y,. Es ergibt sich

n
ap Xnl <0 teat Y X 0, (2)
=1

Betrachten wir nun den Fall v € (0,1): Fiir alle I = 1,...,n gilt:

Spi—S X Sk —Sk—IX
a;l max ‘7]”1 k‘ —a;l — Sa;l max ‘—kﬂ i i
0<k<n—I il il 0<k<n—I il
Sk+1— Sk X,
<a- ' max ‘7‘%—@71
= " 0<k<n—l v A
also reicht es, zu zeigen, dass
IX 4 i~ , P
max a, ' |——| = a, 'n'|X,| — 0.
1<i<n 4l

Wir wihlen 8 = 2 falls @ > 2 und 8 € ((2 + )71, ) falls @ € (1,2). Dann ist in beiden
Fallen v > % - é und es gilt supE(|n"1/28,|) < oo (siehe Voraussetzung bzw. Satz 3.3.3 auf
Seite 114). Damit ergibt sich
a,'nt7X,| = a;ln%_v\n_%b’ﬂ

= E(a,'n'7X,|) < a;ln%_vE(\n_%SnD 20

= a !X, 50, (3)
wobei wir in der zweiten Zeile ausgenutzt haben, dass Konvergenz im Mittel Konvergenz dem
Mafke nach impliziert, dass E(|n~1/88,|) beschrinkt ist und dass es laut der Lemmata 3.1.3
und 3.1.11 (S. 96 und 98) eine zum Index o’ > 0 regulir variierende Funktion f: Rt — R*

gibt mit f(n) = a; 'n'/=7 fiir alle n € N und damit a;'n'/#=7 "=3° 0 (siche Satz 3.1.10, S.
98).

Ist o € (0,1), nutzen wir wieder aus, dass a,' > I, |X;| gegen eine a-stabile Zufallsvaria-
ble Y konvergiert (s.o.) und erhalten:

n
ay ' Xl <07ty X 0. (4)
i=1
(2): Wir setzen zunéchst fiir [,n € N

Vigp:= max |Sii—Sr—1X,|
In ogkgn—z| 1 — Sk nl

Wir wollen zeigen, dass

Jim a;t Wi = dlim a)t — =
dlim a,,” max 77V, = dlim a, 12}2§n(l(1 L/n)" Vi

ist. Es gilt

_ Y _ - < - < - .
(1= dn/n)7 max (I(1 =1/n)) Vi < max 177V, < max Vi
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Setzen wir €, := 1 — (1 —d,,/n)” so erhalten wir auf der einen Seite
_ _ V< -
(1 —en) max (I(1—1/n))"Vin < max Vi,

wobei €, —3 0. Weiterhin ist

(1=1/n)"7" <27 firallel<d, <n/2. (5)
Aus dieser Ungleichung sowie Teil (1) aus Theorem 3.3.1 auf Seite 113 folgern wir

—1 — —1 — P
ena, max (1 =1/n)""Vi, <2V, -a," max ! "V, — 0.
nlp 1§l§dn( ( / )) In > n " Up 1<i<n l,n

Auf der anderen Seite gilt

max [TV, < max (I(1 —=1/n))""V;,,+ max 77V}
1<l<n bn = 1§zgdn( ( /M) Vin dp<l<n Lns
wobel

max [~ 'V,, < max ( max Z_V\SkH—SkD + max l1_7\7n|.
dn<Il<n ’ dn<l<n ‘0<k<n-—I dn<l<n

Wir zeigen, dass die rechten beiden Summanden dem Mafe nach gegen das Nullmaf konver-
gieren: Es ist

max I177|X,| <
dn<I<n

Mit Hilfe von (1) bis (4) gilt also

0z 1K, falls v € (0,1),
a, [ X, falls v € (1, 00).

max 77| X, 0.
dn<I<n

Ist § > 0,2 < h e Nund nyg € N, so dass d,, > h fiir alle n > nyg, so gilt nach Teil (2) von
Lemma 3.3.2 auf Seite 113 fiir alle n > ng:

limsup Pla,! max max 17|Syy — S| > 6]

N 00 dn<1<n 0<k<n-—I
. _ _ h—
<limsup Pla,! max max [77|Sk; — S| > 6] — 0.
_ _ P
Also a,, ! maxg, <j<p maxo<g<n—i I 7|Ske1 — Sk| — 0 und daher
_ _ P
a,! max 17V, — 0. (6)

dn<l<n

Somit ist Teil (2) des Lemmas bewiesen.

(8): Wir werden zeigen, dass

1 -1 . — — T -1 . —~
dlim a,” max (I(1—1/n))"Vin = dlim a, @%(l(l l/n))""Vin

ist. Da d/n < n/2 fiir alle n > 2, gilt offenbar fiir diese n:

- “MWin < - -7
1‘;}2}5”(1(1 1/n)) Vl’"—@?{g(l(l 1/n)) Vi

< — - . — '

< max (I(1—1/n)) Vl,n+dg?§%(l(1 1/n)) "Vin
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Es ist also hinreichend, zu zeigen, dass

-1 — P
1— 7 :

Da nach Ungleichung (5)

-1 _ -1 _
a, d,?%?%{g(l(l —1l/n) "V, <27 a, dgé};{%l Vins

folgt die gewiinschte Konvergenz sofort aus (6).

(4): Es bleibt noch nachzuweisen, dass gilt

d-lim a,,' max (I(1 —1/n)) "V, = d-lim a,,'max (I(1 —1/n)) Vi,

n—00 1§l§% n—o00 1<i<n

max (I(1 —1/n)) " Vin = maX{@%(l(l — /1)) Vi, %lg?gn(l(l - l/n))‘”Vz,n}

reicht es aus, zu zeigen, dass

ap' Ay i=ap max (I(1=1/n)™ max [Spy - S — X 0.

F<i<n 0<k<n—
Es gilt:
k+1 n n—1 n
‘S]H_l—Sk—lXM: Z XZ_ZXZ+TZXZ
i=k+1 i=1 i=1
k n n
k n—k—1
yx-Ywetyx S
i=1 i=k+1+1 n i=1 n i=1
k n
= |- (X = Xn) = D (X=X
=1 i=k+1+1
k n
= DX = X)) (X = Xo)
i=1 i=k+1+1
k+n—I1
.00 g Z (Xz o Yn)
i=k+1
Also ist
k4+n—l1
= — v - X
B 5H<1?§n(l(1 L)) 0<ken Z‘Z;H(XZ Xn)

Fiihren wir nun den Indexwechsel I’ := n — [ aus, so gilt

g <l<n o0<l< g sowie (I(1—1/n))™ = ('L —U'/n))™
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und demnach

Mithilfe der Abschatzung

_ < < <2
Jnax, | Sk — Sk| < max, | Skt | + max, |Sk| < | Dax, |Sk| + max, |Sk| < | ax, |Sk|

erhalten wir

o A = < 20 s (11— /) (yma Sil + 11X])

< 2'”1@1;1(( max !'"7 max |Sk'|> + (1max 1/1*’Y|Yn‘))

1<r<n 0<k<2l <r<n
< (2“’“@;1 max max |l'_73k\) + (27+1a;1 max l'l_“’|7n|>
1<I< 2 0<k<2l 1<U<2
< (227+1 ~a,’ max |k‘775k\) + (2’”1 -a,’ max l/lf'y\yno
1<k<n 1<l'<n

Es gilt

a,’ max I"77X,| <

apint™ Y maxi<p<pn | Xp|, falls vy € (0,1)
1<l'<n

a1 Xl, falls € (1, 00).

In Teil (1) dieses Satzes wurde bereits gezeigt, dass diese Zufallsvariablen gegen das Nullmaf
konvergieren (siehe (1) bis (4) auf S.131 f.). Es bleibt also zu zeigen

. , P
a,’ max |k77S| — 0.
1<k<n

Ist v > 1, so gilt mit der gleichen Argumentation wie bei (2)

-1 G, | = g1 —0-UX,| < =D .41 X
R A -l

n

<n~ 07D .41 Z | Xk 0.
i=1

Ist v € (0,1) und a > 1, withlen wir 8 = 2, falls @« > 2 und 8 € ((é +7)7Ha), falls o € (1,2).

Dann gilt in beiden Féllen v > % — 1 und sup,,¢y E(|n'/8S,|) < oo (siehe Voraussetzung bzw.

Satz 3.3.3 auf Seite 114). Es ergibt sich

-1 G| — 1 “THFIETF G| < g ! —+5 -3
a, 1I£]?é(n|k Sk| = a,, 121}{3?”14: k™7 S| < a,' max{1,n }élg;(n\k Skl

= B0 e [F7750l) < o max{107 ) ECmax (6056l ) 50
SRS SkSn

_1
Ssuppen E(ln 7 Snl)<oo

denn geméf den Lemmata 3.1.3 und 3.1.11 (S.96 und 98) gibt es eine zum Index o' > 0
reguléir variierende Abbildung f : R* — R* mit f(n) = a; ' max{1,n7"1/8} fiir allen € N
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und somit a,,* max{l,n_“f“/ﬁ} "% 0 (siehe Satz 3.1.10, S. 98). Da Konvergenz im Mittel

Konvergenz dem Mafe nach impliziert gilt also a,, ! maxj<j<y, |k~ S| 0.

Abschliefiend seien nun o und v € (0,1): Es gilt

k k
a,’ max |k77S,| <a,! max k*'YZ\XA + a,' max k”*Z\XiL
1<k<n 1Sk<ym = vn<ksn 4o

Betrachten wir nun die einzelnen Summanden: Da X; und somit auch |X;| reguldr zum Index

a € (0,1) variiert gilt a, ' Y7 | | X;] —%, Y, fiir eine Zufallsvariable Y, mit a-stabiler nicht-
entarteter Verteilung (siehe Korollar 3.1.20 auf Seite 102). Demnach gilt einerseits

n
a-' max k7 X; <n_%~ - Xli>0
S SRR AR

andererseits ist

a-l max k7 Xi| <a,” max |X;| = max -1 X;
" 1<k<yn z}‘ | 1<k<\fZ = 1<k<yn Qn " Z‘ |

NG

Uyal 1

= 'atm;p@‘"
-— =t

d
—Y,

Laut Lemma 3.1.11 auf Seite 98 gibt es eine monoton wachsende, zum Index —1/a regulér
variierende Abbildung f : RT — RT mit f(n) = a, fiir alle n € N. Da a,, /* oo gilt fiir ein
beliebiges € > 0 und alle n > g2

0< Wl ¢ Qlen) ) e
an an — f(n)
Demnach ist lim sup,,_, o, ata\i_J < e fiir alle £ > 0 und somit

lim LVl .

n—00 (O

Zusammenfassend ergibt sich die Konvergenz von a, ' max; o, VoL Zle | X;| und damit
auch a,! maxj<p<, |[k~7Sk| dem Mafe nach gegen 0. O

Zusammenfassend erhalten wir aus Lemma 3.3.7

‘SkH_Sk‘

_ S, —IX
7 = dlim a, ' max Skt = 5 — 1Xn

d-lim a,' max max max 7
n—00 1<I<n 0<k<n—I (l(l — H))W

n— 00 1<i<n 0<k<n-—lI

und nach Satz 2.1.21 auf Seite 46 folgt somit auch die Konvergenz der jeweiligen Verteilungs-
funktionen. Damit ist Teil (2) des Satzes von Mikosch und Rackauskas bewiesen [
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Uber den Inhalt dieser Arbeit hinausgehend haben Mikosch und Rackauskas in ihrer Arbeit
[MIKOSCH & RACKAUSKAS| die asymptotische Verteilung von Teststatistiken fiir einseitige
Strukturbruchprobleme mit epidemischen Alternativen behandelt. Zum Abschluss dieser Ar-
beit sei an dieser Stelle ihr diesbeziigliches Ergebnis kurz vorgestellt:

3.3.8 Theorem (Satz von Mikosch und Rackauskas fiir einseitige Testprobleme)
Sei (Xpn)nen eine Folge unabhangig identisch verteilter reeller zum Index « reguldr variie-
render Zufallsvariablen. Es seien weiterhin

k n
Sk = ZXi und X, :=n"1 ZX“
i=1 i=1
sowie (bp)nen die Normierungsfolge
1
by :=inf{z e R| P[|X1| <a]>1-—}.
n
Ist entweder
e ae(0,1) und vy >0,
e a€(l,00), v>max{0,5 — 1} E(X;)=0
oder
e a=2,7>0, E(X;) =0 sowie sup,,cy E(|n7%Sn|) < oo fir alle B € (0,2),
so gilt fir alle x > 0:

(1)

Sk1—5 Skr1—S
P[b;lmin min A2k <o b,'max max kA Ok y] "R exp(—a®),
1<i<n 0<k<n—l {7 1<Il<n 0<k<n—I 7
(2) B
Spar — S —1X
P[b;l max x 2kt kl n < ] n—eo exp(—z~%).
1<i<n 0<k<n—I (1(1 — E))v

(Zum Beweis dieses Theorems siehe [MIKOSCH & RACKAUSKAS| S. 17.)
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Go(E)
G, (E)
Ck(E)
Cx(E)
d-lim

d(z, A)

(fs )

O(f(n))
Par(a;xo)
Poisson(¥)

Notation

ab Kapitel 3: a,, := inf{z | P(|X1| > z) <n~'} (5.97)
Raum der stetigen und beschréinken Funktionen auf E (S.43)
Raum der nichtnegativen, stetigen und beschrinken Funktionen auf E (S.43)
Raum der stetigen Funktionen mit kompaktem Trager auf E (S5.43)
Raum der nichtnegativen stetigen Funktionen mit kp. Triger auf F (5.43)
Grenzwert beziiglich Konvergenz in Verteilung (S.45)
1
do(,y) == (X0, (2 — y:)?)? fiir 2,y € R
:= inf{d(z,a)|a € A} Abstand des Punktes z € X zur Menge A C X beziiglich
einer Metrik d (S5.13)
:= inf{d(a, b)|a € A, b € B} Abstand zwischen zwei Mengen A, B C X beziiglich
einer Metrik d (S.13)
:= sup{d(a,b)|a,b € A} Durchmesser einer Menge A beziiglich einer Metrik d
(S.13)
Diracmaf: d,[A] = 1, falls p € A, 6,[A] = 0 sonst (5.84)
i-ter Einheits-,Vektor* (5.104)
die Abbildung nach Ry mit f*(z) = max{f(z),0} (S.53)
die Abbildung My (E) — R, p— (f, 1) (S.50)
S5 [ du (5.50)
fast sicher; eine Aussage gilt auf einer Menge, deren Komplement eine Nullmenge
ist (S.44)
fast iiberall oder dquivalent fast sicher; siehe f.s.
Indikatorfunktion, dabei ist Ia(z) = 1 & =z € A, Ia(x) = 0 & o ¢ A baw.
If(aussagey = 1 < [Aussage] ist wahr, Ifayussage)y = 0 < [Aussage] ist unwahr.
kompakt (S.17)
Laplace-Transformierte (S. 74, 78)
Raum der Zufallsvariablen auf (E,&) (5.42)
Raum der Zufallsvariablen Q — R mit beschrinkten p-ten absoluten Momenten
(S.124)
Raum der Wahrscheinlichkeitsmake auf (E,B(E)) (S.42)
Raum der Sub-Wahrscheinlichkeitsmafe auf (E,B(FE)) (S.42)
Raum der endlichen Mafe auf (E,B(E)) (5.42)
Raum der Radon-Mafe auf (E,B(E)) (5.43)
o-Algebra auf M, (E) (5.68)
die natiirlichen Zahlen {1,2,3,...}

=NU{0}

= NU {oo}

:=NU{0} U {oo}
={g:N—R|FkeRy: 4 "=F k}

Pareto-Verteilung mit Parametern « und zo (S.1)
Poisson-Verteilung zum Index ¥ (S.74)



Notation

el l= =]

Menge]
Menge]
Fkt]
Fkt]

e

2

_‘,_
o o
—

L]
=

Poisson’scher Punktprozess zum Intensitdtsmafs p (S.87)
Projektionsabbildung auf die i-te Koordinate (iS.28)
die reellen Zahlen
=R x... xR (h mal)
— R\{0}
={zeR|z>0}
={zeR|z<0}
={zeR|z>0}
=RU{oo} U{—00}
={zeR|z>0}U{co}
die Alexandroff- oder Einpunkt-Kompaktifizierung von R" (S.18)
=R"{0} U {po} (5.94)
relativ kompakt (S.18)
={FE € B(E)|E ist relativ kompakt} (S.61)
={F € B(EF)|E € R(E), u[0F] =0} fur ein Radon-Maf p (5.61)
={F € B(E)|E € R(E), E offen, u[0F] = 0} f.e. Radon-Maf p (S.61)
={F € B(E)|E € R(E), {[OF] =0 f.s.} fiir ein Zufilliges Mak £ (S.81)
=RT U {po}
ab Kapitel 3.3 bezeichnet Sy die Summe Zle X; (S.118)
= f~1(R\{0}) der Tréger (engl.: support) einer Funktion f (5.43)
die Topologie auf dem Raum R" (5.34)
die Topologie eines einpunkt-kompaktifizierten Raumes (.S.18)
die relative Topologie von (R”, T(dz)) auf Ry
die relative Topologie beziiglich 7 auf einem Teilraum A (S.16)
die von einer Metrik erzeugte Topologie (S.13)
unabhingig identisch verteilt
Grenzwert beziiglich vager Konvergenz (S.45)
Grenzwert, beziiglich schwacher Konvergenz (1S.45)
=1 E’fb_ X
n i=1 "7
Konvergenz in Verteilung (S.45)

Konvergenz im Mittel (S.44)

Konvergenz dem Mafke nach (bzgl. P) (S.44)

vage Konvergenz von Mafen (S.45)

schwache Konvergenz von Mafen (S.45)

A, A = A, CAypiVneNund A=, A,
ANA —= A, DA i VneNundA="_, A,
fo(x) < foyi(x) und lim, o fr(z) = f(z) Vo

fo(x) < foyi(x) und lim, o fr(z) = f(z) Vo
Gleichheit in Verteilung (S.45)

,- - - hat die Verteilung. ..“

= sup{z €7 | z < o} Untere Gaufklammer

= inf{z cel|z> 0} Obere Gauliklammer

= (E(| @ |P))* (S.124); in den Abschnitten vor Abschnitt 3.3 bezeichnet || o |2
die euklidische Norm |[|z||s := (3, 22)1/2 (S.13)

K3



a-stabile Verteilung, 101
e-Kugel, 13
e-Umgebung, 13
o-Endlichkeit, 41
o-Subadditivitat, 41

abgeschlossene Mengen, 11
Abschluss, 14
Additivitét, 41

Basis, 11
Borel’sche o-Algebra, 42

Cauchy-Folge, 26
charakteristische Funktion, 52
Cramér-Wold Device, 46
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