Historische Einfiihrung

Malik Toprak und Irfan Acun

20.12.2018

Malik Toprak und Irfan Acun Historische Einfiihrung



Malik Toprak und Irfan Acun Historische Ei




Wahrheit und Beweisbarkeit

Wahrheit und Beweisbarkeit

Abbildung: Gottfried Wilhelm Leibniz, ca. 1700.
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Wahrheit und Beweisbarkeit

Gottfried Wilhelm Leibniz

@ 21 juni 1646 in Leipzig geboren

@ war ein deutscher Philosoph, Mathematiker, Diplomat, Historiker
und politischer Berater der friihen Aufklarung

o gefesselt davon eine Universalsprache zu entwickeln (Characteristica
Universalis)

o fiir diese Sprache soll ein Regelwerk (Calculus Ratiocinator)
erschaffen werden, um Wahrheitsgehalt zu berrechnen

o war der Uberzeugung das Projekt mit ausgewihlten
Wissenschaftlern zu verwirklichen

@ Chance wurde ihm nie gegeben
@ starb im Alter von 70 Jahren am 14 November 1716
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Wahrheit und Beweisbarkeit

Wahrheit und Beweisbarkeit

@ im 19. Jahrhundert fiihrten die Fortschritte im Bereich der
symbolischen Logik zu der Entwicklung formaler Systeme

@ heute besitzen wir die kiinstliche Sprache der Pradikatenlogik und
Aussagenlogik

@ bis in das 20.Jahrhundert zweifelte kaum ein Mathematiker daran,
dass fiir jede mathematische Aussage ein Beweis oder
Gegegenbeweis gefunden werden kann

@ heute wissen wir, dass sich der Begriff der Wahrheit und
Beweisbarkeit nicht Ubereinstimmen lassen
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Wahrheit und Beweisbarkeit

Vermutungen

Jede gerade natiirliche Zahl n > 2 I&sst sich als Summe zweier
Primzahlen schreiben.

Vermutung 2

Es existiert unendlich viele Zahlen n mit der Eigenschaft, dass n
und n + 2 Primzahlen sind.

N,
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Auf den Spuren der Unendlichkeit

Auf den Spuren der Unendlichkeit

die moderne Mathematik hat ihre Wurzeln im 19. Jahrhundert

einheitliche Grundlage der Mathematik ist den prazisesten
Wissenschaftlern nicht gelungen

heute bezeichnen wir diese Grundlage als Mengenlehre

Jean Baptiste Fourier |6ste den AnstoB zur Begriindung der
Mengenlehre

jede beliebige Funktion ldsst sich als trigonometrische Reihe
darstellen

o fiir stetige Funktionen weitgehend bewiesen

@ immer mehr Mathematiker gingen dazu tiber die Ergebnisse auf den
unstetigen Fall zu tibertragen

@ der deutsche Mathematiker Georg Cantor gehdrte dazu
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Auf den Spuren der Unendlichkeit

Georg Cantor

Abbildung: Georg Cantor, ca.1910
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Auf den Spuren der Unendlichkeit

Georg Cantor

@ geboren am 3. Méarz 1845 in Sankt Petersburg

@ absolvierte sein Studium von 1862 bis 1867 in Ziirich, Gottingen
und Berlin

o GroRen wie WeierstraB, Kummer und Kronecker z3hlten zu seinen
Lehrern

@ Begriinder der Mengenlehre

o fiihrte die Mathematik in die Moderne, durch die Untersuchung des
Unendlichen

e anfangs starker Widerstand (insbesondere Leopold Kronecker)
@ erkrankte im Alter von 39 an manischer Deppression

@ starb im Alter von 72 Jahren am 6. Januar 1918
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Auf den Spuren der Unendlichkeit

Auf den Spuren der Unendlichkeit

@ schwachte die Annahme der Stetigkeit schrittweise ab

@ zeigte zuerst, dass Fouriers Vermutung auf Funktionen mit endlich
vielen Unstetigkeitsstellen zutrifft

@ versuchte seine Ergebnisse auf Funktionen mit unendlich vielen
Unstetigkeitsstellen zu iibertragen

@ man konnte sowohl endliche als auch unendliche Mengen in der
gleichen Weise untersuchen

@ der Schliissel fiir den Umgang mit dem Unendlichen liegt in der
Betrachtung der Machtigkeit

@ sie wird mit |M| bezeichnet und entspricht fiir endliche Mengen die
Anzahl ihrer Elemente
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Auf den Spuren der Unendlichkeit

Definition 1.1 (Méachtigkeit)

Definition 1.1
Mit My und M, seien zwei beliebige Mengen gegeben. M; und M,
heien gleichmachtig, geschrieben als

| My |=|Mo|
wenn eine bijektive Abbildung f : My — M, existiert. Wir schreiben

|M1] < |Ms]

wenn eine injektive Abbildung f : M; — M, existiert.
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Auf den Spuren der Unendlichkeit

Auf den Spuren der Unendlichkeit

o Cantor zeigte die Gleichmichtigkeit von den natiirlichen
Zahlen N und der Menge der algebraischen Zahlen

@ doch seine bedeutsamere Entdeckung war eine andere

@ Anzahl der reellen Zahlen iibersteigt jene der natiirlichen
Zahlen so sehr, dass es unmoglich ist eine eins zu eins
Zuordnung herzustellen

o Uberabzihlbarkeit der reellen Zahlen R
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Auf den Spuren der Unendlichkeit

Definition 1.2 (Abzahlbarkeit, Uberabzahlbarkeit)

Definition

Eine Menge M heilit
@ abzahlbar, falls [M| = |N|
@ hochstens abzihlbar, falls |[M| < |N|
@ iiberabzihlbar, falls M| > |N]|
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Auf den Spuren der Unendlichkeit

Auf den Spuren der Unendlichkeit

@ Cantors Mengenbegriff wurde von vielen seiner Zeitgenossen
abgelehnt und von einigen sogar bekdmpft

@ dies lasst sich nur im historischen Kontext verstehen

@ er schuf seinen Mengenbegriff in einer Zeit, in der die Diskussion
um das Wesen der Unendlichkeit in vollem Gange war

@ man stritt beziiglich der aktualen Unendlichkeit und der
potentiellen Unendlichkeit
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Macht der Symbole

Gottlob Frege

@ So wie Cantor sah der deutsche Mathematiker Gottlob Frege in der
aktual Unendlichkeit den Schliissel zu einer modernen Mathematik

Abbildung: Gottlob Frege, ca.1878



Macht der Symbole

Gottlob Frege

@ geboren am 8 November 1848 in Wismar
@ deutscher Logiker, Mathematiker und Philosoph

@ zihlt zu den Begriindern der mathematischen Logik und der
analytischen Philosophie

@ vertrat die Auffassung, dass die Mathematik ein Teil der Logik sei

@ Frege zog sich nach der niederschmetternden Entdeckung der
Russell’schen Antinomie zuriick

@ publizierte keine bedeutenden Arbeiten mehr
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Macht der Symbole

Macht der Symbole

@ 1879 publizierte Frege sein wichtigstes Werk, die Begriffsschrift
@ er schuf das was wir heute als symbolische Logik bezeichnen

@ ihm gelang es eine kiinstliche Sprache zu entwickeln, die
ausdrucksstark genug war, um die gesamte gewdhnliche
Mathematik zu formalisieren

@ man trat seiner Arbeit mit Gleichgiiltigkeit entgegen
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Macht der Symbole

Was war es, die Freges Arbeit so besonders machte 7

@ paar Jahre zuvor hatte Georg Bode mit der Aussagenlogik das
Grundgeriist erschaffen, um logische Relationen zwischen
Elementaraussagen symbolischer Operatoren auszudriicken

o Frege erkannte, dass sich die Aussagenlogik als stark genug
entpuppte, um die Struktur der Elementaraussagen selbst zu
formulieren und nicht nur die Zusammenhinge zwischen
elementaren Aussagen zu beschreiben
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Macht der Symbole

Beispiel (Aussagenlogik)

+Alle Menschen sind sterblich”

Wird in der folgenden Implikationsform dargestellt :

JFur alle x gilt: Wenn x ein Mensch ist, dann ist x sterblich”

Diese Aussage lasst sich auch in der Form

Vx(Mensch(x) — Sterblich(x)) oder kiirzer als: Vx(M(x) — S(x))
ausdriicken.
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Macht der Symbole

Macht der Symbole

o Mit der Begriffsschrift ist es Frege gelungen, dass logische
Denken auf eine symbolische Ebene zu heben

@ sein Ziel war es samtliche mathematische Begriffe und
Konzepte auf elementare Begriffe der Logik zuriickzufiihren

@ er sah die Logik nicht als Teil der Mathematik, sondern die
Mathematik als Teil der Logik

@ einen wichtigen Teilerfolg erzielte er im Jahre 1884 mit der
Publikation der "Grundlagen der Arithmetik"

@ er unternahm den Versuch den Zahlenbegriff formal zu
definieren
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Macht der Symbole

Freges Begriffsschrift

c~(anq)
i )~ B Sy
! z~)as ’
a=c

I NG
)y e=1b
w~) Bad '
a=c
4 e~ (a~q
b~ c=b
an~as
a=c
I 5Anﬁq)-
—— " L. e=1b
a~ fas ’
a=c
0 wn(z~)p)
2 (w~) Nq)
b~ (a~q)
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Grundlagenkrise

Grundlagenkrise

@ Im Jahre 1902 erhit Frege einen Brief des britischen
Mathematikers und Philosophen Bertrand Russell

o Frege erreichte der Brief zu der Zeit, als er den zweiten Band
der Grundgesetze der Arithmetik fertigstellte

@ Viele Jahre arbeitete er an sein Werk und musste anschlieRend
zusehen, wie sie auf einen Schlag in Triimmern lag

@ was er las, hat nicht nur seine Arbeit erschiittert, sondern die
gesamte Mathematik in die groBte Krise gestiirzt

o fiir groBe Anderungen war es zu spit
@ Was konnte Freges Arbeit so grundlegend erschiittern ?
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Grundlagenkrise

Bertrand Russel

Abbildung: Bertrand Russel, ca.1916
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Grundlagenkrise

Bertrand Russel

@ Bertrand Russel wurde am 18. Mai 1872 in Trellech geboren

@ Schon in friihen Jahren wurde Russels einzigartige Begabung
fiir Mathematik und Philosophie sichtbar

@ In den Jahren 1890 bis 1894 studierte er Mathematik und
lernte in dieser Zeit North Whitehead kennen

@ verfasste eine Vielzahl bedeutender Werke {iber philosophische
Themen

@ wurde im Jahr 1950 mit den Literaturnobelpreis geehrt

@ durch seine literaische Arbeit gelang er zu Weltruhm

@ viele Wissen nicht, dass sich hinter dem berihmten
Philosophen zugleich einer der gréBten Mathematiker des 20.
Jahrhunderts verbirgt

@ starb im Jahre 1970
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Grundlagenkrise

Grundlagenkrise

@ Nach Russels Ansicht musste es durch die geschickte
Abwandlung der zugrunde gelegten Axiome mdglich sein,
geniigend Kontrolle iiber den Mengenbegriff zu erlangen, um
die Mathematik von Widerspriichen zu befreien

@ er versuchte ein widerspruchsfreies Fundament mit dem
Mathematiker Alfred North Whitehead aufzubauen

@ Nach zehn Jahren intensiver Arbeit schufen sie die "Principia
Mathematica"

o Sie haben somit versucht, alle mathematischen Erkenntnisse
aus einer kleinen Menge von Axiomen herzuleiten
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Grundlagenkrise

Principia Mathematica

360 PROLEGOMENA TO CARDINAL ARITHMETIC |PART It

#6442, F:ae2.D0:.8Ca.q!8.84a.=.8¢ct"
Dem
F.e584, Dbua=t'zui'y.d:

BCa.g!8. Av.B=tz.v.B=t'y.v.B=a:q!18:
[#2453:36.451°161] : V. B=ty.v.8=a (1)
F. #5425 . Transp . #5222. Dbtz y. D 'z vy + 'z, Czu 'y oy:
[s1312] Ot Czut'y.ady.d.atiir.akely
Fo1).(2).dFamtzut'y.ady. D

BCa.q!B.B4a.=:8=1tz.v.B=1'y:
[#51-235) Jezea.S=1"2:
[#37°6] 3)
Fo(8). *1111'35. #54:101 . D ., Prop
*5443. Fiafel.DtanB=A.=.avFe2
Dem
=t'z.8=t'y.D:avBe2. =.a%y.
ratly=
[#1312] .anB=A
Fo(l).«11°11:35,

e =t'y.D:av @ =.anf=A

1.2F. Prop
From this proposition it will follow, when arithmetical addition has been
defined, that 141 =2

Abbildung: Formaler Beweis der arithmetischen Beziehung 1+4+1=2
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Axiomatische Mengenlehre

Axiomatische Mengenlehre

Antnomien sollen durch eine prazise Axiomatisierung der
Mengenlehre (und ihrer logischen Grundlagen) vermieden werden.
Beispiele:

e Cantor (1898, unverdffentlicht)

@ Russellsche Typentheorie (1903)

@ Ernst Zermelo (1907) sowie Abraham Fraenkel und Thoralf
Skolem (1921)

e von Neumann-Bernays-Gédel (1925-1940)

o Morse-Kelley (1949)
Wir betrachten die moderne Version von Zermelo Fraenkel
(ZF)
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Axiomatische Mengenlehre

Semantik von ZF

o die Variablen u, x, y und z stehen fiir Mengen

@ man kann in ZF nur {iber Mengen reden. Es gibt keine anderen
Objekte!

@ (x = y) soll bedeuten, dass die beiden Mengen identisch sind

@ (x € y) soll bedeuten, dass die Menge x ein Element der
Menge y ist

e (¢ V1) soll bedeuten, dass (mindestens) eine der Aussagen
wundt) wahr ist

o (—¢) soll bedeuten, dass die Aussage ¢ nicht wahr ist

@ (Ix¢) soll bedeuten, dass es (mindestens) eine Menge x gibt,
fiir die  wahr ist
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Axiomatische Mengenlehre

Paarmengenaxiom

‘VxVyEIzVu(uEz(z)u:x\/u:y) ‘

Zu zwei vorgegebenen Mengen gibt es eine Menge, die genau diese
beiden Mengen (und keine anderen) enthilt.
o diese Menge ist eindeutig bestimmt

@ Man nennt sie das ungeordnete Paar oder die Paarmenge von
x und y und beschreibt sie als {y,x} oder {x,y}

e gilt x = y, so schreibt man einfach {x} und nennt die Menge
das Singleton von x
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Hilberts Programm und Gddels Beitrag

Hilberts Programm und Godels Beitrag

@ In der euklidischen Geometrie ist die Winkelsumme in jedem
Dreieck 180° , in der hyperbolischen ist sie immer kleiner als
180°, in der elliptischen immer groRer als 180°

o | gibt es mehrere mathematische Wahrheiten ?

@ In Freges Werk "Grundlagen der Arithmetik", das der ganzen
Mathematik ein sicheres Fundament verschaffen sollte,
entdeckt Bertrand Russel einen Widerspruch, der auch die
Mengenlehre von Cantor betrifft

° ’Vertraut man noch den mathematischen "Wahrheiten"?\
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Hilberts Programm und Gddels Beitrag

David Hilbert

Abbildung: David Hilbert, ca.1912
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Hilberts Programm und Gddels Beitrag

David Hilbert

wurde am 21.1.1862 in Konigsberg geboren
beendete 1884 sein Mathematikstudium
wechselte mehrmals sein Forschungsscherwerpunkt

hinterlieB seine Spuren in der Geometrie, Zahlentheorie, der
Analysis und der theoretischen Physik

@ 1900 hielt er auf dem internationalen Kongress der
Mathematik seine berihmte Jahrhunderrede

@ trug 23 ungeldste Probleme vor
@ noch einige sind bis heute noch offen
@ starb 1943 im Alter von 81 Jahren
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Hilberts Programm und Gddels Beitrag

Das Hilbertprogramm

@ Metamathematik: Untersuchung der Grundlagen der
Mathematik mit mathematischen Methoden
o Ziel: Axiomatisierung der gesamten Mathematik

o Peano-Arithmetik
o Hilberts Grundlagen der Geometrie
o Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre

@ Beschrankung auf finite Methoden: Formalismus
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Hilberts Programm und Gddels Beitrag

Formalismus

e mathematische Aussagen sind Zeichenketten (Strings) in einer
gewissen Syntax

diese Syntax muss von einem Computerprogramm verifiziert
werden kdnnen.

Ein Beweis der Aussage ¢ ist eine Liste von Aussagen

 ist die letzte Aussage der Liste

o
o
o jede Aussage in der Liste ist ein Axiom
@ ... oder folgt aus Aussagen von ihr

o

Die Eigenschaften ,ist ein Axiom" und "folgt aus"miissen von
einem Computerprogramm verifiziert werden kdnnen

@ Das zusammen nennt man Theorie
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Hilberts Programm und Gddels Beitrag

Mizar

theorem
sqrt 2 is irrational

proof
assume sqrt 2 is rational;
then consider i being Integer

Abbildung: Beweis \/2 ist irrational



Hilberts Programm und Gddels Beitrag

Das Hilbertprogramm

@ Metamathematik: Untersuchung der Grundlagen der
Mathematik mit mathematischen Methoden
@ Ziel: Axiomatisierung der gesamten Mathematik
o Peano Arithmetik
o Hilberts Grundlagen der Geometrie
o Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre
@ Beschrankung auf finite Methoden: Formalismus
° ’ Entscheidbarkeit\
Alle mathematischen Beweise sind mechanisch nachvollziehbar
° ’Wiederspruchsfreihet: ‘
Man kann keine falschen Aussagen herleiten
° ’Vollsténdigkeit:
Man kann alle wahren Aussagen herleiten
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Hilberts Programm und Gddels Beitrag

Kurt Godel

Abbildung: Kurt Godel ca. 1961
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Hilberts Programm und Gddels Beitrag

Kurt Godel

@ geboren am 28 April 1906 im &sterreichisch-ungarischen Briinn
@ mit 17 begann er das Studium der theoretischen Physik

@ Philipp Furtwanglers Vorlesung iiber Zahlentheorie lenkte
Godels Interesse auf die Mathematik

@ war sich der Machtergreifung Hitlers zunachst nicht bewusst
und floh 1940 in die USA

@ fand in Albert Einstein einen lebenslangen Freund

@ starb am 14. Januar 1978 an einer herbeigefiihrten
Untererndhrung, da er an starker paranoia und Depression
leidete
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Hilberts Programm und Gddels Beitrag

Godels Unvollstandigkeitssatze

’ Erster Unvollstandigkeitssatz:

Wenn eine Theorie hinreichend expressiv ist, dann ist sie entweder
unvollstindig oder nicht widerspruchsfrei

’ Zweiter Unvollstandigkeitssatz: ‘

Wenn eine Theorie hinreichend expressiv und widerspruchsfrei ist,
dann kann sie ihre eigene Widerspruchsfreiheit nicht beweisen
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1 Strukturen und Formeln

Definition 1.1 Eine Struktur ist ein Paar 2 = (A, J), wobei A eine nicht-
leere Menge und J eine Familie von Elementen aus A, Operationen und
Relationen auf A ist.

Beispiele 1.1.1

- eine Gruppe (G, e,0,71) ist eine Struktur

- ein topologischer Raum ist keine Struktur

Definition 1.2 Eine Sprache ist eine Menge von Konstanten, Funktions-
zeichen und Relationszeichen. Funktionszeichen und Relationszeichen haben
eine (positive) Stelligkeit.

Beispiele 1.2.1

- die Gruppen-Sprache Lg = {e,0,7'}

- die Sprache der natiirlichen Zahlen Ly = {0,S5,+,-, <}

- die Mengenlehre-Sprache Ly, = {€}

Definition 1.3 Sei L eine Sprache. Eine L-Struktur ist ein Paar
A = (4, (Z2%)zer), wobei

A eine nicht-leere Menge ist,

Z% € A, wenn Z eine Konstante ist,

Z% . A" — A wenn Z ein n-stelliges Funktionszeichen ist, und
Z% C A", wenn Z ein n-stelliges Relationszeichen ist.

Z% ist also eine Interpretation der Zeichen von L in A.



Definition 1.4 Zwei L-Strukturen 2( und 8 heiflen isomorph, A = B, wenn
es einen Isomorphismus F : 2 — B gibt, eine Bijektion F': A — B, die mit
den Interpretationen der Zeichen aus L kommutiert:

- F(Z%) = Z® (Z eine Konstante aus L)

- F(Z%ay,...,a,)) = Z®(F(ay,...,a,)) (Z ein n-stelliges Funktionszeichen
aus L,aq,...,a, € A)

- Z%ay, ..y an) & Z2(F(ay, ..., F(a,)) (Z ein n-stelliges Relationszeichen aus
L,ay,...,a, € A)

Definition 1.5 Ein L — Term ist eine Zeichenfolge, die nach den folgenden
Regeln gebildet ist:

T1 Jede Variable ist ein L-Term.

T2 Jede Konstante aus L ist ein L-Term.

T3 Wenn f ein n-stelliges Funktionszeichen aus L ist und wenn ¢4, ..., ¢, L-
Terme sind, dann ist auch ft;...t,, ein L-Term.

Beispiel 1.5.1
(z+y) (z4+w)=-+2y+ 20

Lemma 1.6 (Eindeutige Lesbarkeit von Termen)
Fiir jeden L-Term ¢ tritt genau einer der folgenden drei Fille ein:

1. t ist eine Variable,

2. t ist eine Konstante,

3.t = fty...t,, wobei f ein n-stelliges Funktionszeichen und ¢4, ..., ¢,, L-Terme
sind.

Im letzten Fall sind f und ¢4, ..., ¢, eindeutig bestimmt.



Beweis: Es muss einer der drei Félle eintreten. Nun ist die Eindeutigkeit der ¢;
zu zeigen. Wenn t = es;...s,, fiir ein m-stelliges Funktionszeichen e und Terme
s;, dann gilt e = f und m = n. Dass s; = t;, folgt aus dem néchsten Hilfs-
satz. U

Hilfssatz 1.6.1 Kein L-Term ist echtes Anfangsstiick eines anderen L-Terms

Beweis: Sei s Anfangsstiick von t. Wir zeigen s = ¢t durch Induktion iiber
den Aufbau von t. Wenn ¢ eine Variable oder eine Konstante ist, ist die
Behauptung klar. Sonst ist s = fs;...s, und t = ft;...t,, fiir ein n-stelliges
Funktionszeichen f. Wenn s # ¢, dann gibt es einen kleinsten Index ¢ mit
s; # t;. Dann ist s; echtes Anfangsstiick von ¢; oder t; echtes Anfangsstiick
von s;, was nach der Induktionsvoraussetzung nicht moglich ist. 0J

Definition 1.7 Die folgenden Ausdriicke sind L-Formeln:

F1 t; = t5, wenn tq,ty, L-Terme sind,

F2 Rty,...,t,, wenn R ein n-stelliges Relationszeichen aus L und t,....1,
[-Terme sind,

F3 =, wenn 9 eine L-Formel ist,

F4 (11 A1), wenn ¢ und 1), L-Formeln sind,

F5 4z ¢, wenn ¢ eine L-Formel und z eine Variable ist.

Jede L-Formel ensteht auf diese Weise.

Beispiel 1.7.1

Koérperaxiome in Lg

.Vz,y z4+y=y+=x

2.V z+0==x

3.V 4+ (—x) =0

4.V, y,z (x4+y)+z=a+(y+2)

1. Axiom ausgeschrieben:
_|E|’UO _\_|E|U1 =+ Vo1 = “+ V1V



Lemma 1.8 (Eindeutige Lesbarkeit von Formeln)
Fiir jede L-Formel ¢ tritt genau einer der folgenden Fille ein:

1. Y = tl = tg fir L-Terme t1,t2
2. ¢ = Rt;...t, fiir ein n-stelliges Relationszeichen R aus L und L-Terme

thy ot

3. p = = fiir eine L-Formel v

4. ¢ = (11 A 1hy) fiir L-Formeln ; und 1)y

5. o = Jx ¥ fiir eine L-Formel ¢ und eine Variable x

In jedem der Félle sind die Terme t;, das Relationszeichen R, die Formeln
¥, 11,1 und die Variable x jeweils eindeutig bestimmt.

Beweis: (Analog zu Beweis von Lemma 1.6)

Es muss einer der fiinf Fille eintreten. Als ndchstes muss noch in jedem
Einzelfall die Eindeutigkeit der Zerlegung gezeigt werden. Aus dem néchsten
Hilfssatz folgt dann ¢, = ] und ¥y = 4. OJ

Hilfssatz 1.8.1 Keine L-Formel ist echtes Anfangsstiick einer anderen L-
Formel

Beweis: (Analog zu Beweis von Hilfssatz 1.6.1)

Seien ¢ und ¢’ L-Formeln.

Behauptung: Sei ¢ ein echtes Anfangsstiick von ¢'.

Wir zeigen durch Induktion iiber den Aufbau von ¢’, dass dies nicht moglich
ist. Es ist klar, dass fiir ¢ und ¢’ derselbe Fall auftritt.

Man geht alle fiinf Fille durch und zeigt einzeln, dass sie der Induktionsvor-
aussetzung widersprechen. O
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2 BELEGUNGEN

1 Einleitung

In diesem Kapitel, der Semantik, wird den allgemeinen Strukturen und Formeln aus dem
1.Kapitel eine Bedeutung zugeteilt. Die Semantik kann auch als ein Regelwerk oder star-
res Konzept angesehen werden, das Formeln eine Bedeutung verleiht. Man interpretiert
einzelne Bestandteile einer Formel und bei der korrekten Wahl dieser Interpretationen
ist man berechtigt von wahren und falschen Aussagen zu sprechen. Der Fokus dieses Ka-
pitels liegt groftenteils auf den rekursiven Definitionen, welche sich zunéichst auf Terme
beziehen und dann auf Formeln ausgeweitet werden. In diesem Kapitel gilt die Konven-
tion, dass wenn iiber Terme oder Formeln gesprochen wird, diese mit einer Sprache L
versehen sind und aus einer L-Struktur 2 kommen. Die Beweise geschehen, wie auch
schon im 1. Kapitel, durch eine Induktion iiber den Aufbau von Formeln oder Termen.

2 Belegungen

Um Aussagen zu interpretieren, nutzt man in der Pradikatenlogik die sogenannten Be-
legungen, welche Variablen in einer Struktur Werte zuordnen. Diese sind Abbildungen
von der Menge der Variablen in das Universum der Struktur. Um diese Abbildungen
richtig auf Termen definieren zu kénnen, bendtigt man eine rekursive Definition, welche
die Fille durchgeht, dass t eine Konstante, Variable oder ein Funktionszeichen ist.

Definition 1. Seien t Terme und 8 Belegungen, dann gilt fir t*[8] rekursiv:

AP =¥, fallst =c
v [B] = B(vy), falls t = v,
fto. 28] = FAEMB], .. t2B)]), fallst = fti. .. t,

Beispiele 1. 1.)Sei Q der Korper der rationalen Zahlen und 8(v;) = 2i, also die Bele-
gung, welche der i-ten Variabel eine gerade Zahl zuordnet. t sei der Term fir den gilt:
t =+ - vovy vy und somit ist t2[B] = (0-2) + 4 = 4.

2.)Betrachtet man wieder die rationalen Zahlen und diesmal B(v;) =i+ 4. Der Term
t ist gegeben als: t = - + vovy + v1vy und somit t2[B] = (4 +5) - (5 +6) = 99.

Lemma 1. Sei t ein Term und B, Belequngen, welche auf den Variablen in t tiberein-
stimmen, dann gilt:

Beweis. Seit ein Term und 8, v Belegungen auf 2(, welche auf den Variablen die in t vor-
kommen iibereinstimmen. Nach Lemma (Eindeutigkeit Lesbarkeit von Termen (Kapitel
1)) gilt: Ein Term ¢t ist entweder eine Konstante, Variable oder ein n-stelliges Funktions-
zeichen. Der Induktionsanfang ist der Fall, t ist eine Konstante oder Variable.
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i) t ist eine Konstante, dann gilt: t*[y] = ¢* € A = t*[8] = * = ¢*[y] (Umformung
gilt, da nach der Definition eine Konstante nicht von einer Belegung betroffen ist).

ii) t ist eine Variable, dann gilt: t* = v®. Nach Voraussetzung gilt: 8(v;) = ~(v;) fiir
alle v; von t. = t*[8] = v[B] = B(v;) = v(v;) = v} [y] = t¥[7].

iii) t ist ein n-stelliges Funktionszeichen. Es gilt die 4, .., sind somit wieder Kon-
stanten, Variablen und Funktionszeichen. Aber nach der Induktionsvoraussetzung sind
die t;[B] = t;[y] fiir alle t; mit 4 = 1,...,n. Also ist der Induktionsschritt: t*[B] =

Fhrse, 28] = PN, . 208) = FEDL ., B0) = fhu B0 = p] O
Notation 1. Wenn man Terme in der Form t(xq,...,x,) schreibt meint man, dass:

i) die x; paarweise verschiedene Variablen sind.

ii) in t nur Variablen {z1,...,x,} vorkommen.

Durch diese Notation kann man folgern, dass wenn aq,...,a, € 2 sind, gibt es eine

wohldefinierte Belegung 8(z;) = a;. Dies gilt nach dem Lemma 1 und der Definition von
t*[B] fiir eine Belegung B auf 2A.

3 Semantik

Die Semantik gibt an, wann eine Formel in einer Struktur auf eine Belegung zutrifft.
Zunéchst gibt man eine rekursive Definition an, denn es muss fiir jeden Fall, den eine
Formel annehmen kann, definiert werden wann dieser dann in der Struktur gilt. Diese
rekursive Definition ist somit sinnvoll, durch die Eindeutige Lesbarkeit aus Kapitel 1.
Danach will man die Eigenschaften der Semantik auch noch auf die Belegungen beziehen,
indem man sagt, wann eine L-Formel mit unterschiedlicher Belegung in der Struktur gilt.
Dies héngt damit zusammen, wann eine Variabel frei in einer Formel vorkommt. Somit
kann der Koinzidenzsatz eingefiihrt werden, welcher dies entscheidet. Zuletzt fiihrt man
noch den Begriff einer Aussage ein und wann diese dquivalent ist.

Definition 2. Sei 8 eine Belequng auf A und ¢ eine Formel. Dann bedeutet die Relation
= fir den Ausdruck: A |= ¢[8] <= "Die Formel ¢ trifft in A auf 8 zu". Fir die finf
Fille, die eine L-Formel annehmen kann, gilt dann:

At =t,[8] <= 7[B] = t3[8]

A= Rty ... t,[8] < R*[B,...,t28])

A= 8] <= A P[B]

A= (Y Aho)[B] <= A= Y[B] und A = o[f]
A E Jxp[B] < es gibt ein a € A mit A = [B—]

— —

&I@

NP a wenn €T
Dabei gilt: B2(y) = { f(y) wenn ?Z i ’
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Beispiele 2. 1.)FEin Beispiel fir die vorherige Definition, wdre wenn ¢ eine Negation
darstellt in dem Sinne, dass: A = o] <= A= WP <= AE=-(Ir: 2 eN A z #
1) <= ARV 2 ¢ NV =1 <= AFEJx:2eN A oz #1 <= AFE Y.

2.)Um den letzten Teil der Semantik besser nachzuvollziehen, betrachtet man dafiir
ein Beispiel im Kdorper der rationalen Zahlen: Sei ¢ ein Quantor, sodass gilt: A =
olf] < A | Jap[B]. Dabei ist ¢ die Gleichheit zweier Terme ti,ty der Form
t1 = + - vov1 & und ty = vg und fiir die Belequng gilt: 8(v;) = i + 2. Dann gilt fir
At =68 = 2B =3[B] — (2-3)+B(x) = 10. Fir die Belegung 8 gibt es
also ein a = 4 = B(x) € A und somit ein x =y = vy fiir das die Aussage ¥ in A gilt.

3.)Die Semantik kann auch auf andere Ausdriicke sofort ibertragen werden. Zum Bei-
spiel auf die Implikation. Seien 11 und 1o Formeln, dann gilt: A = (Y1 = 1) <
(A= 1 und A FE o).

Ob ¢ in A auf B zutrifft, hingt nur von den freien Variablen in ¢ ab. Deshalb fiihrt
man die Definition einer freien Variabel ein und danach den Koinzidenzsatz, welcher
diese anwendet. Die Definition wird wieder rekursiv aufgebaut, wie die Definition der
Semantik.

Definition 3. Sei ¢ eine Formel und © eine Variable in ¢. Dann heifit x frei in @, wenn
Sie an einer Stelle vorkommt, die nicht im Wirkungsbereich eines Quantors Jx liegt.
Man betrachte wieder rekursiv & Fille:

T fret in ty =ty <= 1 kommt in ty oder in ty vor.

z frei in Rty ...t, <= x kommt in einem der t; vor.
x frei in ) <= x frei in Y

z frei in (Y1 AN y) <= 1z frei in ¢y oder x frei in 1y
x frei in Yy <= x F# y und x frei in Y

Falls x nicht frei in der Formel ist, sondern an einem Quantor liegt, nennt man z ge-
bunden.

Bemerkungen 1. i) Eine Variable in einer Formel, kann gleichzeitig gebunden und frei
vorkommen (siehe das ndchste Beispiel).

ii) In Termen sind Variablen nach Definition schon frei, da keine Quantoren in Ter-
men vorkommen.

Beispiele 3. 1.) Sei ¢ von der Form: 3x : x = vy mit vy ist eine Variable. Dann gilt =

15t gebunden in .

2.)Sei @ von der Form: f(x,y) = ¢ mit © eine Variable und c eine Konstante. Dann
gilt x ist frev in p.

3.)Sei p von der Form: (Jz : x = v1) A (f(x,y) = ¢) mit v1,y Variablen und c eine
Konstante. Dann gilt  ist frei und gebunden in .
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Satz (Koinzidenzsatz). Sei ¢ eine Formel und 8,7 Belegungen auf der Struktur. Dann
gilt, wenn B8 und v an allen Variablen, die frei in @ vorkommen ibereinstimmen, ist:

AE o] = Aoy

Beweis. Sei ¢ eine Formel und 3, v Belegungen auf 2, sodass diese an allen Variablen,
welche frei in ¢ vorkommen, {ibereinstimmen. Nach Lemma 1.2 aus Kapitel 1 kann ¢
entweder eine Primformel sein, also betrachtet ¢ die Gleichheit zweier Terme oder ist
eine Relation, oder ¢ ist eine Negation, Konjunktion oder ein Quantor. Das ¢ eine Prim-
formel ist, ist in diesem Fall der Induktionsanfang fiir die anderen drei Félle.

i) ¢ betrachtet Gleichheit folgt sofort aus dem Lemma, was vorhin bewiesen wurde.
Denn es gilt, t3[8] = t*[y] fiir alle Variablen in ¢; mit i—1,2. Seien ¢; und ¢, Terme, dann
gilt: A |= p[B] = A=t = bl — G =56 — Hh =60 = AE
th=1ty] <= A ¢ohl.

ii) ¢ ist eine Relation, folgt auch aus dem Lemma. Somit gilt die selbe Vorausset-
zung wie in i) fiir ¢ = 1,...,n. Daher folgt: A | ¢[B] < A | Rt;...1,[8] <
RAF[B], ..., t2[8]) < R*(t1[],....t2[]) <= A ERh,... .ty <= A E= o]

iii) ¢ ist eine Negation, sodass ¢ = —1), wobei ¢ wieder eine Formel ist. Nach Induk-
tionsvoraussetzung gilt, A = ¢Y[8] <= A = ¢[y]|. Daraus folgt der Induktionsschritt:
Al olf] == AWl = A YB] <= AFEYH] <= A=Y = A
whl.

iv) ¢ ist eine Konjunktion, sodass ¢ = ¢ A1y, wobei ¢; und 1, wieder Formeln sind.
Nach Induktionsvoraussetzung gilt: A = ¢ [8] <= 2A = ¢¥1[y] und A E (] <—
2 = o[y]. Somit gilt fiir den Induktionsschritt: 2 = @[] <= A = (V1 Ar)[f] <=
i E wEU]ﬂ und 2 = o] <= A =iy und A = P[] = AR (Y1 A)h] <=

PV

v) ¢ ist ein Quantor, sodass ¢ = Jx1h, wobei ¢ wieder eine Formel ist. Nach Induk-
tionsvoraussetzung gilt: A = ¢Y[B] <= A = ¢[y]. Die einzige Betrachtung die fiir
den Fall relevant ist, ist die Variable x in ¢. Wenn x in ¢ frei ist, gilt 8(z) = ~(z)
nach Induktionsvoraussetzung. Ist die Variable nicht frei so, wird diese auch nicht belegt
und ist unabhéngig von der Belegung. Somit gilt der Induktionsschritt: 2 | ¢[ff] <~
2l | Jop[fl] <= es gibt ein a € A mit A E P[B2] <= es gibt ein a € A mit

AEyhe] = AEIh] = AEohl O
Notation 2. Wenn man Formeln in der Form ¢(xq,...,x,) schreibt, meint man, dass:
i)die x; paarweise verschiedene Variablen sind.
ii)in @ nur Variablen {xy,...,x,} vorkommen.
Durch diese Notation, kann man folgern: Wenn ay, . .., a, € Asind, ist A = play, ..., a,

durch 2 = @[] fiir eine Belegung 8 mit 8(x;) = a; wohldefiniert.
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Definition 4. Fine Aussage p ist eine Formel ohne freie Variable. Somit gilt, dass eine
Aussage genau dann in 2 gilt, wenn A = p[B] fir alle [B] in A. Zwei L-Strukturen A, B
heifien elementar dquivalent oder man schreibt auch A =B wenn in thnen die gleichen
Aussagen gelten.

4 Substitution

Im letzten Abschnitt geht es um die Substitution in der Priadikatenlogik. Das bedeutet
also, die Ersetzung freier Variablen in einer Formel oder eines Terms durch einen Term.
Hier betrachtet man, wie eine Substitution sich bei einer Formel verhélt und wie sich
die Substitution mit der Belegung einer Formel oder eines Terms verhilt. Das letztere
fithrt zu einem wichtigen Lemma, ndmlich dem Substitutionslemma.

Notation 3. Sei z eine Variabel und s ein Term. Dann bedeutet:
i)t ist der Term, welcher entsteht, indem man alle  durch s ersetzt.
i) ist die Formel, welche entsteht, indem man alle freien x in ¢ durch s ersetzt.

Definition 5. Die Substition, wird iber Rekursion definiert, denn wenn man eine For-
mel oder einen Term substituiert, enisteht wieder eine Formel oder ein Term. Daher
qgilt:

s .
={— =t
x

(t1 = ta)
(Rtl...tn)i - Rtli...tn
()= =~
(U1 A¢2)f = Wlf A1y
xr X xr
S S
(3?/@0); = 3?/(@0;), wenn T # y

(3y)

SEEASEE)

g |®w

~—  —

- Jy, wenn x =1y

x

Beispiele 4. 1.)Es sei ¢ = vy : R(v1,v9,v3) eine Formel mit einer 3-stelligen Re-
lation R und Variablen vq,vo,v3. Betrachte nun die Substitution: @M = du;

R(U17f(v3av4),vg). va

2.)Es sei o wie in 1.). Betrachte nun die Substitution: oL — Ju, = R(vy, f(vy, v3), v3).

v2
Definition 6. Eine Variable x heif§it frei fiir einen Term s in einer Formel ¢, falls in

02 keine Variable in den eingesetzten Term s gebunden ist.
Rekursiv definiert ist x frei fir s in @, wenn & nicht frei in ¢ ist oder wenn x frei in
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st gilt einer der finf Fille:

o =11 = ta,

= Rt,...t,,

w = und z fret fir s in 1,

© = (V1 N o) und z frei fur s in 1 und s,

@ = 3y, x frei fiir s in ¢ und y kommt nicht in s vor.

Beispiele 5. Betrachte die 2 Substitutionen aus Beispiele 5:
1.)Fiir den ersten Fall gilt, dass vy frei fir f(vs,vy) in ¢ ist.

2.)Beim zweiten Full ist vy jedoch nicht frei fir f(vy,vs) in ¢, denn die Variable v;
st in @ nach der Substitution gebunden.

Lemma 2 (Substitutionslemma). Sei = eine Variable, s ein Term und B eine Belegung
mit Werten in der Struktur A, dann gilt:

1.Fir jeden Term t ist: (t2)%[B] = tm[ﬁ@]

2.Fiir jede Formel ¢ ist: A = p2[B] <= 2 = gp[ﬁ@],
falls x frei fir s in .

Beweis. 1. Betrachte wieder, nach Lemma aus Kapitel 1, 3 Félle, wobei die ersten beiden
der Induktionsanfang sind.

i) Falls t eine Konstante ist, wird nichts substituiert, weil man nur iiber Variablen
substituiert. Auch beziiglich der Belegung passiert nichts, da eine Konstante nicht von
einer Belegung betroffen ist und somit steht auf beiden Seiten t*. Also gilt dann:

(£2)2[8]) = ¢ = ¢l
ii) Falls t eine Variable ist konnen zwei Fille auftreten.

t=x, dann sind beide Seiten der Behauptungen, nach der Definition der Substitution,
A A
gleich s%[B]. Denn es gilt: (£2)*[B] = (z2)%[8] = (s)2[8] = 22 [B=E] = ¢4 [B=14].

Falls t # x, wird nichts substituiert, daher sind beide Seiten gleich 8(¢). Denn es gilt:
(12)%8) = 18] = B(1) = (6] = *[5=1)

iii) t ist ein zusammengesetzter Term, dass heifst ¢ = f(¢1,...,t,) fur t1,...,t, Ter-
me. Aber nach der Induktionsvoraussetzung gilt: (¢;2)%[B] = tf‘[ﬁ ] fiir alle i =
1,...,n. Somit folgt der Induktionsschritt: (¢2)*[B] = f2((¢:2)*[B],..., (t,2)"[B]) =
FHE BT, ) = ]
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2. Fiir die Variable x in der Formel kénnen zwei Félle eintreten. Die Variable x ist
nicht frei in ¢, dann folgt die Behauptung aus dem Koinzidenzsatz. Denn dann wird
nichts substituiert und die Belegungen stimmen auf allen freien Variablen in ¢ iiberein.

Also ist @2 = o und es gilt: A = 2 [f] <= A ¢[B] <= A= go[ﬁ@]

Der andere Fall, also wenn x frei in ¢ ist, wird wieder iiber den Aufbau von ¢ per
Induktion bewiesen. Wieder sind die Primformeln der Induktionsanfang.

i) Ist ¢ die Gleichheit zweier Terme, ist der Beweis der selbe wie im 1. Teil.

ii) Sei ¢ eine Relation, also gilt ¢ = Rty,...,t, mit ;,...,t, Terme in 2. Dann
gilt auch aus dem 1. Teil fiir die ¢; mit i = 1,...,n: (t2)%[8] = ¢2[BZE] Somit
folgt: A = ¢2[B] <= A = (Rty...t,)2[B] < RN (t:2)*[B],..., (t,2)"[B]) <
RAEBE], . BBEY) = o (R ) BEE] = o b p[BR],

iii) Sei ¢ eine Negation, also gilt ¢ = — fiir eine Formel ¢ in 2. Dann gilt nach
Induktionsvoraussetzung: A = ¢¥2[B] <= A | Mﬁ@]. Daher gilt der Induktions-
schritt: 2 £ @2[8] —= A b (~)2[ e A b (P e A Y il =
AR o] = A B = AR CoBTE] e Ao

iv) Sei ¢ eine Konjunktion, das heifst ¢ = 11 A1hy mit ¢y und 1 Formeln in . Es gilt
die Induktionsvoraussetzung: 2 |= ¢;2[8] <= A= wz[ﬁﬁ] fiir i=1,2. Daher gilt der
Induktionsschritt: A = p2[B] <= A= (V1 A1) 2[B] <= A (V12 Ahd)[B] <=
A vl mmd A = 2] = A BT umd A | Bl — Ak
(1 A BT = A pls=]]

xT

v) Wenn ¢ ein Quantor ist, also ¢ = Jyi) fiir eine Formel ¢ aus A, dann gilt nach
Voraussetzung x # y. Zusétzlich gilt, dass y nicht in s vorkommt, da x frei fiir s in
@ ist. Es gilt die Induktionsvoraussetzung: = ¥2[B] <= A |= @D[B@] Fiir ein
b := s*[B], gilt somit der Induktionsschritt: A = @2[B] <= A |= (Iyy)2[B] <= A=
(Fyv2)[B] < esgibteina € Amit A = ¢2[BY] <= esgibteina e Amit|=

eBe ) s es gibt ein a € A mit 2 = Y[BEL] <= es gibt cin a € A mit A -
PB2E) = Ak (Fyo)BL] = Al Gy)B] — Aol 0

Bemerkungen 2. In dem Beweis sieht man, dass es bei der Substitution nicht auf
die Reihenfolge ankommt, nach der substituiert wird, falls die Variablen, nach denen
substituiert wird, nicht gleich sind.

Notation 4. Seit =t(xy,...,x,),0 = @(x1,...,2,) und s = s(z1,...,2,). Dann kann
man das Substitutionslemma schreiben als:
(s, 0, .., x0)ar, ..., an) = 2[s%ar, ..., an], a0, ..., ap).

WA = o(s, 0, ... x)|a1, ..., a0, = A= [s¥al,... a.],a9,...,a,)]



5 LITERATURVERZEICHNIS

5 Literaturverzeichnis

[1] Mathematische Logik von Martin Ziegler (2. Auflage, Birkhduser 2017).
[2] Grenzen der Mathematik von Dirk Hoffmann (3. Auflage, Springer 2018)

10



6 SELBSTSTANDIGKEITSERKLARUNG

6 Selbststandigkeitserklarung

Hiermit erklére ich, dass ich die vorliegende Arbeit mit dem Titel: , Proseminar Ausarbeitung*
selbststindig und ohne unerlaubte fremde Hilfe angefertigt habe und keine anderen als
die angegebenen Quellen und Hilfsmittel verwendet habe.

Ort, Datum Unterschrift

11



Allgemeingiltige Formeln

Thomas Tsianakas und Sefer Oflazoglu

04.01.2019

Thomas Tsianakas und Sefer Oflazoglu Allgemeingiiltige Formeln



Definition
Eine Sprache L ist eine Menge von Konstanten, Funktionszeichen und
Relationszeichen.
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Definition
Eine Sprache L ist eine Menge von Konstanten, Funktionszeichen und
Relationszeichen.

Definition
Jede Variable und Konstante ist ein L-Term. Sei f ein n-stelliges Funktionszeichen
und ty ,...,t, L-Terme, dann sind auch f t;...t, L-Terme
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Definition
Eine Sprache L ist eine Menge von Konstanten, Funktionszeichen und
Relationszeichen.

Definition
Jede Variable und Konstante ist ein L-Term. Sei f ein n-stelliges Funktionszeichen
und ty ,....t, L-Terme, dann sind auch f t;...t, L-Terme

Definition
Eine L-Formel entsteht, wenn n > 2 L-Terme in Relation stehen. Die Negation,
Konjunktion und Disjunktion von L-Formeln sind L-Formeln.
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Definition

Sei ¢ eine Aussage. Ay,...,A, bezeichnen die in ¢ vorkommenden Variablen. Dann
heiBt jede Abbildung 3 : {A, ..., A,} — A eine Belegung von ¢.

Ein Spezialfall ist die Interpretation / : M — {w, f}
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Sei ¢ eine Aussage. Ay,...,A, bezeichnen die in ¢ vorkommenden Variablen. Dann
heiBt jede Abbildung 3 : {A, ..., A,} — A eine Belegung von ¢.

Ein Spezialfall ist die Interpretation / : M — {w, f}

Definition
Eine L-Struktur ist ein Paar «/=(A, (Z %)z¢ | ) bestehend aus einer Grundmenge
und einer Menge aller Konstanten, Funktionszeichen und Relationszeichen.
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Definition

Sei ¢ eine Aussage. Ay,...,A, bezeichnen die in ¢ vorkommenden Variablen. Dann
heiBt jede Abbildung 3 : {A, ..., A,} — A eine Belegung von ¢.

Ein Spezialfall ist die Interpretation / : M — {w, f}

Definition
Eine L-Struktur ist ein Paar «/=(A, (Z %)z¢ | ) bestehend aus einer Grundmenge
und einer Menge aller Konstanten, Funktionszeichen und Relationszeichen.

Definition
Sei ¢ eine L-Formel und | eine Interpretation. Eine L-Formel ist modellierbar, falls
sie in ihrer Interpretation wahr ist.
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Definition

Eine L-Formel ¢ ist allgemeingiiltig, wenn sie fiir alle Belegungen modellierbar ist.
© (X1, ..., Xn) ist allgemeingiiltig, wenn die Aussage Vx1, ..., Xn © (X1, ..-; Xn)
allgemeingiiltig ist. Wir schreiben hierfiir = ¢

Beispiel: In jeder Menschenmenge gibt es einen, wenn der einen Hut tragt, dann
auch alle anderen.
Ix(H(x) — VyH(y))
——

——
=:A =:B
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Eine L-Formel ¢ ist allgemeingiiltig, wenn sie fiir alle Belegungen modellierbar ist.
© (X1, ..., Xn) ist allgemeingiiltig, wenn die Aussage Vx1, ..., Xn © (X1, ..-; Xn)
allgemeingiiltig ist. Wir schreiben hierfiir = ¢

Beispiel: In jeder Menschenmenge gibt es einen, wenn der einen Hut tragt, dann
auch alle anderen.

Ix(H(x) — VyH(y))
——

———
—=:A =:B
Al B|A—B
w | w
w | f
flw
f f
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Beispiel: In jeder Menschenmenge gibt es einen, wenn der einen Hut tragt, dann
auch alle anderen.

1 VyH(y) w— H(x) w
H(x) = VyH(y) w

Ix(H(x) = VyH(y)) w
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Beispiel: In jeder Menschenmenge gibt es einen, wenn der einen Hut tragt, dann
auch alle anderen.

1 VyH(y) w— H(x) w
H(x) = VyH(y) w

Ix(H(x) = VyH(y)) w
2 VyH(y) f— 3x—H(x)

H(x) f — (H(x) = VYyH(y)) w

Ax(H(x) = VyH(y)) w
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Beispiel: In jeder Menschenmenge gibt es einen, wenn der einen Hut tragt, dann
auch alle anderen.

1 VyH(y) w— H(x) w
H(x) = VyH(y) w

Ix(H(x) = VyH(y)) w
2 YyH(y) f— 3x—H(x)

H(x) f — (H(x) = VYyH(y)) w
Ix(H(x) = VyH(y)) w
Wenn alle einen Hut tragen kann jeder der sein, der einen Hut tragen muss, damit

auch alle anderen einen Hut tragen. Wenn es einen gibt, der keinen Hut tragt, so
ist dieser die Person die einen Hut tragen muss, damit alle einen Hut tragen.
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Satz (Erweiterung und Einschrankung)

Sei ¢ eine L-Formel und K eine Erweiterung von L. Dann ist ¢ als L-Formel genau
dann allgemeingtiltig, wenn ¢ als K-Formel allgemeingiiltig ist.
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Satz (Erweiterung und Einschrankung)

Sei ¢ eine L-Formel und K eine Erweiterung von L. Dann ist ¢ als L-Formel genau
dann allgemeingiiltig, wenn ¢ als K-Formel allgemeingiiltig ist.

Beweis:(durch Kontraposition)

"=" Wenn ¢ in U=(A,Z")z¢ k falsch ist, dann auch eingeschrankt in

UllL= (A,Z“)Ze L

"<" Wenn ¢ in B falsch ist, expandieren wir I3 zu einer K-Struktur U,

sodass U | L = B. Dann ist ¢ auch in U falsch. (]
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Satz (Erweiterung und Einschrankung)

Sei ¢ eine L-Formel und K eine Erweiterung von L. Dann ist ¢ als L-Formel genau
dann allgemeingiiltig, wenn ¢ als K-Formel allgemeingiiltig ist.

Beweis:(durch Kontraposition)

"=" Wenn ¢ in U=(A,Z")z¢ K falsch ist, dann auch eingeschrinkt in
UTL=(AZ)ze

"<" Wenn ¢ in B falsch ist, expandieren wir I3 zu einer K-Struktur U,

sodass U [ L = B. Dann ist ¢ auch in I falsch. O

Beispiel

Sei p = (1 < 2), Uy = (AZH)z¢ 7 dann ist  auch in Uy = (A, Z")z¢ n und
Uz = (A,ZH)z¢ r allgemeingiiltig.
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Die Formeln (¢ V —¢) oder (¢ A (¢ — 1)) — 1 sind immer wahr.
el Yo=Y | on(e=Y) | (pA(p oY) =
el | eV || W | w w w w
w | f w w | f f f w
flw w flw w f w
flf w f w
o T = = T 9ae
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Die Formeln (¢ V —¢) oder (¢ A (¢ — 1)) — 1 sind immer wahr.
AR N I INCER) L
el | eV || W | w w w w
w | f w w | f f f w
f w w flw w f w
f|f w f w
Die Abbildung 1 : M — {W, F} soll folgende Eigenschaften erhalten.

L p(=f) = =(u(f))
2 p(f Ag)=p(f) A p(g)
Dies definieren wir durch folgende Wahrheitstafeln.

Alw]|f =
w|w]|flund|w]| f
flflf flw
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Definition
Eine Tautologie ist eine allgemeingiiltige Aussage, bei der die Variablen durch
L-Formeln ersetzt wurden.
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Definition

Eine Tautologie ist eine allgemeingiiltige Aussage, bei der die Variablen durch
L-Formeln ersetzt wurden.

Satz
Tautologien sind allgemeingtiltig.

=] 5
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Definition
Eine Tautologie ist eine allgemeingiiltige Aussage, bei der die Variablen durch
L-Formeln ersetzt wurden.

Satz
Tautologien sind allgemeingtiltig.

Beweis: Setze ¢ in f = f(py,...,pn). Es folgt fiir alle Belegungen 3:
U E (o1, nen)lBl & U E f(pr, .. pa) 8] O
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Satz (Axiome der Gleichheit)

Vx x=x (Reflexivitit)
Vx,y (x=y =y =x) (Symmetrie)
Vx, v,z (x=yANy=2z— x=2z) (Transitivitit)
vxl)"'axmyla"'vyn (Xl =YiNNAXp=Yyp—

X1..Xn = fy1...¥n) (Kongruenz)

vX17 <y Xny Y1y Yn (Xl =YIN .. ANXp=Yn—
(Rxz...xp <> Ry1...¥n)) (Kongruenz)
Dabei sind die f n-stellige Funktionszeichen und R die n-stellige Relationszeichen
aus L
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Historische Entwicklung der mathematischen Gleichheit

Entwicklung des Gleichheitszeichen
-Antike, Mittelalter est egale ausgeschrieben
-1596-1650 ae (180°)lat. aequalis

-Recorde 1557 heutiges Gleichheitszeichen
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Historische Entwicklung der mathematischen Gleichheit

Entwicklung des Gleichheitszeichen
-Antike, Mittelalter est egale ausgeschrieben
-1596-1650 ae (180°)lat. aequalis

-Recorde 1557 heutiges Gleichheitszeichen

Entwicklung der Relation
-Leibniz Gesetz )

Wenn a=b dann gilt fiir jede Aquivalenzrelation ~: a ~ b
-Extensionalitatsaxiom Dedekind 1888—
Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre ZF /ZFC

VAB:(A=B+VC:(Ce A+ CeB))
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Satz (3 — Quantorenaxiome)

Sei ¢ eine L-Formel, t ein L-Term und x frei fiir t in @ . Dann ist
L — Ixp

allgemeingtiltig.

Es ist notwendig x frei fiir t in ¢ vorauszusetzen. Dies zeigt uns das Beispiel. Sei
p=Vyy=xundt=y. Die Aussage Vy y = y — IxVy x = y ist nicht
allgemeingtiltig.
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Satz (3 — Quantorenaxiome)

Sei ¢ eine L-Formel, t ein L-Term und x frei fiir t in @ . Dann ist
L — Ixp

allgemeingtiltig.

Es ist notwendig x frei fiir t in ¢ vorauszusetzen. Dies zeigt uns das Beispiel. Sei
p=Vyy=xundt=y. Die Aussage Vy y = y — IxVy x = y ist nicht
allgemeingtiltig.

Beweis: Sei /3 eine Belegung mit Werten in ¢/. Dann folgt aus dem
Substitutionslemma.

U i8] - U o[B8 - U = 3xp[d] O
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Satz (Modus Ponens)

Wenn ¢ A (¢ — 1) allgemeingiiltig, dann auch 1.
Anders ausgedriickt {p, o — ¥} E
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Satz (Modus Ponens)

Wenn ¢ A (¢ — 1) allgemeingiiltig, dann auch 1.
Anders ausgedriickt {p, o — ¥} E

Beispiel: Setze ¢ — 1) = (Wenn es regnet, wird die StraBe nass).
Setze ¢ = (Es regnet). Aus dem Modus Ponens folgt, dass die StraBe nass wird.

Thomas Tsianakas und Sefer Oflazoglu Allgemeingiiltige Formeln 04.01.2019 12 /12



Satz (Modus Ponens)

Wenn ¢ A (¢ — 1) allgemeingiiltig, dann auch 1.
Anders ausgedriickt {p, o — ¥} E

Beispiel: Setze ¢ — 1) = (Wenn es regnet, wird die StraBe nass).
Setze ¢ = (Es regnet). Aus dem Modus Ponens folgt, dass die StraBe nass wird.

Satz (3 -Einfihrung)

Wenn x nicht frei in ) vorkommt, dann ist mit ¢ — 1 auch Ixp —
allgemeingtiltig.
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Satz (Modus Ponens)

Wenn ¢ A (¢ — 1) allgemeingiiltig, dann auch 1.
Anders ausgedriickt {p, o — ¥} E

Beispiel: Setze ¢ — 1) = (Wenn es regnet, wird die StraBe nass).
Setze ¢ = (Es regnet). Aus dem Modus Ponens folgt, dass die StraBe nass wird.

Satz (3 -Einfihrung)

Wenn x nicht frei in ) vorkommt, dann ist mit ¢ — 1 auch Ixp —
allgemeingtiltig.

Beweis: Wenn U |= 3xp[], gibt es ein a € Amit U |= p[B2]. Ist ¢ — ¢
allgemeingiiltig, so gilt auch U = ¢[32]. Aus dem Koinzidenzsatz folgt dann

U= ial O
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Proseminar Wintersemester 2018/19

Von Hilberts Kalkiil zu Godels Satzen
Lilia Neb
21.Dezember 2018

Der Go6delsche Vollstindigkeitssatz Teil 1
Basierend auf dem Buch Mathematische Logik von Martin Zeigler, 2. Auflage, Birkh&u-
ser 2017.

Der Vortrag behandelt das Thema des Hauptssatzes in der mathematischen Aussa-
genlogik, benannt nach dem gleichnamigen Mathematiker und Philosophen Kurt Gédel
(1906-1978): Der Godelsche Vollstéandigkeitssatz.

Der Godelsche Vollstindigkeitsatz zeigt, dass der zunéchst informelle Begriff des Bewei-
ses tatsichlich addquat formalisiert werden kann. Erst dadurch werden mathematische
Untersuchungen von Beweisen moglich.

Satz 4.1 Vollstindigkeitssatz:
Eine Formel ist genau dann allgemeingiiltig, wenn sie beweisbar ist:

Fo <k

Oder anders formuliert:
@ ist genau dann allgemeingiiltig, wenn ¢ im Kalkiil bewiesen werden kann.

Der Godelsche Vollstandigkeitssatz zeigt fiir den Hilbert Kalkiil die Korrektheit und
Vollstédndigkeit: Jeder Satz, der semantisch aus einer Formelmenge folgt, lisst sich mit
Schlussregeln und Axiomen des Systems aus der Formelmenge herleiten und umgekehrt.

Ziel: Beweis des Vollstindigkeitssatzes

Definition 4.2 : Der Hilbert Kalkil
Sei L eine Sprache. Eine L-Formel ist beweisbar, wenn sie

B1 Tautologie ist



B2 Gleichheitsariom st
B& 3-Quantorenaziom ist
B4 sich mit Hilfe der Modus Ponens Regel aus zwei beweisbaren L-Formeln ergibt

B5 oder mit der Regel der 3-Einfiihrung aus einer beweisbaren L-Formel erqgibt.
1

Eine Formel ¢ ist also genau dann beweisbar, wenn sie einen Beweis hat, d.h. eine Folge
©1...n = @ von L-Formeln p;, die entweder Aziome sind oder mit einer der beiden
Schlussregel aus Formeln @; (7<) folgen.

Notation : Fr ¢

Beweis 1

< (Korrektheitssatz)
Die Menge der allgemeingiiltigen Sdtze hat wegen der Lemmata aus Kap. 3 die Figen-
schaften B1-B5. Daraus folgt, dass die Menge der beweisbaren Sdtze allgemeingiiltig sind.
Dies gentigt damit fiir die Rickrichtung.
Im weiteren Verlauf befassen wir uns mit der Hinrichtung des Beweises, welche auch
den Rest des Kapitels ausmacht.
Dazu miissen wir jedoch einige Erginzungen vornehmen. Die folgenden Lemmas bieten
den Schliissel fiir den Beweis des Vollstindigkeitssatzes und sind uns bereits in ahnlicher
Form bekannt.

Lemma 4.3 :

1. (Aussagenlogik):
Wenn o1 ... @, beweisbar sind und (@1 A -+ N p,) — ¥ Tautologie ist, ist auch
Y beweisbar.

2. (V- Quantorenaxiome):
Wenn x frei fiir t in @, ist -p Ve — gp%.

3. (Y-FEinfihrung):
Wenn x nicht frei in ¢ ist, dann folgt aus der Beweisbarkeit von ¢ — Vai).
Insbesondere folgt aus der Beweisbarkeit von 1.

Beweis:

1. Angenommen es gelte die Aussage (¢1...¢,) — 9 ist beweisbar. Dann folgt
daraus, dass ((p1 A~ Agy) — V) — (p1 — (w2 — (.. (o — ¥) ... )
Tautologie ist.

Mit Modus Ponens folgt: 3 — (w2 — (... (pn, —> ¥) ... )) beweisbar.
Nach n-maliger Anwendung der Modus Ponens Regel folgt: F,

'— Vgl. Lemmata aus Kapitel 3



2. Aus Kapitel 3 wissen wir : ﬂgoé — dz—p ist 3-Quantorenaxiom.
(mpt — Fz—p — (—Fz—p — L) ist Tautologie.
Mit Modus Ponens folgt: -7, =3z—¢p — L.

3. Wenn - ¢ — ¢ =k 2 — —p.
Dann folgt mit der 3-Einfiihrung: -y dz—¢ — - =+ ¢ — —Jx—).
Angenommen 1 ist beweisbar.
Wihle dann ¢ Tautologie, die x nicht frei enthilt.
= Aussagenlogik ergibt die Beweisbarkeit von ¢ — ¥ = ¢ — V x 9.
Mit Modus Ponens folgt: 1 V.

O
Lemma 4.4 :
Sei p(xq...2,) L-Formel, C Menge von neuen Konstanten und cy,...,c, Folge von
paarweise verschiedenen Elementen von C.
Dann st

Froe pler...c) <= Frpo(xr...x,).

Beweis:

Bemerkung: Ein L-Beweis von 1 ist Folge von L-Formeln, die entweder Axiome sind
oder mit den Regeln aus fritheren Formeln folgen, bei 1 endet.

Sei B(cy...c,) LUC -Beweis von ¢(cq,...,cp).

oBdA: Alle Konstanten in ¢; ...¢, drin.

= FErsetze im Beweis Konstanten ¢; durch Variablen y; dann erhalten wir einen L-
Beweis B(y1, ..., Yn) von ©(Y1, ..., Yn)-

V — Einfiihrung ergibt n-mal angewendet Yy ...y, ©(Y1,- -, Yn)

Mit V-Quantorenaxiom:

=V Y, Yn 90(551,---,95171,3/1',---,3/11) —>Vyz'+1,---,Z/n@(%l,---,xi,ywh---,yn)-
=k p(xy,...,x,)

Umgekehrt:
Fro(xy, ..o x,) = Frp Vo, zpe(x, ... x,)
= Fruc elcr, ... cn).

Bemerkung:

1. Eine L-Theorie ist die Menge von L-Aussagen.
Eine L-Theorie T heifst widerspruchsfrei oder konsistent, wenn man nicht Aussagen



©1,---,¢n aus T finden kann, die sich widersprechen, d.h. fiir die -y, =(¢1, ..., @),
dabei spielt die Klammerung und Reihenfolge der ¢; aufgrund von Lemma 4.3 (1)
keine Rolle.

Eine Aussage ¢ ist dabei genau dann nicht beweisbar, wenn {—¢} widerspruchsfrei
ist.

Denn:

I—g0:>|——|—|g0und|——|(—| (p/\~~/\—|<p):>|—<p.

2. Ein Modell von T ist L-Struktur, in der alle Aussagen aus T gelten.

Satz 4.5 :
Eine Theorie hat genau dann ein Modell, wenn sie widerspruchsfrei ist.

Bemerkung:

1. Der Vollstindigkeitssatz folgt somit aus dem Satz, da T als L-Theorie auch unend-
lich sein kann und damit noch eine wesentliche Verstirkung darstellt.

2. Mit dem Satz haben wir ebenfalls gezeigt, dass fiir jede Erweiterung K von L, T als
K-Theorie widerspruchsfrei ist, wenn wir annehmen, dass T eine widerspruchsfreie
L-Theorie und somit nach Lemma 4.2 T auch als L U C-Theorie widerspruchsfrei
18t.

Beweis:

Eine Theorie, die ein Modell hat, muss nach dem Korrektheitssatz auch widerspruchsfres
sein. Fir die umgekehrte Richtung missen wir zu einer widerspruchsfreien L-Theorie
T ein Modell konstruieren, durch Erweiterung von T zu T* , die aussieht wie das voll-
standige Diagramm einer L-Struktur A: Man indiziert die Elemente von A mit neuen
Konstanten aus einer Menge C

A={a.|ceC}.

Das vollstindige Diagramm ist dann die Menge aller L U C-Aussagen, die in der LU C'-
Struktur A* = (A, a.)ceco gelten.

Damit st das vollstindige Diagramm eine vollstindige Henkintheorie im Sinne folgender
Definition:

Definition 4.6



1. Eine L UC-Theorie Tt nennt man Henkintheorie mit Konstantenmenge C, wenn
es zu jeder LU C-Formel ¢ (z) eine Konstante ¢ € C gibt mit 3 xp(x) — ¢(c) €
T+,

2. K-Theorie T heifit vollstindig, wenn sie widerspruchsfres ist und ¢ € T V —p €
T fiir jede K-Aussage .

Beweis 2 zu Hinrichtung des Vollstindigkeitssatzes:

Schritt 1:
T ist in einer widerspruchsfreien Henkintheorie T enthalten.

Bewess:

1. Sei ¢ (z) eine L-Formel und c eine neue Konstante.
Dann ist T U{(3 zp(x) — ¢(c))} widerspruchsfrei.
Denn wenn fiir eine L-Aussage 1)

Frogey ~( A (Fre(z) = ¢(c))
so folgt mit Aussagenlogik :
Fruter m3zp(x) = und gy o(c) = .

Aus Lemma 4.4 folgt:
Fr = Jrp(z) und b p(z) = ).
Also ergibt sich insgesamt: - —).

Daraus ergibt sich:

Wenn T widerspruchsfrei ist, dann kann es keine 1y, ..., 1¢, €T mit

Fruge (W A A (Fap(x) = ¢(c)) geben. Daraus folgt, dass wenn man fiir jede
L-Formel p(x) eine eigene Konstante c, einfiihrt, die Theorie

Ty =TU{Frp(x) = ¢(c,) | p(x)L — Formel} widerspruchsfrei ist.

2. Nun fithrt man fir jede L U C-Formel eine neue Konstante ein und erhalte eine
L U CyUCsy- Theorie Th.

Wenn man weiter so vorgeht, erhdlt man eine Henkintheorie Tt = |J T; mit Kon-
ieN
stantenmenge C' = |J C;.
ieN
T+ ist widerspruchsfrei, da endlich viele geniigend Aussagen aus TT immer schon
in eimnem gentigend grofsen T; vorkommen und sich daher nicht widersprechen kon-

nen.

Schritt 2:
Jede widerspruchsfreie K-Theorie T ldsst sich zu einer vollstindigen K-Theorie T* er-
weitern.



Schritt 3:
Eine vollstindige Henkintheorie T* hat ein Modell aus Konstanten, d.h. ein Modell

W= (4, ae)eec mit A = {a. | c € C}. U* ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmd.

Beweis: siehe Teil 2
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Der Godelsche Vollstandigkeitssatz, Teil 2

André Bruner

21. Dezember 2018
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Wiederholung

Satz
Eine Theorie hat ein Modell < Eine Theorie ist widerspruchsfrei



Wiederholung Schritt 2 Folgerung Schritt 3 Definition Folgerungen Literaturverzeichnis
(o]

° o
o (o]

Wiederholung

Defintion 1.1

1. Eine LU C -Theorie TT heiBt Henkintheorie mit
Konstantenmenge C, wenn es zu jeder L U C-Formel
©(x) eine Konstante ¢ € C gibt mit
(Fxp(x) = ¢(c))e T*

2. Eine K-Theorie T* ist vollstandig, wenn sie
widerspruchsfrei ist und wenn
p € T* oder ~p € T* fiir jede K - Aussage ¢




Wiederholung Schritt 2 Folgerung Schritt 3 Definition Folgerungen Literaturverzeichnis
o] o (o]
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Schritt 1:
T ist in einer widerspruchsfreien Henkintheorie T enthalten.



Schritt 2

Schritt 2:
Jede widerspruchsfreie K-Theorie T ldsst sich zu einer
vollstandigen K-Theorie T* erweitern.



Schritt 2
]

Beweis.

Sei ¢ eine K-Aussage.

Angenommen, weder T U {¢} noch T™ U {-¢p} sind
widerspruchsfrei.

Dann gibt es Aussagen ; und ; aus T, fiir die gilt:
Fk b1 A Ay = ound B X1 A A Xm = @
=aL Pk (W1 A AP AXT A A Xm)

= T nicht widerspruchsfrei.

= Es ist also immer T1 U {¢} oder TT U {—¢}
widerspruchsfrei



Wiederholung Schritt 2 Folgerung Schritt 3 Definition Folgerungen Literaturverzeichnis
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Fortsetzung des Beweises.

e Wenn K hochstens abzihlbar ist, erhalten wir T*, indem wir
die Menge aller K-Aussagen als ¢g,¢1, ... aufzdhlen und der
Reihe nach entweder ; oder —p; hinzunehmen.



Schritt 2
]

Fortsetzung des Beweises.

e Wenn K hochstens abzihlbar ist, erhalten wir T*, indem wir
die Menge aller K-Aussagen als ¢g,¢1, ... aufzdhlen und der
Reihe nach entweder ; oder —p; hinzunehmen.

e Falls K tiberabzahlbar, verwende LEMMA VON ZORN:
Weil die Vereinigung jeder Kette von widerspruchsfreien
K-Theorien widerspruchsfrei ist, gibt es eine maximale
widerspruchsfreie K-Theorie T*, in der T enthalten ist.
Dann: T* U {¢} widerspruchsfrei < ¢ € T*
= T* ist vollstandig.



Folgerung

Aus der VOLLSTANDIGKEIT folgt, dass T* deduktiv
abgeschlossen ist, d.h.,

falls 41, ...,1¥p zu T* gehoren und Fx Y1 A --- A, — ¢, dann
gehort auch ¢ zu T



Schritt 3

Schritt 3:
Eine vollstandige Henkintheorie T* hat ein Modell aus Konstanten,

d.h. ein Modell A* = (A, ac)cec mit A={a.:ce C}.
A* ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.



Schritt 3
(]

Beweis Eindeutigkeit.

Sei B* = (B, bc)cec ein zweites Modell aus Konstanten.

Weil T* vollsténdig ist, ist T* die Menge aller LU C - Aussagen,
die in A* gelten.

Es gilt also V LU C - Aussagen ¢:

A*Eps pe T s B E .

Weil daher:

ac=ag e A Fc=ds B*Fc=d<& b, = by, liefert

f(ac) = bc eine Bijektion, die die Interpretation der Konstanten
aus C respektiert.



Wiederholung Schritt 2 Folgerung Schritt 3 Definition Folgerungen
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Fortsetzung Beweis Eindeutigkeit.

e Ebenfalls werden die RELATIONEN respektiert:
R agy,---,ac,) & A*FE R(c,...,ch) &
B*ER(ct,...,cn) < RB(by,. .., be,)

e Fiir FUNKTIONEN und KONSTANTEN f € L gilt:
fA(aey,---»ac,) = aq < FB(beys - -+ s be,) = be,-

Literaturverzeichnis



Wiederholung Schritt 2 Folgerung Schritt 3 Definition Folgerungen Literaturverzeichnis
o] o o
o °

Beweis Existenz.

Um A* zu konstruieren, miissen wir Elemente a., (c € C) finden
mit

(I)ac=a,<c=deT"

gilt genau dann, wenn

c~d&sc=deT* Aquivalenzrelation ist, da wir dann fir a. die
Aquivalenzklasse von ¢ nehmen kdnnen. O



Schritt 3
(]

Fortsetzung Beweis Existenz.

(Reflexivitat)

==1.Gleichheitsaxiom-+Y— Quantorenaxiom

Fiucec=c

:>T*ded.abg.

c=cé€ T* =~ reflexiv

(Transitivitat)

(c=dANd=e—c=e)ec T"

c=deT"Nd=e€ T" =>ged.abg. ¢ = € € T* =~ transitiv.
(Symmetrie)

folgt aus dem 3. Gleichheitsaxiom. O



Wiederholung Schritt 2 Folgerung Schritt 3 Definition Folgerungen Literaturverzeichnis
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[e] o
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Fortsetzung Beweis Existenz.
Setze A= {a.: c € C}. Fiir jedes Relationszeichen R € L muss
nun eine Relation R auf A gefunden werden, sodass

(2) R4ae, - -+, ae,) < R(ci,...,c)) € T

Aus dem 5. GLEICHHEITSAXIOM folgt, dass:
ac, = ady,---,ac, = ad,, R(c1,...,¢cn) = R(d1,...,dn) € T* O



Wiederholung Schritt 2 Folgerung Schritt 3 Definition Folgerungen Literaturverzeichnis

o o
(]

Fortsetzung Beweis Existenz.

Sei f ein n-stelliges Funktionszeichen (Konstante: n=0) aus L.
Die Operation f* auf A muss so definiert werden, dass

(3) FMae, .- ,ac,) = ag, < f(cr,...,ch) =co € T*

Aus by fery ... cn) = f(cr,...,cp) folgt aber mit
J-Quantorenaxiom:

}_LUC Ele(Cl, ey C,,) =X

Da T* Henkintheorie: d¢g € C mit

(3xf(cr,...,cn) =x = f(c1,...,cn) =) € T*.
—>ded.abg. F(C1,-..,Cn) = o € T* (rechte Seite von (3)



Schritt 3

Fortsetzung Beweis Existenz.

Zweitens ist ac, durch die rechte Seite von (3) eindeutig bestimmt
und hangt nur von den a,...,ac, ab, d.h g = dp gehort zu T+,
denn aus der deduktiven Abgeschlossenheit und den
Gleichheitsaxiomen folgt:

c1=di,...,cn=dnf(c1,...,cn) = cound f(di,...,dn) = do
und somit cg = dy € T*. O



Schritt 3
(]

Fortsetzung Beweis Existenz.
Konstante Terme (Terme ohne Variable) werden in A* so
ausgerechnet, wie es T* sagt:

MHtY =a.t=ceT"

Zeige induktiv {iber Aufbau von t:
e Falls t Konstante aus C ist, folgt die Beh. aus (1)

o Fallst = ft;...t, und t/" = a,, sind nach Induktionsvorr. die
Gleichungen t; = ¢; in T*

==4.Gleichheitsaxiom

t=ceT*sfc...co=ceT*

Andererseits ist:

tA" = a. & A (a, .. ac,) =ac e fa...cp=ce T* O



Schritt 3
(]

Fortsetzung Beweis Existenz.

Zuletzt beweisen wir induktiv iber den Aufbau der Aussage ¢, dass
A* e T
e lL.Fall p=t1 =1t
Sei t" = a,.
Dann ist nach (4) t; = ¢; € T* fiir i = 1,2 und daher
A'Fpsa,=a,ca=0cT " atj=tecT"
e 2 Fall: p=Rt;...t,
Sei t4" = a,.
Dann ist nach (4) tj =c¢; € T* firi=1,...,n und
A EpeRey...cheT*
<5.Gl.axiom ¥ € T



Wiederholung Schritt 2 Folgerung Schritt 3 Definition Folgerungen Literaturverzeichnis
o] o o
o °

Fortsetzung Beweis Existenz.

e 3. Fall: p = =9
Da T* vollstandig ist, gilt:
A Fpe A FYvesypdg T < pe T

o 4 Fall: o = (11 A1p2)
Aus der deduktiven Abgeschlossenheit von T* folgt:

A Epe A Eg(i=12) ¢ eT(i=1,2)ape T
e 5 Fall: o = 3Ixyp. ¢(c) € T* fiirein c € C = geq.apg. IV € T*
Da 3xyp € T* und Fp — (c) € T* = (c) € T*.

O



Wiederholung Schritt 2 Folgerung Schritt 3 Definition Folgerungen Literaturverzeichnis
o] o (o]
o (]

Fortsetzung Beweis Existenz.

Wir haben

A*E o< A*Ela] fireince C

< A*Ey(c) fireince C

< (c) e T* fireince C

Spe T O



Wiederholung Schritt 2 Folgerung Schritt 3 Definition Folgerungen Literaturverzeichnis
(o]

[e] o
o (o]

Defintion 5.1

Sei T eine L-Theorie und ¢ eine L-Aussage.
1. pistin T beweisbar, Notation: T F ¢,
wenn es Axiome 91,...,1¢, € T gibt, fiir die
WY1 A - ANp — @ beweisbar ist.

2. o folgt logisch aus T, T F ¢,
wenn ¢ in allen Modellen von T gilt.




Wiederholung Schritt 2 Folgerung Schritt 3 Definition Folgerungen Literaturverzeichnis
o] o (o]
o (o]

Folgerungen, ohne Beweis

Folgerung
THpe Tl

Folgerung (Kompaktheitssatz)

Ein Theorie hat genau dann ein Modell, wenn jede endliche
Teilmenge ein Modell hat.

Folgerung (Lowenheim-Skolem)

Wenn eine Theorie mit héchstens abzidhlbarer Sprache ein Modell
hat, hat sie ein héchstens abzahlbares Modell.



Wiederholung Schritt 2 Folgerung Schritt 3 Definition Folgerungen Literaturverzeichnis
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@ Ziegler, M.: ,Mathematische Logik “.
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1. Die naive Mengenlehre

1.1 Einfiihrung

In der Mathematik spielt die Mengenlehre eine sehr bedeutende Rolle, denn fast alle
Begriffe der gewohnlichen Mathematik lassen sich mit ihr ausdriicken. Sie bildet ein
Fundament der Mathematik, dessen Wichtigkeit nicht unterschitzt werden sollte. Schaut
man sich einige Beispiele an, wird das sehr schnell deutlich:

Ein metrischer Raum besteht aus einer Menge X und einer Funktiond : X x X — R

Die Funktion besitzt wiederum eine Definitionsmenge, die eine Menge von Paaren (x,y) ist.
Ein Paar wiederum ist ebenfalls eine Menge, auf die ich spéter noch eingehen werde.

All dies kann mithilfe der Mengenlehre beschrieben und erklirt werden. Jedoch gibt
es viele verschiedene Auffassungen und somit auch verschiedene Mengenlehren. Zunéchst
mochte ich mit der Naiven Mengenlehre beginnen:

Die naive Mengenlehre beruht auf einer bekannten Definition Cantors!, ndmlich: ,Unter
einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten wohlunterschiede-
nen Objekten m unserer Anschauung oder unseres Denkens (, welche ,Elemente“ von M
genannt werden) zu einem Ganzen.“ Versucht man Cantors Verstidndnis von Mengen zu
formalisieren, so ergeben sich zwei Axiome.

1.2 Die Axiome der Naiven Mengenlehre

Die Sprache der Mengenlehre ist L, = {€}. Man liest "x € y" als x ist Element von y.

1.2.1 Extensionalitat

Das Extensionalitiatsaxiom kann wie folgt wortlich umschrieben werden: Zwei Mengen
heiflen gleich, wenn sie die selben Elemente haben. Mathematisch ldsst sich das wie folgt
ausdriicken: Seien x,y Mengen. (Notiz: Mengen werden ab sofort mit Kleinbuchstaben
bezeichnet in Anlehnung an die pradikatenlogische Konvention Variablen immer klein zu
schreiben und in Anlehnung an die Primérliteratur) Dann gilt:

Vax,y(Vz(zex—z€ey)—x=y)

Das bedeutet also, dass, wenn alle Elemente z aus x auch alle Elemente der Menge y
bilden, diese beiden Mengen x und y gleich sind.

1Georg Cantor:1845-1918.



1.2.2 Volle Komprehension

Das Axiom der vollen Komprehension lidsst sich verbal inwiefolgt zusammenfassen: "Jede
definierbare Klasse von Mengen ist die Klasse der Elemente einer Menge. Mathematisch
bedeutet das: Fir alle Formeln

P(x,¥1,..,Yn)

gilt:
Vy1..y,3xVz(z € x < @(2,y1,...,Yn))

Das Axiom besagt also, dass fiir jede Formel
(2,1, Yn)
und fixe Parameter y1,...,y, die Klasse
{zlp(z, y1, ..., yn)}

eine Menge ist. Daraus wiirde sich schlief3en lassen, dass jede Klasse auch eine Menge
ist. Dass das ein Problem fiir uns ist, sehen wir ein, wenn wir das nichste Unterkapitel
betrachten.

1.2.3 Die Russellsche Antinomie

Das System, welches alle Mengen beinhaltet, scheint die obigen Axiome zu erfiillen, je-
doch gibt es dabei ein Problem, welches durch die Russellsche Antinomie beschrieben wird?:

Satz (Russellsche Antinomie)
Die naive Mengenlehre ist inkonsistent. (d.h. widerspriichlich)

Beweis Wir betrachten die Formel ¢(x)=-xex
Aus dem Komprehensionsaxiom folgt dann folgendes Axiom:

AxVz(zex < 1z€2)

Wenn aber x eine Menge mit Vz(z € x — -z € 2) ist, also
x={z|nz ez},

liefert die Einsetzung von x fiir z den Widerspruch: x e x — —x e x

Damit ist der Satz bewiesen. O
Zur néheren Erkldarung werden wir uns in Abschnitt 2.2.2 noch intensiver mit der Russell-
schen Antinomie beschéftigen.

Dieser Beweis zog natiirlich einige Konsequenzen mit sich, weshalb es heute viele ver-
schiedene Axiomensysteme der Mengenlehre gibt. Durchgesetzt hat sich dabei die ZFC-
Mengenlehre, auf die ich im folgenden Kapitel eingehen mochte.

2Sie stammt von dem Mathematiker Bertrand Russell(1872-1970)



2. Die ZFC Mengenlehre

2.1 Grundlegendes und Motivation

Die ZFC-Mengenlehre ist benannt nach seinen Griindern Ernst Zermelo® und Abraham
Fraenkel 4, sowie nach dem Auswahlaxiom (axiom of choice). (Es gibt auch eine ZF-
Mengenlehre, die das Auswahlaxiom nicht beinhaltet). Die ZFC-Mengenlehre enstand
zu Beginn des 20.Jahrhunderts. Seine Axiome wurden in den Jahren 1908-1921 von
den beiden Begriindern Zermelo und Fraenkel niedergeschrieben. Sie gehort zu den
Mengenlehren, die sich ausschliefllich mit dem Begriff der Menge beschiftigen und nicht
zwischen Mengen und Klassen unterscheidet. Mittlerweile gehort die ZFC-Mengenlehre
zu einer der wichtigsten Mengenlehren und konnte sich gegeniiber anderen Mengenlehren
durchsetzen, denn mit ihr lassen sich fast alle Aussagen der Mathematik so formulieren,
dass sich in ZFC beweisbare Aussagen ergeben. Zuriickzufiihren ist die ZFC-Mengenlehre
auf ein Axiomensystem, welches insgesamt aus 10 Axiomen besteht, von denen ich hier
Folgende betrachte:

¢ Extensionalitdtsaxiom
¢ Aussonderungsaxiom
¢ Paarmengenaxiom

¢ Vereinigungsaxiom

Bemerkung: Die Notation orientiert sich, wie bei der naiven Mengenlehre, vollstindig an
dem Buch Martin Zieglers [1]. Mengen werden hier klein geschrieben.

2.2 Die Axiome der ZFC-Mengenlehre

Das erste Axiom der Extensionalitit beruht ebenfalls auf dem Extensionalitdtsaxiom der
naiven Mengenlehre. Die anderen Axiome sind alle Spezialfidlle der Komprehension
2.2.1 Extensionalitat

HIst jedes Element einer Menge M gleichzeitig Element von N und umgekehrt, ist also gleich-
zeitig M < N und N c M, so ist immer M = N. Oder kiirzer: jede Menge ist durch ihre
Elemente bestimmt.“ Ernst Zermelo, 1908

Das Extensionalitédtsaxiom sagt etwas dariiber aus, wann wir zwei Mengen als gleich
ansehen konnen. Dies wird hier iiber die Beziehung der Teilmenge deutlich:

Va,y(Vz(zex —z€ey)—x=y)

3Ernst Friedrich Ferdinand Zermelo, 1871-1953
4 Adolf Abraham Halevi Fraenkel, 1891-1965



Wir kénnen den Ausdruck Vz(z € x — z € y) nun mit x c y abkiirzen. Dies bedeutet: "x ist
eine Teilmenge von y" (Alle Elemente aus x sind auch in y vertreten). Das Extensionali-
tatsaxiom kann man dann auch schreiben als:

Vx,yxcyAnycx)—x=y.

Das heil3t also, dass zwei Mengen x und y gleich sind, wenn sie gegenseitig Teilmengen
voneinander sind. Graphisch l4sst sich das so darstellen: °

S N ‘. - \
, O i / O \
\ \
’ ()
\ ) [ ,

Nun folgen drei Sonderfille der Komprehension.

2.2.2 Aussonderung

»Durch jede Satzfunktion f(x) wird aus jeder Menge m eine Untermenge my ausgesondert,
welche alle Elemente x umfasst, fiir die flx) wahr ist. Oder: Jedem Teil einer Menge ent-
spricht selbst eine Menge, welche alle Elemente dieses Teils enthdlt.“ Ernst Zermelo, 1908

Bei dem Aussonderungsaxiom geht es darum bestimmte Teilmengen aus einer Menge

aussondern zu konnen, die wiederrum selbst Mengen sind. Mathematisch wird dies so
formuliert:

Vy0,...,¥ndxVz(zex = (2 € yo A P(2,¥1,...,¥n)))-

Graphisch lasst sich das Axiom so veranschaulichen:

5Alle folgenden Grafiken entstammen ohne Ausnahme dem, im Literaturverzeichnis genanntem, Werk [2]



Im Prinzip bedeutet dieses Axiom eigentlich nur: Eine ausgesonderte Menge y mit Ele-
menten aus der Menge x enthilt alle Elemente aus x, die eine bestimmte Eigenschaft (hier
die Formel ¢ ) erfiillen, weshalb man sie in der Menge y zusammenfasst.
Dieses Axiom ist sehr bedeutend, denn es erlaubt uns nun zum Beispiel die Definition des
Durchschnittes zweier Mengen

xNy={zex|zey}

oder aber auch der Differenz:
x\y={zex|nzey}

Ein weiterer wichtiger Schritt ist, dass wir nun definieren konnen, was die leere Menge ist.
Namlich:
@ ={zlnz =2z},

denn fiir eine beliebige Menge x ist @ = {z € x|z = —z}.

Mithilfe dieses Axioms wird nun auch die Russellsche Antinomie zu einem Theorem der
ZFC-Mengenlehre. Man kann zeigen, dass nicht jede Sammlung von Mengen wieder eine
Menge ist. Es ist ndmlich beweisbar, dass die Klasse V aller Mengen keine Menge ist.

ZFCF3xVz:zex

Beweis:

Sonst wire nach dem Aussonderungsaxiom die Russellsche Klasse (Das ist die Klasse aller
Klassen, die sich selbst nicht als Element enthalten) {z|—z € z} = {z € v|—z € z} ebenfalls
eine Menge, was sofort zum Widerspruch fithrt. Angenommen diese Klasse enthélt sich
selbst, dann gilt auf Grund der Eigenschaft, mit der wir die Klasse definiert haben, dass
sie sich selbst doch nicht enthilt, was ein Widerspruch ist. Andererseits konnen wir anneh-
men, dass die Klasse sich doch nicht selbst enthilt, allerdings erfiillt dann diese Klasse
ihre definierte Eigenschaft, so dass sie sich selbst doch wieder enthélt. Dies gerade ist der
Widerspruch, den die Russellsche Antinomie audsdriickt. Russell selbst versuchte seine
These immer mit folgendem Beispiel zu Erklaren: Stellen Sie sich einen Barbier vor. Der
besagte Barbier rasiert genau diejenigen Ménner, die sich nicht selbst rasieren. Rasiert

sich der Barbier selbst oder nicht?
_, Fall I: Der Barbier

< rasiert sich selbst.
Hieraus folgt...

Fall 2: Der Barbier

rasiert sich nicht selt
Hieraus folg



2.2.3 Paarmenge

LSind a,b irgend zwei Dinge des Bereichs, so existiert immer eine Menge {a,b}, welche sowohl
a als [auch] b, aber kein von beiden verschiedenes Ding x als Element enthdlt.“ Ernst
Zermelo, 1908
Das Paarungsaxiom erméglicht uns zu verstehen, was ein Paar ist. Es gilt:
Vyi,yedxVz:zex — (z=y1 Vz=y9).
Dieses Axiom driickt aus, dass
{x,y}={zlz=xvz=y}

eine Menge ist, die aus x und y gebildete Paarmenge. Man kann sie sich ungefahr so
vorstellen:

Definition:
Das geordnete Paar von zwei Mengen x und y ist die Menge

(e, ) = {{x}, {x, y}}.

(x, y) heiBt Kuratowski-Paar®. Hier ist besonders auf die Reihenfolge zu achten, denn (x, y)
# (y,x). Graphisch sieht ein Paar so aus:

(O, 0)

-, ~

\

\
i
|
\ )
/ ’

s
\
\O

~

.

N
- -
’ \

\

1

'
\ ’

\

6Kazimierz Kuratowski (1896-1980)



Lemma:
In ZFC ist beweisbar, dass:

Vx’y,x,ay/i(x,y) = (x/,y/)_’x :x//\y :y/

Im Folgenden mochte ich an dieser Stelle einfach auf den Beweis aus Dirk Hoffmanns
"Grenzen der Mathematik"’ hinweisen. Dieser befindet sich auf den Seiten 169-173. Eine
Ausfithrung wire an dieser Stelle zu ausschweifend, da die Aussage des Lemmas fiir die
meisten von uns verstédndlich ist und ein Beweis in ZFC sehr aufwéndig ist.

2.2.4 Vereinigung

yJeder Menge T entspricht eine Menge S(T) (die ,Vereinigungsmenge‘ von T), welche alle
Elemente der Elemente von T und nur solche als Elemente enthdlt.“ Ernst Zermelo, 1908

Das Vereinigungsaxiom ermoglicht uns zu verstehen, was die Vereinigung von Mengen ist.
Es gilt:
VydaVz:zex - w(zew Aw € y).

Graphisch sieht das Ganze so aus:

Durch dieses Axiom wird die Existenz von

Uyz{zlEIw:(zEw/\wa)}

der Vereinigung der Elemente von y gefordert. Aus dem Paarmengenaxiom und dem
Vereinigungsaxiom kann man dann folgern, was die Vereinigung von zwei Mengen sein

"Hoffmann, Dirk W.: Grenzen der Mathematik. Eine Reise durch die Kerngebiete der mathematischen
Logik, Karlsruhe 2018 (3.Auflage). S.149-173.



soll:
xUy= U{x,y}

Weiterhin kann man rekursiv iiber n Folgendes definieren:

{yl,y2,--->yn+1} = {yl,---,yn}U{yn+1}-

Dies wird sich fiir die folgenden Axiome als sehr niitzlich erweisen.

3. Schlusswort

Schon die ersten Axiome zeigen, wie wichtig die ZFC-Mengenlehre fiir die Mathematik ist
und, dass sie als Fundament fiir fast alle Prinzipien der Mathematik gilt. Wir kénnen nun
also sagen, wann zwei Mengen gleich sind, was eine leere Menge ist, was der Durchschnitt
und die Vereinigung zweier Mengen sind und was ein geordnetes Paar ist. Dieses Wissen
ist fiir uns mehr als niitzlich. Wie bereits in der Einleitung gesehen, ist das Mengenkonzept
uberall vertreten, weshalb wir auch immer unbewusst die von mir behandelten Axiome
verwenden und brauchen.
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2 Hoffmann, Dirk W.: Grenzen der Mathematik. Eine Reise durch die Kerngebiete
der mathematischen Logik, Karlsruhe 2018 (3.Auflage). S.149-173.
Hieraus stammen sidmtliche Schaubilder.

3 Russell, Bertrand: The principles of Mathematics, Cambridge 1903. §101.
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(Erkldarung des Beweises in Abschnitt 2.2.2)
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Die Axiomatische Mengenlehre Teil Il

[sabelle Jimenez Fabian

21.12.2018

1 Einleitung

Die moderne Mengenlehre ist durch einen formalen axiomatischen Aufbau von Ernst Zer-
melo und Abraham Fraenkel gepréigt. Die Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre (ZFC) ist die
Grundlage der modernen Mathematik, denn alle Gegenstinde der Mathematik sind Men-
gen oder auch Klassen von Mengen. Die ZFC hat ein logisches Fundament erschaffen um
alle Begriffe und Konzepte der Mathematik zu erkldren. Im ersten Teil der axiomatischen
Mengenlehre wurde das Extensionalititsaxiom, das Axiom der vollen Komprehension,
das Aussonderungsaxiom, das Axiom der Paarmenge und das Axiom der Vereinigung
behandelt. In den folgenden Abschnitten werden die restlichen Axiome (Axiom der Po-
tenzmenge, Ersetzungsaxiom, Fundierungsaxiom, Unendlichkeitsaxiom, Auswahlaxiom),
die die axiomatische Mengenlehre aufspannen, untersucht.

2 Das Potenzmengenaxiom

Das folgende Axiom beschreibt die Existenz der Potenzmenge:

’Vyiixv,z ze€ETx2zCy

Die Menge aller Teilmengen ist somit existent
und wird definiert als: 2¥ = {z|z C y}

Beispiel:

2112} = {123, {1} {2}, Q)} ,’/,"'_\_‘""«_"_':: _______ ™

Mithilfe des Potenzmengenaxioms lisst sich
die Existenz des Produktes von Mengen zei-
gen:

Abbildung 1: Axiom der Potenz-
menge [1]



Axiomatische Mengenlehre Teil 1T Grundlagen der Mathematik

Lemma: Aus den Aziomen von ZFC folgt fiir alle
a und b die Eristenz des direkten Produktes

axb={(z,y)|z€anyeb}

Beweis: Seien x € aund y € b. Dann sind x und y Elemente der Vereinigung aUb. Daraus
folgt, dass {z} und {z,y} Elemente von 29 sind. Da (z,y) = {{z}, {z,y}} ist, ist die
Menge {{z},{z,y}} ein Element von 22*”". Daraus folgt, dass {(z,y) |z € aAy € b} eine
Teilklasse von 22" ist. Da nach dem Aussonderungsaxiom eine Teilklasse einer Menge
wiederum eine Menge ist, ist das direkte Produkt a x b eine Menge und somit existent.

Beispiel:

{12} x {3,4} = {(1,3),(1,4),(2,3), (2,4)}

Bemerkung: Definiere Tripel als:

(z,9,2) = ((z,9),2)

Weitere n-Tupel kénnen analog definiert werden. Beispiel: Viertupel: (z,y, z,w) = ((z,y, 2),w) =

(((z,9),2), w)

Bemerkung:
(1) Relationen R sind Mengen von Paaren:

RCaxb
(2) Der Definitionsbereich von R ist gegeben durch:
dom(R) ={x |3y (z,y) € R}
(3) Der Bildbereich von R ist definiert durch:
Im(R) ={y |3z (z,y) € R}

Doch sind der Definitionsbereich und der Bildbereich von R Mengen?

Sei das geordnete Paar (z,y) = {{z},{z,y}} € R dann ist {z,y} ein Element der Ver-
einigung UR. Und somit sind « und y Elemente von U U R. Da Definitionsbereich und
Bildbereich von R also Teilklassen von UU R sind, sind sie nach dem Aussonderungsaxi-
om wieder Mengen.

(4) Funktionen f kénnen als rechtseindeutige Relationen definiert werden:

Ve,yr,y2 (z,y1) € fA(z,2) €f = yr=1p
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Da es also zu jedem x € a maximal ein y € b mit (x,y) € f gibt, ist die Relation f
rechtseindeutig.

(5) Funktionen kénnen mit ihrem Graphen identifiziert werden:

Graph(f) = {(z, f(z)) € dom(f) x Im(f) |z € dom(f)}

Schreibweise: f(x) =y fir (z,y) € f

— Ist x ¢ dom(f),dann setzen wir f(x) =0

— Die Schreibweise f : a — b bedeutet: dom(f) = a und Im(f) C b. Ist b nicht
spezifiziert, dann schreiben wir: f:a — V

(6) Einschrinkung von f auf ¢:

fle=fn(cxb)

(7) Bildbereich von f|.:
fld={f@) |z ec}

3 Das Ersetzungsaxiom

(V(a € x)3bp(a,b)) — (FyVb(b € y < I(a € z)p(a,b)))

© modelliert eine Funktion f y ist das Bild von x unter ¢(a,b)
,die jedem Element a€x
genau ein Bildelement b zuordnet

"Das Bild einer Funktion ist wieder eine Menge"

Das Ersetzungsaxiom sagt aus, dass fiir jede Funk-

tion f, die mit einer Formel ¢ beschrieben wer-

den kann und jede Menge = = {z1,z2,3,...} oI
auch die Menge y = {f(x1), f(x2), f(x3),...} exis- fo O

tiert. \ [~ ;
G S
Beispiel: \ \‘\\//

Die Existenz des direkten Produkts a x b kann auch \". - b """ |
ohne das Potenzmengenaxiom nur mit Hilfe des Er- RS o \ '
setzungsaxioms hergeleitet werden: ‘ ©

Sei y fest. Dann existiert fiir alle ¢ € b genau ein d,
sodass d = (y, ¢). Nach dem Ersetzungsaxiom gibt
es zu dieser Relation ein Bild von (y,c), wobei das ~Abbildung 2: Ersetzungsaxiom |2]
Bild eine Menge ist. Dieses Bild ist gegeben durch:
{(y,c) |y € {y} Nc € b} = {y} xb. Wird das Er-
setzungsaxiom darauf nochmal angewendet, d.h.nimmt man das Bild von {y} x b, dann
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ist dieses Bild eine Menge z, die gegeben ist durch: {{y} x b |y € a} =: z. Aus der
Vereinigung aller dieser Mengen z folgt: a x b = Uz. Somit l&sst sich die Existenz des
direkten Produkts zweier Mengen auch mit Hilfe des Ersetzungsaxioms zeigen.

Bemerkung:
Die Existenz der inversen Relation R~! = {(z,y) | (z,y) € R} lisst sich ebenfalls mit
dem Ersetzungsaxiom zeigen.

Bemerkung(Eigenschaften von Funktionen):

Sei f :a — b eine Funktion:

(1) Eine Funktion f heift surjektiv, falls gilt: Im(f) = {y | 3z (x,y) € R}
(2) Eine Funktion f heift injektiv, falls gilt: f~! ist eine Funktion

(3) Eine Funktion f heit bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist

4 Das Fundierungsaxiom

Das Fundierungsaxiom erlaubt es Mengen explizit zu formulieren und dabei bestimmte
Mengen , wie zum Beispiel Mengen, die sich selber enthalten, auszuschliefen. Um das
Fundierungsaxiom zu beschreiben, muss der Begriff der Fundiertheit zunéchst definiert
werden.

Definition (informell)
Eine Menge z heifst fundiert, wenn jede bei x anfangende €-Kette

T2O2YDYL D ...

nach endlich vielen Schritten abbricht.

Das Fundierungsaxiom

’Vm(ﬁziﬂﬁﬂzexzﬁxiw

"Jede Menge ist fundiert"

Erfiillt « dieses Axiom nicht, dann besitzt jedes Element von x ein Element, welches
wieder zu x gehort. Es gibt also eine unendliche e€-Kette von Elementen von z. Falls
umgekehrt yg > yi... eine unendliche €-Kette ist, wird das Fundierungsaxiom durch
x = {yo,y1, ...} verletzt.

Folgerung
Eine Menge kann sich nicht selbst als Element enthalten.

Beweis: Sei x1 eine Menge mit x1 € x7. Dann verstoft die Menge = = {z1} gegen
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das Axiom, da z Nxy = {z1} # 0

Bemerkung

Mengen, die vom Fundierungsaxiom ausgeschlossen werden, sind:

(1) Mengen, die sich selbst enthalten (Selbstinklusion)

(2) Mengen, die in Form eines Rings aufgebaut sind (Ringinklusion)

m _
</

Abbildung 3: Selbstinklusion [3]

(3) Mengen, die unendlich absteigende Inklusionsketten besitzen (Unendlicher Abstieg)

SO0
\f,‘ﬁ_’e/v

Abbildung 4: Ringinklusion [4]

=] =] 3> >
-« ) )& )e—..

Abbildung 5: unendliche Kette [5]

Bemerkung
Man kann mit Hilfe der {ibrigen Axiome zeigen, dass es zu jeder Menge eine Bijektion mit
einer fundierten Menge gibt. Das bedeutet fundierte Mengen geniigen um Mathematik
zu betreiben.

5 Das Unendlichkeitsaxiom

Jdz Dex AN VzezxzzU{z}e€x)
~——
die leere Menge fuer jedes z€x ist auch
ist ein Element von x  die Menge zU{z} in x enthalten

"Es gibt eine Menge, die () und alle Nachfolger enth&lt”
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Das Axiom besagt, dass die Elemente (), {0}, {{0}}, ... S
alle in z enthalten sind und gleichzeitig diese Eigen- TTIIN \ \
schaft von keiner endlichen Menge erfiillt werden
kann.

Das Axiom beschreibt also die Existenz von Men- P
gen mit unendlich vielen Elementen. (NN e

Beispiel: N I
Eine Menge, die die im Axiom geforderte Eigen- T it |
schaft erfiillt, ist: N

o= 0,001 001 0. 0L 0.0,

6 Das Auswahlaxiom

Vo(-0ex—3f i — VVzea f(2) € 2)] FEN TET A

: © L 9
7 Zu jeder Menge von nichtleeren Mengen existiert eine ; O 7 '
Auswahlfunktion, also eine Funktion, die jeder dieser : O P ; 7: ©
nichtleeren Mengen ein Element derselben zuordnet und -7 \©
somit auswahlt.” __\—7
Dieses Axiom garantiert die Existenz einer Aus- o
wahlmenge, d.h. einer Menge, die aus jeweils einem
Element einer anderen Menge besteht. Abbildung 7: Axiom der Auswahl

7]

Das Auswahlaxiom spielt bei der Wohlordnung von
Mengen eine grofe Rolle.
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Die Natitirlichen Zahlen

Vortrag zum Proseminar Grundlagen der Mathematik
Tjard Sattler

Wintersemester 2018/19

1 Einleitung

Z und Q werden aus N erzeugt, aber wie sind die natiirlichen Zahlen selbst
definiert? ,Was man zdhlen kann“ ist eine schlechte Definition; sie ist generell
kaum fiir die mathematische Arbeit geeignet und vor allem unexakt. Eine bessere
Definition wollen wir nun finden.

Zuerst werden wir jede natiirliche Zahl mit einer Menge identifizieren und
verschiedene Eigenschaften dieser Darstellungsform zeigen. Mit Hilfe dieser Er-
kenntnisse konnen wir dann ganz formal die Menge der natiirlichen Zahlen
definieren — natiirlich so, dass sie identisch zu unserer intuitiven Vorstellung
natiirlicher Zahlen ist. Zuletzt werden wir noch einige grundlegende Operatio-
nen auf den natiirlichen Zahlen mengentheoretisch beschreiben.

2 Darstellung natiirlicher Zahlen als Menge

Definition 1. Definiere zu jeder natiirlichen Zahl n eine sie reprisentierende
Menge wie folgt:

o IS
Il
= A

wobei man den Rekursionsanker in diesem Fall nicht explizit angeben muss, die
erste Zeile der Definition wiirde also geniigen.

Sieht man sich ein paar Beispiele an, so fillt auf, dass diese Menge nahelie-
gender ist, als man zuerst denkt: n hat immer die Kardinalitdt n. Wir werden
uns jetzt zuerst ndher mit den Eigenschaften dieser Reprisentation von Zah-
len beschéftigen um sie dann zur Definition der natiirlichen Zahlen nutzen zu
konnen.



Beispiel 1.

0
{0} = {0}

{01} = {0,{0}} = {0, {0}}

{0,1,2} = {0, {0}, {0, 1}} = {0, {0}, {{0}, {0} }} = {0, {0}, {0, {0}}}

Definition 2. Nachfolger von x:

o o = 1S
|

s(z) = U {x}
Korollar 1. ZFCtFn+1=s(n)
Beweis. n+1=1{0,1,...,n} ={0,1,....,n—1}U{n} =nU{n} =s(n) O

Definition 3. Lineare Ordnung
Eine Relation < auf a heifit lineare Ordnung, wenn gilt:

Irreflexivitit: Vo € a : —x < aVx € a
Transitivitit: Ve, y,z €a:c <yANy<z -z <z
Linearitit: Vx,y €a:x <yVax=yVy <z

Lemma 1. € ist auf jeder Menge x, die aus beliebig hiufiger Anwendung der
Nachfolgeroperation auf () ensteht, eine lineare Ordnung.

Beweis. Irreflexivitét gilt nach dem Fundierungsaxiom fiir alle Mengen.
Transitivitdt: Auf solchen Mangen gilt: a € b € x = a C b C z, folglich ist €
genau dann transitiv auf z, wenn C es ist. Dem ist so, denn nach Definition der
Teilmenge gilt a CbCc=aCc

Linearitdt geht unter Verwendung der Transitivitdt direkt aus der Definition
von x hervor.

O

Insbesondere ist jede Darstellung einer natiirlichen Zahl wie in Definition 1
eine solche Menge.

Lemma 2. Ist m < n, so gilt:
ZFCF —n=m

Beweis. TA: Sei m = 0 und n > m. Dann ist §) € n, aber m=0 = ZFC - -
m. Mit dem Fundierungsaxiom folgt dann —n=m.
IV: Sei also fiir ein M: ZFC F —n=m fiir alle m < M und alle n.

IS: Sein > M+1. Dann wissen wir aus Lemma 1, dass ZFC F n=s(...s(M +1)...).

Dank der Transitivitdt von € gilt daher ZFC - M + 1 € n. Die Ungleichheit
folgt, da eine Menge sich nicht selbst enthalten darf. O



Lemma 3. Fiir alle n,m gilt:

m<n=ZFCk-men (1)
m>n= ZFCF-m¢cn (2)

Beweis. Zeige zuerst (1): Geméf Lemma 1 gilt ZFC F n=s(...s(m)...), also
wegen der Transitivitit von €: ZFCFm e n

Zeige nun (2): Fall 1: m = n = m=n = ZFC F —-m € m=nwegen der Irreflexi-
vitét.
Fa112zm>ngZFCF@EméZFCkzGﬂem%zemwegender
Transitivitat von €.

Angenommen, es wire m € n, dass wiirde genau wie oben ZFCF z € n € m —
z € m gelten. Nach dem Fundierungsaxiom wére dann m=n; Widerspruch, denn
eine Menge darf sich nicht selbst enthalten O

Mit diesen Aussagen fillt bereits auf, dass € auf zwischen unseren Mengen
und < auf den naiven natiirlichen Zahlen einander sehr dhnlich sind.

3 Die Menge der natiirlichen Zahlen

Eben haben wir gesehen, wie man eine natiirliche Zahl durch eine Menge re-
prisentieren kann. Bisher wurde aber noch nicht festgelegt, was wir formal un-
ter einer natiirlichen Zahl verstehen wollen. Das passiert jetzt endlich. Danach
werden wir verschiedene Eigenschaften der natiirlichen Zahlen, insbesondere
in ihrem Verhiltnis zueinander, festlegen. Am Ende kénnen wir dann erken-
nen, dass diese formale Definition mit der uns bisher bekannten, ,intuitiven®
iibereinstimmt.

Definition 4. Transitivitit von Mengen
FEine Menge x nennt man transitiv, wenn gilt: z € y € x — 2z € x

Definition 5. Natiirliche Zahl
x heifit natirliche Zahl, wenn gilt:

x 15t transitiv.

€ ist lineare Ordnung auf x.

Jede mnichtleere Teilmenge von x hat je ein kleinstes und grifites Element
beziiglich €.

Die Klasse der natiirlichen Zahlen bezeichnen wir mit w.
Lemma 4. Seix € w und y € = beliebig. Dann ist auch y € w.

Beweis. Transitivitit von y: Wegen der Transitivitdt von z gilt:a €ebece y €
r=a€becex=accecux, also ist y transitiv.

€ ist lineare Ordnung auf y: Wegen der Transitivitdt ist jedes Element von y
auch Element von x. Wire also € keine lineare Ordnung auf y, so wiirde es auch
x nicht linear ordnen.



Existenz von kleinstem und groftem Element: Hétte y kein kleinstes (grofites)
Element, so giibe es fiir jedes z € y ein z € y, welches kleiner (gréfer) als z
ist. Da ein kleineres (grofieres) Element immer mindestens ein Element weniger
(mehr) enthélt, gibt es also beliebig kleine (grofe) Elemente in y. Folglich hat
y ein kleinstes Element, denn einie Menge kann nicht weniger als 0 Elemente
enthalten. Wegen der Transitivitidt gilt aber auch immer z € x und z hat ein
grofites Element nach Voraussetzung. Dessen Grofle ist aber obere Schranke fiir
die Gréfle von Z, also hat y auch ein groites Element. O

Korollar 2. 0 ist eine natiirliche Zahl.

Beweis. Da 0 = (), existiert kein z € 0, folglich sind die Bedingungen fiir Tran-
sitivitéit und lineare Ordnung direkt erfiillt. Auch hat 0 somit keine nichtleeren
Teilmengen. O

Lemma 5. Sei x € w natiirliche Zahl. Dann ist auch s(z) € w.

Beweis. Esgilt y €s(z) =>y€eaVye {a} & ycaVy=a.

s(x) ist transitiv: Es muss nur gezeigt werden, dass y € ¢ — y € s(z) gilt,
der Rest folgt dann aus der Transitivitit von x. Dies aber gilt bereits geidfl der
Definition des Nachfolgers und der Vereinigung.

€ ist lineare Ordnung auf s(z): Irreflexitivitét gilt nach dem Fundierungsaxiom,
Transitivitit wegen der Transitivitit von s(z). Seien y, z € s(z). Fall 1: y, 2 € x;
Linaritat fiir x,y nach Voraussetzung erfiillt. Fall 2: y=x=z = y==z. Fall 3:
yer=z=yecz

Die Existenz von kleinstem und gréfitem Element folgt aus der Existenz solcher
Elemente fiir z, denn es ist ja nur ein neues Element hinzugekommen.

O

Jetzt wissen wir endlich, dass unsere eingangs definierte Menge ,richtig“
gewahlt war:

Korollar 3. Jede Menge n wie in Definition 1 ist eine natirliche Zahl.

Beweis. Aus Lemma 1 wissen wir, dass n durch n-fache Anwendung des Nach-
folgeoperators auf ) gewonnen werden kann. Mit Korollar 2 und Lemma 5 folgt
dann die Behauptung. O

Korollar 4. Sei x # 0 € w. Dann existiert ein y € w mit s(y)=x.

Beweis. x ist nichtleere natiirliche Zahl, hat also ein grofites Element y. Nach
Definition eines grofiten Elements gilt dann: a={z|z € y V z=y}=y U {y}=s(y)
O

Korollar 5. Sei x natiirliche Zahl. Dann kann x durch endlich viele Anwen-
dungen des Nachfolgeoperators aus () gewonnen werden.



Beweis. Fiir x=0=0 klar.

Ansonsten existiert nach Lemma 5 ein y € w mit s(y)=z. Man beachte, dass y
genau ein Element (ndmlich y) weniger enhélt als x. Macht man diesen Schritt
nun so oft, wie x Elemente enthélt, dann erhélt man x=s(...s(0)...). Beachtet
man, dass alle natiirlichen Zahlen nur endlich viele Elemente enthalten, folgt
die Behauptung. O

Aus den beiden letzten Korollaren geht hervor, dass die Definition vom An-
fang genau alle natiirlichen Zahlen beschreibt.

Lemma 6. w ist eine Menge.

Beweis. Sei x Menge wie im Unendlichkeitsaxiom.

Zeige, dass w C x: Wire dem nicht so, so wire w\z # 0, wir kénnten als a € w\z
wihlen. Sei b das kleinste Element von s(a), welches nicht in z liegt (ein solches
existiert, denn insbesondere ist a € s(a) und a ¢ x). b # (), denn sonst wiire
b € z, also existiert geméfl Korollar 4 ein ¢ € w mit s(¢) = b. Dann ist aber ¢ € b
und somit (da b das kleinste Element in w \ z ist) ¢ € . Konstruktionsgeméf
ist x beziiglich des Nachfolgeoperators abgeschlossen, also folgt daraus b € =,
Widerspruch.

Also ist w als Teilmenge einer Menge (némlich x) gemifl dem Aussonderungs-
axiom auch eine Menge. O

Korollar 6. FEine beziiglich der Nachfolgeoperation abgeschlossene Menge
natirlicher Zahlen x, die O enthdlt, besteht aus allen natirlichen Zahlen.

Beweis. Eine Menge, die () enthélt und beziiglich s(-) abgeschlossen ist, ist gera-
de die Menge, deren Existenz im Unendlichkeitsaxiom postuliert wird. Aus dem
Beweis von Lemma 6 wissen wir dann, dass w C x gilt. Nach Voraussetzung ist
zudem = C w, es folgt z = w. O

Fiir die e-Relation auf w schreiben wir < — das verringert die Verwechslung-
gefahr it der e-Relation auf einer natiirlichen Zahl und wir werden gleich sehen,
dass es sich zudem um eine sinnvolle Bezeichnung handelt.

Korollar 7. Sein n € w. Dann ist s(n) der unmittelbare Nachfolger von n.

Beweis. mit Widerspruch. Angenommen es gibe ein m € w mit n < m < s(n) =
nU{n}. Wegen des Fundierungsaxioms ist < irreflexiv, also -n=m; gemif} der
Definition natiirlicher Zahlen ist dann m > n U {n} = s(n), Widerspruch zur
Annahme. O

Lemma 7. Alle natirlichen Zahlen sind beziiglich < vergleichbar.

Beweis. Sei m € w beliebig aber fest. Zeige nun mit Induktion, dass alle n € w
mit m vergleichbar sind:

IA: Sei n = 0. Fiir m = 0 ist die Behauptung klar, andernfalls hat m als
natiirliche Zahl ein kleinstes Elemente mg. Da Teilmengen natiirlicher Zahlen
auch Elemente sind, ist my = 0 Also gilt n = 0 < m und die Vergleichbarkeit



ist gegeben.

IV: Seien also n und m vergleichbar fiir alle n < V.

IS: Fall 1: m < N. Dann gilt: m < N <s(N) = m < s(N) wegen der Transiti-
vitédt natiirlicher Zahlen und die Vergleichbarkeit ist gegeben.

Fall 2: m > N. Sei ng der unmittelbare Nachfolger von n in der Ordnung von
s(m). Gemés Korollar 7 ist dann ng = s(n). Zugleich folgt aus der Nachfolge-
reigenschaft ng = s(n) < M und somit mit der Transitivitéit von < auf s(m) die
Behauptung. O

Korollar 8. < ist lineare Ordnung auf w

Beweis. Irreflexivitit gilt geméafl dem Fundierungsaxiom.

Erinnert an sich daran, dass < die €-Relation auf w bezeichnet, so folgt aus
Lemma 7, dass jede endliche Menge natiirlicher Zahlen eine Zahl (némlich die
grofte) hat, welche alle anderen Zahlen als ihre Elemente hat. Die Transitivitéit
von < folgt dann aus der Transitivitdt von € auf dieser Zahl.

Linearitdt wurde eben in Lemma 7 gezeigt. O

Korollar 9. Jede nichtleere Teilmenge von w hat ein kleinstes Element.

Beweis. Eine nichtleere Teilmenge von w enthilt mindestens eine natiirliche
Zahl z; eine solche ist entweder 0 = @) oder es gilt ) € 2. Wegen der Transitivitit
ist also die leere Menge Element jeder nichtleeren Teilmenge von w; diese ist
immer das kleinste Element O

Korollar 10. Fir alle n € w ist s(n) unmittelbarer Nachfolger von n.

Beweis. Annahme: Es gébe ein m € w mit n < m < s(n). Dann wire m €
nU{n}, also m € nV m=n. Letzteres stinde im Widerspruch zur Irreflexivitiit,
Ersteres wiirde n < m < n, also wegen der Transitivitdt auch n < n bedeuten,
was ebenfalls im Widerspruch zur Irreflexivitit steht. O

Korollar 11. Alle natiirlichen Zahlen gréffer O haben einen unmittelbaren
Vorgédnger.

Beweis. Sei x € w,x # 0. Nach obigem existiert dann ein y € w mit = s(y).
Da wir schon gezeigt, haben, dass x dann unmittelbarer Nachfolger von y ist,
ist natiirlich auch y unmittelbarer Vorgénger von x. O

4 Anwendung

Hier deuten wir kurz an, wie die auf diese Weise definierten natiirlichen Zahlen
auf die uns bekannte Weise mit Rechenoperationen ,,nutzbar“ gemacht werden
konnen.



Satz 1. Seig: A— B und h: A X w x B — B. Dann existiert eine eindeutig
bestimmte Funktion f: A X w — B mit

f(a,0) = g(a)
f(a’ 8(71) = h(a’ n, f(a7 TL))
fiir alle a € A und n € w.

Beweis. Sei a € A beliebig, aber fest. Dann sei f, : s(m) — B Funktion, fiir die
gilt:

fa(0)
Ja(s(n))

Zeige die Existenz und Eindeutigkeit dieser Funktion durch Induktion iiber m:
IA: f, : s(0) = {0} — B;0 — g(a) ist die eindeutige Funktion, die diese
Bedingung erfiillt.

IV: Sei also f, wie oben eindeutig definiert fiir alle Paramteter kleiner oder
gleich m.

IS: Gemif der Induktionsvoraussetzung existiert dann fiir alle Parameter aufler
{m} ein eindeutig bestimmter Wert von f,, sodass obige Bedingungen erfiillt
sind. Fiir f,({m}) soll gelten: f,({m}) = fa(s(m —1)) < h(a,m —1, fo(m —1).
Da h sowie nach IV auch f,(m — 1) eindeutig definiert ist, ist auch f,({m})
eindeutig.

Definiere schliefllichf(a,m) := {b € B|3f, mit f,(m) = b}. Die Eindeutigkeit
folgt aus der Eindeutigkeit der Werte aller f,. O

g(a)
h(a,n, fo(n)Vn <m

Nur dank dieses Satzes kénnen wir uns durch Angabe enstprechender Funk-
tionen h und g versichern, dass die im folgenden definierten Funktionen wohl-
definiert (und iiberhaupt widerspruchsfrei definiert) sind.

Definition 6. Addition:

4w Xw—w mit
a+0=a
a+ s(n) =s(a+n)
Lemma 8. Die Addition ist kommutativ.

Auf dhnliche Weise lassen sich auch Assoziativitit etc. zeigen, da dies aber
wenig interessant ist, wird an dieser Stelle darauf verzichtet.

Definition 7. Multiplikation:

lw X W — w mit
a-0=0
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10 Ordinalzahlen
 Definition 1

Eine Ordinalzahl ist eine transitive Menge, die durch die Relation €
linear geordnet wird.

Eine Klasse A ist ein System {z | ¢(z,a)} von Mengen, die eine Formel
©(x,a) mit festgehaltenen Parametern @ = ay, ..., a,, erfiillt.

Beispiele:

Alle natiirlichen Zahlen sind Ordinalzahlen.

0=10

1={0} = {0}

2={0,1} ={0,{0}}

3= {0’ L, 2} = {@, {@}, {Q]v {Q]}}}

AuBlerdem ist w eine Ordinalzahl. Wir bezeichnen mit On die Klasse der
Ordinalzahlen.

Erinnerung:
z,y € Z, Z Menge.
Z linear geordnet durch die Relation R < Vz,y € Z : xRy

Lemma 1

1. On wird durch die Relation € linear geordnet. (Diese Ordnung wird
auch < genannt.)

2. Jede nicht-leere Teilklasse von On hat ein minimales Element.

3. Jede Ordinalzahl « ist die Menge ihrer Vorganger:

a={eOn|p<al

Anmerkung;:
Ein echtes Anfangsstiick S von einer Menge M ist definiert durch:
(yeS)Nn(x<y)—ozesS

Beweis:

1. Sei S C «a ein echtes Anfangsstiick von o und sei 8 € « das kleinste
Element von « \ S. Daraus folgt, dass 8 = S ist.
Seien o und S zwei Ordinalzahlen und ist S = o N 3 ein Anfangsstiick
von a und 3. Aus diesem Grund muss (S = «) V (S = ) sein. Denn
wenn « # S # 8 wére, so muss S< (a N f) sein, was ein Widerspruch zur
obigen Annahme ist. Wenn S = «, so ist a < 8, und, wenn S = f3, so ist



B < a. Hieraus folgt, dass alle Ordinalzahlen vergleichbar sind. Wie im
Kapitel iiber die natiirlichen Zahlen folgt, dass die Relation € die Klasse
aller Ordinalzahlen linear ordnet.

2. Dass jede nicht-leere Teilklasse von On ein minimales Element hat, folgt
aus dem Fundierungsaxiom.

3. Es bedeutet, dass Ordinalzahlen aus Ordinalzahlen bestehen. Sei « eine
Ordinalzahl und S ein Element von «. Dann ordnet die Relation € 3
ebenfalls linear, und jede nicht-leere Teilmenge von [ hat beziiglich € ein
kleinstes Element und ein grofites Element. Zu zeigen bleibt, dass 3
transitiv ist, dies folgt aber aus der Transitivitdt von € auf a. O

Bemerkung 1

On ist keine Menge.

Beweis:

Nehmen wir an, dass On eine Menge ist, dann ist On eine Menge, bei der jedes
Element eine transitive Menge ist. Aus der Definition folgt dann, dass On
selbst eine Ordinalzahl sein miisste. Da On alle Ordinalzahlen enthélt, miisste
es auch sich selbst enthalten, was ein Widerspruch zu Lemma 1 3. ist. (]

Aus 2. folgt ein Induktionsprinzip: Eine Teilklasse U von On enthéilt alle
Ordinalzahlen, wenn fiir alle a gilt.

a CU - aeU

Folgerung 1: Trichotomiesatz

Seien o und B zwei Ordinalzahlen, dann gilt:
a € B, a = Poder B € «

Eine Ordinalzahl der Form s(«) heifit Nachfolgerzahl. Man schreibt
auch a + 1 fiir den Nachfolger von a.
Eine Ordinalzahl > 0, die keine Nachfolgerzahl ist, heifit Limeszahl.




Beispiele:
Nachfolger: « =5 =1{1,2,3,4} = S(a)=a+1=6=1{1,2,3,4,5}
Limeszahl: w (die Klasse der natiirlichen Zahlen)

Ein Funktional ' : A — V ist eine funktionale Klasse aus A x V.
Esist alsoVz € A 3ly: (z,y) € F.

Satz 1: Rekursionssatz

Zu jedem Fuktional G : V' — V kann man ein Funktional F': On — V
angeben, sodasss fiir alle @ € On

Beweis durch transfinite Induktion:

Wir zeigen zuerst, dass es fiir alle 8 genau eine Funktion f : 8 — V gibt, die
fiir alle « € (3 die Rekursiongleichung erfiillt.

Zuerst die Eindeutigkeit: Wenn es ein anderes f': 8 — V gibt, gibt es ein
kleinstes @ < B mit f(a) # f(a). Aus f | a = f'] « folgt aber

fl@) = f(a).

Wir zeigen die Existenz durch Induktion iiber 5. Nehmen wir also an, dass die
Behauptung schon fur alle 8/ < 3 gezeigt ist. Es gibt drei Falle:

1. 8 = 0. Wirsetzen f = ()

2. 8 = " + 1. Wir wahlen ein [’ : 3/ — V, das die Rekursionsgleichung
erfilllt und setzen f = f" U {(8',G(f")}.

3. B ist eine Limeszahl. Nach dem Ersetzungsaxiom ist

X ={f:8 —- V| B < B, f erfullt die Rekursionsgleichung}

eine Menge, weil die Funktionen f’ eindeutig durch 8’ bestimmt sind. Aus
demselben Grund ist f = |JX eine Funktion.
Schliellich setzen wir

F =U{f:8 = V | B € On, f ertiillt die Rekursionsgleichung}. O



Ahnlich definieren wir V die von Newmann — Hierarchie:

Vo =0

Va1 = B(Va)
Vx = U, A Limeszahl,
a<A

Man zeigt leicht, dass
V= U W

aceOn
denn V = V,, und On kann in die 0, Nachfolgerzahlen und Limeszahlen

aufgeteilt werden. Man kann V also schreiben als

VELJQJVL+1)U‘G3i>V': LJ V;
« acOn
V., besteht aus den erblich endlichen Mengen, d.h.:

Eine Menge heifit erblich endlich, wenn sie in einer endlichen transi-
tiven Menge enthalten ist.

Zwei Ordnungen sind ordnungsisomorph, wenn es eine bijektive Ab-
bildung gibt, die ordnungstreu ist, das heift:

v <y e fle) < fy)

Zwei Mengen sind demnach ordnungsisomorph, wenn ihre Elemente die
gleiche Ordnungstruktur haben und gleichmaéchtig sind.

Jede Wohlordung (wohlgeordnete Menge) ist zu genau einer Ordinalzahl
(ordnungs-)isomorph.

Beweis:

Sei (a, <) eine Wohlordnung. Wir suchen eine Ordinalzahl o und eine
Bijektion f: o — a, die ordnungstreu ist. Sei * eine Menge, die nicht zu a
gehort. Wir definieren

F:0n — aU{x}
durch
F(B) = {min(a\F[ﬂ]) wenn a ¢ F[f]

* sonst

x muss im Bild von F vorkommen, damit F keine ordnungstreue Abbildung ist.
Denn wenn F ordnungstreu wére, so folgt daraus, dass F injektiv wére und
somit F~![a] = On eine Menge. Dies ist nach der Bemerkung 1 nicht der Fall.



Sei «a die kleinste Ordinalzahl, fir die F'(o) = # gilt. Dannist f = F | «
der gesuchte Isomorphismus zwischen Wohlordnung und Ordinalzahl.

a ist eindeutig bestimmt. Denn sei f': @’ — a ein zweiter Isomorphismus,
dann erfiilllt F/ = f'U{(8,%) |« < B} die gleiche Rekursionsgleichung, und
es folgt F/ = Fund o = a. O

Beispiele:

1. Sei (Np, <) gegeben, dann ist diese Wohlordung zu w isomorph.

2. Sei ({0,1,2,3,4,5}, <) gegeben, dann ist diese Wohlordung zu oo = 6
isomorph.

Aus dem Beweis folgt, dass nicht nur «, sondern auch der Isomorphismus
zwischen a und « eindeutig ist.

Eine Funktion f : z — V mit f(z) € =z fur alle z € x heifit
Auswahlfunktion.

Fiir eine nicht-leere Menge mit Wohlordnung existiert die Auswahlfunktion
f(z) = min(z) Vz € z. Dies gilt ohne, dass man das Auswahlaxiom
annehmen muss. Umgekehrt folgt aus dem Auswahlaxiom der folgende Satz:

Satz 2: Wohlordnungssatz

Jede Menge hat eine Wohlordnung.

Beweis:
Sei a eine Menge und * ¢ a. Man erhélt eine Auswahlfunktion

g9: B@)\ {0} — a

Definiere

* sonst

F8) = {g(a\F[ﬁ])wenna ¢ Flf)

wie im Beispiel von Lemma 2 sieht man, dass es ein « gibt, fiir das

f = F| « eine Bijektion zwischen o und a ist. Diese Bijektion transportiert
die Wohlordnung von a auf a: Wir setzen
z <y e =) < Y 0

Aus dem Auswahlaxiom folgt auch das ZornscheLemma, das wie der
Wohlordnungssatz zum Auswahlaxiom dquivalent ist.

Eine (echte) obere Schranke von K ist ein Element s mit a < s (a < s)
fiir alle a € K.

Ein Element m heifit maximales Element von A, wenn A kein
Element enthalt, das grofler als m ist.




Satz 3: Zornsches Lemma

Sei (a, <) eine partielle Ordnung, in der jede linear geordnete Teilmenge
K eine obere Schranke s besitzt. Dann besitzt A ein maximales Element
m.

Beweis:

Das Auswahlaxiom liefert uns ein Funktional G, das jeder Teilmenge von A,
die eine echte obere Schranke zuordnet und das sonst den Wert * hat. Wir
definieren

F:0n— AU{x}
durch
F(B) = G(F[B)).

Wenn F den Wert * nicht annehmen wiirde, wére F eine ordnungstreue
Abbildung von On nach A, was nicht geht. Sei o minimal mit F(a) = =*.
Dann ist K = F|a] eine linear geordnete Teilmenge von A, die keine echte
obere Schranke hat. Sei m eine obere Schranke (und damit grofites Element)
von K. Dann ist m maximal in A.

Beispiele:

Sei A =1{0,1,2} und (4, <) eine partielle Ordnung, dann sind
K, = {Oa l}a Ky = {0,2}, K3 = {132}

die geordneten Teilmengen.

Die obere Schranke von Kj ist 1.

Die obere Schranke von K ist 2.

Die obere Schranke von K3 ist 2.

Hieraus folgt, dass a ein maximales Element hat, dieses ist die 2.

O
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Definition 1

1. Zwei Mengen a und b heifen gleichmdchitig (a ~ b), wenn es eine Bijektion
zwischen a und b gibt.

2. Mit der Schreibweise a < b driicken wir aus, dass es eine Injektion f : a — b
gibt.

3. a = b bedeutet, dass a gleichmdchtig zu einer Teilmenge von b ist.

4. Man iiberlegt leicht, dass a < b genau dann gilt, wenn a leer ist oder wenn
es eine surjektive Abbildung von b nach a gibt.

5. Aus dem Wohlordnungssatz folgt, dass jede Menge gleichméchtig zu einer
Ordinalzahl ist.

Definition 2 (Méchtigkeit)

Die Machtigkeit |a| einer Menge a ist die kleinste Ordinalzahl, die gleichméchtig
zu a ist:

la| = min{a € On|a ~ a}.

Lemma 10.3

Seien a und b Mengen. Dann gilt

a~bslal = b, (1)
a<belal < Jbl. )

Beweis (Lemma 10.3)

(1) Aus ~ ist Aquvivalenzrelation folgt: a ~ b < |a| = |b|.

(2)” <7 7.2.a XD
Sei |a] < |b| und seien « und S die zugehorigen Ordinalzahlen

(la] = a [b] = B).



Dann gilt o < 5= o C 8 (k).

Gesucht: Injektion von f :a — 0.
1. 3 g:a — |a| = «a bijektiv.
2. Durch () existiert Injektion h : |a| = a — |b] = 5.
3. 3j:|b] =B — b bijektiv.

= f:a— b= (johog) injektiv.

Hilfssatz 10.4

Sei a eine Ordinalzahl und S eine Teilmenge von «.. Dann ist der Ordnungstyp
von S (mit der induzierten Wohlordnung) nicht gréfer als o.

Beweis

Siehe Buch (1) S.78.

Beweis (Lemma 10.3)

(2) 7 =7 z.z |a] < |b].
Sei a <b, d.h. es existiert eine Injektion f:a — b ().

1. 3 g: |a] — a bijektiv.

2. Durch (%) existiert Injektion f:a — b.

3. 3j:b— |b] = B bijektiv.

4. Seila|:=8 C |b| = S C B (mitHil fssatz) = v (Reprasentant von Ordnungstyp von S)
< B = bl = la] < [b].

Definition 3 (Kardinalzahl)

Eine Ordinalzahl « heifst Kardinalzahl, wenn gilt

B <a= 8] <|al

Definition 4 (Kardinalzahl)

Wir nennen « eine Kardinalzahl, wenn o = |«
Die Michtigkeit einer Menge ist immer eine Kardinalzahl.



Lemma

Alle natiirlichen Zahlen und w sind Kardinalzahlen.

Beweis

Siehe Buch (1) S.78.

Definition 5 (endlich/abzihlbar)

Eine Menge a heiftt endlich, wenn |a| < w. Wenn |a| = w, heifst a abzdhlbar.

Satz (Cantor (1845-1918))

Sei a eine Menge und P(a) die zugehorige Potenzmenge.
Dann gilt:

la| < [P(a)].

Beweis (Satz Cantor)

Zwei Mengen a und b heiffen gleichmichtig (Ja|=1b|), wenn es eine Bijektion
zwischen a und b gibt.

Es gilt |a| < ||, falls es keine surjektive Abbildung f : a — b gibt.
Annahme: Es existiert eine surjektive Abbildung f : a — P(a).

Zeichnung:

Wieso liegt b= {z € a | z & f(x)} nicht im Bild von f?
Annahme: b liegt im Bild von f.

Dann existiert y € a mit f(y) =b={zcalx & f(z)}.
1.Fall: y € f(y) = y ¢ b Widerspruch! 4

2.Fall: y ¢ f(y) = y € b Widerspruch! 4

= f ist nicht surjektiv.
= [a| < [P(a)].



Definition 6 (Nachfolgerkardinalzahl/ Kontinuumshypothese)

Satz

Es folgt, dass es keine grofte Kardinalzahl gibt. Man bezeichnet mit «*
die kleinste Kardinalzahl, die grofer als k ist - die Nachfolgerkardinalzahl
von k. Es ist

wt <|PW)|.

Die Aussage

ist die Kontinuumshypothese(CH). Wenn ZFC widerspruchsfrei ist, kann
CH weder bewiesen noch widerlegt werden.

Man zeigt leicht durch Induktion, dass fiir disjunkte endliche Mengen a
und b

la Ub| = |al + 10|

Daraus folgt (wiederum durch Induktion), dass
lmxn|=m-n

fir alle m,n € w.

Wenn a unendlich ist, ist

la x a| = |al.

Beweis

Beweis fiir abzdhlbare a siehe Buch (1) S.79.

Literatur

(1) Mathematische Logik von Martin Ziegler (2. Auflage, Birkhduser 2017,
elektrinoscher Zugriff iiber https://link.springer.com /book/10.1007%2F978-
3-319-44180-1).

(2) Grenzen der Mathematik von Dirk Hoffmann (3. Auflage, Springer

2018, elektronischer Zugriff iiber https://link.springer.com /book/10.1007%2F978-
3-662-56617-6).
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Historische Einfiihrung

Godelscher
Unvoll-

stindigkeitssatz David Hilbert:
in ZFC -

m Versuch der Axiomatisierung bzw. Beweis der
Widerspruchsfreiheit der gesamten Mathematik

Sa

(Hilbert-Programm)
Historische M

Einfiihrung
m Mathematiker, Philosoph und einer der bedeutendsten Logiker
des 20. Jahrhunderts

m hauptsachlicher Aufgabenbereich: mathematische Logik,
insbesondere Pradikatenlogik, Vollstandigkeit und
Entscheidungsprobleme in Arithmetik und axiomatischer
Mengenlehre

m beendete Hilbert's Traum der widerspruchsfreien Mathematik

m UV-Satze setzen Grenzen fiir Computerprogramme



Grundbegriffe

Godelscher
Unvoll-

standigkeitssatz ] ZFC

Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre mit Auswahlaxiom. ZFC ist ein
sehr bewahrter und weithin akzeptierter Rahmen fiir die
gesamte Mathematik, da sich gezeigt hat, dass sich so gut wie
alle mathematischen Aussagen so formulieren lassen, dass sich

beweisbare Aussagen aus ZFC ableiten lassen.
Grundbegriffe

m Auswahlaxiom

A ist eine Menge von paarweise disjunkten, nichtleeren Mengen.
Dann existiert eine Menge, die genau ein Element aus jedem
Element aus A enthilt.

m Konsistenz (Widerspruchsfreiheit) (System T)
Es gibt Beweis fiir A = Es gibt keinen Beweis fiir = A



Grundbegriffe

Godelscher
Unvoll-
standigkeitssatz|
in ZFC

m Inkonsistenz
Matthias

Sei A eine Aussage. Es gibt einen Beweis fiir A und einen fiir -
A.

m w-Inkonsistenz

. : Keine direkte Inkonsistenz, sondern gewissermaBen eine
rundbegriffe X ! .

Inkonsistenz im Unendlichen.

Die Aussage lasst sich fiir alle n, aber auch fiir nicht alle n
beweisen:

w eliminiert.

m Vollstindigkeit (System T)
Es gibt keinen Beweis fiir A = Es gibt Beweis fiir —A.



Grundbegriffe

Godelscher
Unvoll-

standigkeitssatz| e . .
e m Unvollstandigkeit

Matihias Es gibt keinen Beweis fiir A und keinen Beweis fiir —A.

Selifien m "¢)7-Konstante (Gédelnummer von 1))

Z.B. natiirliche Zahl, die einem Wort einer formalen Sprache
nach bestimmten Verfahren zugeordnet wird und dieses

Grundbegriffe A ) A
eindeutig kennzeichnet.

m Formales System

In einem formalen System lassen sich mathematische Aussagen
beweisen. Es besteht aus einer formalen Sprache, einer Menge
von Axiomen und einer Menge von Schlussregeln (z.B.: aus
A= Bund B = C folgt A=- C), mit denen aus bereits
bewiesenen Aussagen neue Aussagen hergeleitet werden kdnnen.
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m Hinreichend machtiges System

Matthias

Ein System, das die Bernays-Lob-Axiome erfiillt + der
Meta-Satz Jedes hinreichend machtige, rekursiv aufzihlbare
formale System ist entweder widerspriichlich oder unvollstindig
muss innerhalb des Systems darstellbar sein

Grundbegriffe

m Math. Theorie

Menge aller im System herleitbaren Aussagen
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Formulierung der Satze in Worten

1. Unvollstandigkeitssatz

Jedes hinreichend machtige, rekursiv aufzihlbare formale
System ist entweder widerspriichlich oder unvollstandig.

2. Unvollstandigkeitssatz

Jedes hinreichend méchtige konsistente formale System kann
die eigene Konsistenz nicht beweisen.
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Liignerparadoxon

Matthias

Ein Liigner-Paradoxon ist in der Logik ein Paradoxon, das entsteht,
wenn ein Satz seine eigene Falschheit (bzw. Unwahrheit) behauptet.

Das einfachste Beispiel eines Liigner-Paradoxons ist der folgende
selbstbeziigliche Satz:

Beweisidee
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Liignerparadoxon

Matthias

Ein Liigner-Paradoxon ist in der Logik ein Paradoxon, das entsteht,
wenn ein Satz seine eigene Falschheit (bzw. Unwahrheit) behauptet.

Das einfachste Beispiel eines Liigner-Paradoxons ist der folgende
selbstbeziigliche Satz:

“Dieser Satz ist falsch.”

Beweisidee
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Liignerparadoxon

Matthias

Ein Liigner-Paradoxon ist in der Logik ein Paradoxon, das entsteht,
wenn ein Satz seine eigene Falschheit (bzw. Unwahrheit) behauptet.

Das einfachste Beispiel eines Liigner-Paradoxons ist der folgende
selbstbeziigliche Satz:

“Dieser Satz ist falsch.”

Beweisidee

Godel’s ldee:
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Liignerparadoxon

Matthias

Ein Liigner-Paradoxon ist in der Logik ein Paradoxon, das entsteht,
wenn ein Satz seine eigene Falschheit (bzw. Unwahrheit) behauptet.

Das einfachste Beispiel eines Liigner-Paradoxons ist der folgende
selbstbeziigliche Satz:

“Dieser Satz ist falsch.”

Beweisidee

Godel’s Idee:
Aussage ¢: “Ich bin nicht ableitbar.”
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1. Schritt: Godelisierung

Beweisidee
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\ 1. Schritt: Godelisierung

z.B.
Aussage 1: "1 + 1 =2"
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\ 1. Schritt: Godelisierung
z.B.

Aussage 1: "1 + 1 =2"
Aussage 2: " (a+b)? = a% + 2ab + b*"
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\ 1. Schritt: Godelisierung
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Aussage 1: "1 + 1 =2"
Aussage 2: " (a+b)? = a% + 2ab + b*"
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\ 1. Schritt: Godelisierung
z.B.

Aussage 1: "1 + 1 =2"
Aussage 2: " (a+b)? = a% + 2ab + b*"

Aussage 34: "2 + 3 = 6"

Beweisidee
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tthias
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\ 1. Schritt: Godelisierung
z.B.

Aussage 1: "1 + 1 =2"
Aussage 2: " (a+b)? = a% + 2ab + b*"

Aussage 34: "2 + 3 = 6"
Beweisidee Aussage 35: “Die Aussage mit der Nummer 34 ist falsch”
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1. Schritt: Godelisierung

z.B.
Aussage 1: "1 + 1 =2"
Aussage 2: " (a+b)? = a% + 2ab + b*"

Aussage 34: "2 + 3 = 6"
Beweisidee Aussage 35: “Die Aussage mit der Nummer 34 ist falsch”

Wir nehmen nun folgende Aussage:

"“Die Aussage mit der Nummer x ist nicht ableitbar.”
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Godelscher
Unvoll-
standigkeitssatz|
in ZFC

2. Schritt: Diagonalisierung
Matthias

‘ Wir wollen eine Aussage, die ihre eigene Unbeweisbarkeit behauptet.
Hierzu l3sst sich das Diagonallemma anwenden.

Es besagt, dass es in der Arithmetik und starkeren formalen Systemen
fiir jede Formel F(x) mit freier Variable x eine Aussage ¢ gibt.

Beweisidee



Beweisidee

Godelscher
Unvoll-
standigkeitssatz|
in ZFC

2. Schritt: Diagonalisierung

Matthias

Wir wollen eine Aussage, die ihre eigene Unbeweisbarkeit behauptet.
Hierzu l3sst sich das Diagonallemma anwenden.

Es besagt, dass es in der Arithmetik und starkeren formalen Systemen
fiir jede Formel F(x) mit freier Variable x eine Aussage ¢ gibt.

So gibt es eine Einsetzung ¢ fiir x, sodass der Satz mit der Nummer
¢ aquivalent ist zur Aussage:

Beweisidee

“Die Aussage mit der Nummer ¢ ist nicht ableitbar.”



Beweisidee

Godelscher . .

Unvoll- Widerspruchsbeweis:

standigkeitssatz|
in ZFC

Wir haben:

Beweisidee



Beweisidee

Godelscher . .

Unvoll- Widerspruchsbeweis:

standigkeitssatz|
in ZFC

Wir haben:
Aussage ¢ < Die Aussage mit der Nummer ¢ ist nicht ableitbar.

Matthias

Beweisidee



Beweisidee

Godelscher . .
Unvoll- Widerspruchsbeweis:
standigkeitssatz|
in ZFC

Wir haben:
Aussage ¢ < Die Aussage mit der Nummer ¢ ist nicht ableitbar.

Matthias

Aussage A: Die Aussage mit der Nummer ¢ ist ableitbar.

Beweisidee



Beweisidee

Godelscher . .
Unvoll- Widerspruchsbeweis:
standigkeitssatz|
in ZFC

Wir haben:
Aussage ¢ < Die Aussage mit der Nummer ¢ ist nicht ableitbar.

Matthias

Aussage A: Die Aussage mit der Nummer ¢ ist ableitbar.
Aussage —A: Die Aussage mit der Nummer ¢ ist nicht ableitbar.

Beweisidee



Beweisidee

Godelscher . .
Unvoll- Widerspruchsbeweis:

standigkeitssatz|

Wir haben:
Aussage ¢ < Die Aussage mit der Nummer ¢ ist nicht ableitbar.
Aussage A: Die Aussage mit der Nummer ¢ ist ableitbar.
Aussage —A: Die Aussage mit der Nummer ¢ ist nicht ableitbar.

Ang. Aussage A ist ableitbar

Beweisidee



Beweisidee

Godelscher . .
Unvoll- Widerspruchsbeweis:

standigkeitssatz|

Wir haben:
Aussage ¢ < Die Aussage mit der Nummer ¢ ist nicht ableitbar.
Aussage A: Die Aussage mit der Nummer ¢ ist ableitbar.
Aussage —A: Die Aussage mit der Nummer ¢ ist nicht ableitbar.

Ang. Aussage A ist ableitbar
wegen Konsistenz und Stirke des Systems

Beweisidee



Beweisidee

Godelscher . .
Unvoll- Widerspruchsbeweis:

standigkeitssatz|

Wir haben:
Aussage ¢ < Die Aussage mit der Nummer ¢ ist nicht ableitbar.
Aussage A: Die Aussage mit der Nummer ¢ ist ableitbar.
Aussage —A: Die Aussage mit der Nummer ¢ ist nicht ableitbar.
Ang. Aussage A ist ableitbar

wegen Konsistenz und Stirke des Systems
= Aussage ¢ ist ableitbar

Beweisidee



Beweisidee

Godelscher . .
Unvoll- Widerspruchsbeweis:
standigkeitssatz|
in ZFC

Wir haben:
Aussage ¢ < Die Aussage mit der Nummer ¢ ist nicht ableitbar.

Matthias

Aussage A: Die Aussage mit der Nummer ¢ ist ableitbar.
Aussage —A: Die Aussage mit der Nummer ¢ ist nicht ableitbar.
Ang. Aussage A ist ableitbar

wegen Konsistenz und Stirke des Systems
= Aussage ¢ ist ableitbar < Aussage -A

Beweisidee



Beweisidee

Godelscher . .
Unvoll- Widerspruchsbeweis:
standigkeitssatz|
in ZFC

Wir haben:
Aussage ¢ < Die Aussage mit der Nummer ¢ ist nicht ableitbar.

Matthias

Aussage A: Die Aussage mit der Nummer ¢ ist ableitbar.
Aussage —A: Die Aussage mit der Nummer ¢ ist nicht ableitbar.
Ang. Aussage A ist ableitbar

wegen Konsistenz und Stirke des Systems
= Aussage ¢ ist ableitbar < Aussage -A Widerspruch!

Beweisidee



Beweisidee

Godelscher . .
Unvoll- Widerspruchsbeweis:
standigkeitssatz|
in ZFC

Wir haben:
Aussage ¢ < Die Aussage mit der Nummer ¢ ist nicht ableitbar.

Matthias

Aussage A: Die Aussage mit der Nummer ¢ ist ableitbar.
Aussage —A: Die Aussage mit der Nummer ¢ ist nicht ableitbar.

Ang. Aussage A ist ableitbar
wegen Konsistenz und Stirke des Systems
= Aussage ¢ ist ableitbar < Aussage -A Widerspruch!

Beweisidee Ang. Aussage —A ist ableitbar



Beweisidee

Godelscher . .
Unvoll- Widerspruchsbeweis:
standigkeitssatz|
in ZFC

Wir haben:
Aussage ¢ < Die Aussage mit der Nummer ¢ ist nicht ableitbar.

Matthias

Aussage A: Die Aussage mit der Nummer ¢ ist ableitbar.
Aussage —A: Die Aussage mit der Nummer ¢ ist nicht ableitbar.
Ang. Aussage A ist ableitbar

wegen Konsistenz und Stirke des Systems
= Aussage ¢ ist ableitbar < Aussage -A Widerspruch!

Beweisidee Ang. Aussage —A ist ableitbar
& Aussage ¢



Beweisidee

Godelscher . .
Unvoll- Widerspruchsbeweis:
standigkeitssatz|
in ZFC

Wir haben:
Aussage ¢ < Die Aussage mit der Nummer ¢ ist nicht ableitbar.

Matthias

Aussage A: Die Aussage mit der Nummer ¢ ist ableitbar.
Aussage —A: Die Aussage mit der Nummer ¢ ist nicht ableitbar.

Ang. Aussage A ist ableitbar
wegen Konsistenz und Stirke des Systems

= Aussage ¢ ist ableitbar < Aussage -A Widerspruch!
EShLEs Ang. Aussage —A ist ableitbar
& Aussage ¢

wegen Stirke des Systems



Beweisidee

Godelscher . .
Unvoll- Widerspruchsbeweis:
standigkeitssatz|
in ZFC

Wir haben:
Aussage ¢ < Die Aussage mit der Nummer ¢ ist nicht ableitbar.

Matthias

Aussage A: Die Aussage mit der Nummer ¢ ist ableitbar.
Aussage —A: Die Aussage mit der Nummer ¢ ist nicht ableitbar.

Ang. Aussage A ist ableitbar
wegen Konsistenz und Stirke des Systems

= Aussage ¢ ist ableitbar < Aussage -A Widerspruch!
EShLEs Ang. Aussage —A ist ableitbar
& Aussage ¢

wegen Stirke des Systems
= Aussage A



Beweisidee

Godelscher . .
Unvoll- Widerspruchsbeweis:
standigkeitssatz|
in ZFC

Wir haben:
Aussage ¢ < Die Aussage mit der Nummer ¢ ist nicht ableitbar.

Matthias

Aussage A: Die Aussage mit der Nummer ¢ ist ableitbar.
Aussage —A: Die Aussage mit der Nummer ¢ ist nicht ableitbar.

Ang. Aussage A ist ableitbar
wegen Konsistenz und Stirke des Systems

= Aussage ¢ ist ableitbar < Aussage -A Widerspruch!
EShLEs Ang. Aussage —A ist ableitbar
& Aussage ¢

wegen Stirke des Systems
= Aussage A Widerspruch!



Beweisidee

Godelscher . .
Unvoll- Widerspruchsbeweis:
standigkeitssatz|
in ZFC

Wir haben:
Aussage ¢ < Die Aussage mit der Nummer ¢ ist nicht ableitbar.

Matthias

Sahingdz

Aussage A: Die Aussage mit der Nummer ¢ ist ableitbar.
Aussage —A: Die Aussage mit der Nummer ¢ ist nicht ableitbar.

Ang. Aussage A ist ableitbar
wegen Konsistenz und Stirke des Systems

= Aussage ¢ ist ableitbar < Aussage -A Widerspruch!
EShLEs Ang. Aussage —A ist ableitbar
& Aussage ¢
wegen Stirke des Systems
= Aussage A Widerspruch!

= Wir sehen: Aussage A und Aussage —A sind nicht ableitbar.
Somit ist das System unvollstandig.



Beweisidee

Godelscher
Unvoll-
standigkeitssatz| Idee- 2- SatZ
in ZFC

Matthias

Sei S ein formales und konsistentes System, das so stark ist, dass
darin der 1. UVS formalisiert und bewiesen werden kann.

Beweisidee



Beweisidee

Godelscher
Unvoll-
standigkeitssatz| Idee- 2- SatZ
in ZFC

Matthias

Sei S ein formales und konsistentes System, das so stark ist, dass
darin der 1. UVS formalisiert und bewiesen werden kann.

Also beweist S die Aussage:

Beweisidee



Beweisidee

Godelscher
Unvoll-
standigkeitssatz| Idee- 2- SatZ
in ZFC

et Sei S ein formales und konsistentes System, das so stark ist, dass
darin der 1. UVS formalisiert und bewiesen werden kann.

Also beweist S die Aussage:

“Wenn S konsistent ist, dann ist der Satz “Ich bin nicht beweisbar”
nicht in S beweisbar.”

Beweisidee



Beweisidee

Godelscher
Unvoll-
standigkeitssatz| Idee- 2- SatZ
in ZFC

Matthias

Sei S ein formales und konsistentes System, das so stark ist, dass
darin der 1. UVS formalisiert und bewiesen werden kann.

Also beweist S die Aussage:

“Wenn S konsistent ist, dann ist der Satz “Ich bin nicht beweisbar”
nicht in S beweisbar.”

Wir nehmen an, dass S die Aussage:

“S ist konsistent” beweist.

Beweisidee



Beweisidee

Godelscher
Unvoll-
standigkeitssatz| Idee- 2- SatZ
in ZFC

Matthias

Sei S ein formales und konsistentes System, das so stark ist, dass
darin der 1. UVS formalisiert und bewiesen werden kann.

Also beweist S die Aussage:

“Wenn S konsistent ist, dann ist der Satz “Ich bin nicht beweisbar”
nicht in S beweisbar.”

Wir nehmen an, dass S die Aussage:

“S ist konsistent” beweist.

Bl Kombinieren wir beide Aussagen, erhalten wir in S einen Beweis der
Aussage:

“Der Satz: “Ich bin nicht beweisbar” ist nicht in S beweisbar.”



Beweisidee

Godelscher
Unvoll-
standigkeitssatz| Idee- 2- SatZ
in ZFC

Matthias

Sei S ein formales und konsistentes System, das so stark ist, dass
darin der 1. UVS formalisiert und bewiesen werden kann.

Also beweist S die Aussage:

“Wenn S konsistent ist, dann ist der Satz “Ich bin nicht beweisbar”
nicht in S beweisbar.”

Wir nehmen an, dass S die Aussage:

“S ist konsistent” beweist.

Bl Kombinieren wir beide Aussagen, erhalten wir in S einen Beweis der
Aussage:

“Der Satz: “Ich bin nicht beweisbar” ist nicht in S beweisbar.”

< “Ich bin nicht beweisbar”



Beweisidee

Godelscher
Unvoll-
standigkeitssatz| Idee- 2- SatZ
in ZFC

Matthias

Sei S ein formales und konsistentes System, das so stark ist, dass
darin der 1. UVS formalisiert und bewiesen werden kann.

Also beweist S die Aussage:

“Wenn S konsistent ist, dann ist der Satz “Ich bin nicht beweisbar”
nicht in S beweisbar.”

Wir nehmen an, dass S die Aussage:

“S ist konsistent” beweist.

Bl Kombinieren wir beide Aussagen, erhalten wir in S einen Beweis der
Aussage:

“Der Satz: “Ich bin nicht beweisbar” ist nicht in S beweisbar.”

< “Ich bin nicht beweisbar” Widersruch zum 1. UVS



Godelscher
Unvoll-
standigkeitssatz|
in ZFC

Matthias
Heinzer

Sahingdz

Beweisidee

Beweisidee

Idee: 2. Satz

Sei S ein formales und konsistentes System, das so stark ist, dass
darin der 1. UVS formalisiert und bewiesen werden kann.

Also beweist S die Aussage:

“Wenn S konsistent ist, dann ist der Satz “Ich bin nicht beweisbar”
nicht in S beweisbar.”

Wir nehmen an, dass S die Aussage:

“S ist konsistent” beweist.

Kombinieren wir beide Aussagen, erhalten wir in S einen Beweis der

Aussage:
“Der Satz: “Ich bin nicht beweisbar” ist nicht in S beweisbar.”
< “Ich bin nicht beweisbar” Widersruch zum 1. UVS

Also ist S entweder inkonsistent oder es kann die eigene
Konsistenz nicht beweisen.




Formaler Bewels

Godelscher

Unvoll- Godelisierung:
standigkeitssatz|

in ZFC Zunichst wird jeder Lye-Formel i) eine Konstante "™
tthias (Godelnummer) zugeordnet.

\VE
H

r=7=(0,0)
"AT = (0,1)
r—1=(0,2)
"("=1(0,3)
") =1(0,4)

Formaler
Beweis

Fiir eine Formel ¢ = (o (1 ...(y—1 der Lange n setzen wir

"1 ={(0,"C"),- - (n=1,7Ca )}

Diese Nummerierung wird auf endliche Folgen erweitert.



Formaler Bewels

Godelscher
Unvoll-
standigkeitssatz|

in ZFC Diagonalisierung:

Matthias

Satz 11.1: (Fixpunktsatz)
Fiir jede Lye-Formel (x) gibt es eine Aussage ¢ mit
ZFCE ¢ + Z(T¢7).

Wir brauchen das folgende Lemma:
Lemma:

Es gibt eine in ZFC definierbare Funktion Sub mit

Formaler
Beweis

ZFC F I—'Z)ZJ(I—X—I)—I = Sub(l—d)—l, I—X—I)

fiir alle Lpe-Formeln (x) und .



Formaler Bewels

Godelscher
Unvoll-
standigkeitssatz|

in ZFC Beweis:

Matthias Sub beschreibt einfach die Einsetzung in Formeln.

Sei nun ¥(vy) die Lye-Formel die zu ¥ (Sub(vy, vo)) dquivalent ist.
Dann sind in ZFC folgende Aussagen dquivalent:

(") ~ Z(Sub("y, Ty T)) ~ E(T(TY 7))
Setze nun ¢ = ("¢7)
=¢~2("9"). O

Formaler
Beweis



Formaler Bewels

Godelscher
Unvoll-
standigkeitssatz|

Das Beweisbarkeitspradikat:

Sei Bew(x) die Formel, die (in ZFC) ausdriickt, dass x eine in ZFC
beweisbare Aussage ist.

Folgende Lob-Axiome miissen jedoch erfiillt werden:
L1 : [ZFC+ ¢] = [ZFC+ Bew("¢7)].
L2 : ZFC F [Bew ("¢ ™) A Bew(" ¢ — ¥ — Bew("¢7)].
L3 : ZFC I [Bew("¢7) — Bew("Bew("¢™)7)].

Formaler
Beweis



Formaler Bewels

Godelscher
Unvoll-
standigkeitssatz|

Folgerung 11.2:
111: ZFChH ¢ = ¢ = ZFC+ Bew("¢7) — Bew("¢7)
11.2:  ZFCH [Bew("dp AYT) <> (Bew ("¢ ™M) A Bew("97))]

Beweis:

(11.1)  Sei ZFCF ¢ — ¢ 2 ZFC + Bew("¢ — 7).
£ ZFC F Bew("¢7) — Bew("7).

Definition:

Formaler
Beweis

Sei F eine Formel, deren Negation allgemeingiiltig ist, z.B. =0 = 0.
Die Aussage CONzrc = —Bew("F™) driickt dann die Konsistenz von
ZFC aus.



Formaler Bewels

Godelscher
Unvoll-
standigkeitssatz|

Satz: (2. UVS)
Wenn ZFC konsistent ist, ist CONzrc in ZFC unbeweisbar.
Beweis:

Wenn wir den Satz bewiesen haben, haben wir also gezeigt, dass
ZFC + CONZFC d ﬁBéW(rCONZFC—I).

Sei ¢ eine Formel, die
ZFC F ¢ <> =Bew("¢7) (11.3) Godelsatz!
erfiillt.

Formaler
Beweis

Wir zeigen zuerst, dass folgendes gilt:
ZFC + ¢ s CONZFC (114)



Formaler Bewels

Godelscher
Unvoll-
standigkeitssatz|

in ZFC Beweis: ZFCH (b +» CONzgc (114)

Matthias 11.1
ZFCHF —»¢ % ZFCH Bew("F7) — Bew("¢7).

Also gilt: ZFC F =Bew("¢7) — —Bew("F7)
& ZFCH (]5 — CONZF(j.

Aus ZFC+ ¢ — —Bew("¢™)

%! ZFC - Bew(T¢7) — Bew("T—Bew("¢7)7).

B ZFC + Bew("¢7) — Bew("Bew("¢7)7)

Formaler

Beweis = ZFC F Bew("¢") — (Bew("—Bew("¢7) ) A Bew (" Bew("¢ ™M) ™).



Formaler Bewels

Godelscher
AW Boweis:  ZFC ¢ <> CONzre  (11.4).
in ZFC
I ZFC + Bew(T¢") — (Bew(T—Bew("¢™) ) A Bew(" Bew("¢™) ).
L2 ZFC + (Bew("~Bew ("¢ 7)) ABew("Bew("¢7) 7)) — Bew("F7).

Zur Erinnerung: CONzgc = —=Bew("F™).

Also gilt:
Bew("¢7) — = CONzgc, das heiBt dann: ZFC - CONzgc — ¢. [

Formaler
Beweis



Formaler Bewels

Godelsch
o Satz: (2. UVS)
standigkeitssatz|

in ZFC Wenn ZFC konsistent ist, ist CONzrc in ZFC unbeweisbar.

Matthias

Beweis:

Angenommen:

ZFC F CONzee &' ZFC - ¢ £ ZFC - Bew(T¢")

aber ZFC I ¢ '%* ZFC - —Bew("¢7).

Somit wire ZFC inkonsistent. [

Formaler
Beweis



Formaler Bewels

Godelscher

Ynvoll- Folgerung: (Tarskis Satz iiber die Wahrheitsdefiniton)

standigkeitssatz|

Wenn ZFC widerspruchsfrei ist, gibt es keine Formel W(x), so dass
fiir alle Aussagen ¢ gilt:

ZFCE o < W(T¢T)
Beweis:

Wihle ein ¢ mit
ZFC F ¢ < —W("¢D).

Formaler
Beweis



Formaler Bewels

Godelscher
Unvoll-

standigkeitssatz Erstellung einer Liste ¢q, ¢1, ... aller in ZFC beweisbaren Aussagen.
mn

Matthias “¢ ist die n-te beweisbare Aussage” lasst sich nun mit einer
Lye-Formel Bew(x,y) ausdriicken, die die folgenden Eigenschaften
hat:

Fiir alle n=0,1,... und alle Aussagen ¢ gilt:
m =0, = ZFC+ Bew( ¢, n). (11.5)
m $# o= ZFCH =Bew ("¢, n). (11.6)

Formaler
Beweis



Formaler Bewels

Godelscher
Unvoll-

standigkeitssatz w
in ZFC

Vet Sei R eine Aussage mit

ZFCF R < Vy cw(Bew("R7,y) = 3z < y(Bew("—R™, 2)))

John Barkley Rosser:

Anstelle des Liigner-Paradoxon “Ich bin nicht beweisbar” benutzt er
die Aussage:

“Zu jedem Beweis fiir mich gibt es einen kiirzeren Beweis fiir meine
logische Negation.”

Formaler
Beweis



Formaler Bewels

Godelscher
Unvoll-
stindigkeitssatz] Satz: (1 UVS)
in ZFC

Matthias Wenn ZFC konsistent ist, ist R unabhangig von ZFC.

Beweis:
Fiir beliebiges 1 sei ¢* die Aussage

Vy € w(Bew("y7, y) = 3 z < y(Bew(" 97, 2)).
Wir zeigen zuerst:

ZFCF 1 = ZFC+ = (11.7)
Formaler ZFC + —p = ZFC + o* (11.8)

Beweis



Formaler Bewels

Godelscher
Unvoll-

SRS Beweis von 11.7: ZFCF ¢y = ZFC - )

in ZFC

Sei ZFC + 1 =° 3 n mit ZFC + Bew (™47, n).

Matthias

"

Da ZFC konsistent, =° ZFC - —Bew("—7, m) VYm

=ZFCF-[3z<n: Bew(" 7, 2) ]

= ZFC+HVz < n: =Bew(" w7, z) = ZFC F —* O

=(*) = =(Vn € w(Bew (™™, n)) = Iz < n: Bew(" )7, 2)).
=3dn € w(Bew("Y 7, n) AVz < n: =Bew(" 97, z)).

Formaler
Beweis



Formaler Bewels

Godelscher
Unvoll-

ELENEEE  Beweis von 11.8: ZFCF = ZFC ¢~

in ZFC

Matthias

Sei ZFC F —1p =° 3 m mit ZFC + Bew ("7, m).
Da ZFC konsistent =° ZFC - —Bew("7, n) Vn.
= ZFC+Vy € w(Bew( "¢, y) = m < y)

= ZFC " O

Formaler
Beweis



Formaler Bewels

Godelscher
Unvoll-

stindigkeitssatz] Satz: (1. UVS)

in ZFC

Matthias Wenn ZFC konsistent ist, ist R unabhangig von ZFC.

Beweis:

Wihle ¢ = R

ZFCRY ZFC+ R

ZFCF-R22 ZFC+ R

Also gilt: ZFC+ R < ZFC - —R.

holnaley In beiden Fillen wire ZFC inkonsistent. [

Beweis



Godelscher
Unvoll-

standigkeitssatz|
in ZFC

Matthias

Vielen Dank fur lhre Aufmerksamkeit !!!

Formaler
Beweis



	Wahrheit und Beweisbarkeit
	Auf den Spuren der Unendlichkeit
	Macht der Symbole
	Grundlagenkrise
	Axiomatische Mengenlehre
	Hilberts Programm und Gödels Beitrag

