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KAPITEL 1

o-Algebren und Mafle

Wir starten in diesem Kapitel mit der sogenannten Maftheorie, der allge-
meinen Theorie des Messens von Inhalten von Strecken, Fliachen, Korpern
und Mengen in hoherdimensionalen Réumen. Mit Hilfe des CAUCHY-
RIEMANNschen Integrals kann man Gebieten zwischen dem Graphen einer spe-
ziellen Klasse von Funktionen und der entsprechenden Achse einen Flachen-
inhalt zuweisen. Man mochte einer moglichst grofien Klasse von Bereichen,
insbesondere des R?, in einer sinnvollen Art und Weise einen Inhalt zuordnen.
Gesucht ist eine Teilmenge A der Potenzmenge P(R?) und eine Abbildung
p A —0,00], so dass fiir jedes A € A der Wert p1(A) als Inhalt interpretiert
werden kann. Gewiinscht ist dabei natiirlich, dass den bekannten elementar-
geometrischen Figuren der vertraute Inhalt zugeordnet wird und dass zum
Beispiel der Inhalt der Vereinigung zweier disjunkter Bereiche gleich der Sum-
me der Inhalte der einzelnen Bereiche sei. Man wiinscht sich im R? auch die
Unabhéngigkeit des Inhalts einer Menge von der Lage im Raum. Es wird sich
spiter herausstellen, dass man ein “d-dimensionales Volumen” nicht fiir alle
Teilmengen, sondern nur fiir eine bestimme Auswahl von Teilmengen definieren
kann.

Wir fiihren zunéchst diejenigen Mengensysteme ein, auf denen wir dann
Inhalte bzw. Mafle erklaren werden. Es wirkt plausibel, dass man sich von
einem geeigneten Mengensystem wiinscht, dass es abgeschlossen ist gegeniiber
allen abzéhlbaren Mengenoperationen. Dabei heiffit formal ein Mengensystem
A C P(Q2), Q ist eine nichtleere Menge, abgeschlossen unter allen abzéhlbaren
Mengenoperationen, wenn mit A € A immer A¢ € A folgt und wenn fiir
jede Folge (A,), in A auch |J, -, A, zu A gehort. Der Begriff ist dadurch
gerechtfertigt, dass aufgrund der Regeln von DE MORGAN somit auch (), -, 4y,
zu A gehort. -

Wir fithren die Begriffe Inhalt, Pramafl und Maf§ ein und leiten Rechen-
regeln her, die fiir den weiteren Aufbau der Mafitheorie und der im Anschlufl
zu entwickelnden Integrationstheorie die Grundlage darstellen. Als wichtiges
Beispiel fithren wir das LEBESGUEsche Pramaf ein.

1.1 Definition Ein System .4 von Teilmengen einer Menge 2 heifit eine o-
Algebra (in ), wenn gilt:

(a) Qe A
(b)Ac A= A°c A
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(c) fiir jede Folge (A,), von Mengen aus A liegt | J,~, A, in A.
Das Paar (€2, A) heifit Messraum.

1.2 Beispiele

(a) P(Q) ist eine o-Algebra.

(b) Ist A eine o-Algebrain Q und ' C Q,s0ist ¥ NA={Q NA: Aec A}
eine o-Algebra in €2’ und heifit Spur oder Spur-o-Algebra von A in €)'

(c) Es seien © und €' Mengen, A" eine o-Algebra in Q' und 7' : Q — € sei
eine Abbildung von © nach . Dann ist T~'(A') := {T7!(A"), A’ € A’}
eine o-Algebra in Q (die durch 7" induzierte). Dies ist eine einfache Ubung.

(d) Es sei A eine o-Algebra. Dann ist () € A und fiir jede Folge (4,), von
Mengen aus Aist (102, 4, in A, denn: § = Q°und (72, 4, = (U2, 45)°.
Weiter ist mit A, B € A auch A\ B = AN B € A, denn endliche
Vereinigungen und Durchschnitte von Elementen aus A sind in A.

(e) Sei & C P(Q2) ein nichtleeres Mengensystem. Dann ist

(€)= ﬂ A

ECA
A o—Algebra

eine o-Algebra, die man die von & erzeugte o-Algebra nennt. Dies ist die
kleinste o-Algebra, die £ enthdlt. £ heiBt Erzeuger von o(&) (alles ist
wohldefiniert, denn P(£2) ist immer eine o-Algebra, die £ umfasst). Der
Beweis ist einfach.

(f) {A C Q, A oder A€ ist abzdhlbar} ist eine o-Algebra.

1.3 Definition Ein System R von Teilmengen von € heiit Ring (in €2), wenn
gilt

(a) D eRrR
(b)) ABeR=A\BeR
(c) ABeER=AUBEeR.
Gilt auch
(d) QeR,
so heiBt R eine Algebra (in 2).

1.4 Bemerkungen

(a) Da ANB = A\ (A\ B), ist in einem Ring R mit A, B € R auch ANB € R.
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(b) R ist genau dann eine Algebra, wenn (a) und (b) aus 1.1 und (c) aus 1.3
gelten. Denn ist R eine Algebra, so sind (a) in 1.1 und (c) in 1.3 klar. Aus
(b) in 1.3 folgt (b) in 1.1. Umgekehrt gilt A\ B = AN B = (A°U B)°
sowie ) = Q°.

(c) Es sei R eine Algebra und fiir jede disjunkte Folge (4,), in R gelte
U2, A, € R. Dann ist R eine o-Algebra. Hierbei bedeutet disjunkte
Folge, dass A; N A, = 0 fiir alle j, k € N mit j # k gilt. Der Beweis dazu:
Es sei (B,), € RN. Setze Ay := By und A1 := Bj1 \ Ui_, Br,j € N.
Dann ist (A,), disjunkt und | J)~, A, = U, B,. Nach Voraussetzung ist
U, 4, € R. O

1.5 Beispiele
(a) o-Algebren sind Algebren.

(b) Der kleinste in 2 existierende Ring besteht nur aus der leeren Menge.

(c) {A C Q, A oder A° endlich } ist eine Algebra, und eine o-Algebra genau
dann, wenn €2 endlich ist.

Sei nun Q = R%, a = (ay,...,aq), b = (by,...,by). Wir definieren a < b
bzw. a < b, wenn a; < b; bzw. a; < b; fir alle i = 1,...,d gilt. Betrachte
das nach rechts halboffene Intervall [a,b) := {x € R%: a < x < b}. Dies
nennt man auch einen achsenparallelen, nach rechts hin offenen Quader oder
auch ein Parallelotop. R¢ bezeichne die Menge aller nach rechts halboffenen
Intervalle in R? und F¢ das System aller Vereinigungsmengen von je endlich
vielen Mengen aus RY. Dieses System wird als das System der d-dimensionalen
Figuren bezeichnet. Sicher gilt R¢ C F?. Es gilt weiter:

1.6 Lemma Mit I,J € R gilt INJ € R und J\ I € Fe Jede Figur ist
endliche Vereinigung paarweise disjunkter Intervalle aus R.

Beweis: Es seien I = [a,b) und J = [d/,b'). Wir setzen e; := max(a;, a;) und
fi == min(b;, b}) fiir i = 1,...,d sowie e = (eq,...,eq) und f = (f1,..., fa)-
Dann ist INJ = [e, f) fiir e < f und I'NJ = 0 sonst, also I NJ € R Weiter

gilt J\ I = J\ (I NJ). Daher zeigen wir den zweiten Teil der Behauptung
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fir I € J und I # (. Also ist ohne Einschriankung o’ < a < b < V. J,
sei eines der 3 disjunkten Intervalle [a},a;), [a;, b;) oder [b;, b)), i = 1,...,d.
J ist die Vereinigung der 3¢ disjunkten Intervalle J; x --- x Jy, die sich bei
Auswahl aller 3 Moglichkeiten fir Ji, ..., Jg ergeben. Fiir Jy = [ag, bg), k =
1,...,d, ergibt sich I, also ist J \ I die disjunkte Vereinigung der iibrigen
37 — 1 Intervalle der Form J; X --- x Jy. Es sei nun F' € F? Dann existieren
Il,...,]k ERd mltF:hUU]k Es ist F:[1U(IQ\11)U(13\]1U12)U
UL\ ([1U---UIx_1), wobei dies nun eine disjunkte Vereinigung ist. Es ist
zu zeigen: Mengen der Form I\ (J; U---U J,,) sind disjunkte Vereinigungen
von Elementen aus R%. Es gilt I\ (JyU---UJ,) = N, (I \ J;). Nun kann
I'\ J; als disjunkte Vereinigungen endlich vieler Intervalle aus R¢ dargestellt
werden, s.0.. Wir verwenden abschlieSend die Distributivitéit und die Tatsache,
dass der Durchschnitt von Intervallen aus R? wieder in R? liegt. Somit ist alles
bewiesen. 0

Wir lernen nun einen fiir das Folgende sehr wichtigen Ring kennen.

1.7 Satz F? ist ein Ring.

Beweis: Zu zeigen ist: sind F, G € F¢ so ist F'\ G € F?. Dazu sei

m

F=J1, G= OJJ’.'.
j=1

=1

Dann ist o
Fe=U(Num).
i=1 \j=1
Es ist zu zeigen: (;_, I} \ I} ist eine Figur. Nach 1.6 ist I\ I eine Figur. Wir

zeigen nun noch, dass der Durchschnitt zweier Figuren wieder eine Figur ist.
Aber mit obiger Darstellung ist

rac={J\Jun).
i=1j=1

und I NI € RY, also ist F'N G eine Figur. O

1.8 Bemerkung Ist R ein Ring in R? mit R¢Y C R, so folgt F¢ C R : F¢
ist der von R? erzeugte Ring. Dabei ist der erzeugte Ring wie in Beispiel 1.2
(e) definiert. Fiir jedes System & von Teilmengen einer Menge € existiert ein
kleinster Ring o(€) in Q welcher £ enthilt. Er heifit der von £ erzeugte Ring.

Im Folgenden fithren wir noch den Begriff eines DYNKIN-Systems ein:
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1.9 Definition Ein DYNKIN-System D (iiber einer Menge () ist ein System
von Teilmengen von €2, welches die folgenden Eigenschaften erfiillt:

(a) Q e D.
(b Aec D = A°eD.

(c) Fiir jede Folge (Ay), paarweise disjunkter Mengen aus D ist |, -, 4, in
D. -

Der Grund fiir die Einfithrung dieses Begriffs ist, dass (c) in Definition
1.9 héufig leichter nachweisbar ist als (c) in Definition 1.1. Es stellt sich die
Frage: Wann ist ein DYNKIN-System eine o-Algebra? Fortan nennen wir ein
Mengensystem &, welches mit je zwei Mengen - und damit auch je endlich vielen
Mengen - deren Durchschnitt bzw. Vereinigung enthélt, kurz durchschnittstabil
(in Zeichen N-stabil) bzw. vereinigungstabil (in Zeichen U-stabil).

1.10 Satz Ist ein DYNKIN-System durchschnittstabil, so ist es eine o-Algebra.

Beweis: D sei ein durchschnittstabiles DYNKIN-System. Wir miissen zeigen,
dass D abgeschlossen gegeniiber abzdhlbaren Vereinigungen ist. Sei (A;); eine
Folge in D.

Bl Z:Al,
B, =A\NAU---UA, 1); n>2.

Wir zeigen mit Induktion nach n, dass B,, und A; U---U A,, zu D gehoren.
Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen. Sei n > 2. B, hat die Darstellung B, =
A, N ((A1U---UA,_1)°. Per Induktionsvoraussetzung ist A; U --- U A,
in D, also auch das Komplement. Da D durchschnittstabil ist, folgt B, € D.
A1U- - -UA,,_1 und B, sind disjunkt und A;U- - -UA,, = (A;U---UA,_1)UB,. Es
gilt A;U---UA,, € D. Die B, sind paarweise disjunkt und |J,,.y An = U,,en B,
also (J,,ey An € D. O
1.11 Satz Ist C ein durchschnittstabiles Mengensystem in €2, so gilt d(C) =
o(C), wobei d(C) das kleinste von C erzeugte DYNKIN-System bezeichnet.

Beweis: Es folgt sofort d(C) C o(C), denn jede o-Algebra ist auch ein DYNKIN-
System. Es bleibt zu zeigen, dass d(C) eine o-Algebra ist. Dazu zeigen wir mit
Satz 1.10, dass d(C) durchschnittstabil ist. Definiere

A={ACQ:ANC ed(C)VC eC}.
Da C durchschnittstabil ist, folgt C C A. Wir zeigen, dass A die DYNKIN-
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Eigenschaften hat: (a) ist klar. (b):

Ac A= ANnCedlC)VC eC
= A°NC=(C°UANC)) edC)VC eC
= A° e A (beachte: C° und AN C sind disjunkt).
(c): An € A, n € N, seien paarweise disjunkt. Wegen A, NC € d(C) VC € C
folgt (U,s1 An) NC € d(C)VC € C, d. h. A, € A. Also gilt d(C) C A. Wir

definieren
A={ACQ:ANA €d(C) fiir alle A’ € d(C)} .

Nun ist nach dem vorangegangenen Schritt C C A. Man zeigt nun analog zu
eben, dass A ein DYNKIN-System ist. Damit folgt d(C) C A, also ist d(C)
durchschnittstabil, was zu zeigen war. O

Wir leiten aus dem letzten Satz ein praktisches Verfahren ab, welches man
DYNKIN-System-Argument nennt:

Gegeben sei (€2, .A), ein Messraum, und eine Aussage (*), deren Giiltigkeit
fiir alle A € A behauptet wird. Es gebe einen durchschnittstabilen Erzeuger £
von A derart, dass (x) fiir alle A € £ nachweisbar ist. Betrachte dann

D:={Aec A: A geniigt der Behauptung ()} .

Zeige, dass D ein DYNKIN-System bildet. Dann folgt aus &€ € D C A und
d(€) = 0(€) = A nach Satz 1.11 die Inklusionskette

A=d)CcDCA,
also A = D, also ist die Behauptung (x) fiir alle A € A bewiesen! Dieses

Argument wird haufig verwendet, wie wir noch sehen werden.

Im folgenden seien 2 eine nichtleere Menge und [0, 0o] := RT U {co}. Wir
fithren nun Mafe ein.

1.12 Definition

(a) Sei R ein Ring in 2 und g eine Abbildung von R in [0, co] mit u(0) = 0.
Gilt fiir jede disjunkte Folge (A,), in R mit | J,, A, € R

p(lJAn) =D ulAy), o — Additivitit, (1.1)
n=1 n=1

so heiBt p ein Pramaf (auf R). Gilt (1.1) fiir jedes endliche System
Ay, ..., A, von paarweise disjunkten Teilmengen von R, so heiffit u ein
Inhalt.
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(b) Jedes auf einer o-Algebra A in Q definierte Pramaf heifit Maf (auf A).
u(A) fir A € A wird (u-)MaB der Menge A genannt. Gilt p(Q2) < oo,
heiBt das Mafl p endlich. (2, A, ) nennt man Mafiraum. Gilt u(Q) = 1,
so heifit p Wahrscheinlichkeitsmafiund (Q, A, ) Wahrscheinlichkeitsraum
(kurz W-Raum). In einem W-Raum heiflen die Elemente in A Ereignisse,
zu A € A heifit u(A) Wahrscheinlichkeit von A (oder fiir das Eintreten
des Ereignisses A). Elemente w von Q mit {w} € A heilen Elementarer-
eignisse. Jedes N € A mit pu(N) = 0 heiit u- Nullmenge. Die Menge aller
p-Nullmengen bezeichnen wir mit N,

Wir fithren an dieser Stelle bereits die iiblichen Sprechweisen und No-
tationen der Wahrscheinlichkeitstheorie ein. () bzw.  heilen das unmdgliche
bzw. sichere Ereignis. Es sei (€, A, P) ein W-Raum (von nun an die iibliche
Bezeichnung fiir einen W-Raum). Ereignisse A mit P(A) = 0 bzw. P(A) =1
heiflen fast unmdglich bzw. fast sicher.

Falls A € B, A,B € A, sagt man, ein Ereignis A impliziert B oder
zieht nach sich. Gilt AN B = (), so nennt man A und B disjunkt, fremd oder
unvereinbar. Man nennt A U B bzw. AN B bzw. A\B ,mindestens eines der
Ereignisse A und B tritt ein“ bzw. ,A und B treten ein“ bzw. ,es tritt A,
nicht aber B ein“. Fiir eine Folge (A, )nen in A ist |~ A, bzw. [, A, das
Ereignis ,, A, tritt fiir gewisse n ein® bzw. ,, A, tritt ein fiir alle n“. Schliellich
setzen wir

liminf A, =: {A, fiir schliellich alle n} ,

limsup A,, =: {4, fiir unendlich viele n}
mit
liminf A, == | ] (] Am .
nee n>1m=n
limsup A4, := ﬂ U A, .
n=eo n>1m=n
Man schreibt auch {4, u.0.} := {4, fir unendlich viele n}, wobei u.o. ,un-

endlich oft“ bedeutet. Und wir lassen haufig {...} weg:
P({A, uo.}) = P(limsup 4,) .
1.13 Beispiele

(a) (Diskrete Mafe, DIRAC-Mafl) Es sei Q beliebig und Q C Q eine hichstens
abzdhlbare Teilmenge. Mit einer Abbildung p : Q — (0, co] definieren wir

pA) = > pw), AcQ

weANS
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Dann ist p ein Mafl auf der Potenzmenge von €2, das auf der diskreten
Teilmenge 2 konzentriert ist (es gilt £(Q\ Q) = 0). Es gilt dann p({w}) =
p(w) > 0 fiir alle w € Q, und man nennt w ein Atom von u. Das Maf
p heiBt ein diskretes Maﬁ Falls > .op(w) = 1, so ist u ein diskretes
WahrscheinlichkeitsmaB. Falls € einelementig ist, also Q= {wo} fiir ein
wo € €2, so heifit p das DIRAC-Maf in wy, und wir schreiben p = é,,,. Es
gilt also
1, wye A

6WO(A) T { 0 , Wo ¢ A.
Ein beliebiges diskretes Mafl ;1 wie oben kann man dann auch als Linear-
kombination von DIRAC-Maflen auffassen, denn es gilt © = )" 5 p(w) do.

Ist © endlich und jedes Ereignis gleichwahrscheinlich, p(w) = I_l\’

w € €, so liegt ein LAPLACE-Ezperiment vor. Hier gilt
1 A
wA) =57 ) 0u(A) = =0
] 2 jo!

Dies liefert die LAPLACE-Verteilung auf ). Der n-malige Wurf eines
Wiirfels wird beschrieben durch

({1,...,6}”,P({1,...,6}n),6in >

Ein Zufallsexperiment mit nur zwei moglichen Ausgédngen heifit
BERNOULLI-Ezperiment. Das zugehorige W-Maf ist von der Form

=08 + (1 — 6)d,

fir ein # € [0,1]. p heilt BERNOULLI- Verteilung mit Parameter 6
(Miinzwurf). Der Fall 6 = 1/2 liefert die LAPLACE-Verteilung auf {0, 1}.
Jede aus der diskreten Wahrscheinlichkeitstheorie bekannte Verteilung
lasst sich auffassen als ein diskretes Maf auf (R, P(R)). Wir erinnern an:
Die Binomialverteilung zu den Parametern n und p,

n

b(n,p) =Y (Z)p’“(l —p)" "0 0<p<1,neN,

k=0
ist ein diskretes W-Maf (siehe Abb. 1.1), denn

Zn: (Z)Pk(l -p)" P =@p+0-p)=1.

k=0
Die PoissoN-Verteilung zum Parameter a > 0,
o —a
T - — Z € X (Sk 5
k=0

ist ein diskretes W-MaB, a € R* (siche Abb. 1.2), denn e* = >/ ‘z—l,c
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0.8

0.1 0.2
C— |:|.=.
1 2 3 4 1 2 3

0 5 6 0

4 5 6
Abb. 1.2: Histogramme der P0O1sSON-Verteilung.

(b) Falls in Beispiel (a) p(w) = 1 fiir jedes w € Q, nennen wir u das Zihlmafs
auf Q; dann z&hlt p(A) = |AN Q| die Anzahl der Punkte aus  in A.

(¢) (Miinzwiirfe) Fiir n Miinzwiirfe nimmt man
Q={(z1,...,2) |z € {0,1}},
fiir den oo-fachen
Q = {(zi)ien |z € {0,1}} = {0,1}".

Im einfachen Miinzwurf ist A = {1} das Ereignis ,,1 tritt ein®, im n-fachen

;xi = k}

A= {(wl,...,xn)

,genau k Einsen“ und beim oo-fachen

A= {(wi)ieN e {0,1}"

1 n
J 2 =
»die relative Haufigkeit der 1 ist p“. Setzt man A = o(Ap) mit

Ao :={B C {0,1}"|3n € N, 3B, € P({0,1}") mit
B=Byx{0,1} x {0,1} x ... }
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und
P<{(x1,x2,...) € {O,l}N}xl =T1,..., 0y = j:n}) =27"

fir 7y,...,7, € {0, 1} fest, so gilt:

P{ Dien € {0, 13 ] 1 Z }:1

((Mm { }HQWXE )

und obiges P ist fortsetzbar zu einem W-Maf auf A = o(Ap). Das bewei-
sen wir etwas spéter.

(d) Fir A C Q sei u(A) = 0 fir A = 0§ und p(A) = oo sonst. Dann ist
(Q,P(2), ) ein Mafiraum.

(e) Betrachte (R?, F9) (sieche Lemma 1.6 und Satz 1.7). Es existiert genau
ein Inhalt A auf F¢, so dass fiir jedes I € R? der Wert \(I) gleich dem
d-dimensionalen Elementarinhalt von I ist. Dabei ist fir I = [a, b)

)\(I) = (b1 — CL1)(b2 — CLQ) e (bd — CLd)

der zugehorige d-dimensionale Elementarinhalt.

Beweis: zu (e): Nach 1.6 ist jede Figur F' € F¢ disjunkte endliche Vereinigung
von Elementen aus R? : F = I; U---U I,,,. Also folgt fiir jeden Inhalt \ auf
FENF) = XNI1) + -+ + (I,,). Dies bedeutet, dass A eindeutig durch seine
Werte auf RY festgelegt ist. Zu zeigen ist somit die Existenz von \. Fiir I € R¢
setzen wir A(I) = d-dimensionaler Elementarinhalt. X ist auf R¢ additiv, das
heift fiir Iy,...,1,, € R% paarweise disjunkt, mit [; U --- U I,, € R ist
AL U---Uly,) = M) + -4+ M) (einfaches Argument). A wird nun auf
F? dadurch ausgedehnt, dass jedes F' € F? als disjunkte Vereinigung von

I,..., I, € RY dargestellt werden kann (nicht eindeutig!) und man dann
A(F) = 3770, A1) setzt. Also bleibt zu zeigen: A\(F) ist von der Wahl der

Darstellung unabhéngig. Dazu sei F' = J;U---U J,, = [ U---U [, mit
Ji,o oI Ih, ... I, € R Dann ist

l
Je=JNF=|J(knN1),

i=1

wobei J N I; Intervalle sind. Somit ist A\(Jg) = Zle A(Jx N 1;) und analog
A1) = Zkl(ﬂmam

Also ist A auf F? endlich additiv und da § € R® und A\(0) = 0, ist A ein
Inhalt. 0J
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Tatséchlich handelt es sich bei A im Beispiel 1.13 (e) schon um ein Pramaf.
Dies ist der Inhalt des folgenden Satzes.

1.14 Satz )\ auf F¢ ist ein Priamaf.

1.15 Definition Das auf dem Ring F¢ der d-dimensionalen Figuren im R?
definierte PramaB A heifit LEBESGUEsches Prdamaf im R?. Es wird mit \?
bezeichnet. (H. LEBESGUE 1875-1941).

Wir beweisen Satz 1.14 erst, nachdem wir Eigenschaften von Inhalten und
Pramafen kennengelernt haben:

1.16 Satz Sei p ein Inhalt auf dem Ring R und A, B, (A,,), seien Mengen aus
‘R. Dann gilt:

(a) p(AU B) + u(AN B) = p(A) + u(B)

(b) AC B= u(A) < u(B)

c) AC B, u(A) <oo= pu(B\A)=pu(B) — pu(A)
)
)

(

(d) (U, A) < o0 w(Ay)  (sub-additiv)

(e) Fiir eine Folge (Ay,), paarweise fremder Mengen aus R mit | J- | A, € R
gilt
> st (An) < ULy An).

Beweis: Es gelten die Identitaten AUB = AU(B\A) und B = (ANB)U(B\A),
also

p(AU B) = u(A) + u(B\ A)
und

W(B) = u(AN B) + u(B\ A).
Die Addition dieser beiden Gleichungen liefert (a), wenn (B \ A) endlich ist.
Ist hingegen pu(B\ A) = 400, folgt u(AU B) = u(B) = 400, also auch (a).
Ist A C B, so folgt u(B) = pu(A) + p(B \ A) womit (b) und (c) gezeigt sind,
da,u 2 0. Sei B1 :Al,BQ :AQ\Al,...,Bn :An\(AlLJUAn_l), so sind
By, ..., B, disjunkt Mengen aus R, also

n

wJBi) =D u(B).
i=1 i=1
Da ., Bi = U;_; 4 und B; C A;, folgt (d). Ist A =J 2, A, € R, so gilt
p(AD)+- -+ u(Ay) = p(A1U---UA,,) < u(A), m € N (da disjunkte Mengen),
also folgt (e) mit m — co. O
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1.17 Korollar Ist p ein PramafB auf R, so gilt fiir Ay, Ay,... € R: Ist Ay C
Uns1 An so folgt p(Ag) < 3007, u(An).

Beweis: Da Ay = J,,»,1(A40 N Ay) und 1.16 (b) gllt ist ohne Einschrankung
Ag = U1 An. Setze By = Ay,...,B, = A, \ (4 -UA,,_1) und schliefe
wie in (d), 1.16. 0

Es gilt also (U, An)

< o m(Ay), falls |, ~; A, € R. Dies nennt
man die o-Subadditivitit. N -

1.18 Korollar Es sei (€2, A, P) ein W-Raum. Dann ist P o-subadditiv. Ist I
eine endliche Indexmenge, so gilt die Siebformel von POINCARE-SYLVESTER:

P(Ua) = X oe(N4)

= 0£JCI jeJ
n
= - k_l - « .. .
IZ{;..,n} Z( 1) ) Z ' P(AZI N N Azk)
k=1 1<i <-<ix<n

Beweis: Die o-Subadditivitét ist klar. Die Siebformel folgt per Induktion aus
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(AN B). O

Bezeichnung: Fiir Mengen E, Ey, Es, ... bezeichne FE,, T E bzw. E, | E
den Sachverhalt, dass Fy C Ey C ---, E = Un21 E, bzw. By D Ey D ---,
E = ﬂ@l E, gilt. Man spricht auch von isotonen und antitonen Folgen.

1.19 Satz Fiir einen Inhalt p auf einem Ring R betrachte

(a) p ist ein PramaB.

(b) Fiir jede Folge (A,), von Mengen aus R mit A, T A und A € R gilt
lim,, o0 (An) = u(A).

(c) Fiir jede Folge (A;,), von Mengen aus R mit A, | A, A € R, und u(A4,) <
oo fiir allen € N gilt lim,, o u(Ay) = u(A).

(d) Fiir jede Folge (A,), von Mengen aus R mit A, | ) und p(A,) < oo fiir
allen € N gilt lim,, .o, u(A,) = 0.
Dann gilt:

(a) = (b) = (¢) & (d).

Ist @ auf R endlich, gilt also p(A) < 4oo fiir alle A € R, so sind (a) - (d) dqui-
valent. (Bezeichnungen: (c) nennt man Stetigkeit von oben, (b) entsprechend
Stetigkeit von unten).
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Beweis: (a) = (b): Es sei Ag := 0 und B,, := A, \ A,_; fiir n € N. Dann ist
(B)n eine Folge paarweise disjunkter Mengen in R und A = -, B, und
A, = ByU---UB,. Damit ist u(A) = > o, w(B,) = lim, oo Yor w(Bi) =
lim,, o pt(Ay), da p o-additiv ist. -

(b) = (a): Sei (A,), eine Folge disjunkter Mengen aus R mit A :=
U@l A, € R.Mit B, := A U---UA, ist B, T A, also u(A) = lim,, . u(B,)
und p(By) = 71 p(As), also pu(A) =37 -1 1(Ay), also sty ein Pramas.

(b) = (¢): Aus A,, | A folgt A; \ A, T A1\ A (alle Mengen liegen in R).
Also ist u(A; \ A) = limy, oo (A1 \ Ar) = u(Ar) — lim,, o (A,,) nach 1.16
(c): da A C A, folgt u(A) < oo und daher pu(A; \ A) = u(A;) — pn(A). Also
folgt (c).

(¢) = (d) ist klar

(d) = (c): Aus A, | Afolgt A, \ A | 0. Da A, \ AC A,,ist u(A,\ A)
endlich und somit lim, . #(A, \ A) = 0. Da u(A) < u(A,) < 400, folgt mit
(A, \ A) = u(A,) — u(A) die Behauptung.

Sei nun y endlich. In diesem Fall zeigen wir (d) = (b): Es sei (A,), eine
Folge in R mit A, T A € R, dann ist A\ A, | 0, also 0 = lim,, ., u(A\ 4,) =
limy, o0 (1(A) — p(4,)), da p endlich. O

1.20 Bemerkung Es sei (2, A, P) ein W-Raum. Fiir P sind alle Aussagen
in Satz 1.19 dquivalent. Mittels Satz 1.19 kann man auf eine andere Art und
Weise die o-Subadditivitdat von P sehen:

P<¢L:J1 4:) = lim P(| 1Ai)s Yim 3 P(A) = 3 P(4),

wobei die erste Gleichheit aus 1.19 folgt und die Ungleichung aus P(AU B) =
P(A)+ P(B)— P(ANB) < P(A) + P(B).

n

Ein einfaches, aber fiir die W-Theorie sehr wichtiges Resultat kénnen wir
jetzt bereits zeigen:

1.21 Lemma (von Borel-Cantelli) Es seien A; € A, i € N. Dann gilt:

f:P(AZ-) < oo = P(limsupAn):P<ﬂ U Am> =0.

n—oo neNm>n

Beweis: Da >, Am | ey Upsn Am, folgt

P(limsup A,) "2 Jim P< U Am) < lim Z P(A,)=0

n—o0o n—00
m>n
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nach Vorraussetzung, wobei die letzte Ungleichung die o-Subadditivitiat ver-
wendet. 0

Beweis von Satz 1.14: Da X auf F¢ endlich ist, zeigen wir (d) in Satz 1.19. Es
sei (F},), eine Folge in F¢ mit F,, | (). Dann ist zu zeigen: lim,,_. A\(F},) = 0.
Angenommen lim, o, A(F},) = inf,en A(F,) =: 6 > 0. Jedes F), ist endliche
Vereinigung disjunkter Intervalle. Dann existiert ein G,, € F¢ mit G,, C F,
und 5

Es sei H, := G1N---NG,. Dann ist (H,), eine Folge aus F¢ mit H,, D H, 1,
n € N, und H, C G, C F,. Da F,, beschrinkt ist, ist H, kompakt (Satz aus
der Analysis) und F,, D H,, D H,41, also ()2, H, # 0, falls H, # 0 fiir jedes
n € N (dies ist eine Aussage iiber kompakte Mengen, die wir als Ubung lassen).
Dann wire aber (7, F,, # (), im Widerspruch zur Annahme. Es bleibt also
noch zu zeigen: fiir n € N ist H,, # (). Dazu zeigen wir

ANH,) > AMF,) —0(1—277) ().

Dies geniigt, denn mit (%) ist A\(H,) > 6 —d(1 —27") = §/2" > 0, n €
N. Wir zeigen (x) via Induktion: Der Fall n = 1 folgt so: H; = G; und
A(F1) — MG1) < 271 nach Konstruktion. Nun folgt der Induktionsschritt
n—n+1l: Hyy = Gy NHy, also A(Hyy1) = MGop1) A (H,) — A Gy UH,)
(wir verwenden 1.16 (a)). Nach der Induktionsannahme fiir A(H,) und der
Wahl von G,, 41 folgt AN(H,,11) > M(Fpy1) =210+ AN(F,)—0(1-27")=\(F},) =
ANFE,1)—06(1—2"""1) da G,,1UH, C F, 1UF, = F,. Somit ist alles gezeigt.
UJ



KAPITEL 2

Fortsetzung von Pramaflen zu Maflen

In diesem Kapitel wollen wir das LEBESGUEsche Pramaf A4 fortsetzen zu einem
Maf, welches auf der o-Algebra o(F?) definiert ist. Wir konstruieren dazu zu-
erst sogenannte duflere Mafle, die auf allen Teilmengen einer gegebenen Menge
definiert sind, und einige, aber nicht alle Eigenschaften eines Mafles besitzen.
Anschliefend schrianken wir das duflere Maf3 auf geeignete Teilmengen der Po-
tenzmenge ein. Eine auf CARATHEODORY zuriickgehende geschickte Auswahl
dieser Teilmengen liefert dann einen geeigneten Maffiraum. Genauer werden wir
ein Pramaf p auf einem Ring R betrachten und es zu einem &dufleren Maf p*
ausdehnen. Dann liefert p* eingeschrankt auf die von R erzeugte o-Algebra
ein Maf3, welches auf R mit dem Pramafl p iibereinstimmt. Wir klaren weiter
die Frage nach der Eindeutigkeit einer solchen Fortsetzung und betrachten die
o-Algebra der BORELschen Mengen o (F?).

Q) sei stets eine nichtleere Menge.

2.1 Definition Eine Abbildung p* : P(2) — [0,00] mit p*(@) = 0 heifit
dufseres Maf$ auf €, wenn sie wachsend und o-subadditiv ist, also mit A; C A,
stets p* (A1) < p*(Ay) folgt und

i (U 4n) <D (A

n>1 n>1

fir (A,), in P(£2) gilt.

2.2 Bemerkungen

(a) Ein dufleres Ma$B ist stets auf ganz P(2) definiert.
(b) Jedes Maf auf P(€2) ist ein duBleres Mafl (siche Korollar 1.17).

(c) Es sei A C 2 und

0 A=
M*(A)::{lz A%g s

dann ist p* ein duBeres MaBl auf Q2 (und es ist genau dann ein Maf}; wenn
Q) einpunktig ist).

Einem Pramaf p auf einem Ring R kénnen wir durch die folgende Kon-
struktion ein dufleres Maf§ zuordnen:

17
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2.3 Satz Sei p ein Pramaf auf einem Ring R in Q. Sei p* : P(2) — [0, o]
definiert durch

1nf{zu ERNQCUA}

n>1 n>1

mit Q € P() (setze inf () := 00). Dann ist p* ein duleres Maf3 auf Q (das von
(R, 1) induzierte dufere Mafs) mit p*(A) = u(A) fiir alle A € R.

2.4 Beispiel Q2 = RY, R = F¢ = X\ Dann heifit (A4)* das d-dimensionale
LEBESGUEsche duflere Mafs.

Beweis: Die Eigenschaften p*() = 0 und p* ist wachsend sind nach Defini-
tion klar. Wir zeigen die o-Subadditivitéit: ohne Einschriankung sei p*(Q,) <
0, n €N, Q, € P(). Zu e > 0 und n € N existiert eine Folge (A,)m € RY
mit @, C U,,>; Anm und

Z,u nm <,LL Qn)+_

2n
m>1

Dann ist U@l Q, C Un7m21 Apmy Apm € R, n,m € N, also

wJ@) < D mA) <D (W >)

n>1 n,m>1 n>1

Weiter ist p* > 0 (klar).

Aus Korollar 1.17 folgt u(A) < p*(A), A =0
n>2,ist A CJ,>; An und somit p*(A) <3, =
w(A) fir A e R. O

2.5 Bemerkung Ein Mengensystem A C P(2) enthalte die leere Menge und
eine Folge (A,), mit Q = J,~; An. Eine Abbildung p : A — [0, 00] erfiille
p(0) = 0. Dann ist p*, definiert wie in Satz 2.3 fiir jedes Q C € ein duleres Maf
auf Q (das von (A, ) induzierte). Hierbei muff man nicht inf @ := 0 setzen.
Der Beweis geht vollig analog. Diese systematische Konstruktion dient zur
Herleitung LEBESGUE-STIELTJESscher duflerer Mafle und HAUSDORFFscher
duBerer Mafle. Wir kommen auf die erst genannten zuriick.

Fiir eine Teilmenge A C R? ist das duBlere Mafl (A\?)*(A) eine Approxi-
mation des Inhalts von A von auflen durch Figuren. A wird von aulen durch
Figuren approximiert.
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Anstelle von A betrachten wir nun D\ A, wobei D eine beschrankte Ober-
menge D von A in R? ist. D\ A werde nun analog von aufien durch (A)*(D\ A)

approximiert.
m
I l
D

Dann bedeutet dies eine Approximation von A von innen durch Figuren.
Man koénnte daher das innere Maf$ von A relativ zu D durch

A) (D) = (X)"(D\ 4)

definieren. Es ist dann zu erwarten, dass diejenigen Teilmengen A von RY
eine ausgezeichnete Rolle spielen, deren dufleres Mafl mit dem inneren Maf3
beziiglich jeder beschrinkten Obermenge iibereinstimmt:

ADH*(D) = AN (A) + (A)*(D\A), DcCRYD>A.

Dies fiihrt fiir ein beliebiges dufleres Maf zu der folgenden Definition.

2.6 Definition Es sei p* ein dufleres Mafl auf Q. A C  heilt p*-messbar,
wenn fiir jedes D C ()

w (D) = p (AN D)+ p*(A°N D)

gilt (< gilt sowieso). Die Menge aller p*-messbaren Teilmengen von 2 bezeich-
nen wir mit A(u*).

2.7 Satz (von Carathéodory) Es sei p* ein dufieres Mafl auf ). Dann ist
A(p*) eine o-Algebra auf Q und p = p*|A(p*) ein MaB auf A(u*). Hierbei
bezeichnet p*| A(p*) die Restriktion von p* auf A(u*).
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Beweis: Es gilt ) € A(p*) und aus A € A(u*) folgt A° € A(p*) nach Definition
der p*-messbaren Mengen. Seien A, B € A(p*) und D C €. Dann ist p*(D) >
w(AND)+ p*(A°N D) und p*(A°ND) > p*(BNA°ND)+pu* (B°NA“N D).
Da u* subadditiv ist, folgt daraus
p (D) > p*((AND)U(BNA°ND)) + p*(B°NA°N D).
Nun gilt (AU (BN A°)ND=(AUB)N D, also folgt
p (D) > p*((AUB)N D) + " ((AUB)*N D),

also ist A U B p*-messbar. Wir haben also bereits gezeigt, dass A(u*) eine
Algebra ist. Sei nun (A;); eine disjunkte Folge in A(p*). Somit ist wegen der
*-Messbarkeit von A;

1 (AU A2) N D) = (A1 U A) N D) N Ar) 4 1 (((A1 U As) N D) N AS),

also
p (AL UA)ND)=p* (A ND)+p (AN D),

da die Mengen A; und A, disjunkt sind. Mittels vollstandiger Induktion folgt
somit
M*((UAJ-) mD) => ' (A4;ND), meN. (2.1)
j=1 j=1
Mit A :=J,5, A; folgt mit der Monotonie von y*

“(AN D) Z (A;ND), meN .

Fiir m — oo folgt also

p(AND) > 3 (4,0 D).

Jj=1

Die o-Subadditivitéat liefert also insgesamt

(AN D) Z“ (A; N D) (2.2)

Da wir schon gesehen hatten, dass A(u*) eine Algebra ist, gilt

:M((QAJ»)CQD) +M*((QA].) nD).
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Mittels der Monotonie und (2.1) folgt

m

p(D) > p(A°N D)+ > p(4;N D).

Jj=1

Jetzt folgt mit m — oo und (2.2) die Ungleichung p*(D) > u*(A°N D) +
w (AN D), also ist A p*-meBbar. Somit ist nach 1.4(c) A(u*) eine o-Algebra.
Setze abschliefend in (2.2) D =, so folgt, dass p*|A(u*) ein MaB auf A(u*)
ist. O

2.8 Satz (Fortsetzungssatz) Es sei p ein Pramafl auf einem Ring R in €
und p* das zugehorige dufiere Maf3 auf ) (siehe Satz 2.3). Dann gilt: 0(R) C
A(p*) und i == p*|o(R) ist ein Mafi auf o(R), welches p erweitert.

Beweis: Fiir A € R wollen wir zeigen, dass pu*(D) > p*(D N A) 4+ p*(D N A°)
fiir jedes D C Q. Es sei (A,,), € RY mit D C Un21 A, so ist

Z 1(An) = Z n(AnNA) + Z p(Ay N A%

n>1 n>1 n>1
(2.3) * * c
= > p(ANA) + ) (A, N A°)
n>1 n>1
o—subadd. . . .
> o (JAnnA)+pr(JAn4
n>1 n>1
monoton

> P (DNA)+p" (DN A° .

Man betrachte nun das Infimum iiber alle solche Uberdeckungen von D.
Dann folgt R € A(p*). A(p*) ist nach Satz 2.7 eine o-Algebra, also folgt
o(R) € A(p*). Da p*|A(un*) nach Satz 2.7 ein MaB ist, ist auch p*|o(R) ein
MafB und nach Satz 2.3 gilt u*|R = p. Dies war zu zeigen. O

Es ergibt sich zusammenfassend das folgende Schema:

po = wlo(R) <  wlAw) < n
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2.9 Satz (Eindeutigkeitssatz) Stimmen zwei MaBe p und v, die auf einer
o-Algebra A definiert sind, auf einem durchschnittstabilen Erzeuger C von A
iiberein, und existiert eine Folge €, € C, n € N, mit Q,, / Q und p(82,) =
v(£2,) < oo, so gilt u = v auf A.

Beweis: Dies ist ein erster Beweis, in dem das DYNKIN-System-Argument ver-
wendet wird. Mit der Stetigkeit der Mafle ¢ und v wissen wir

w(Q) = lim p(Q,) = lim v(Q,) = v(Q).

n—~o0 n—~o0

Sei zunéchst u(Q) = v(Q) < oo. Es gilt ja u(Q) = lim, o pu(Q,) =
limy, 00 ¥(£2,) = v(Q). Wir zeigen:

D:={Aec A:pu(A) =v(A)} ist ein DYNKIN-System,

denn dann folgt A = D. Es gilt Q € D. Ist D € D, so ist u(D°) = p(2) —
w(D) =v(Q)—v(D) = v(D°), also D¢ € D. Fiir jede Folge (D,,),, von paarweise
disjunkten Mengen aus D gilt

W(Upa) = uto) =3 uon =o(Una)

n=1

also | J;2, D, € D.

Fiir den allgemeinen Fall sei ., v, definiert durch
pn(A) = p(ANQ,), va(A) =v(ANQ,), AcA.
Es gilt u, = v, fiir alle n € N. Es folgt fiir alle A € A

p(A) = lim p(ANQ,) = lim v(ANQ,) =v(A),

n—oo n—oo

also = v. 0

Um eine Bedingung fiir die Eindeutigkeit des Mafles ji in Satz 2.8 angeben
zu konnen, definieren wir:

2.10 Definition Ein Pramafl p auf einem Ring R auf 2 heifit o-endlich, falls
es (Ap)n € RY mit Q@ = J,5; An und p(A,) < oo, n €N, gibt.

2.11 Beispiel Das LEBESGUEsche Primafl A? (Definition 1.15) ist o-endlich,
denn [—n,n) C R? hat die Eigenschaft [—n,n) T R? und A¥([-n,n)) < co.

Zusammenfassend erhalten wir
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2.12 Satz Es sei p ein Pramafl auf einem Ring R in ) und p* das zugehérige
duflere MaB auf €. Ist u o-endlich, so ist pu*|o(R) das einzige Maf}, welches
erweitert.

Beweis: Nur die Eindeutigkeit von p*|o(R) ist zu zeigen. Diese folgt aus Satz
2.9, denn mit der o-Endlichkeit von p besitzt der Ring R alle Eigenschaften
des in Satz 2.9 auftretenden Erzeugers C. O

2.13 Definition Zu (R¢, F9) heiit die o-Algebra o(F9) = o(R?) die o-
Algebra der BORELschen Mengen von R? in Zeichen B? := o(F?). Das von
(A?)* auf R? induzierte MaB (A%)*|B? heifit LEBESGUE-BORELsches Majf§ oder
auch d-dimensionales LEBESGUEmaf auf R? und wird mit A\? bezeichnet (vgl.
Definition 1.15). Nach Satz 2.12 ist es das einzige Maf3 auf B¢, welches jedem
nach rechts halboffenen Intervall in R? seinen d-dimensionalen Elementarinhalt
zuordnet. Im Fall d = 1 schreiben wir R bzw. B.

Naheliegende Fragen zu B¢ sind: Welche Mengen sind in B¢ enthalten?
Gibt es in P(R?) {iberhaupt nicht-BORELsche Mengen?

Wir betrachten zunéachst:

2.14 Lemma Jede offene Teilmenge O in R? kann als Vereinigung einer Folge
(I,)n von Intervallen der Form [a,b), a,b € Q%, dargestellt werden ((I,), €
(RY).

Beweis: O kann als Vereinigung abzéhlbar vieler offener, beschrankter Inter-
valle dargestellt werden (Intervalle mit lauter rationalen Koordinaten der Eck-
punkte). Jedes beschriinkte Intervall der Form (a,b) := {z € R?: a < z < b}
ist Vereinigung einer Folge von Intervallen aus R% [a,,b) 1 (a,b) mit
ay = (min(a;+2,by),...,min(ag+=, by)). Die Vereinigung einer Folge abzihl-
barer Mengen ist wieder abzéhlbar. Also ist die Behauptung bewiesen. 0

Man kann sogar zeigen, dass in Lemma 2.14 eine disjunkte Folge (1,,),
gefunden werden kann.

2.15 Satz Es bezeichne O bzw. C? bzw. K¢ das System aller offenen bzw.
abgeschlossenen bzw. kompakten Teilmengen von RY. Dann ist

B! = o(0%) = o(C?%) = o(K?).

Beweis: Da jede kompakte Menge abgeschlossen ist, folgt K¢ € C* C o(C),
also folgt o(K?) C o(C?%). Sei K,, := B(0,n) die kompakte Vollkugel vom
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Radius n. Dann ist C' € C? darstellbar als C' = |J,-,(C N K,) und C' N
K, ist kompakt, also C? C o(K?), also 0(C?) = o(K?). Offene Mengen sind
Komplemente der abgeschlossenen Mengen, also folgt o(C?) = o(O?). Damit
bleibt zu zeigen: o(0%) = B?: jedes [a,bl€ R? ist Durchschnitt einer Folge
offener und beschrénkter Intervalle: (a,,b) | [a,b) mit a, := (a1 — %, ce, Qg —
), also gilt R* C o(O%) und somit B¢ = o(R?) C o(O?). Mit Hilfe von
Lemma 2.14 folgt O C o(R%) = B?, also 0(O%) C B? und somit o(O%) = B.
UJ

2.16 Beispiele

(a) Jede BOoRELsche Menge in R?, die Teilmenge einer Koordinatenhyperebene
ist, ist eine LEBESGUE-BORELsche Nullmenge. Ohne Einschréankung seien
H :=R¥! x {0}, e > 0und k € N. Setze ¢; := ¢ (2k)~4+1 . 27*+2) ynd
Ji(€) == [—k, k)t X [—ex, e), dann ist H C (U, Ji(€) und A\ (Jy(e)) =
e- 27 *F) und somit Yo, AY(Ji(e)) = £ <e.

Wir werden spiter sehen: Jede BORELsche Teilmenge von R?, die in einem
affinen echten Unterraum enthalten ist, ist eine LEBESGUE-BORELsche
Nullmenge.

(b) Jede abzihlbare BORELsche Teilmenge des R? ist eine LEBESGUE-
BorELsche Nullmenge. Wir wissen, dass {z} C R? abgeschlossen ist und
daher BORELsch. Weiter findet man ein A wie in (a) mit {z} C H. Dann
liefert die o-Additivitéit die Behauptung.

(c) F C R sei CANTORs Diskontinuum (siehe Analysis). Es ist A\'(F) = 0.

(d) Fiir a,b € R? mit a < b gilt AX%([a,d)) = A¥((a,b)) = A¥([a,d]) = X¥((a,b]).
Dies folgt einfach mittels der aufsteigenden bzw. absteigenden Intervall-
Folgen, wie sie im Beweis von Lemma 2.14 und Satz 2.15 vorkommen.

Ausgangspunkt der Konstruktion des LEBESGUE-Mafles \! auf (R, B) bil-
dete die Setzung A([a,b)) := b — a fiir nach rechts halboffene Intervalle. Wir
wollen nun b — a durch F'(b) — F(a) fiir ein monotones F' : R — R ersetzen.
Unter welchen Zusatzeigenschaften an F' liefert dies ein Maf auf (R, B)?

2.17 Definition Es sei F': R — R monoton wachsend und linksseitig stetig.
Dann heiBt F' maferzeugende Funktion. Gelten auferdem lim, , o, F/(z) = 0
und lim, .., F'(x) = 1, so nennt man F' Verteilungsfunktion.

2.18 Satz FEine Funktion F' : R — R definiert genau dann durch pr(la,b)) :=
F(b)—F(a) fiir alle a,b € R, a < b, und eindeutige Fortsetzung ein o-endliches
MaB up auf (R, B), wenn sie maBerzeugend ist.
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Beweis: pp sei ein Mafl auf (R, B), welches pp([a,b)) = F(b) — F(a) erfiillt.
Da pup([a,b)) > 0 fir alle a < b, folgt die Monotonie von F. Weiter gilt fiir alle
a € R und jede Folge (ay), in R mit a, T a, dass [a1,a,) 1 [a1,a). Dann folgt
mit Satz 1.19

lim F(a,) — Fla) = lim pr((ar, a,))
= pr(lar,a)) = F(a) — F(a1) ,

also die linksseitige Stetigkeit in a.

Die Riickrichtung verlduft analog zu der Konstuktion des eindimensiona-
len LEBESGUE-Mafles A\: Zu F existiert genau ein Inhalt p auf dem Ring F der
1-dimensionalen Figuren mit der Eigenschaft p([a,b)) = F(b) — F(a) (analog
zu Beispiele 1.13(e)). Man benotigt nur die Monotonie von F. Da F' linksseitig
stetig ist, gibt es zu jedem [a,b) € R und zu jedem € > 0 ein [a,c) € R mit
la,c) = [a,c] C [a,b] und

p(la, 0)) = p(la, ¢)) = p(le, b)) = F(b) — F(c) <e.

Dann aber folgt wie in Satz 1.14, dass u ein o-endliches Pramaf} auf F ist. Dies
kann nach dem Satz von CARATHEODORY zu einem Maf ji auf B fortgesetzt
werden. Dieses Maf leistet das Gewiinschte. OJ

2.19 Definition Ist x4 ein W-Maf auf (R, B), so heiBt F,(z) := p([—o0,z))
Verteilungsfunktion von p. Das &uflere Mafl 117, nennt man das von F' erzeugte
LEBESGUE-STIELTJESsche duflere Mafs. Ist F' : R — R eine maflerzeugende
Funktion, so wird das von u} auf R erzeugte Maf als das von F' induzierte
LEBESGUE-STIELTJESsche Maf$ auf R bezeichnet. Wir schreiben dafiir pp.

2.20 Bemerkung Ersetzt man linksseitig stetig in der Definition einer maf3-
erzeugenden Funktion durch rechtsseitig stetig, so bleibt der Satz 2.18 richtig,
wenn man alle linksseitig abgeschlossenen Intervalle durch rechtsseitig abge-
schlossene substituiert.

2.21 Beispiele
(a) Die Verteilungsfunktion zur POISSON-Verteilung ist

k

P B e o ar o fallsn <z <n+1
Wa(x)_
0 , falls z < 0.

(b) Sei sei f: R — RT eine stetige nichtnegative Funktion, so dass das RIE-
MANN-Integral [* f(z)dz endlich ist fiir alle a,b € R mit a < b. Dann
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ﬁj
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3

S |

Abb. 2.1: Eine Verteilungsfunktion.
existiert genau ein Mafl py auf (R, B) mit

py([a,b)) = / f(z) dz

fiir alle @ < b. Man sagt, 1y habe eine Dichte. Wir wenden also Satz 2.18
auf F'(t) = f(f f(z) dzx an. Dieses Beispiel kann man stark verallgemeinern,

siehe ein spéteres Kapitel.



KAPITEL 3

Messbare Abbildungen und das Lebesgue-Borel-Maf3

In Analogie zu stetigen Abbildungen zwischen metrischen Rdumen, bei denen
die Urbilder der offenen Mengen offen sind, betrachten wir in diesem Kapi-
tel Abbildungen, die die Urbilder von Elementen einer o-Algebra in eine o-
Algebra fithren. Diese Abbildungen heiflen messbare Abbildungen. Mit Hilfe
messbarer Abbildungen kénnen auch Mafle abgebildet werden. Weiter betrach-
ten wir Abbildungseigenschaften des LEBESGUE-BORELschen MaBes \?. Der
Flicheninhalt einer messbaren ebenen Punktmenge (also einer Menge in B?)
dandert sich nicht, wenn man die Menge einer beliebigen Drehung oder Ver-
schiebung unterwirft. Dies nennt man die Bewegungsinvarianz des LEBESGUE-
BoRELschen MaBes. Wir untersuchen hier sogar das Verhalten von \¢ bei be-
liebigen invertierbaren affinen Abbildungen. Weiter zeigen wir die Existenz
nicht BORELscher Mengen in R

3.1 Definition Es seien (£2,.4) und (£, A’) Messrdume (siehe Definition 1.1)
und T': Q — Q' eine Abbildung. T heifit A/ A"-messbar, wenn gilt: T-1(A") € A
fiir alle A" € A’ (T~*(A’) C A). Die A/ A'-Messbarkeit driicken wir symbolisch
auch durch

T:(Q,A4) — (2, A)

aus. Ist ' = R, A" = B% so heifit eine A/B%messbare Abbildung BOREL-
messbar. Es sei (2,4, P) ein W-Raum und (2, .A") ein Messraum. Dann heifit
eine messbare Abbildung X : (Q, A, P) — (¥, A") Zufallsvariable, im Fall
(VA C (R,B) Zufallsgrife und im Fall (', A") C (R B?) fiir d > 2
Zufallsvektor (X = (X1,...,X4)). Wenn es im Zusammenhang klar ist, welche
o-Algebren gegeben sind und keine Verwechslung moglich ist, sagen wir fortan
auch kurz messbar.

3.2 Beispiele
(a) Jede konstante Abbildung T": Q@ — Q' ist A/ A’-messbar.

(b) Es sei (£2,.A) ein Messraum und zu A C Q sei

1A(w)::{ 1, weA

0, weA® "

Diese Abbildung heifit Indikatorfunktion oder charakteristische Funktion
von A. 14 ist genau dann A/B-messbar, wenn A € A gilt (denn 1,'(B),
B C R, liegt in {Q, A, A¢,0}).

27
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3.3 Satz Es seien (2, A) und (', A’) Messrdume und &' sei ein Erzeuger von
A'. Dann ist T: Q — Q' genau dann A/A’-messbar, wenn T-(E') € A fiir
alle E' € &' gilt.

Beweis: Die Menge aller Q' := {Q' C ': T71(Q’) € A} ist eine o-Algebra in
Q' (einfache Ubung). A’ C Q' ist gleichbedeutend mit der Messbarkeit von 7.
A’ C @ ist gleichbedeutend mit &' C @' und &' C Q' ist gleichbedeutend mit
T (F') € Afiir alle E' € &'. O

3.4 Beispiel Jede stetige Abbildung 7: RY — R* ist B¢/B‘-messbar (BOREL-
messbar). Dies folgt, da O° ein Erzeuger von B’ ist (siche Satz 2.15) und
T-10) € 04 c B? fiir alle O € O° wegen der Stetigkeit. Also folgt die
Behauptung aus Satz 3.3.

3.5 Satz Gegeben seien drei Messrdume (4, .A), (2, A2) und (23, .A3). Sind
Ty: (21, A1) — (Qo, As) und Ty: (9, As) — (€23, A3) messbare Abbildungen,
so ist Ty o Ty Ay /As-messbar.

Beweis: (Ty o Ty) Y (A) = Ty YTy 1 (A)). O

3.6 Definition Es sei eine Familie von Messraumen ((€2;,.A4;));cr und eine Fa-
milie (7});er von Abbildungen 7; : Q — €; einer Menge 2 in die einzelnen
Mengen ; gegeben. Dann ist die von U7, '(A;) in Q erzeugte o-Algebra
die kleinste o-Algebra A, beziiglich welcher jedes T; A/A;-messbar ist. Wir
bezeichnen diese o-Algebra mit o(7j;i € I), also

otiie )= o (T ).
iel
Sie heifit die von den Abbildungen T; erzeugte o-Algebra. Im Fall einer endli-
chen Menge I = {1,...,n} schreiben wir o(71,...,T,). Offenbar gilt o(7}) =
T (A).

Mit Hilfe messbarer Abbildungen konnen Mafle abgebildet werden:

3.7 Satz Essei T': (2, A) — (€, A’) eine messbare Abbildung. Dann wird fiir
jedes Maf3 pu auf (2, A) durch A" — p(T~1(A)) ein MaB y/ auf A’ definiert.

Beweis: Mit (A!),, disjunkte Folge in A’, ist (T~*(A)), disjunkte Folge in A

und es gilt
(U4 =T,

n>1 n>1
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Daraus folgt schon die Behauptung. O

3.8 Definition Das Maf} i/ in Satz 3.7 heifit Bildmaf$ von p unter T' und wird
mit 7'(p) bezeichnet:

T(u)(A) == u(T7H(A)), AeA.
Wir schreiben auch 77! oder p”. Ist X : (Q, A, P) — (€, A’) eine Zufallsva-

riable, so heiBt das Bildma$l von P unter X Verteilung von X (unter P) und
wird mit P¥ = X(P) = PX ! bezeichnet.

3.9 Bemerkung Es sei die Situation von Satz 3.5 gegeben. Weiter sei p ein
Mafl auf (£2;,.4;). Dann ist

(To o Th)(p) = To(T1 () (Transitivitat)
Denn fiir A € Aj; ist

p((TroTi)"H(A) = p(Ty (T3 '(A)))

3.10 Beispiele Es seien (2, A) = (0, A) = (RY, BY) und pu = A%

(a) Zu a € R? sei T,: R? — R? definiert durch T,(z) := x + a. T, ist stetig,
also messbar nach Beispiel 3.4. Wie sieht T,(\9) aus? Es ist T, ! = T_,,.
Fiir [b,c¢) € R ist

Ta(X)([b, ) = AT ([b, ) = AUT-al[b, 0))) = X([b—a, c—a)) = X*([b, c)),
also stimmen A\ und T, (\¢) auf R¢ iiberein. Somit folgt mit Satz 2.9 (siehe

auch Definition 2.13) A% = T, (\%). Man spricht von der Translationsinva-
rianz von \%.

b) Zur € R\{0}und p € {1,...,d} sei M,,: R? — R9 die lineare Abbildung
P,

1

M, (z1,...,2q) = T

p-te Stelle



30 3. MESSBARE ABBILDUNGEN UND DAS LEBESGUE-BOREL-MASf

(p-te Koordinate wird durch rz, ersetzt). Jede lineare Abbildung ist
stetig und somit BOREL-messbar. Fiir [a,b) € R? ist das Urbild un-
ter M,, gleich [d/, V) fir r > 0 bzw. (V/,d'] fir » < 0, wobei a’ =
(a1, ap—1, %2, apy1, . .., aq) und b’ analog. Also ist

N3 (a,)) = N (a,b))

Il

Somit stimmen M, .(A?) und ﬁ)\d auf R? iiberein und mit Satz 2.9 folgt

1 1
M,,(\) = =)= ———)\"
pr(A%) |7 | det M, |
(c) Betrachte zu a € R?, a; # 0, i = 1,...,d, die Abbildung M, := M, o
My 4y 0 0Mgga,, also My(z1,...,24) = (@121, . .., aq2q). Dann ist
1 1
Ma()\d) — d d

A\ =
lay ... a4 | det M,|

nach Bemerkung 3.9 und Beispiel (b).

Im Spezialfall @ = (r,...,r) € R? nennt man die Abbildung M, eine Ho-
mothetie. Der Spezialfall einer Homothetie mit » = —1 ist die Spiegelung
am Nullpunkt.

Das LEBESGUE-BORELsche-Maf3 A\¢ auf B? ist durch die Translationsin-
varianz und eine Normierung bereits eindeutig bestimmt:

3.11 Satz Ist p ein translationsinvariantes Maf auf B* mit p([0,1)) = 1, so
ist p = A%

Beweis: Fiir ny,...,nq € N betrachte man das Gitter der Punkte (%, ce fL—Z),

0<k; <nj, kj €N, j=1,...,d. Verschiebt man das Intervall [0, nil) X e X
0, nid) um jeden dieser Gitterpunkte, so folgt die disjunkte Zerlegung

oy= U <1i[[oni)+(%z—z)>

=1

Alle ny - - - ng Mengen rechts haben gleiches Ma$ p (da p translationsinvariant
ist) und mit p([0,1)) = 1 folgt u <H?ZI[O, T%)) = —L_ Wendet man nochmals

ni-ng’
die Translationsinvarianz von u an, so folgt

ulla.b)) = X(la, b)), a,be Q.
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Aber Intervalle [a,b) mit a,b € Q* bilden einen Ring R (klar nach Satz 1.7).
Mit Satz 2.9 ist 1 = A% auf o(RE). Nun ist o(R$) C B und nach Lemma 2.14
ist O C 0(RY), also B = ¢(O%) C o(R§) und somit B = o(Rf). Damit ist
der Satz bewiesen. 0

3.12 Korollar

(a) Ist u ein translationsinvariantes Mafi auf B mit
w([0,1]) = 1, so ist = A%

(b) Ist p ein translationsinvariantes Maf3 auf B¢ mit o = ([0, 1]), so ist
p=a\

Beweis: zu (a): Es gilt 1 = u([0,1]) < u([0,2)) = 2% mit « := p([0,1)), also
ist a > 0. Nun erfiillt v := é,u die Voraussetzungen von 3.11, also v = A4,
Damit ist

L o) = x(0,1)) = 1,

oY
also folgt = \4.

zu (b): Fiir a > 0 erfiillt 'y die Voraussetzungen von (a). Fiir o = 0 ist
#([0,1]) = 0 und

p(RY) = (| J (0.1)+9)) = 3 u(0.1) =0,

und somit ist pu = 0. O

Die Beispiele 3.10 zeigen das Verhalten von A\ unter speziellen linearen
Abbildungen. Dies kann verallgemeinert werden:

3.13 Satz Es sei f: R? — R? cine bijektive affine Abbildung. Dann ist f
BOREL-messbar und
FONY) = [ det f]7'A7.

Dabei bedeutet det f die Determinante der f darstellenden Matrix.

3.14 Korollar Es sei f: R? — R? eine bijektive affine Abbildung. Dann ist
fiir jedes A € B% auch f(A) € B? und

N(f(A)) = | det fI A(A).

Beweis: Mit f ist f~! bijektiv und affin. Man wende 3.13 auf f~! statt f an.
O
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Es sei eine affine Abbildung f: R? — R? der Form f(z) = g(z) + a
gegeben, wobei @ € R? und g: R? — R? eine orthogonale Abbildung ist. Ein
solches f heiflit Bewegung. f ist genau dann eine Bewegung, wenn fiir alle
zr,y € R ||f(z) — f(y)|]| = ||z — y|| gilt (siche Lineare Algebra). Fiir jede
Bewegung f ist |detf| = 1. Somit folgt das

3.15 Korollar (Bewegungsinvarianz des Lebesgue-Borel-Mafles)
Jede Bewegung ist BOREL-messbar und es gilt f(A?) = A%, NI(f(A)) = N4(A),
Ae B

Satz 3.13 gilt sogar fiir C'-Diffeomorphismen. Dies ist die Transformati-
onsformel aus der Analysis I1I. Wir verweisen daher auf dieses Resultat. Doch
wir sind mit Hilfe eines Arguments aus der Linearen Algebra schon so dicht
am direkten Beweis, das wir ihn hier ausfiihren.

Beweis von Satz 3.13: Da f stetig ist, ist f auch BOREL-messbar nach Beispiel
3.4. Da \? translationsinvariant ist, geniigt es mit Bemerkung 3.9, den Satz
fiir Abbildungen g: R? — R? zu betrachten, die linear und bijektiv sind, fiir
die also det g # 0 gilt. Es sei also g € GL(d, R), wobei GL(d, R) die allgemeine
lineare Gruppe bezeichnet. Es sei weiter A € BY und a € R?, so gilt

Ta(9(A\))(A) = g(A)(A=a) = M (g7 (A) g7 (a)) = X (971 (A)) = g(A)(A).

Also ist g(A\?) translationsinvariant. Die Menge g~*([0, 1]) ist kompakt, es folgt
also g(A?)([0, 1]) < oo. Mit Korollar 3.12(b) und ¢(g) := g(A%)(]0, 1]) schlieBen
wir

g(X) = c(g) A"
Damit bleibt zu zeigen:

c(g) = |det g|7". (3.1)
Dies behandeln wir fiir unterschiedliche g.

(a) Ist g orthogonal, so ist

c(g) X (B(0,1)) = g(A")(B(0,1)) = A%(g~"(B(0,1)) = A*(B(0,1)).

Also ist ¢(g) = 1 = | det g| ™!, und somit ist (3.1) fiir orthogonale g bewie-
ser.

(b) g € GL(d,R) sei beziiglich der kanonischen Basis durch eine Diagonalma-
trix beschrieben. Dann liefert Beispiel 3.10 (c) ¢(g) = | det g| .

(c) Jetzt kommt ein Fakt aus der Linearen Algebra: ¢ € GL(d,R) hat ei-
ne Darstellung ¢ = vdw (im Sinne der Komposition von Abbildungen)
mit orthogonalen Abbildungen v und w und d ist eine durch eine Dia-
gonalmatrix beschriebene Abbildung wie unter (b). Dies sieht man mit
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Hilfe des Aquivalenz-Satzes fiir positiv definite Matrizen (Koecher, Li-
neare Algebra und analytische Geometrie, S.195) wie folgt: bezeichnet g*
den adjungierten Endomorphismus von g, so ist g g* positiv definit. Zu
dieser Abbildung gibt es nach dem Aquivalenz-Satz eine orthogonale Ab-
bildung v und eine diagonale Abbildung d, so dass g g* = vd?v* gilt. Die
Abbildung w := d~!'v* g ist orthogonal und es gilt ¢ = vdw. Dann gilt
| det g| = | det d|, und Bemerkung 3.9 und die Félle (a) und (b) liefern die
Behauptung. 0

Abschlielend betrachten wir die Existenz nicht-BORELscher Mengen.
3.16 Satz Es gilt BY # P(R?) fiir jedes d € N.

Beweis: Wir erkliren auf R? eine Aquivalenzrelation: zu z,y € RY sei © ~
y < x —y € Q% Die Aquivalenzklassen haben dann die Form = + Q% z € R%.
Zu jeder reellen Zahl 7 existiert einn € Z mit n <n <n-+1,alson—n €
[0,1). Somit gibt es in jeder Aquivalenzklasse ein z € [0,1). Es gibt nach dem
Auswahlaxiom eine Menge K C [0,1), so dass K mit jeder Aquivalenzklasse
genau ein Element gemeinsam hat. Also ist

R'= | Jk+Q") = | (w+K).

keK yeQd

Weiter gilt fiir yy # y2 = (y1 + K) N (y2 + K) = 0, denn ist der Durchschnitt
nicht-leer, so existieren ki, ky € K mit y; + k1 = yo + ko, also ky ~ k. Dann ist
ki = ky, also y; = vy im Widerspruch zu y; # .. Falls nun K € B¢, so folgt
aus der o-Additivitét

D My + K) = M(R?) = +oo.

yeQd

Nach 3.10 (a) (Translationsinvarianz) ist A4 (y + K) = M4(K) fiir y € Q%. Also
muf M¢(K) > 0 sein. Mit K C [0, 1) ist

U @w+K)c0,2)

y€[0,1)nQ
und daher
> My +K) <AY([0,2)) = 2! < .
y€[0,1)nQ?

Das geht aber nur, wenn A\ (y+ K) = A(K) = 0, im Widerspruch zu \%(K) >
0. Also kann K nicht in B? liegen. O
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KAPITEL 4

Messbare numerische Funktionen

Der Begrift messbare Abbildungen erschien im Hinblick auf die Definition von
Bildmaflen als genau der richtige Begriff. Wir werden nun sehen, dass die Kon-
struktion des Integrals den Begriff der Messbarkeit in ein neues Licht bringt. Es
seien (2, A, 1) ein Mafiraum und A € A. Das Integral von 14 iiber 2 beziiglich
des MaBes p sollte durch p(A) festgelegt sein. Also mul A zu A gehoren. Diese
Vertréglichkeit von 14 mit der o-Algebra A wird fiir kompliziertere Funktio-
nen f: 2 — R durch ein geeignetes Approximationsargument verallgemeinert
und fiihrt zuriick zum Begriff der Messbarkeit, gegeben in der Definition 3.1.

4.1 Definition Es sei (Q, A4, 1) ein MaBiraum und R := R U {—o00} U {oo}.
Eine Funktion f: Q — R heilt numerisch. f heit A-messbare numerische
Funktion, falls f~!(—o00), f~!(c0) und f~1(O) fiir jede offene Teilmenge O in
R zu A gehoren. Die Menge aller A-messbaren numerischen Funktionen auf €2
bezeichnen wir mit

Lo(Q, AR) =: L.

4.2 Bemerkung Es bezeichne B das System aller Untermengen B von R mit
BNR € B. Man nennt B die BORELsche o-Algebra auf R. Es ist f eine A-
messbare numerische Funktion genau dann, wenn f A/B-messbar ist (siehe
Definition 3.1 und Satz 3.3).

Von nun an verwenden wir die folgenden Bezeichnungen: Sind f, g: 2 — R
und «, 3 € R, so setze

f>al=[a< fl:={zeQ: f(z)>a}=f"((a,0]).
Analog [f < o], [f <a], [f 2 a], [f =al, [f # o, [a < f < J], [f <4l
[f <gl. [f # 4l [f = 9], [a < f,g > 0] usw.

4.3 Satz Fiir eine numerische Funktion f: Q — R sind édquivalent.
a) f € Lo(Q,AR)

€ A fiir jedes o € Q [bzw. R]

€ A fiir jedes a € Q [bzw. R]

€ A fiir jedes o € Q [bzw. R]

35
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Beuweis: (a) = (b): Nach Voraussetzung liegen f~'(—o0), f™'((—00,)), a €
Q (bzw. R) in A. Es gilt

[f <a] = f([~00,a)) = f7H(—00) U f((—00,a)),
also folgt [f < a] € A.
Weiter gelten die folgenden Identitéten:

DX

[f <a]={|If <at(/5)], [f >a] =[f <a, ﬂf>a (1/5)]-

1

j
Damit ist bereits (b) = (¢) = (d) = (e) bewiesen.
(e) = (a): Es sei O offen in R. Nach Lemma 2.14 existieren (¢;); und

(8;); in QY mit O = U,5,[a;, 3;), also

= U ey 8)) = U = aln(f < 5)).

j>1 j>1
Mit [f < 8;] = [f > 5;]° folgt somit aus (e) f~1(O) € A. Weiter gilt

fH (=o0) = (If < =4l, [ (o0) = (If =],
j=21 j>1

und somit liegt auch f~1(+o0) in A. O

4.4 Definition Es sei f:  — R. Dann heifilen f* := fV0 bzw. f~ := 0V (—f)
Positiv - bzw. Negativteil von f. (Erinnerung: V steht fiir das Supremum).

In der folgenden Abbildung sind der Positiv- und der Negativteil eines
f € R? dargestellt.

N

Es gelten
[T20, 720, f=f"=f1fl=1"+f"
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Diese Identitéten sind anschaulich klar. Fiir ihren formalen Beweis (Ubung)
verwendet man die Rechenregel

(fVvg)+h=(f+h)V(g+h), (=f)V(-g)=—(fNg)

fir f,g,h € RQ, wobei A fiir das Infimum steht.

4.5 Satz Es seien f € Lo(Q, A, R) und (f;); eine Folge in Ly(2, A, R) und
k € N. Dann gehéren die numerischen Funktionen f*, f~, |f|, maxi<j<k fj,
ming <<y, fj, sup; f, inf; f;, limsup; f; und liminf; f; zu £o(€2, A,R). Insbeson-
dere ist lim; .. f; € Lo(Q, A, R), falls der Limes in R existiert.

Beweis: Es sei o € R. Dann ist nach Satz 4.3 [f; > a] € A, j € N, also

sup f; > o] = | JIfi > o] € A,

j=1

also ist sup; f; messbar nach Satz 4.3. Ist f; € Lo(2, A, R), so auch —f;, also
ist inf; f; = —sup,(—f;) messbar.

Setze weiter g; = f; fr 1 < 7 < k und ¢g; = fi fir j > Kk, so ist
sup; g; = maxj<j<x f; messbar, wie gerade gesehen, und analog ist auch
min; << f; messbar. Nach Definition und mit |f| = f* + f~ ist dann auch
ft, f~ und | f| messbar. Weiter gilt

limsup f; =inf sup fz, liminf f; = sup inf f.
j I k>j J i k2J

Also sind diese Abbildungen nach dem bereits Bewiesenen messbar. O
4.6 Satz Eine Funktion f = (fi,..., f1): (0, A) — (R? B?) ist genau dann

A/B%-messbar, wenn alle Koordinatenfunktionen fi,..., fs: (2, A) — (R, B)
A/B- messbar sind.

Beweis: Es sei 7;: R — R definiert durch 7;(x) = z; fir = (24,...,24)
und j € {1,...,d} (Projektionsabbildungen). Jedes ; ist stetig, also BOREL-
messbar. Ist f messbar, so auch f; ;=m0 f, j=1,...,d (nach Satz 3.5). Sind
fi, ..., fs messbar und ist [a, b€ R?, so ist

P ) = () (ao0) € 4

Da R? die o-Algebra B? erzeugt, ist f mit Satz 3.3 messbar. O
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4.7 Satz Sind f und g A-messbare numerische Funktionen und «, 3 € R, so
sind auch af + g und f - g A-messbare numerische Funktionen.

Beweis: Es seien f,g: Q — R. Dann ist h: Q — R?, definiert durch h(z) :=
(f(z),g(z)), nach Satz 4.6 A/B*-messbar. Seien weiter s, p: R? — R definiert
durch s(xy, z3) = o149 und p(x1, x2) = 1 -x9. Diese Abbildungen sind stetig,
also B%/B-messbar. Damit sind f + g = soh und f-g = po h nach Satz 3.5
A/B-messbar.

Seien nun f,g: & — R A-messbare numerische Funktionen, so sind die
Abbildungen f,,g,: @ — R mit f, := max(—n, min( f, n)) und g, =
max(—n, min(g,n)) nach Satz 4.5 A/B-messbar, also sind auch f, + g, und
fn - gn, n € N, nach dem ersten Teil des Beweises .A/B-messbar. Damit sind
auch f+ g =1lim, oo(fn +gn) und f - g =lim, . (fs - gn) A-messbare nume-
rische Funktionen (Satz 4.5). Konstante Funktionen a bzw. 3 sind messbar,
also auch af, g und folglich a.f + Bg. O

4.8 Korollar Sind f,g: (2, A) — (R, B) A/B-messbar, so sind [f < g],[f <
gl,[f = g] und [f # g] in A.

Beweis: Es gelten [f < gl =[g—f >0, [f<gl=g—f>0],[f =g =
f—g<0N[f—g> 0 uwd[f+g]=[f—g<0U[f-g >0 Also folgt
alles aus der Messbarkeit von f — ¢ und g — f und aus Satz 4.3. 0J

4.9 Korollar Eine numerische Funktion f: (2, A) — (R, B) ist genau dann
messbar, wenn ihr Positivteil f™ und ihr Negativteil f~ messbar sind.

Beweis: = folgt aus Satz 4.5; < folgt aus f = f* — f~ und Satz 4.7. O

4.10 Definition Es sei (2, .A) eine Messraum. Eine Funktion f: Q — R heifit
(A)-Elementarfunktion oder (A)-einfach, wenn f(£2) endlich ist und wenn sie

A/B-messbar ist. Die Menge aller (A)-einfachen Funktionen bezeichnen wir
mit EF(Q, R).

4.11 Bemerkungen
(a) Es seien m € Nund (a;,A;) € Rx A fir j =1,...,m. Dann ist

f=> ajla € EF(QR).

J=1

Gilt a; #0, 7 =1,...,m, a; # o und A; N Ay = 0 fiir j # k, so heiit
Z;”Zl a;la, Normalform der einfachen Funktion f.
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(b) Es gilt: Jede einfache Funktion besitzt eine eindeutig bestimmte Normal-
form und

EF(QLR) = {Zalej,m €N, a; e R\{0},4; € A; A;NA, =0firj #k

j=1
(c) Mit f,g € EF(,R) ist auch |f|, g- f, gV fund g A f in EF(,R).

Beweis zu (b): Es sei f € EF(Q,R). Dann existiert ein m € N und paarweise
verschiedene ey, ..., e, in R mit f(Q)\ {0} = {e1,...,en }. Sel A; := f1(e;),
dann ist A; € A und A; N Ay = () fiir j # k. Also ist ) 7", e;14, die eindeu-
tig bestimmte Normalform. Der zweite Teil der Aussage folgt mit der ersten
Aussage in Bemerkung (a). O

Es bezeichne R := 0, 00]. Wir kénnen nun den Raum L£y(€2, A, R") cha-
rakterisieren:

4.12 Satz Fiir f: Q — R sind dquivalent.
(a) f € Lo(Q, AR
(b) Es gibt eine wachsende Folge (f;); in EF(Q,RY) mit f; — f fiir j — oc.

Beweis: (b) = (a): folgt sofort aus Satz 4.5.
(a) = (b): Es sei j € N und

A RIS F<(k+1)27] k=052 1
e [f > J] k=2,

Die Mengen A;, sind fiir k = 0, ...,527 disjunkt und liegen in A geméiB
Satz 4.3. Dann gehort
327
fi=> k27 14,, jEN,
k=0

zu EF(Q,RT). f;11 kann auf A, nur die Werte 27971(2k) und 2771(2k + 1)
fir k =0,...,52’ — 1 annehmen, denn:

2% 2% +11 r2k+1 2(k + 1
A } [ < ( )

#=lgm ST <5m g =T < W] = AU Ajerze

Dann ist .
fj+1‘A]'+1,2k = (2k) 2777 = fj‘A]',k

b
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und '
fj+1|Aj+1,2k+1 = (Qk + 1) 2777 > fj|Aj,k :

Auf A; ;9 kann fj 1 nur Werte > j annehmen:
fzil=fzi+1uli<f<j+1]

Also folgt

fivalirzgrn =3+ 1> filiyzien) =7
und

finlysr<irg 27 = fili<r<iva -

Daher ist 0 < f; < fj4q fir j € N.
Es sei nun z € Q. Ist f(z) = 400, so gilt fj(x) = j, j € N, und somit
lim; .o fj(x) = f(x). Ist f(z) < oo, so gilt fir j > f(x), dass z in einer Menge
Ajr, k=0,...,727—1liegt. Es gilt f;(z) < f(x) < fj(x)+277, also auch hier
lim; . fj(x) = f(x). Somit ist die punktweise Konvergenz gezeigt.

S

(k+1)277
k277
(k—1)273

4.13 Korollar
(a) Zu jedem f € Lo(2, A, R) gibt es eine Folge (f;); in EF(Q,R) mit f; — f.

(b) Es sei f € Ly(R2, A, RT) eine beschréankte Abbildung. Dann gibt es eine
wachsende Folge (f;); in EF (2, RT), die gleichmifig gegen f konvergiert.
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Beweis: Zu (a): Es gilt f = f*— f~. Somit folgt die Behauptung aus Satz 4.12
und der Tatsache, das

EF(Q,R) C £0(Q,A,§)
im Sinne von Untervektorraumen.

Zu (b): Wenn f € Ly(, A,RT) eine beschrinkte Abbildung ist, so folgt fiir
die im Beweis von Satz 4.12 konstruierte Folge (f;);:

file) < f(x) < fi(z) +277

fir j > || f|l, also konvergiert (f;); gegen f gleichmaBig. O
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KAPITEL 5

Integrierbare Funktionen

Entlang der Diskussion messbarer numerischer Funktionen, definiert auf einem
MaBraum (2, A, p), ergibt sich die Konstruktion des Integrals von numerischen
Funktionen beziiglich des Mafles p in drei Schritten. Fir f = 14, A € A,
soll [ fdu := u(A) sein. Fiir einfache Funktionen f = ZT’ZI a; 14, wird dann
>y aj pi(A;) der Kandidat fiir das Integral sein. Fiir nicht-negative messbare
numerische Funktionen wollen wir dann die Approximierbarkeit durch eine
wachsende Folge von einfachen Funktionen nutzen. Schliesslich wird fiir eine
beliebige messbare numerische Funktion ihre Zerlegung in den Positiv— und
Negativteil verwendet.

Wir vereinbaren im folgenden einfache Funktionen stets durch ihre Nor-
malform darzustellen, wenn es nicht ausdriicklich anders gesagt wird. Ferner
setzen wir oo - 0 := —o0 - 0 := 0. Diese Vereinbarung ist in der Integrations-
theorie {iblich und niitzlich, um zum Beispiel einfache Funktionen iiber ihren
ganzen Definitionsbereich integrieren zu kénnen. Es ist eine Multiplikation der
Elemente 400 und —oo mit dem Nullvektor 0 in R (oder allgemeiner dem Null-
vektor 0 eines Vektorraums), und keine weitere Rechenregel in R. Wir erinnern
daran, dass R kein Korper ist und in R Ausdriicke wie oo — 0o, 0+ (00), £

) oo )
£ 0 ynd £ picht definiert sind.
—oc0’? 0 0

Ferner sei (2, A, 1) stets ein MaBraum.

5.1 Definition Fiir f =>7"" | ajla; € EF(Q,R) (Normalform) heiBt

/Q i = [ fau :=§jaju<Aj>

Integral von f (iiber Q) beziiglich des MaBes . Weiter heit [, fdu :=
fQ 1afdu fir A € A Integral von f {iber A beziiglich des Mafles .

~ 0

J

43
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5.2 Bemerkungen

(a) Nach der Bemerkung 4.11 (b) ist [ fdp wohldefiniert. Nach Bemerkung
4.11 (c) ist auch [, fdpu fir A € A wohldefiniert.

(b) Ist f = >, Bklp, mit B1,...,0, € R\ {0} und By,...,B, € A mit
B;N By, = fiir j # k (nicht notwendig die Normalform!) eine A-einfache

Funktion, so gilt
[ sdn =3 putB),
Q k=1

Beweis zu (b): Es sei 37" a; 14, die Normalform von f. Sei A1 = (2, A5,
Bry1 = i—; Bf und @41 =0, 841 = 0. Dann gilt Q = U;”:ll A = Zii By,
und A; = Z:i(A] N By) und B = U;n:ll(Bk NAj) fir j =1,...,m und
k=1,...,n. Die Mengen A; N By, sind paarweise disjunkt. Daher folgt

n+1 m+41

p(A) = (AN By, u(By) = Z 1(By N Aj).

Ist A; N By # 0, so ist aj = B, also

m m+1 n+1
/Qfdu = > aju(4) =D a; > p(A;N By)
=1 j=1 k=1

n+1 m+1

— Zﬂk ZM(Aj N By) = ZﬁkM(Bk) :

O

5.3 Satz Das Integral [, -dp: EF(Q,R) — R ist linear. Fiir A,B € A und
ANB =10 gilt

du = d dy, EF(Q,R).
/AUBfu /Afu+/Bfu f e EF(QR)
Weiter gilt
‘/fdu‘ < [ Ufldn < Iflwia), A€ A, [ eEF@R)
A A

und [, fdp < [, gdp fiir f,g € EF(Q,R) mit f < gund A€ A.

Beweis: Die Gleichheit [, af dp = o [, fdp fir o € R ist sofort klar. In der
Notation wie im Beweis der Bemerkung 5.2 (b) gilt

n+1 m+1

La;, = Z 1a,nB, und 1p, = Z Ta;nB,-
=1

k=1



5. INTEGRIERBARE FUNKTIONEN 45

Wenn nun f =7 a;la, und g = Y71, Belp,, so folgt

m+1 n+1

FH9=> (aj+B)lans,.

j=1 k=1

Dies ist im Allgemeinen keine Normalform. Doch mit Bemerkung 5.2 (b) folgt
die behauptete Linearitat. Da weiter 1405 f = 14 f + 15 f gilt, folgt somit die
zweite Aussage. Die dritte Aussage folgt, da mit f auch |f| einfach ist und die
Dreiecksungleichung gilt. Weiter ist [, hdu > 0 fir h € EF(Q,R™), also folgt
mit der Linearitdat auch die letzte Behauptung. U

Bisher brauchten wir nur die endliche Additivitdt von p. Die Resultate
5.2 und 5.3 gelten auch fiir Inhalte auf Ringen und Algebren. Wir wollen nun
das Integral fiir nicht-negative A-messbare numerische Funktionen bestimmen.
Nach Satz 4.12 existiert zu f € Lo(2, A, @Jr) eine Folge (f;); in EF(Q,RT)
mit f; 1 f. Es bietet sich daher die Definition [, f du = lim; . [, f; dpv an.
Tatséchlich ist diese Definition sinnvoll, da sie unabhéngig von der Wahl der
approximierenden Folge (f;); ist:

5.4 Satz Fiir jede wachsende Folge (f;); in EF(L,RY) und jedes [ €
EF(QRT) mit f <sup; f; gilt: [, fdp < sup; [, f;du.

Beweis: Es selen f = " a;la,, a1,...,0p > 0und A4y,..., A4, € A dis-
junkt. Zu > 1 und j € N sei B; := [ff; > f]. Nach Korollar 4.8 liegen
diese Mengen in der o-Algebra A. Ist x € Q mit f(z) = 0, so ist © € B,
fir alle j € N. Ist f(z) > 0, so ist limy_.o B fi(z) > f(x). Also ist x € B,
fiir hinreichend grofie j € N. Somit folgt B; 1 2. Nach Definition von B; ist
B f; > f1p,. Es folgt mit Satz 1.19

Q i=1 It
— Jim [ f1ndp< im [ 55du=5 b [ g
J—7X JO J—7X JO J—7X JO

Fiir | 1 folgt die Behauptung. O

5.5 Korollar Fiir zwei wachsende Folgen (f;);, (g9;); in EF(,R") gilt:
Ist sup; f; = sup;, g;, so folgt

Sup/ fi duzsup/gj dp.
J Q J Q
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Beweis: Fiir k € N ist g, < sup; fj, also mit Satz 5.4

/gk du < sup/ fidp, also SUP/gk dp < Sup/ fidp.
Q J Q k Q J Q

Die Symmetrie dieses Arguments liefert die Behauptung. O

5.6 Definition Es seien f € L,(€, A,@Jr) und (f;); eine Folge aus EF(Q, RY)
mit f; T f. Dann heifit der von der Auswahl der Folge (f;); unabhéngige

Grenzwert
/fd,u = hm/fjd,u—sup/fjd,u

das Integral von f (iiber ) beziiglich des MaBles i, kurz das p-Integral von f.
Wir verwenden im Weiteren auch die Symbole

[rau [ @ante). [ ran

Wir haben in Satz 5.3 gesehen, dass das Integral auf dem Raum der ein-
fachen Funktionen linear und monoton ist. Wir zeigen nun, dass diese Eigen-

schaften bei der Ausdehnung des Integrals auf den Raum L(£2, x4, @Jr) erhalten
bleiben:

5.7 Satz
(a) Fiir f,g € EO(Q,A,@JF) und o, 3 € Rt gilt

/Q(oszrﬁg)du:a/Qfdqu@/ﬂgdu-

(b) Fiir f,g € EO(Q,A,KJF) mit [ < g gilt

/Qfduﬁ/ggdu.

Beweis: zu (a): Zu f und g existieren Folgen (f;); und (g;); in EF(2,RT)
mit f; T fund g; T g, also f; +¢; T f + g. Somit

/(f+g) duzjlggo/(ffrgj)du =Jliggo/fj du+gliggo/gj dp = /fdu+/gdu

nach Satz 5.3. Fiir « € RT folgt analog [« fdu=a [ fdpu.
zu (b): Mit g=f+(g— f) und g — f € Lo(Q, AR") ergibt (i):

Joau= [ raw+ [o-pan= [ ran
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5.8 Bemerkung Es gilt

EF(QLRT) C Lo(Q, AR,
Denn fiur f € EF(Q,RY) gilt lim; o, f; = f, wenn wir f; = f, j € N, setzen.
Somit ist die Definition 5.6 mit Definition 5.1 vertréaglich.

5.9 Korollar Fiir f € EO(Q,A,ﬁJF) gilt

/ fdp= Sup{/ gdp, g € EF(QRT), g < f}
Q Q
(dies hétte die anfingliche Definition sein kénnen).

Beweis: Fiir alle g € EF(Q,RY) mit g < fist [, fdu > [, gdp (Monotonie,
Satz 5.3), also

/fduzsup{/gdu, g € EF(Q,RY), gﬁf} :
Q Q

Die andere Richtung folgt sofort aus der Definition 5.6. 0J

Satz 5.4 gilt auch in L£o(Q, A, R") und geht auf B. LEvI (1875 - 1961)
zurick:

5.10 Satz (iiber die monotone Konvergenz von Levi) Es sei (f;); eine
wachsende Folge in L£o(92, A,R"). Dann gilt

+

/(lim fj)d,u:lim/fjd,u in R".
) = Jo

J—00

Beweis: Es sei f := lim;_. f;, dann ist nach Satz 4.5 f € ,CO(Q,A,EJF) und
es ist f; < f, j € N. Also folgt aus Satz 5.7 (Monotonie) [ f;du < [ fdpu,
jeN, also lim; o [ fidu< [ fdp.

Esseinun g € EF(Q,RT) mit g < f. Sei f>1und B; :=[Bf; > ¢, j €
N. Dann ist (B;); eine wachsende Folge in A mit (J; Bj = Q und 8 f; > g 15
(sieche Beweis zu Satz 5.4). Es ist g 15, T g, also folgt mit Satz 5.3

/gduz lim /ngjduﬁﬁ lim /fjdu-
J]—00 J]—00
Da 3 > 1 beliebig war, folgt weiter

/gduﬁ lim /fjdu
J—00
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fiir jede einfache Funktion g mit ¢ < f. Mit Korollar 5.9 folgt

/fduéjlggo/fjdw

5.11 Korollar Es sei (f;); eine Folge in EO(Q,A,EJF). Dann gilt
Z/fjdu: / (" f)dp in R,
j=1 Jj=1

Beweis: Man wende Satz 5.10 fiir (fy + -+ fj);jen an und verwende Satz 5.7
(Additivitét des Integrals). O

5.12 Bemerkung Die Aussage von Satz 5.10 iiber die monotone Konvergenz
ist fiir nicht-wachsende Folgen im allgemeinen falsch. Sei dazu f; = %1[0,]-],
J € N. Dann ist (f;); eine Folge in EF(R,R*). In Bezug auf den Mafiraum
(R, B AY) gilt: [ f;d\' =1, j € N. Aber (f;); konvergiert gleichméBig auf
ganz R gegen 0.

5.13 Beispiele

(a) Es seien (€2, .A) ein Messraum und d,, das DIRAC-Ma8B (sieche Beispiel 1.13
(a)). Dannist [ fdé, = f(w) fiir jedes f € Lo(9, A, @Jr). Nach Definition
5.6 geniigt es, f € EF(Q,RT) zu betrachten. Sei also f = >"" a; 14, in
Normaldarstellung gegeben. Dann liegt w in genau einer Menge A;, also
folgt

[ =S as4) = a; = f)
i=1
(b) Es seien Q = N, A = P(N) und p das Zahlmaf3 (siehe Beispiel 1.13 (b)).

Dann ist EO(Q,A,KJF) gleich der Menge aller numerischen Funktionen
f = 0 auf Q. Weiter ist

/fdgzi::f(n)-

Setze dazu f, := f(n)lg,y, n € N. Dann ist f, € Lo(€2, A, @Jr), sogar in
EF(QLRT),und mit f =3~ -, f, folgt aus Korollar 5.11 f € Lo(£, AR

und
/ fdo=3 / fudo =" fm)el{n}) = 3 1 ().
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Wiéhlen wir f,,: N — [0,00], n € N, mit f,,(k) = anx € R, n,k € N. Dann
liefert Korollar 5.11 fiir alle a,, € [0, 00] (n, k € N)

> (3 w) =X (3 o)

Dies ist fiir nicht-negative Doppelreihen sogar eine Erweiterung einer iibli-
chen Formulierung, da nicht sup, Z; o |G| < 00 gefordert wird.

Wir beweisen nun eine Verallgemeinerung des Satzes iiber die mono-
tone Konvergenz fiir beliebige nicht notwenigerweise wachsende Folgen in

Lo(Q, AR"):
5.14 Lemma (von Fatou) Fiir jede Folge (f;); in Lo(€2, A, @Jr) gilt

/(lim.inf fj) dp < lim'inf/fj dp in R
j j

Beweis: Wir setzen g; = infy>; fi. Nach Satz 4.5 ist g; € Lo(€2, ,u,@Jr) fiir jedes
j € N. Die Folge (g;); konvergiert wachsend gegen liminf; f;. Also liefert Satz
5.10

lim [ gjdp = /(lim'inf f]) du
j

j—00
Weiter ist g; < fi, also [gjdu < [ frdu fix k& > j. Also [gjdp <
infy>; [ frdp. Im Limes j — oo folgt nun die Behauptung. U

Nun dehnen wir den Integralbegriff auf geeignete messbare Funktionen
aus:

5.15 Definition Man nennt f € £y(Q, A, R) p-integrierbar, wenn [, f+du <
oo und [, f~dp < oo. Aquivalent dazu ist die Bedingung [, |f|dp < co. In

diesem Fall heifit
/fdu—/FdM /f dy

das (pu-) Integral von f (iiber Q). Ist f u-integrierbar und A € A, so setzt man
Jufdp:= [14 fdp und nennt dies das p-Integral von f iiber A. Wenn keine
Verwechslungen moglich sind, lassen wir das Mafl i in der Bezeichnung weg
und sprechen vom Integral von f und der Integrierbarkeit von f.

5.16 Bemerkungen

(a) Fir f € Lo(€, A,@Jr) ist f~ =0, und somit ist Definition 5.15 mit Defi-
nition 5.6 vertraglich.
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(b) Fiir f € Lo(€2, A,@Jr) gilt: f ist p-integrierbar genau dann, wenn [ fdu <
00.

(c) f € Lo(QAR) heiBt quasi-integrierbar, falls [ f*du < oo oder
[ f~du < co. Wieder setzt man [ fdu= [ fTdu— [ f~dueR.

5.17 Satz Fiir die p-Integrierbarkeit von f € Ly(€2, A, R) ist jede der folgen-
den Bedingungen notwendig und hinreichend:

(a) fT und f~ sind p-integrierbar.

(b) Es gibt u-integrierbare Funktionen v > 0, v > 0 mit f = u — v.
(c) Es gibt eine p-integrierbare Funktion g mit |f| < g.

(d) |f| ist p-integrierbar.

Beweis: Wir zeigen, dass (a) — (d) dquivalent sind, denn die p-Integrierbarkeit
von f ist dquivalent zu (a).

(a) = (b): Man setzt u := f*, v = f~ und verwendet f = f* — f~.
(b) = (¢): Mit u, v ist auch w + v integrierbar (nach Satz 5.7). Es gilt
f=u—v<u<u+v
und
—f=v—u<v<u+v,
also setzt man ¢ := u + v.
(c) = (d): Nach Satz 5.7 gilt [|f|dp < [gdp < 4.

(d) = (a): Es gilt f < |f] und f~ < |f| und mit Satz 5.7 folgt die
Behauptung. 0

5.18 Bemerkung Aus (b) in Satz 5.17 folgt [ fdp = [udp — [vdu, denn
f=u—v=fT—f",alsou+f" =v+f*. Mit Satz 5.7 folgt [wdp+ [ f~dpu=
Jvdu+ [ fHdu. O

5.19 Korollar Ist f € Loy(€, A, R) p-integrierbar, dann ist u[|f| = oo] = 0.
Sind f,g € Lo(2, A, R) u-integrierbar, so sind auch max(f,g) und min(f,g)
p-integrierbar.

Beweis: Es gilt A :=[|f| = co] € Aund co- 14 < |f], also mit Satz 5.7

oo~,u(A):/Qoo~1Ad,u§/Q\f|d,u<oo.
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Somit folgt u(A) = 0. Es sind max(f, g) und min(f,g) in Lo(9, A, R) (siehe
Satz 4.5). Beide Funktionen werden durch |f| 4 |g| majorisiert, und |f| + |g|
ist eine p-integrierbare Funktion. Also folgt die Behauptung mit Satz 5.17. O

5.20 Satz (Linearitit und Monotonie des Integrals)
(a) Sind f, g € Lo(Q, A, R) p-integrierbar und o € R, so ist af +g p-integrier-
bar und [(af+g)du = a [ fdu+ [ gdp (hierfiir muf$ a.f +g wohldefiniert

sein).

(b) Sind f, g € Lo(Q, A, R) p-integrierbar, so gilt

f<o= [fans i wd | [ rau] < [ 1710

Beweis: zu (a): Die Funktion « f ist u-integrierbar, denn sie ist messbar und
laf| = |a||f| ist nach Satz 5.7 u-integrierbar. Es gilt (af)™ = aft und
(af)” = af” fir a > 0 und (af)" = |a|f~ und (af)” = |a|ft fir a < 0.

Damit folgt
/ozfd,u:oz/fd,u.

Weiter ist f = fT— f~und g=g" —g,also f+g=fT+g"—(f+g).
Mit Satz 5.7 sind w := fT+¢* und v := f~ + ¢~ p-integrierbar. Also ist f + g
p-integrierbar nach Satz 5.17 und die f + ¢ betreffende Behauptung folgt aus
der Gleichheit f 4+ g =u —v.

zu (b): Aus f < g folgt fT < g™ und f~ > g7, also [ fdu < [ gdp mit
Satz 5.7. Da f < |f| und —f < |f], folgt | [ fdu| < [|f|dp aus dem gerade
Bewiesenen, indem man speziell g := | f| wéhlt. O

5.21 Definition Es bezeichne £!' := L1(n) := L}Y(Q, A, ) die Menge der
reellwertigen p-integrierbaren Funktionen.

5.22 Bemerkung L' ist ein R-Vektorraum und f — [ f dpu ist eine monotone
Linearform.

5.23 Bemerkung Ist f p-integrierbar, so auch 14-f mit A € A, denn |14-f| <
| f|. Man verwende Satz 5.17. Damit ist [, fdu = [, 14 f dp in Definition 5.15
ordentlich definiert. Die Abbildung f — [ 1 fdu ist eine Linearform auf L),
A € A. Man kann Integrale iiber Mengen aus A auch gewinnen, indem man
die Restriktion p4 := pt|ana von p auf die Spur o-Algebra A N A betrachtet:
Ist f' die Restriktion von f auf A € A, dann ist f’ pu4-integrierbar und

/f’dqu/Afdu
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(einfache Ubung in drei Schritten).

5.24 Beispiele
(a) Siehe Beispiel 5.13 (a): f € Lo(9, A, R) ist genau dann §,-integrierbar,
wenn f(w) € R.

(b) Siehe Beispiel 5.13 (b): f € L(£2, A, R) ist p-integrierbar (o bezeichne das

Zahlmaf}), wenn
> 1f(n)] < co.

n>1

Es sei nun (£, A’) ein Messraum und 7': Q@ — ' eine A/ A’-messbare
Abbildung und y' = T'(u) das Bildmaf (siche Definition 3.8). Dann gilt:

5.25 Satz
(a) Fiir f' € Lo(SY, A", R") gilt

f dT (1 /f o Tdp. (5.1)

(b) Es sei f' € Lo(SY, A", R). Dann ist f' genau dann T (u1)-integrierbar, wenn
f'oT p-integrierbar ist und es gilt (5.1).

(c) Zu f € Lo(£2, A, @Jr) wird durch v(A) := [, fdu ein MaB auf A definiert
(MafB mit der Dichte f beziiglich u). Wir schreiben v = fu. Es gilt fiir

jedes ¢ € Lo(2, A,@Jr)
/Qapduz /Qcpfd,u. (5.2)

Eine A-messbare numerische Funktion ¢ : 0 — R ist genau dann v-inte-
grierbar, wenn ¢ f p-integrierbar ist, und in diesem Fall gilt (5.2).

Beweis: zu (a): Die Abbildung f’oT ist A-messbar, also ist | f’oT du definiert.
Es sei zundchst f' = 37", a;14 mit A] € A" und o; € RY, dann ist f'o T =
Yo il mit A = THALD. Mit T(p)(4]) = p(4) fir i = 1,...,n folgt
somit (5.1). Ist nun f" € Lo(¢Y, A’,@Jr), so existiert eine Folge (f), mit f €
EF(V,RY), ne N und f/ 7 f'. Dann ist (f] o T), eine Folge in EF(Q,RT)
mit f/ oT 1 f'oT. Die Definition des Integrals liefert dann unmittelbar (5.1).

zu (b): Nach Teil (a)ist [(f)TdT(pn) = [(f) oT dpund [(f)~ dT(u) =
f(f’) o Tdy und mit (f’oT)Jr =(f)* oT und (f'oT)™ = (f")” oT folgt die
Behauptung.

zu (c): ist eine Ubung. O
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In der Wahrscheinlichkeitstheorie ergeben sich aus diesem Kapitel sowie
aus Kapitel 4 die folgenden Sprechweisen:

5.26 Bemerkungen

(a) Jedes Zufallsexperiment ldsst sich mittels einer Zufallsvariablen beschrei-

ben:
(Q, A, P), X identische Abbildung, PX = P .

Die genaue Angabe von (2, A, P) tritt in den Hintergrund. Ein Wiirfel-
wurf ist zum Beispiel durch irgendeine Zufallsgrofie

X:(QA4,P)— ({1,...,6},P({1,...,6}), PY)

mit PX = %25:1 d; beschrieben (fair!).

(b) Mit der Bezeichung [X <t|,[X =Y],... fir {w: X(w)
Y(w)},... und [X € A] fiir X '(A) schreiben wir kurz
Y),P(X € A).

(c) Ist X eine ZufallsgroBe auf (€2, A, P) mit Werten in (R, B) und ist b : R —
R BOREL-messbar, so ist auch h(X) eine Zufallsgrofe, etwa | X|, | X|?, p €
N, eX usw. Siehe auch Satz 4.5.

~—

<th{w: X(w
P(X <t),P(X =

5.27 Definition Es sei X eine Zufallsgroie auf einem W-Raum (2, A, P). Ist
dann X > 0 oder X P-integrierbar, so heifit

E(X) :=Ep(X) ::/XdP (:/QXdP)

der Erwartungswert von X (bzgl. P).

5.28 Definition Ein W-Maf} auf (R? A) fir d > 1 und eine beliebige
o-Algebra A wird als d-dimensionale  Wahrscheinlichkeitsverteilung (W-

Verteilung) bezeichnet. Ein BOREL-messbares f : RY — RT heifit (d-
dimensionale) Dichtefunktion oder auch W-Dichte, wenn

faxt=1
Rd
gilt.

Dann liefert nach Satz 5.25(c)

B> A P(A) = d\?
5 A P(A) /Af
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ein W-MaB, denn [, fdA? = 1.

Die Verteilung P einer reellen Zufallsgrofe ist ein W-Maf auf B. Es gilt
nach Satz 5.25:

E(foX) :/fdPX,

anders geschrieben Ep(f o X) = Epx(f). Hier ist f als BOREL-messbar und
nicht-negativ oder als P*-integrierbar angenommen. Ist also X > 0 oder X
P-integrierbar und wéhlt man fiir f die Funktion z — x, so folgt

E(X) = / rdP*(x).

Der Erwartungswert ist nur von der Verteilung von X abhéngig! Die Integrier-
barkeit von X ist dquivalent zur PX-Integrierbarkeit von x — z auf R.

5.29 Beispiele
(a) Da

1 2

—— [ e /?dr =1 (siche Analysis III
e x sieche Analysis ,
o /R ( Y )
folgt durch Substituition, dass
_ 1 (x —a)?
ga,aQ (.T) = \/ﬁ exXp <— 20—2 )

fiir jede Wahl von a € R und o2 > 0 eine W-Dichte auf R beziiglich \!
ist:

N(a,0%) = ggq2 - !

ist ein W-Maf$ auf B. Man nennt dies die Normal- oder GAUSS- Verteilung
auf R zu den Parametern a und 2. N(0,1) heifit standardisierte Nor-
malverteilung (siche Abb. 5.1).

(b) Die Funktion

T g(oz2 + 2?7 =1 o ()
m

ist fiir jedes a > 0 eine W-Dichte auf R (beziiglich A\'), denn

n—oo

/(1 + 2%)7' dz = lim [arctan z] J_FZ =.
R

Yo 1= Cq A heifit CAUCHY- Verteilung zum Parameter o > 0.
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0.5 0.5

ol =1 0? =2

0.4

0.3

Abb. 5.1: Verschiedene GAussdichten mit a = 0.

5.30 Definition
(a) Das W-Ma$ auf (R™, B"), das durch die Dichte

1 n
Ty, ..., xp) = (27r)_”/26xp<—§zxf) () €RY

i=1
definiert wird, heifit Standardnormalverteilung auf R™ (siche Abb. 5.2).
(b) Ein W-Ma8 P auf (R™, B") heiBt Normalverteilung, wenn eine nxn-Matrix
Aund b € R" existieren, so dass P = Py ¢! ist, wobei ¢ : R” — R™ die af-

fine Abbildung x — ¢(z) := Az +0b und Py die Standardnormalverteilung
sind.

5.31 Satz Das W-Maf P der obigen Definition besitzt genau dann eine Dichte,
wenn A eine invertierbare Matrix ist. In diesem Fall ist die Dichte gegeben
durch

1 1

plz,b,5) = —Eexp(——

—r 5@ =) - b)) , zER",

mit ¥ = AA!. A bezeichnet hierbei die Transponierte von A.

Beweis: A sei invertierbar, dann ist ¢ invertierbar. Es gilt fiir B € B

P(B) = Palé™(B)
_ / L e
s 2
exp (—3l67 6001 ) X
~ [ e gmes (~3lom W) v )
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Abb. 5.2: Zweidimensionale Standardnormalverteilung.

Die letzte Gleichheit folgt mittels Satz 5.25 (a). Fiir bijektive, affine Abbildun-
gen wissen wir mit Satz 3.13

N (¢~ 1 (M) = |det o~ N (M), M e B".

Also ist |det ¢! = (det X)~'/? eine konstante Dichte und mit Satz 5.25(c)
folgt

P5) = [ 1aen e s) e (<50 P ) ()

—l(y —b)'SH (y — b)) A'(dy)

1
= [ ————ex
/B Jenrdes ( 2
was zu zeigen war.

Ist nun ¢ nicht invertierbar, so ist A"{¢(z),z € R"} = 0 (siche Beispiel
2.16(b)), aber P({¢(x),z € R"}) = 1. Also kann P keine Dichte bzgl. A"
besitzen. O]



KAPITEL 6

Fast iiberall bestehende Eigenschaften

Das p-Integral wird sich als unempfindlich gegeniiber Abénderungen des In-
tegranden auf p-Nullmengen erweisen, solange der Integrand messbar bleibt.
Um diese Eigenschaft formulieren zu kénnen, hat sich der von LEBESGUE ein-
gefiihrte Begriff fast iiberall als zweckméBig erwiesen. Im folgenden sei (€2, A, i)
ein Maffraum.

6.1 Definition Es sei E eine Eigenschaft, die fiir die Punkte aus ) entweder
richtig oder falsch ist. Man sagt, dass E p-fast diberall gilt (dass E fiir p-fast
alle z € Q richtig ist), wenn es eine p-Nullmenge N gibt, so dass E(x) fiir jedes
x € N°€ richtig ist. Abkiirzend schreiben wir dafiir £ gilt p—f.i.

6.2 Beispiele

(a) Fir f,g: Q — R gilt f > g p—f.ii. genau dann, wenn es eine p-Nullmenge
N gibt mit f(z) > g(x) fir jedes x € N°.

(b) Es seien f;, f € R® fiir j € N. Dann konvergiert (f;); genau dann p—f.ii.
gegen f, wenn es eine p-Nullmenge N gibt mit f;(x) — f(x) fir z € N

(c) f: Q@ — R ist genau dann p—f.ii. beschrinkt, wenn es eine p-Nullmenge
N und ein S > 0 gibt mit |f(z)] < S fiir jedes x € N°.

Es wird nicht gefordert, dass die Ausnahmemenge M der x € €, welche
die Eigenschaft E nicht haben, zu A gehort. Es wird nur gefordert, dass M
Teilmenge einer geeigneten p-Nullmenge N € A ist.

6.3 Satz
(a) Fiir alle f € Lo(Q, A, R") gilt:

/fdu:()(:)f:() 1.1
Q

(b) Jedes f € Lo(9, A, R) ist iiber eine beliebige y-Nullmenge N integrierbar
und es gilt
/ fdu=0.
N

57
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Beweis: zu (a): Da f messbar ist, liegt A := [f # 0] = [f > 0] in A. Wir zeigen
/fd,uzO@u(A):().
Q

Es sei [, fdp = 0. Es seien A, = [f > %], n € Ny also 4, € A, n € N, und
Ay T A Aus 21,4, < f folgt

1 1
0<sua)= [ Siadu< [ fau=o
RL Q

also u(A,) =0, n € N, und somit ist p(A) = lim,,_,. pu(A4,) = 0.
Ist umgekehrt p(A) =0, so ist mit f < oo- 1y

Og/fd,ugoo'/lAd,u:oo~u(A):O,
Q Q

also folgt [, fdu = 0.

zu (b): Fir f > 01ist f1ly € EO(Q,A,@JF) und p—f.ii. Null, also ist nach
(a) [y fdu= [, flydu=0.Fir ein f € Lo(Q, A R) folgt die Behauptung
dann durch Anwendung des Gezeigten auf f* und f~. 0J

Der erste Teil von Korollar 5.19 liest sich nun so:

6.4 Korollar Jede p-integrierbare Funktion f: Q — R ist p—f.ii. auf Q reell-
wertig.

In Kapitel 5 haben wir den R-Vektorraum £ = £Y(Q, A, 1) der reellwer-
tigen p-integrierbaren Funktionen eingefiihrt. Wir versehen diesen Raum nun
mit einer Halbnorm:

6.5 Definition Ist V' ein Vektorraum iiber K, so heifit || - ||: V' — R eine
Halbnorm auf V| falls fiir alle x,y € V und o € K gilt:

(a) [l =0
(b) lloz|| = [ [|]
() llz +yll < [lz]l +[lyll-

Gilt ||z|| = 0 nur fir 2 = 0, so heifit || - || eine Norm.
6.6 Satz Die Menge L' ist ein R-Vektorraum mit Halbnorm

11 ::/deu, fert
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Die Abbildung I : L' — R, I(f) := [, fdu, ist eine positive Linearform auf
L' mit der Eigenschaft

I(f) =19 < If —gll, frgel".

Beweis: In Satz 5.20 und Bemerkung 5.22 ist gezeigt worden, dass £! ein R-
Vektorraum ist und dass I eine Linearform ist. Fiir f € £ mit f > 0 gilt
I(f) >0.] - |1 ist eine Halbnorm, denn [ |f|du > 0, und die anderen Eigen-
schaften sind unmittelbar klar. Weiter ist

/(f—g)du‘ S/If—gldquf—ng
Q Q
fir f,g € L. O

6.7 Bemerkung || - ||; ist nicht notwendig eine Norm. Denn mit Satz 6.3 (a)
gilt || f|l1 = 0 genau dann, wenn [|f| > 0] eine p-Nullmenge ist. Gibt es also
eine nicht-leere Nullmenge A € A, so ist f =14 € L', f # 0, aber || f||, = 0.

6.8 Satz Es scien f,g € Lo(Q, A, R), die u—£.ii. auf Q gleich sind. Dann gilt:
(a) Ist f >0 und g > 0, so folgt [ fdu= [gdu.
(b) Ist f p-integrierbar, so ist g p-integrierbar und [ fdp = [ gdp.

Beweis: zu (a): Es sei N := [f # g]|. Also ist N € A und p(N) = 0 nach
Voraussetzung. Somit ist [ fdu = [ gdp = 0 nach Satz 6.3 (b). Mit M :=

N¢ ist dann
/ fdMZ/ledMZ/lMngZ/ gdu.
M Q Q M

Also folgt die Behauptung, da [,y fdu= [, fdu+ [y fdu fir MAN =0
(siehe Satz 5.3 und die einfache Ausweitung auf p-integrierbare Funktionen).

zu (b): Es ist f* = ¢7 pAfii. und f~ = ¢g= pAf.i. Also folgt mit (a)
[frdu= [gTduund [ f~du= [ g du. Da f p-integrierbar ist, sind beide
Integrale nichtnegative reelle Zahlen. Daraus folgt die Behauptung. 0

6.9 Korollar Es scien f,g € Lo(Q, A,R) und |f| < g p£.ii. Dann ist mit g
auch f p-integrierbar.

Beweis: Wir setzen ¢’ := gV |f|, dann ist ¢ messbar und ¢’ = ¢g p—f.ii. und
|f| < ¢'. Nach Satz 6.8 ist ¢’ somit p-integrierbar und nach Satz 5.17 dann
auch f. O
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Es sei N eine p-Nullmenge und f eine auf N¢ definierte, N¢N . A-messbare
Funktion. f heifit u—f.i. definierte, A-messbare Funktion. f kann zu einer .A-
messbaren Funktion auf Q2 fortgesetzt werden: Man setze

fe() 1= { fl ee

Jede andere Fortsetzung von f auf 2 ist dann p—f.ii. gleich fy.. Nach Satz 6.8
sind somit alle Fortsetzungen pu-integrierbar oder keine der Fortsetzungen ist
p-integrierbar. Sind sie p-integrierbar, so haben alle dasselbe p-Integral. Dies
fithrt zu der folgenden Definition:

6.10 Definition Es sei f eine pu—f.ii. auf 2 definierte, A-messbare, numerische
Funktion. Sie heiflt p-integrierbar, wenn sie zu einer p-integrierbaren, auf ganz
Q definierten Funktion f’ fortgesetzt werden kann. [ f’du heifft dann das pu-
Integral von f. Es wird auch mit [ f du bezeichnet.

6.11 Bemerkung Es seien f, g zwei p-integrierbare Funktionen. Nach Korol-
lar 6.4 ist A 5 N := {|f| = oo} U{|g] = oo} eine p-Nullmenge, also ist
f + g auf N¢ definiert, also im Sinne der Definition 6.10 integrierbar. Es gilt
J(f+9)du= [ fdu+ [gdu (siehe Satz 5.20). Die zusétzliche Bemerkung,
f + g sei iiberall wohldefiniert, die eigentlich bei der Betrachtung einer Summe
zweier messbarer numerischer Funktionen erfolgen muf, kann also weggelassen
werden.

Wir betrachten nun einen zentralen Vertauschungssatz fiir Integrale und
Grenzwerte, den Satz von LEBESGUE iiber die majorisierte Konvergenz:

6.12 Satz (von der majorisierten Konvergenz, Lebesgue) Die Funk-
tionen (f;); und f seien in Lo(, A,R) und lim; .., f; = f p-L.ii. Ferner gebe
es ein g € LY, A, p) mit |f;] < g pfii., j € N. Dann sind f und f;, j € N,
pu-integrierbar und es gelten

i [ fydu= [ fau
j—00

und

tim [ 1f; = fldu=o.

Beweis: Nach Korollar 6.9 sind f und alle f;, 7 € N, p-integrierbar. Nach
den p—fast iiberall Resultaten (siche Korollar 6.4, Satz 6.8) haben ohne Ein-
schrankung der Allgemeinheit f und ¢g und alle f;, j € N, Werte in R (iiberall)
und iiberall gilt lim; ... f; = f, | f;| < g, 7 € N. Dann ist

gi = 1fl+g—1f; — fl
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in Lo(€, A,EJF) und das Lemma von FATOU (Satz 5.14) liefert
/(\f| +g) dp = /(lim.infgj) dp < lim'inf/gj dp
j j
= /(If\ +9) du—limsup/lfj—f\du-
j

Hier ist das Integral [(|f]+ g) dp endlich, also folgt lim;_. [ |f; — f|dp =0
und somit liefert | [ fjdu — [ fdul < []f; — f]dp die Behauptung. O

Wir haben somit bereits die drei wichtigsten Konvergenzsitze der Inte-
grationstheorie kennengelernt: Satz 5.10 dber die monotone Konvergenz, Satz
5.14, das Lemma von FATOU, und Satz 6.12 wvon der majorisierten Kon-
vergenz. Die LEBESGUESCHE Integrationstheorie ermoglicht sehr allgemeine
und flexible Kriterien fiir die Vertauschbarkeit von Grenzwerten und Integra-
len. So ist in Satz 6.12 nur punktweise Konvergenz vorausgesetzt. Bei den
CAucHY-RIEMANN-Integralen wird f; auf [a,b] C R definiert und fiir f; — f
die gleichmajfige Konvergenz gegen f gefordert, um einen Vertauschungs-
Konvergenzsatz erhalten zu kénnen.

Gegeben sei der Mafiraum (R%, B¢, \4). Entlang der Definition 5.15 spricht
man fiir Funktionen aus Lo(R? B% R) von LEBESGUE integrierbaren Funk-
tionen und von deren LEBESGUE Integral. Tatséchlich ist jede Regelfunktion
auf einem abgeschlossenen Intervall in R (sprungstetige Funktion) BOREL-
messbar und das CAUCHY-RIEMANN Integral stimmt mit dem LEBESGUE In-
tegral iiberein. Damit stehen im Rahmen des LEBESGUE Integrals die Metho-
den zur Verfiigung, die fiir das CAUCHY-RIEMANN Integral entwickelt wurden.
Weiter wird gezeigt, dass eine beschriankte, reelle Funktion auf einem kom-
pakten Intervall genau dann RIEMANN integrierbar ist, wenn die Menge der
Unstetigkeitsstellen eine A!-Nullmenge ist. Es folgt daraus, dass das LEBES-
GUEsche Integral eine echte Erweiterung des RIEMANNschen, und daher des
CAucHY-RIEMANNschen Integrals ist.

Es sei fortan X C R? mit A\%(X) > 0 gegeben. Zur Abkiirzung setzen wir
ﬁl(X) = L:I(X, Bd|X, )\d|X).

6.13 Satz Es seien —0o < a < b < oo und f: (a,b) — R sei absolut inte-

grierbar im Sinne des CAUCHY-RIEMANN Integrals, d.h. es existiere f: |f| in
R (Notation fiir das CAUCHY-RIEMANN Integral). Dann ist f € L£'((a,b)) und

/(a,b) rax = | N

Wir geben den Beweis an, werden ihn aber in der Vorlesung nicht bespre-
chen.
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Beweis: 1. Schritt:  Es seien zunéchst a < o < 3 < b. Ist g: o, 5] — R eine
Treppenfunktion, so ist g B-einfach und

B
/ gd)\lz/ g. (6.1)

Es sei nun g: [a, 5] — R eine Regelfunktion. Dann existiert eine Folge (g,);
von Treppenfunktionen, die gleichméBig gegen g konvergiert. Also ist ¢ BOREL-
messbar und g € £'((«, 3)), denn g ist beschréinkt (bekannt aus der Analysis),
also ist |g| < v fiir ein v € [0, 00), also f(aﬂ) lg] dA' < ~(8 — ). Da die Folge
(9j); gleichméBig konvergiert und ¢ beschrénkt ist, gibt es ein M > 0 mit
lg;| < M fir alle j € N. Nach Satz 6.12 folgt also

lim gj d\! :/ gd\.
17700 S (a,) (o)

Nach der Definition des CAUCHY-RIEMANN Integrals und (6.1) folgt

B B
/ g = lim g; = lim g; d\' = / gd\'.
« (e, 8)

Jj—oo J, Jj—00 (a,B)

2. Schritt:  Es sei nun ¢ € (a,b) und (f;); eine Folge in (¢, b) mit 5; T b.
Sei g := liep) f und g; := 1, f, j € N. Nach dem 1. Schritt ist g; in L'(R)
fiir jedes j € N. Die Folge (g;); konvergiert punktweise gegen g und die Folge
(lg;1); konvergiert wachsend gegen |g|. Somit ist ¢ BOREL-messbar und mit
Hilfe des 1. Schritts folgt

Bj
[laav = [ i = [ g1
R (¢,35) c

Die absolute Konvergenz von fcb f liefert

B; b
1im/|gj\dA1= lim/ |f\=/ £l
]_)OO R ]_)OO C C

Der Satz von der monotonen Konvergenz (Satz 5.10) liefert

[ lglaxt =t [ g ax,
R I JR

also folgt g € L}(R). Der Satz von der majorisierten Konvergenz (Satz 6.12)
kann somit auf die Folge (g,); angewendet werden:

lim gjdAlz/gd)\lz/ fdx.
J7JR R [c,b)
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Weiter ist nach Schritt 1 [, g; dA! = fcﬁj f, also

B b
lim [ g;d\' = lim / f :/ f
I JR I Je c

Somit stimmen die Grenzwerte f ) f d\' und | ® f iiberein. Analog zeigt man,
dass 1( f € L'(R) und f ad f d)\l [ f gilt. Somit ist f A!-integrierbar mit

f ) f d\' = f f. Damit ist der Satz bewiesen. O

6.14 Bemerkung Ist f: (a,b) — R zuléssig (auf jedem kompakten Teilinter-

vall sprungstetig) und fab f existiere als uneigentliches Integral, so mufl f nicht
zu L'((a,b)) gehdren. Dazu betrachten wir

- 0, z € (—00,0),
MO =122 sefj-1), jen

Dann ist f zulédssig und
| s z /i

also existiert [*° finR. Angenommen, esist f € £1(R). Dann gilt [, | f| d\' <
00, aber aus dem Satz iiber die monotone Konvergenz (Satz 5.10) folgt

k
1
d\' = lim / 1 d\' = lim ==
/le\ e | 0 /] m ;:l ;

und das ist ein Widerspruch.

6.15 Satz Es sei I ein kompaktes Intervall und f: I — R sei beschréinkt.
Genau dann ist f RIEMANN integrierbar, wenn f M —f.ii. stetig ist. In diesem
Fall ist f LEBESGUE integrierbar und das RIEMANNsche Integral stimmt mit
dem LEBEGUESschen iiberein.

Wir geben auch hier fiir das Selbststudium den Beweis an.

Beweis 1 Schritt: Ohne Einschréinkung der Allgemeinheit betrachten wir I =

.....

fur j=0,...,2"% Ferner seien

Tok = [Cok> Cur) 5 ik = (Giks Gkl j=1,...,28—1,

ajp = inf f(z), Bjx = sup f(z),

T€ljk x€lj
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sowie
2k_1 2k 1

gk = Z ajrlr, Z Bik 11,
=0

Dann ist (gx)x eine wachsende Folge und (hk)k ist eine fallende Folge von B-
einfachen Funktionen. Somit sind ¢ = limy g, und h = limy h; punktweise
definiert und B-messbar und es gilt ¢ < f < h. Es gilt

/ gk d)\1 = §(f, [0, 1], Zk) und / hk d)\l = g(f, [O, 1], Zk)
[0,1]

[0,1]

Hierbei bezeichnet S(f,[0,1], Zx) bzw. S(f,[0,1], Z;) die Unter- bzw. Ober-
summe von f {iber [0, 1] beziiglich der Zerlegung 2 (siehe Analysis IT). In der
Notation des oberen und unteren RIEMANN Integrals [, f, [, f (siche Analysis

IT) folgt mittels des Satzes iiber die monotone Konvergenz (Satz 5.10):

[ n-gan- / 12 (6.2)
[0,1] [0,1] J00,1]

2. Schritt:  Es seien R = J,cn{Co.k,...Cor 1} und C' die Menge der Stetig-
keitspunkte von f. Dann gilt

[g=h]NR°CC Clg=h] (6.3)

Um dies zu beweisen, seien € > 0 und zp € R® mit g(z9) = h(zg). Dann
existiert ein k € N mit hy(z9) — gr(z0) < € und ein j € {0,...,2%71} so dass
xo in ((k, Cj+1,x) liegt. Fir € I, ist

| f(z) = f(xo) [< sup f(y) — inf f(y) = hr(zo) — gk(w0) <,

yelj g SN

also ist f in xg stetig. Damit ist die Inklusion [¢g = h] N R® C C bewiesen.

Sei weiter zp € C'und € > 0. Dann existiert ein 6 > 0 mit | f(z)— f(zo) |<
€/2 fiir x € [xg — §, 0 + 6] N[0, 1]. Es sei ky € N mit 27% < §. Man findet fiir
jedes k > ko ein j € {0,...,2F — 1} mit g € ;1 C [z9 — 0, 79 + §]. Also

0 < g (o) — gr(w0) = sup (f(x) = f(wo)) — inf (f(z) = f(z)) <e.

z€l; z€ljk

Somit folgt h(zo) — g(wo) = limy (y(x0) — g (x0)) = 0. Damit ist die Inklusion
C' C [g = h] bewiesen und somit ist (6.3) bewiesen.

3. Schritt:  Ist f RIEMANN integrierbar, so ist

/01] /[01] 01]
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also ist h = g = f M-f.ii. nach (6.2). Damit ist f B-messbar. Da f beschrinkt
ist, folgt f € L£(]0,1]). Weiter ist |gx| < || f]loo AL il fiir & € N, und somit
ergibt der Satz von der majorisierten Konvergenz (Satz 6.12)

1

[ ogan =t [ gan =t sz [ 7
[0,1] k=0 J0,1) k—0o0 0

Da g = f M-f.ii., folgt f[o,1] fd\t = fol f. Es bleibt zu zeigen, dass die Menge

C° der Unstetigkeitsstellen von f eine A-Nullmenge ist. Nach (6.3) gilt C¢ C

[h # g]U R. Da aber g = h A!-f.ii., und die Menge R abzihlbar ist, folgt

A(C®) < A ([h #g]UR) =0.

Damit bilden die Unstetigkeitsstellen von f eine A-Nullmenge.

4. Schritt:  Es sei nun C¢ eine A!-Nullmenge, dann ist nach (6.3) auch
lg # h] eine A-Nullmenge und die RIEMANN Integrierbarkeit von f folgt aus
(6.2). Somit ist der Satz bewiesen. O

6.16 Korollar Das LEBESGUE Integral ist eine echte Erweiterung des RIE-
MANNSCHEN Integrals.

Beweis: Man betrachte die DIRICHLET funktion

roy-r j@={y tE2

Da f = 0 A-f.ii. (siehe Beispiel 2.16 (b)), ist f € £1([0, 1]), siche 6.8 (b).
Weiter ist f in keinem Punkt stetig, also ist f nach Satz 6.15 nicht RIEMANN
integrierbar. U
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KAPITEL 7

Die Lebesgueschen Riume £” und L und Momente

Gegeben seien der Messraum (N, P(N)) und eine numerische Funktion f : N —
R. Es sei weiter ¢ ein Mafl auf (N, P(N)) mit o({n}) = «, (der Fall a, =1
liefert das Zahlmaf). Dann gilt analog zu Beispiel 5.13(b)

/ Fdo=3"fm)o({n}) = 3 f(n) an.

Ist nun a,, = n P71 p € (1,00), und f(n) = n, so ist f g-integrierbar, aber die
p-te Potenz fP(n) = nP ist nicht o-integrierbar. Insbesondere ist im Fall p = 2
die Funktion f2 = f - f nicht g-integrierbar. Somit ist das Produkt zweier in-
tegrierbarer Funktionen im Allgemeinen nicht wieder integrierbar. Wir wollen
in diesem Kapitel diejenigen messbaren numerischen Funktionen untersuchen,
fiir welche |f|P integrierbar ist.

Im folgenden sei (2, A, 1) ein Mafiraum.

Ist f € Lo(, A R), soist |[f|?, p € (0,00), auch in Ly(2, A, R), denn fiir
a € R ist
[fl =], a>0,

11" 2 o] = { | Q, sonst.

Also liefert Satz 4.3 die Behauptung.

7.1 Definition Es sei f € L£o(92, A, R). Man nennt f p-wesentlich beschrinkt,
wenn es ein o > 0 gibt mit u([|f] > «]) = 0. Dann heift

[flloo := ess-sup,eql f ()] == inf{a > 0: p([|f] > of) = 0}

p-wesentliches Supremum von f. Wir setzen

1/p
1= ([ 15vau)™, e ©.00),
0
mit der Vereinbarung co'/? := co. Dann heift
LP(Q, A ) :=A{f € Lo(Q, AR) : || f][, < o0}, p € (0,00],

Lebesguescher Raum iiber € beziiglich p. Fir p € [1,00] ist der zu p duale
Ezponent gegeben durch

o© , p=1
pi=q p/p-1) , pe(l,0)
1, p=oc.
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Mit der Festsetzung des dualen Exponenten gilt
1 1
_+—/:]., p e []_,OO]
p P

Wir werden zeigen, dass fiir p > 1 die Abbildung || - ||, : £7(2, A, 1) — R eine
Halbnorm auf dem R-Vektorraum LP := LP(Q, A, 1) ist und das (L7, ] - ||,)
vollsténdig ist. Dabei werden wir noch klaren, was Vollstdndigkeit fiir einen
Vektorraum, versehen mit einer Halbnorm, bedeutet.

7.2 Bemerkungen

(a) Eine Funktion f € L£y(€2,.A,R) ist genau dann p-wesentlich beschrankt,
wenn || fle < 00.

(b) Fir f € Lo(Q, A, R) gilt | f| < ||f|loo p—f.i.. Denn im Fall || f]|o = o0 ist
dies klar. Gilt || f]|oo < 00, so ist [|f] > ||/l + 277] fiir jedes j € N eine
p-Nullmenge, also auch [| f| > [| flloc] = Ujen [l/] > 1 flloc +277].

(c) Es seien f und g p-wesentlich beschrinkt und o € R. Dann ist auch o f+g¢
pu-wesentlich beschrankt und es gilt

la f + glloo <l [[fllo + llgllco-

Denn geméf (b) gibt es p-Nullmengen M und N mit |f(z)] < ||f]|eo fiir
x € M°und |g(x)| < ||g]|o filr x € N¢. Also gilt

laf @) + 9(@)] < [a] | flloo + lglloc @ € (MUN)® = M AN

7.3 Satz LP ist ein reeller Vektorraum fiir 1 < p < oo (ein Untervektorraum

von Lo(2, A, R)).

Beweis: Fiir p = oo folgt dies aus Bemerkung 7.2 (c). Der Fall p = 1 wurde in
Satz 5.20 bereits betrachtet. Es sei p € (1, 00). Betrachte

la+ 0P < (2(]a| v [b]))" < 2 (laf” + bP), a,b€R.
Dann ist mit f, g € LP

/|f+g|pdu§2p (/\f|pdu+/lg\pdu) < .
Q Q Q

also ||f + g, < 0. af € LP fiir o € R ist klar. O

7.4 Satz (Holdersche Ungleichung) Es sei p € [1,00]. Fiir f € LP und
ge L ist fge L und

‘/fgdu‘ < [ 179ldn < 151, ol
Q Q
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Im Fall p = p’ = 2 heifit die Ungleichung die CAUCHY-SCHWARZsche Unglei-
chung.

7.5 Korollar Wiéhle fiir pu das Zdhlma$i ¢ auf (N, P(N)), so folgt

D rayal < <Z \xn\p) v (Z Iyn|P’)1/p/

n>1 n>1 n>1

fiir xp,y, € R, n € N.

Beweis von Satz 7.4: Wir betrachten zuerst den Fall p = 1. Nach Bemerkung
7.2 (b) existiert eine p-Nullmenge N mit |g(x)| < [|g]|eo, € N€. Dann folgt

J sl ol [ 1f1du= Ll 1710 < o

nach Satz 6.8 und Satz 5.20. Dann ist f g in £! nach Satz 6.8 und Satz 5.17.
Weiter folgt mit Satz 5.20

[ soaul < [ Araldi= [ 17glau< 15l lol

Der Fall p = oo wird analog zu p = 1 behandelt.

Es sei nun p € (1,00): Fiir f =0 p—f.ii. oder g = 0 p—f.ii. verschwindet f g pu—
f.i. und Satz 6.3 (a) liefert die Behauptung. Sonst gilt || f||, > 0 und ||g|/, > 0
(man verwende || f|y =0 < f =0 pfii. fir f € £, Satz 6.3 (a)). Nun gilt
die folgende Ungleichung (Ubung oder aus der Analysis bekannt):

/

1 1
En< &+ =7
p D

fiir alle £,n € [0, 00]. Setzen wir nun £ :=

fol LA 1 Qg
[P ] (W A o 1

also

1 _ 1 L ,
/\fg\duﬁ = If1l; ”||g||pf/ 1P dpt= 1 £l gl /|g\” di = | fllp gl
Q p 0 p Q

und somit fg € £' mit Satz 5.17 und

|| £adul <179l < 151, gl
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Die nun folgende Ungleichung von MINKOWSKI bringt zum Ausdruck,
dass || - ||, fiir 1 < p < oo der Dreiecks-Ungleichung geniigt.

7.6 Satz (Minkowskische Ungleichung) Es sei p € [1,00]. Fiir f,g € LP
ist f + g € LP und
1f +glle < 171+ Nl

Beweis: Der Fall p = 1 folgt mit Satz 6.6. Der Fall p = oo folgt mit Bemerkung
7.2 (c). Es sei fortan p € (1,00). Auf Grund der Aquivalenz

f+glP el |f+gleLr

folgt aus der HOLDERschen Ungleichung

/Q B 1f + g~ du < Al 11+ 9P N = Il - 1 + gl

fiir h € LP, also

/Q gl du < / S +glP dut / gl f 49 dpe < (14 lgll) 17 +ol2

Esist || f + g||, < oo und p/p’ = p — 1, und somit folgt die Behauptung. [

7.7 Satz Fiir p € [1, 00| ist L ein R-Vektorraum und || - ||, eine Halbnorm auf
LP.

Beweis: Die Eigenschaft, R-Vektorraum zu sein, ist in Satz 7.3 bewiesen wor-
den. Im Fall p = 1 folgt aus Satz 6.6, dass || - ||; eine Halbnorm ist. Der Fall
p € (1, 00] folgt aus der MINKOWSKIschen Ungleichung. O

7.8 Bemerkung Es sei N = {f € Ly(Q, A, R): f =0 p—f.i.}. Dann sind fiir
€ Lo(2, A R) dquivalent:

(a) [[fllp = 0 fiir alle p € [1, oc],
(b) || f]l, = 0 fiir ein p € [1, oo,
(c) feN.

Beweis: (a) = (b): ist klar.

(b) = (¢): zu zeigen ist || f|l; = 0 (denn dies ist dquivalent zu f = 0 u—
f.i., siehe Satz 6.3 (a)). Aber mit |f| < ||f||oo p-fast iiberall (siche Bemerkung
7.2(b)) ist dies klar.

(¢) = (a): Fiir p € [1,00) ist dies mit Satz 6.8 (b) klar. Der Fall p = oo
ist klar. O
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7.9 Bemerkung Es sei p ein endliches Ma$. Fiir p € [1, 00] ist dann
EF(Q,R) C LP(Q, A, 1) C Lo(22, A R)

im Sinne von Untervektorraumen.

Beweis: Jede A-einfache Funktionen ist pu-wesentlich beschrénkt. Es sei p €
[1,00), und ¢ = 37" a;la, € EF(Q,R) sei die Normalform von ¢. Dann gilt
die Abschitzung [p[? <377 aylP 1a;, also [[¢]l, < oo. Mit Satz 7.3 folgt die
Behauptung. 0

Das N aus Bemerkung 7.8 ist fiir jedes p € {0} U [1, oo] ein Untervektor-
raum von LP. Dabei folgen wir fiir p = 0 der Benennung L% := Ly(Q2, A, R).
Fiir p = 0 ist dies klar, also ist N ein Vektorraum. Fiir p € [1, o0] folgt dies
aus Bemerkung 7.8 (¢) = (a).

Die Quotientenrdume
LP(Q, A, i) = LP(Q, A, p) /N, p e {0} UL, oq],
sind somit wohldefinierte R-Vektorraume. Es gilt
LP(Q, A, 1) C LO%(Q, A, 1), pe€ [l

Es bezeichne [f] € L°(Q, A, 1) und g einen Repriisentanten von [f], dann ist
f—g € N, also stimmen f und g p—f.ii. iiberein. Mit Bemerkung 7.8 ist
I/l == |Ifll, fiir jedes p € [1,00] und f € L°(2, A, n) wohldefiniert. Fiir
/1 € LP(, A, ) gilt

If]ll, =0« f=0 pufii. < [f]=0.

Also ist hier || - ||, eine Norm auf LP(2, A, it). Der Preis fiir diese Verbesserung
ist die Tatsache, dass die Elemente von LP keine Funktionen iiber €2, sondern
Nebenklassen beziiglich des Untervektorraumes N von LP sind.

Die folgende Vereinbarung fiihrt aber in der Regel zu keinen Mifiverstand-
nissen: Fiir die Nebenklassen [f] = f + N aus L?, p € {0} U [1, 00], schreiben
wir wieder f und fortan sei

I[P = LP(Q,A, ,u) = (Lp(QvAa M)? || ’ Hp)? JUAS [1’ OO]

Wir fassen zusammen:

7.10 Satz Fiir p € [1, 00| ist LP bzgl. || - ||, ein normierter R-Vektorraum.
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7.11 Definition Es scien p € [1,00] und f, € £P, n € N. Die Folge (f,)n
heifit im p-ten Mittel konvergent gegen f € LP, falls lim,, . || fn — fl|, = 0.
Die Folge (f,), heiBt eine CAUCHY-Folge in LP oder eine CAUCHY-Folge fiir
die Konvergenz im p-ten Mittel, falls zu jedem € > 0 ein Ny(e) € N existiert
mit || f,, — fullp < € fiir alle m,n > Ny(€). Analoge Begriffe fiihrt man fiir L?
statt LP ein.

Eine positive Antwort auf die Frage nach der Vollstandigkeit von £P bzw.
L? gibt der folgende Satz:

7.12 Satz (von Riesz-Fischer) Fiir p € [1,00] ist LP(Q2, u, R) vollstédndig.
7.13 Korollar Fiir p € [1, 00| ist LP(§2, u, R) ein Banachraum.

Wir geben den Beweis von Satz 7.12 hier an, besprechen ihn in der Vor-
lesung jedoch nicht.

Beweis von Satz 7.12: Es seien p € [1,00] und (f,), eine CAUCHY-Folge in
Lr. Es existiert zu k € N ein N(k) mit ||f, — full, < 5 fiir n,m > N(k).
Ohne Einschrankung der Allgemeinheit ist N(1) < N(2) < N(3) < ---. Wir
betrachten die Funktionenfolge

k
= |fvoyl + Z |fngry — vyl keN.

J=1

Jedes gy ist A-messbar, nicht-negativ und gy < gpy1.

Es folgt mit der MINKOWSKI-Ungleichung, Satz 7.6,

lgklly, < Il fna ||,,+Z lfvGn—Fnolly < Ilfxa ||,,+Z 5 < Ifvollp+l < oo
Mit dem Satz iiber die monotone Konvergenz (Satz 5.10) folgt

hm gxlly = hm / / (lim gk) dp < oo.

Also ist limg_, g p—f.ii. endlich (Korollar 6.4). Es existiert also eine pu-
Nullmenge A € A mit

lim gx(z) < 00

k—oo
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fir x € A°. Zu x € A° ist
]}i_{gogk(if) = [fyvay(z)] + Z | g+ (@) = fag ()]
j=1

Also ist fxay(z) + 22551 (fng+1)(x) — fang)(x)) in R absolut konvergent, also
insbesondere konvergent, und die (k — 1)-te Partialsumme ist fyx)(z). Also
existiert limy oo fv (). Man setzt nun

limy,_ o x), x € A
f(z) ::{ oo fv(®) @ € A

Dann ist f

4c A-messbar, und f|4 ist es auch, also ist f .A-messbar.

Es bleibt zu zeigen, dass (f,), im p-ten Mittel gegen f konvergiert. Zu
€ > 0 existiert ein N(e) € N mit ||f, — fill, < € fiir n,m > N(e). Aus dem
Lemma von FATOU (Satz 5.14) folgt

1= fally = [ 1 Jim () = 5@ dite) = [ Jim [ @) = £ ()] dia)

< liminf / [y (2) = Fu@) P dp(r) = it | ey — Fulls < &7
Q —0

k—oo
fir n > N(e). Weiterhin impliziert

Lfllp < 11 = fally + [[fally < €+ [ fallp < oo,

dass f € LP und die obige Abschéitzung liefert die gewiinschte Konvergenz.

Es seien nun p = oo und (f,), eine CAUCHY-Folge in £°. Wir setzen

N = [l > 1fallse] U U [ = fal > 1 = fallse).

n>1 mn>1
Dies ist eine p-Nullmenge und fiir x € N¢ ist
|fin(@) = fa(@)] < | fin = falloo, m,m €N.
Also konvergiert (f,), auf N¢ gleichméfig gegen f := lim, .o, 1ycf,. Insbe-

sondere ist f € £ und lim, . || fn — f|lec = 0. Damit ist der Satz bewiesen.
O

Dem Beweis des Satzes von RIESZ-FISCHER entnimmt man das folgende
Resultat:

7.14 Korollar (von H. Weyl) Es sei p € [1, 00].
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(a) Zu jeder CAUCHY-Folge (f,), in LP gibt es eine Teilfolge (f,, )r und ein
f € LP, sodass f,, — f pLil

(b) Konvergiert die Folge (f,), in L£P im p-ten Mittel gegen f € LP, so existiert
eine Teilfolge (fy, )k, die p—f.i. gegen f konvergiert.

Beweis: zu (a): Siehe Beweis des Satzes von RIESZ-FISCHER.

zu (b): Nach Beweis des Satzes von RIESzZ-FISCHER gibt es ein g € L?
mit || f, — g/, — 0 und eine Teilfolge (f,,)r, die p—f.i. gegen g konvergiert.
Wegen || f,, — fll, — 0 ist dann f = ¢ p-f.ii. O

7.15 Definition Sei X eine P-integrierbare Zufallsgrofe auf (€2,.4, P) und
w:=E(X), so heifit

Var X := E(X - M)Q = /(X - ,U)de = /(x _M>2dPX(x)
Varianz von X.
o(X) == (Var X)V? = (E(X — p)?)'/?

heiBt Standardabweichung von X. Fiir k € N nennt man EX* und E(X — p)*,
wenn diese Grofien existieren, das k-te Moment bzw. das zentrale k-te Moment,
sowie fiir p > 0 nennt man E|X|? und E|X — pu|? das p-te absolute bzw. das
zentrale p-te absolute Moment.

7.16 Satz Eine Zufallsgrofe X auf einem W-Raum (2, A, P) ist genau dann
quadratisch integrierbar, wenn X integrierbar und Var X < oo ist. Es gilt
dann:

Var X = E(X?) —E(X)?
2
= /:E2dPX(:E)— </deX(:E)> :
Fiir integrierbares X gilt stets

E(X)? < E(X?) sowie
Var(aX + ) = o*VarX, a,B€R.

X hat genau dann Varianz 0, wenn X P-f.s. konstant ist.

Fiir P-fast iiberall sagt man in der Wahrscheinlichkeitstheorie auch P-fast
sicher, abgekiirzt P-f.s.
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Beweis: Es gilt £2(P) C L£'(P) mittels der HOLDER-Ungleichung. Alle kon-
stanten reellen Funktionen sind in £2(P). Daher folgt aus X € £*(P) die In-
tegrierbarkeit sowie Var X < co. Sei umgekehrt X € £'(P) und Var X < oo,
so liegt X —E(X) € L2(P), also auch X = X —E(X) +E(X). Da E linear ist,
folgt Var X = E(X?) — E(X)?. E(X?) < E(X)? ist dann klar. Es gilt

Var(aX + ) = E((aX +3) — (aEX + 3))?
= E(aX — oEX)*=a’Var X .

Hat X Varianz 0, also E(X —EX)? = 0, so ist dies fiquivalent zu (X —EX)? = (
P-fis., das heifit X = EX P-fs. O

Wir kommen zu einer Reihe von weiteren wichtigen Ungleichungen.

7.17 Satz X,Y seien ZufallsgroBen auf einem W-Raum (2, A, P). Dann gilt:

(a) (MARKOV-Ungleichung) Fiir jedes t > 0 und jede monoton wachsende
Funktion g : [0,00) — [0,00) mit g(t) > 0 ist

P(X| > ) < g(t)"! /{ 90X AP < gi0) Eg(1X])

(b) (TSCHEBYSCHEV-Ungleichung) Speziell im Fall g(t) = t* und EX = 0
folgt

Var X
t2

P(IX|>1t) < t‘z/ X?dP <
{IX|>t}

(c) (JENSENsche Ungleichung) Es sei I C R ein Intervall, X : Q — R eine
Zufallsgrofe mit P(X € I) = 1, P-integrierbar und ¢ : I — R eine
konvexe Funktion, dann ist [ X dP = EX € I, poX ist quasi-integrierbar
und es gilt

gp(IEX):gp(/QXdP) g/ﬂgponP:E(gp(X))

Beweis: zu (a): Verwende g(t)1x>n < 9(|X|)1qxzg < 9(]X]|) und die Mo-
notonie des Integrals, (b) ist klar.

zu(c): ¢ heifit konvex, wenn fiir alle z,y € I und X € [0, 1] gilt:
Az + (1= Ny) < Ap(z) + (1= Neply) -
In Analysis I zeigt man, dass dazu dquivalent ist

p(t) — () _ oly) = o(z)
t—x - Yy—2x

Ve,y,tel:x<t<y
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bzw.
p(t) —p(@) _ py) = o)
t—x - y—1

Ve,y,t el x <t <uy.

Daraus folgt, dass ¢ auf I stetig ist, denn sei xy € Io, s, t e I mit s < xo < t.
Ist nun 2y < = < t, so folgt aus obigen Ungleichungen

plao) —¢(s) _ p(z) —plwo) _ o) = p(z0)
To— S - T — Iy - t— xg

Daraus folgt sofort die rechtsseitige Stetigkeit. Die linksseitige Stetigkeit be-
weist man analog. Also ist ¢ hochstens in den Randpunkten von I unstetig
und somit ist jede konvexe Funktion BOREL-messbar! Zum Beweis der Unglei-
chung: Wir zeigen zuniichst m := E(X) € I. a,b € R seien linker bzw. rechter
Randpunkt von 7. Mit a < X < b folgt a < E(X) < b. Ist nun @ € R und
a¢ I, soist 0 < X(w)—a firallew € , also a < m nach Satz 6.3(a).
Analoges folgt fiir b, also m € I.

Ist m kein innerer Punkt von I, so ist m € R rechter oder linker Rand-
punkt von I. Also ist X(w) = m fiir P-fast alle w € Q, also ¢(X(w)) =
Y(EX) = ¢(m) fiir P-fast alle w € €, also E(pX) = ¢(EX).

Es sei nun m € I. Nun konstruieren wir eine Stiitzgerade an den Graphen
von ¢ im Punkt (m, (m)): Fiir s,t € I mit s < m < t ist 2= s() < eltl—elm)

t—m

also ist « —sup{‘p";i 26) s < m,sel} < oound fiir alletelmltt>m
gilt:

p(t) = p(m) + at —m) (7.1)

Fiir t = m ist (7.1) auch richtig und sie gilt nach Definition von « auch fiir alle
t € I mit t < m. Somit gilt (7.1) fiir alle ¢ € I. Der Graph von ¢ auf [ verlduft
also stets oberhalb der durch ¢t — ¢(m) + a(t — m) definierten Stiitzgeraden.
Es folgt

p(X(w) = 9(EX) + a(X(w) - EX)
Integration dieser Ungleichung nach P liefert die JENSENsche Ungleichung. [J

7.18 Korollar Es sei X € £5(2, A, P). Dann ist X € L" fiir 1 <r <s. Ist X
P-f.s. beschrankt, X € L>(, A, P), so gilt

X T X oo (7 = 00).

Beweis: Es sei ¢(t) = t*/7, t > 0. Fiir r € [1,s] folgt aus der JENSENschen
Ungleichung:

1/s

EIX1) = (o@x) < (Bex) " =EIX) . (72)
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Ist X P-f.s. beschrénkt, so ist X r-fach integrierbar fiir jedes r > 1. Mit (7.2)
folgt die Konvergenz von ||.X||, gegen einen Limes a. Aus |X| < [| X || P-f.s.
folgt || X ||, < [|X||oo fiir jedes r > 1, also a < ||X||s- Nun zeigen wir noch
a > || X||oo: Fiir 0 < ¢ < || X||oo 18t P(|X| > ¢) > 0. Weiter gilt

1/r
X = ([ )
{X[>c}
> cP(|X|> )/

Also ist a = lim,_,(E|X|")Y" > ¢ fiir alle ¢ < ||X||oo, also ist a > || X||ee. O

7.19 Definition Ist X = (X, ..., X,,) ein Zufallsvektor, so definiert man den
Erwartungswert komponentenweise durch E(X) = (EX,...,EX,) € R™.

7.20 Definition Sind X und Y aus £'(Q, A, P) mit X - Y € L1(Q, A, P), so
ist ihre Kovarianz Cov(X,Y’) definiert durch

Cov(X,Y) = E((X —EX)(Y —EY))
= EXY)-EX)E®Y).
Ist X = (Xy,...,X,) ein Zufallsvektor mit X; € L' (Q,A, P), 1 =1,...,n,

und X;X; € LY(Q, A, P) fiir alle i,j € {1,...,n}, so ist die Kovarianzmatriz
Y(X) = (044(X)) definiert durch o;;(X) = Cov(X;, X;).

Offenbar ist Var(X) = Cov(X, X) fiir eine eindimensionale Zufallsgrofie
X. Ist X ein Zufallsvektor, als Spaltenvektor geschrieben, so ist

N(X)=E(X -EX)(X - EX)T).

7.21 Satz
(a) Sind X,Y € L2(Q, A, P), so existiert Cov(X,Y) und

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2 Cov(X,Y).

(b) Fiir X1,..., X, € LX(Q, A, P) gilt

Var(zn: Xz) = Xn: Var(Xz) + 2 Z COV(XZ', X])

1<i<j<n

(¢) Die Kovarianzmatrix ist symmetrisch und positiv semidefinit.



78 7. DIE LEBESGUESCHEN RAUME £¥ UND L¥ UND MOMENTE

Beweis: (a) folgt aus CAUCHY-SCHWARZ und einfachem Nachrechnen und (b)
analog. (c): Fir A,..., A\, € R gilt

i=1

i=1 j=1

O

7.22 Definition Zwei quadratisch integrierbare Zufallsgroflen X und Y heiflen
unkorreliert, wenn ihre Kovarianz verschwindet, d.h.

Cov(X,Y) = 0.

Fiir eine Menge Xj, ..., X, von Zufallsgrofien mit endlicher Varianz gilt
Var(z X;) = ZVar(Xj),
j=1 j=1
wenn X, ..., X, paarweise unkorreliert sind.

7.23 Satz XY, Z € L*(O0, A, P); o, 3 € R. Es gilt
(a) Cov(aX + pY,Z) = aCov(X, Z) + 3 Cov(Y, Z)
(b) Cov(X,aY + 7)) = aCov(X,Y) + 3 Cov(X, Z)
(c) | Cov(X,Y)| < (Var(X))"?(Var(Y))!/?

Insgesamt ist also Cov(-,-) eine symmetrische Bilinearform auf L.
Beweis: Nachrechnen und bei (¢) CAUCHY-SCHWARZ. O

7.24 Satz Sei X € L*(Q, A, P) eine Zufallsgrofie. Dann gilt
Var(X) = E(X —EX)? = minE(X — a)?

a€R

Beweis: Fiir a € R ist E(X — a)2 = E(X — EX)? + 2E(X — a)E(X — EX) +
(EX —a)®. DaE(X — EX) =0, wird E(X — a)? fiir a = E(X) minimiert.

Wir wollen uns speziellen Situationen und Beispielen zu den neuen Be-
griffen in diesem Kapitel widmen:

7.25 Beispiel Sei X > 0 eine Zufallsgrofe auf (2, 4, P) und X (£2) abzéahlbar.

Dann ist
E(X) :IE< 3 xl{X:x}> = Y aP(X=2a).

zeX(Q) 2E€X(Q)
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Falls nicht notwendig X > 0, jedoch X quasi-integrierbar ist, so gilt

= > aP(X=2)- > (-2)P(X =x).

zeX(Q) zeEX(Q)
x>0 z<0

Ist insbesondere Q2 abzdhlbar und X > 0, so gilt X =", X(w)1ly, also

E(X) = Y XwE(lw) =Y XwP({w})

= ) X(wpw), mit pw)=P{w}).
weN

7.26 Beispiel (Fairer Minzwurf) Q = {0,1}", und A, P wie in Beispiel
1.13(c).

(a) Sei X; <(xz)z> = z; fiur (x;); € Q und j € N. Dann ist
E(X;)=1-P(X;=1)+0-P(X; =0)=1/2.

(b) Sei S, := X1+ - -+X,, (= Anzahl der Erfolge in n Wiirfen) mit (X;);=1,_»
wie in (a), dann ist fir k£ € {0,...,n}

n
P(S, = k) = P(Xy=21,... . Xp=z,) =" )2"
(.=k= Y PX==n o =(})
(T15eey zn)€{0,1}71
Yoy zj=k

und E(S,) = Z] {E(X;) = %

(c)Sei T : Q@ — N U {oo} die Wartezeit auf die erste Eins, d.h. T(w) :=
min{n € N|X,,(w) = 1}, dann ist

PT=k)=P(X;=Xo=-=X,,=0,X,=1)=2"" k€N,

und B(T) = X kP(T = k) = 32 k2% =2,

(d) Wir starten mit einem Einsatz von einer Einheit und verdoppeln den
Einsatz bis 1 auftritt. Der Einsatz in der n-ten Runde ist dann X, =
2" " yr5n_13 mit T wie in (c). Daher ist

E(X,) = 2" P{T > n—1}) = 2”—1(%)"_1 _1.

Aber lim,,_,o X, = 0 P-fast sicher (fur alle w # (0,0,0,...)).
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7.27 Beispiel (geometrische Wahrscheinlichkeit) Konstruktion einer Gleich-
verteilung auf S (Sphére)

Problem: S' = {(z,y) € R? : 22 +y? = 1} als Teilmenge von R? hat Lebesgue-
MaB 0! Die Abbildung T : [0,27) — S, ¢ — (cos¢,sin¢) ist bijektiv und
8[10727{)/ B%,-messbar. I iiberfiihrt jedes Teilintervall I von [0,27) in ein Kreis-
randsegment K := {(cos ¢,sin ¢), ¢ € I} derselben Linge (zeigen wir gleich).
Sei nun ® eine auf [0,27) gleichverteilte Zufallsgrofe. (Allgemein: Ist  eine
BOREL-messbare Teilmenge des RY mit 0 < )\d(Q) < 00, dann heifit das W-

MaBl P : B — [0,1], definiert durch P(A) = /\d(Q Gleichverteilung auf €).)
Dann besitzt I' o & eine Verteilung () mit

A(I)  Lénge von K;

2 2m

fiir alle Intervalle I C [0, 27). @ heiit Gleichverteilung auf S*. Dies sieht man
so: Die Lange L(K ) einer differenzierbaren Kurve K : I — R? berechnet sich

wu L(K f || K'(t)|| dt, wobei || - || die euklidische Norm ist und a,b die
Randpunkte von I (siche Analysis III). Fiir K; = I'(]) liefert das speziell:

L(K7) = [ T(@)lldé = b—a =),

Q(K;)=P(Tod e K;) =

denn I'(¢) = (—sin(¢), cos(¢)) und somit ||T7(¢)|| = 1 fiir alle ¢ € [0, 27). Da
PTodeK;)=P(®ecl)= ’\( , folgt die Behauptung.

7.28 Beispiele
(a) Binomialverteilung

Es sei X nach b(n,p) verteilt (also X = X; + -+ 4+ X, mit X;, so dass
P(X;=1)=pund P(X; =0)=1—p, 0 < p <1, wissen wir aber noch
gar nicht!)

E(X) = zn: k(:)pk(l —p)" F=nplp+(1-p)" "t =np

s = Se()0-w SR
= np[(n—1)p+1] = np(np + (1 - p)),

also Var(X) = np(1 —p).

Aber: Bitte, diese Herleitung nicht merken.

Sei X’ = 2X — n. Die Verteilung von X’ ist das Bild der Verteilung von
X unter der Abbildung x — 2z — n. Also besitzt X’ die Verteilung

n

> <Z)pk(1 — )" FOgpn =1 bs(n, p) .

k=0
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X' hat die Werte —n, —n + 2,...,n — 2,n und heiit daher symmetrische
oder symmetrisierte Binomialverteilung. Speziell ist bs(1,p) = (1—p)o_1+
p(sl'

(b) Po1ssON- Verteilung X sei m,-verteilt, dann ist

o0 k
E(X) = Ze‘o‘%k‘:a und
k=0 '
2 G —aakk,Q_ - —a ak k‘ 2
E(X*) = Ze i —Ze (k:—l)!( —14+1)=a"+a,
k=0 k=1

also Var(X) = a.

(c) Normalverteilung Sei Vo g2 := gao2 + A1, 80 gilt T'(1g1) = Va2 fiir T(z) =
cx+a,a € R, o> 0. Jede N(0,1)-verteilte Zufallsvariable X ist p—fach
integrierbar fiir jedes p > 0, denn aus %k, <efirt>0k=0,1,2,...
folgt

|z|Pe™" 2 < 2Pkl|z|P~2 (x4 0) .

Nun ist z +— |z|* fiir « < —1 iiber R\ [—1,1] A'-integrierbar und somit
ist z — |z|P go.1(z) offenbar A!'-integrierbar iiber R fiir jedes p > 0, indem
man k hinreichend grof§ wahlt. Also existieren

M, =E(X") = / x"go1(z) dx
fiir ganzzahlige n > 0. Natiirlich ist My,_1 = 0, k € N, da hier der Inte-
grand ungerade ist. Also E(X) = 0 fiir N(0, 1)-verteiltes X und E(X) = «
fiir N(a, 0%)-verteiltes X. Fiir gerades n > 2 gilt

/ z"go1(x)dx = —m"‘lgo,l(a?)‘fz + (n — 1)/ " %go () dr

[e.e] —0o0

denn g ; ist Stammfunktion von x +— —xgg1(x) und alle Integranden sind
stetig, so dass diese Integrale auch als absolut konvergente RIEMANN—
Integrale existieren. Wir konnen also partielle Integration anwenden. Es
folgt

Moy, = (2/{3 — 1)M2k_2 , keN.

Mit My = 1 folgt Mo, = 1-3-5----(2k — 1), k € N. Insbesondere ist
E(X?) =1 fiir N(0,1)-verteiltes X und E(X?) = o? + o2 fiir N(«,0?)-
verteiltes X. Somit ist Var(X) = o%. Weiter folgt fiir N (o, 0?)—verteiltes
X:

n

EX") =Y <Z> oFan =k,

k=0
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Dazu verwende T'(z) = ox + o und

E(X") — /R 2 vy (1) = / " dT (1) ()

R

- /R(aeroz)” dvo. () -

(d) CaucnyY-Verteilung ~y,: X sei CAUCHY—verteilt mit Parameter a > 0.

Der Erwartungswert existiert nicht, denn aus [ 5 Lo dr = glog(1 +n?)

folgt

<z
EXN=EX")= do = .
(X™T) (X7) /0 2 r = +00
X ist nicht einmal quasi—integrierbar.

(e) Mehrdimensionale Normalverteilung auf R™: X sei standardnormalverteilt
auf R", dann ist

E(X;) = (27r)_"/2/ x; exp(—% in) d\"(z) =0

n

Fird,j € {1,...,n} mit i # j gilt

—-n 1 - n
E(X;X;) = (2m) /2/ T exp(—§ ;xi) d\"(z) =0

n

und weiter gilt
E(X?) = #/ x? exp(—1 zn:x2) d\"(z) = L / 22e 2 AN (2;) = 1.
i (27T)n/2 - ) 9 p k /_271' & i g

Also ist X(X) die Einheitsmatrix.

Sei X ein n—dimensionaler Zufallsvektor mit Kovarianzmatrix ¥(X) und
Erwartungswert a € R™. Weiter sei A eine m x n—Matrix, b € R™ und Y :=
AX + b, dann ist E(Y) = Aa + b und

2(Y) = E((Y - EO)(Y —E(Y)))
- E(A(X —a)(X — a)tAt) — AN(X)A! .

Also ist fiir die allgemeine Normalverteilung in 5.30(b) die Kovarianzmatrix
gleich AA! und der Vektor der Erwartungswerte gleich b.

Wir schlieflen dieses Kapitel mit einer niitzlichen Abschitzung.
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7.29 Satz Sei X eine N(0, 0?)—verteilte Zufallsgrofle, dann gilt fiir alle n > 0:

2

o 2
" e 202 |

¢ T Pz < 2n)
o

=

(2m)”

319

Beweis: Wir zeigen den Fall ¢ = 1. Der allgemeine Fall folgt, indem man X
durch o X ersetzt, und somit 1 durch n/o. Es gilt

P(X 2 1) = P*([n,00)) = v.1([n, 00)) = (2m)~"/? /OO e da

n

und

/OO e dy < /OO Lt gy = 1/oo e dp = Lo
n n 7 nJy n

Mittels partieller Integration folgt andererseits
/ 1722 dy = le_”z/2 — / e 2 dy ,
n U n
1

Ze? = / (14272 ds < / (1472 dx
n n n

und dazu dquivalent

also

%6_"2/2 < /OO e 2 dy
1+n "

O

Den néchsten Satz werden wir in den folgenden Kapiteln noch deutlich
verschérfen.

7.30 Satz (schwaches Gesetz der groflen Zahlen) Fiir jedesn € N seien
paarweise unkorrelierte Zufallsgrofien Xy, ..., X, gegeben, die alle den gleichen
Erwartungswert E € R und die gleiche Varianz V < oo besitzen. Sei %Sn =
2(Xy + -+ X,), dann gilt fiir jedes e > 0

lim P(\%Sn —E|>¢)=0.

n—oo

Beweis: Die Linearitét des Erwartungswerts liefert E(+S,) = E und auf Grund
der paarweisen Unkorreliertheit ist
1 1 1 1
Var (=8,) = 5 Var(X; + -+ X,) = —on Var(Xy) = -V .
n n n

n
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Also folgt mit der TSCHEBYSCHEV-Ungleichung

Var(15,)

P<‘%SH—E‘>€) < 2

Y

und dies konvergiert gegen Null fiir n — oco. 0

Man spricht in Satz 7.30 auch von Konvergenz in Wahrscheinlichkeit oder
stochastischer Konvergenz. Dies betrachten wir spéater genauer.



KAPITEL 8

Produktmafle und der Satz von Fubini

Im Zentrum steht die Konstruktion von Produktrdaumen und die Diskussion
mehrfacher Integrale. Der Satz von FUBINI gestattet die Reduktion mehrfa-
cher Integrale auf einfache: Integrale einer Funktion von mehreren Variablen
konnen iterativ berechnet werden und die Integrationsreihenfolge kann belie-
big gewihlt werden. In der Wahrscheinlichkeitstheorie méchte man endlich
viele oder unendlich viele zuféillige Experimente behandeln. Allgemein spricht
man von gekoppelten Zufallsexperimenten. Die mafitheoretische Grundlage zur
mathematischen Beschreibung gekoppelter Experimente ist die Konstruktion
eines Produkt-Wahrscheinlichkeitsmafles auf unendlichen Produktriaumen.

Gegeben seien fortan endlich viele Mafirdume (€25, A;, p;), j =1,...,d.
Es seien

d
Q=0 x--x Q=[]
j=1

und p] : Q — Q]? w = (w17-”7wd) = wj? ]_ S j S d, dle PTOjektiOTLS—
Abbildungen.

8.1 Definition Die von den Projektionen pq,...,pg auf € := Q; x --- x Q4
erzeugte o-Algebra

d
®A] :A1®®Ad :U(p177pd)
j=1

heilt das Produkt der o-Algebren Ay, ..., A4 oder auch die Produkt-o-Algebra
von Al, ce ,.Ad.

8.2 Satz Fiir jedes 1 < j < d sei ; ein Erzeuger der o-Algebra A; iiber §);
und &; enthalte eine Folge (Eji), mit Ej; T €. Dann wird A; ® - - - ® Ay von
dem System & X --- x &g aller Mengen Ey x --- x Eq mit E; € &; erzeugt:

d
®Aj20(gl><"‘><gd).
j=1

Insbesondere gilt ®j:1 Aj =0(A; x - x Ay).

Beweis: Es sei A eine o-Algebra iiber 2. Zu zeigen ist: Jede Projektion p; ist
genau dann A/A;-messbar, wenn E; X --- x E; € Aist fiir alle £; € &;. Nach

85
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Satz 3.3 ist p; genau dann A/A;-messbar, wenn aus E; € ; stets p; ' (E;) € A
folgt. Dann liegt auch By X -+ x Eg = p; ' (Ey) N -+ Np; (Ey) in A.

Gilt umgekehrt £y x --- x By € A fiir alle Ej € &;, so liegen fiir jedes
gegebene j =1,...,dund E; € &; die Mengen

FkZ:ElkX"'XEJ'_L]CXEJ'XEJ'+17]€X"'XEdk, ]{321,

in A, und die Folge (Fj)
pj_l(Ej) auf, also ist p{l

k steigt gegen (g X - - X X By X Q0 X - X (g =
(E;) € A O

8.3 Beispiel Wir wiihlen ; := R, A; := B und & := R' (die Menge aller
nach rechts halboffenen Intervalle in R) fiir jedes i = 1, ..., d. Das System aller
Mengen E; x --- X Ey mit E; € R fillt zusammen mit R%. Da B¢ = o(RY),
folgt mit Satz 8.2:

B'=B'®-- @B (d Faktoren).
8.4 Satz Bezeichnen (), A;), 0 < j < d, messbare Ridume, so gilt: Eine

Abbildung [ : Qg — Q3 X -+ X Qg ist genau dann Ag/A; ® - - - ® Ag-messbar,
wenn jede der Abbildungen p;o f, 1 < j <d, Ay/Aj-messbar ist.

Beweis: Da die Komposition messbarer Abbildungen messbar ist (Satz 3.5),
folgt die eine Richtung sofort. Fiir die Riickrichtung nutzen wir, dass

d
£=Jr;j"(A)
j=1

ein Erzeuger von 4; ® --- ® Ay ist. Jede Menge £ € & ist von der Form
E = p;'(A;) mit A; € A; und j € {1,...,d}. Somit gilt f~(E) = (p; o
)71 (4;) € Ap. Damit ist nach Satz 3.3 f Ag/A; @ - - - ® Ag-messbar. O

Unter welchen Voraussetzungen 148t sich die Existenz eines Mafles p auf
(Q, ®§l:1 Aj;) zeigen, das der Bedingung
p(Ar X o x Ag) = pa(Ar) - .. pa(Aa)

fiir alle A; € A; gentigt? Wir betrachten d = 2. Es seien fortan (X, .A, ) und
(Y, B, v) zwei Mafirdume.

Wir fithren die folgende Notation ein: fiir ein M € A ® B bezeichne
M, ={yeY: (a,y) e M}, ae X

MP:={recX:(z,b) e M}, beY
den a-Schnitt M, bzw. b-Schnitt M® von M oder kurz, einen Schnitt von M.
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Y

M/}%/K (a,0) M

N::i%%

8.5 Lemma Fiir M € A® B ist jeder Schnitt M,, a € X, und M®, b € Y,
messbar, d.h. M, € B und M® € A.

Beweis: Wir betrachten Teilmengen @), @,, n € N, von X x Y. Fiir a € X ist

(X x¥)\Q) =¥\ Q.

und (U,»1 @n)a = U,,51(@n)q- Ferner ist (X xY), =Y und (A x B), = B
bzw. (), je nachdem, ob a in A liegt oder nicht (A C X, B C Y). Also ist das
System aller ) C X xY mit (), € B eine o-Algebra in X x Y, die alle Mengen
Ax B (A € A, B € B) enthilt, also enthilt sie auch A ® B. Fiir b-Schnitte
geht der Beweis analog. O

Ein Konstruktionsweg des gewiinschten Mafles geht auf B. CAVALIERI
(1591-1647), ein Schiiler von G. GALILEI, zuriick. Das CAVALIERISche Prinzip
ist, das Mafl (Volumen) einer Menge ,, durch Zerlegen dieser Menge in diinne
parallele Scheiben und kontinuierliches Aufsummieren® (Integrieren) der Vo-
lumina dieser Scheiben zu bestimmen. Dieses Prinzip wollen wir nun mathe-
matisch prézisieren.

8.6 Lemma Ist das Mafi v auf (Y, B) o-endlich, so ist fiir jedes M € A® B
die Funktion x +— v(M,) auf X definiert und A-messbar.

Beweis: Es sei
fu: X =R, ful@)=v(M,), 1€ X, Mc A®B .
Sei zunéchst v(Y') < co. Setze
M :={M € A® B: fy ist A-messbar }.

Fir A € Aund B € Bist faxp(x) = v(B)la(z), x € X, also A-messbar,
also gilt {Ax B, A€ A, Be€ B} C M. Da das System aller Mengen A x B
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durchschnittstabil ist und nach Satz 8.2 A ® B erzeugt, folgt M = A ® B,
wenn wir zeigen koénnen, dass M ein DYNKIN-System ist (DYNKIN-System
Argument). Nun ist X x Y € M, denn fxyy ist konstant gleich v(Y), also
A-messbar. Mit M € M ist auch M€ € M, denn fiir x € X ist

fue(@) = v((Mz)%) = v(Y) = fau(2),

da v(Y) < 0o. Also ist fpe A-messbar. Ist nun (M,),, eine disjunkte Folge in
M, so ist auch Un21 M, € M, denn fiy _ um, = 2@1 far, ist A-messbar. Ist
v nur o-endlich, so existiert eine Folge (Bn)n von Mengen aus B mit B, T Y
und v(B,,) < oo, n € N. Es sei v,,: B — R gegeben durch v,(B) :=v(BNB,),
B e B, neN Fir M € A® Bist ¢ — v,(M,) A-messbar, also ist auch
fu(z) = lim, o v, (M,,) eine A-messbare Funktion. O

Jetzt ergibt sich die Existenz des gesuchten Mafles wie folgt:

8.7 Satz Sind p und v o-endlich, so gibt es genau ein MaB p @ v: A B —
[0, 00] mit p®v(Ax B)=u(A)v(B), A€ A, B€ B, und es ist

1 & (M) = /X v(M,) dyu(z) = / u(MY) du(y)

Y

fiir M € A® B. Das MaB i ® v ist o-endlich.

Beweis: Fiir jedes M € A® B ist fy; > 0 und mit Lemma 8.6 ist

o(M) = /X v(M,) dp(x)

definiert und es gilt offenbar o(A x B) = v(B) p(A). Wir miissen nun die o-
Additivitéat zeigen. Es sei (M,), eine Folge disjunkter Mengen in A ® B, so
ist

o) = [ o)) duto) = [ S v((4).) duta)

n>1 n>1 n>1

= 3 [ v(0)) dute) = 3 o0,

n>1 n>1

Analog ist nun auch o : A ® B — [0, 00| mit
(M) = / WM du(y), MeAsB
Y

ein Maf} auf A® B mit 0(A x B) = u(A)v(B), A € A, B € B. Es kann aber
hochstens ein derartiges Mafl geben, denn das System aller Mengen A x B ist
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durchschnittstabiler Erzeuger von A® B und erfiillt somit alle Voraussetzungen
des Eindeutigkeitssatzes, Satz 2.9. Weiterhin ergibt sich aus der Eigenschaft

V(A x B) = pu(A) v(B) auch die o-Endlichkeit von g ® v. Damit ist der
Satz bewiesen. 0

8.8 Definition Das Mafl u ® v heifit das Produktmafl von p und v.

8.9 Beispiel Das Beispiel 8.3 lehrt A2 = A\! ® A\!, und allgemeiner \? @ \? =
APHa,

8.10 Corollary (Cavalierisches Prinzip) Es seien u,v o-endlich und fiir
M,N € A® B sei v(M,) = v(N,) fiir p-fast alle v € X. Dann ist u® v(M) =
uv(N).

Wir bereiten nun den Satz von FUBINI vor:

8.11 Lemma Sei (Z,C) ein weiterer Messraum. Fir jede messbare Abbildung
[ (X xY, A® B) — (Z,C) sind alle Schnitte f(a,-): (Y,B) — (Z,C), a € X,
und f(-,b): (X, A) — (Z,C), b € Y, messbar.

Beweis: Sei C € C,a € X, be Y, so gilt

(f(a,)7(C) = (F74C)), und (f(-b)) " (C) = (F4C))",

also ist die Behauptung mit Hilfe von Lemma 8.5 bewiesen. U

8.12 Satz (von Fubini) Es seien pi, v o-endlich. Dann gilt

(a) Fiir jede nicht-negative A ® B-messbare numerische Funktion f sind
die durch

- / f(x.y)duly) baw. ye /X f(.y) du(x)

auf X bzw. Y definierten nicht-negativen numerischen Funktionen A-messbar
bzw. B-messbar und es gilt

o | ([ ) f . )t

<8 1)
(b) Ist f: X xY — R u®v-integrierbar, so ist f(x,-) v-integrierbar fiir y-fast
alle x € X und f(-,y) ist p-integrierbar fiir v-fast alle y € Y. Die Funktionen
= [, f(z,y)dv(y) bzw. y — [ f(x,y)du(x) sind somit p- bzw. v- fast
iiberall definiert und u- bzw. v-integrierbar und es gilt (8.1).
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Beweis: zu (a): Fir M € A® Bist M, € B, x € X. Die Funktion

r—v(M,) = /Y Ly(z,y) dv(y)

ist A-messbar und nach Satz 8.7 ist

/XxylMdm”:/X(/YlM(m,y) du(y)) du(z) .

Analog mit vertauschten Rollen fiir g und v. Also gilt (a) fiir f = 1), mit M €
A® B und damit fiir jedes f € EF(X x Y, R™T). Fiir eine nicht-negative A ® B-
messbare numerische Funktion f gibt es eine Folge (f,), in EF(X x Y,RT)
mit f, 1 f. Fiir z € X ist f(z,:) € Lo(Y,B,R"), sieche Lemma 8.11, und
folz,) € EF(Y,RY) und f,(x,-) T f(x,-). Nach der Definition des Integrals
folgt fir v € X

/Y fulz,y) dv(y) 1 /Y F () dvy), (3.2)

und auf der linken Seite steht eine Folge A-messbarer Funktionen in z und
rechts steht somit ebenfalls eine A-messbare Funktion in z. Somit ist

| fansv=tm [ fudpsy= / Fuler.y) dv(y) ) dp)
X

xY n—oo XxY n—oo

= [ (i [ utev) ) it //fa:ydl/())du()

Dabei benutzen wir die Definition des Integrals, (8.1) fiir einfache Funktionen
sowie monotone Konvergenz und (8.2). Eine analoge Herleitung mit vertausch-
ten Rollen fiir 1 und v liefert den Beweis zu (a).

u (b): Mit f ist auch |f| integrierbar bzgl. u ® v und (a) besagt

/X</Y‘f(x’y)|dy(y)>d’u(x):/Xxy|f‘d:“®V<00~

Die Funktion in der Klammer der linken Seite ist nach (a) eine .A-messbare
numerische Funktion von z € X und die Endlichkeit des Integrals impliziert

/Y (@, y)] duly) < oo

fiir p-fast alle € X. Fiir p-fast alle x gilt somit

/fxydu /f+xydy /f (z,y)dv(y) . (8.3)

Nach (a) sind die Integrale der rechten Seite als Funktionen in z € X nicht-
negative A-messbare numerische Funktionen, und sie sind p-integrierbar, denn

J ([ Femaw)a < [ ([ 1repliw) ) <
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Damit ist 8.3 als Funktion in x p-fast iiberall integrierbar und

/X /f(x,y) dz/(y)> dpu()
/ /f+a:ydl/( ))d,u( / /f (z,y) dv(y >)du()

= / f+d,u®u—/ f‘d,u@uz/ fdp@uv.
XxY XxY XxY

Analog schliefit man bei vertauschten Rollen fiir g und v. Somit ist der Satz
bewiesen. O

8.13 Beispiele

(a) Es seien M2 = A'@ A\, A:=Q xR € B? und f := 14, dann ist \>(A) =
J fdX* = 0 nach Satz 8.7, also ist f A*integrierbar. Aber f(z,-) ist fiir
2 € Q nicht \l-integrierbar.

(b) Gegeben sei die Funktion

y) # (0,0)

2 : _f e o
f:R* =R mit f(:r,y).—{(+) (0,0)

0, (z,y)

Dann ist f eine B%-messbar Funktion und fiir jedes y € R konvergiert das
uneigentliche CAUCHY-RIEMANN Integral [, f(x,y) dz absolut. Weiter ist

f(-,y) ungerade, also
/ flz,y)dX (x) =0,

und wegen f(x,y) = f(y,x) ist auch

/R</Rf(x,y)d/\1(m) d)\1 / /fx y) d\'(y >> A () =0 .

Wire f A-integrierbar, so wire nach dem Satz von FUBINI auch z +—
Jo |f(z,y)| dN'(y) A'-integrierbar, aber [g (zfy' d\'(y) = |71| fir  # 0,
also ist f nicht integrierbar, d.h. f € £L°(IR?) \ £1(]R2) Aus der Existenz
und Gleichheit der iterierten Integrale kann nicht auf die Integrierbarkeit
von f geschlossen werden.

2

(c) Fiir z,y > 0 ist —

9% arctan 2. also ist
z2+y 2~ Dady Y’

/01 UJﬁW ) ax @) =
/0l </ol ﬁdﬂ( 7)) d\'(y) = =7

und
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Die iterierten Integrale existieren beide, sind aber nicht gleich, also ist die
Funktion nicht A\*-integrierbar iiber (0,1)? (Beispiel von CAUCHY 1814).

(d) Es seien (X, A, n) = (Y, B,v) = (N, P(N), 0), wobei ¢ das Z&éhlmafl auf N
ist. Es ist P(N) ® P(N) = P(N x N) und der Satz von FUBINI sagt

DL W=D D amn =D )

m,neN m>1n>1 n>1m>1

fiir alle a,,, € [0, 00] und die Gleichheit gilt auch fir a,,, € R, falls eine
der Reihen bei Ersetzung von a,,, durch |a,,,| konvergiert. Dies ist der
(grofie) Umordnungssatz fiir Doppelreihen.

(e) Es ist
Iy
denn —me_(lﬂz)?ﬂ ;= m Nun ist § [;° 1122 = %arctanm‘o =

T Andererseits ist

/000< /000 e_IQdea:> ye_y2 dy = /000< /000 e_tZdt) eV’ dy = </000 eV’ dy)2.

Da der Integrand nicht-negativ ist, konnen wir die Integrationsreihenfolge
vertauschen und es folgt fooo e dr = %\/7? Eine einfache Substitution
liefert

1 oo 2 2
T2 gy = 1 R,0 >0
e X m € o> Vu.
\/27r0/_oo ’ 7

Dieser Beweis stammt von LAPLACE (1778).

Wir konnen (3 x -+ X Q1) x Q4 und € x .-+ x Qg mittels
(w1, .. wW4—1), wq) ¥ (w1, ...,wq) identifizieren und erhalten damit auch

(A QA1) A =A® - ®A. (8.4)

Es gilt sogar

<é“4j> ® < é Aj) = éAj firalle 1 < k < d.
J=1 j=k+1 j=1

Mittels (8.4) kann dann die Existenz des Produktmafles fiir beliebige d > 2
per Induktion bewiesen werden.

Es gilt also:



8. PRODUKTMASBE UND DER SATZ VON FUBINI 93

8.14 Satz Zu gegebenen o-endlichen Mafien puy, ..., g auf (25, Aq),. ..,
(Qq, Ay) gibt es genau ein Maf3 pu auf (H?Zl Qj, ®?:1 A;) mit
p(Ay X - X Ag) = pa(Ar) - pa(Aa)

fir alle A; € Aj, j = 1,...,d. pu ist o-endlich und heifit Produkt der Mafle
W1, -y g bzw. Produktmafl und wird mit

d
®szﬂ1®~-'®ﬂd
j=1

bezeichnet. Es gilt

@n)s(®n)-@u. 1sksa

(Assoziativitiéit)
Mit (8.5) und einer Induktion iiber d kann man den Satz von FUBINI

iibertragen (Ubung!).

Wir betrachten nun den Fall, in dem jedes der Mafle x; mit einer reellen
Dichte f; > 0 versehen wird. Dann ist mit p; auch v; := f;u; o-endlich (dies
beweisen wir hier nicht, da unsere Mafle immer W-Mafle sind) und es gilt:

8.15 Satz Fiir jedes j = 1,...,d seien (§;, A;, pj) o-endliche Mafirdume,
f; > 0 reelle A;-messbare numerische Funktionen auf §); und v; := f;p;. Dann
ist das Produkt v; ® - - - ® vy definiert und es gilt

V1®"'®Vd:(fl®“‘®fd)‘(,ul®“‘®,ud)
mit
[®-® falwr,...,wa) = fi(wr) - fa(wa)
(Tensorprodukt von fi,. .., fi).

Beweis: Wir beweisen hier nur den Fall d = 2, der Rest folgt per Induktion.
Es seien A; € A;, i = 1,2, dann ist

n(Are(42) = < N h dMl)( N f2 dﬂ2)
= // 14, (w1) fi(wr) Lay(wa) fo(wa) p(dwy) pe(dws)
_ / / Laps (@1, 2) f1 @ Folwr, ws) pur (dwr) pa(dew)

F
e / J1® fad(p @ pa).
A1><A2
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Es folgt mit Satz 8.7
v @y = (f1 @ fo) (11 @ pua) - D

Die folgende Anwendung des Satzes von FUBINI ist sehr niitzlich. Sie er-
laubt in bestimmten Situationen p-Integrale durch LEBESGUE-Integrale aus-
zudriicken:

8.16 Satz Es sei (92, A, p) ein o-endlicher Mafiraum und f eine nicht-negative
A-messbare reelle Funktion. Ferner sei ¢ : [0, co) — [0, c0) eine monoton
wachsende stetige Funktion mit ¢(0) = 0, die auf (0, o) stetig differenzierbar
ist. Dann gilt fiir alle A € A

/AsoOfduz/(O AWl = 10 4) M)
= [ wutts = 0

Beweis: Sei p zunéchst endlich. Dann kann ohne Einschrankung A = € gesetzt
werden, denn mit

fi=p(- NA)

/AsoOfduz/sOOfdﬂ

p({f2thnA)=a(f>1)
fir alle A € A. Sei \* das auf (0, oo) N B! definierte Lebesgue-MaB. Da ¢
monoton wachsend ist, gilt ¢/(t) > 0 fiir alle ¢ > 0. Die stetige Funktion ¢’ ist

wegen [+, a] 1 (0, a] iiber jedem Intervall (0, a], a > 0, A*-integrierbar und

/(O ]w'(t) A*(dt) = lim a@'(t) dt = p(a) — lim o(1/n) = ¢(a),

n—oo 1 n—~o0
n

gilt

und

da ¢(0) = 0 und ¢ in t = 0 stetig. Aus f > 0 folgt

/ SN (L) = o(f(w), weS.
(0, f(w)]

[eoran=[( /( oy POX @) pla
— [[ ¢ 01000 X (@0 i)
— [[ @16, X (@) nla)

Es folgt
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mit F = {(w,t) € @ x (0, 00) : f(w) > t}. Die letzte Gleichheit folgt, da
E e A® (B'N(0, +00)). Wenn dies geklért ist, liefert der Satz von FUBINI

/<pofdu // £) 1p(w, 1) p(dw) M (d8)

— [ornE)xn = [ oulis = 0) v,

denn der ¢-Schnitt von E ist die Menge aller w mit f(w) > ¢. Da t — p({f >
t}) linksseitig stetig und monoton fallend ist, hat die Funktion hochstens
abzdhlbar unendlich viele Unstetigkeitsstellen auf (0, 00). Zusammen mit der
Stetigkeit von ¢’ liefert dies die uneigentliche RIEMANN-Integrierbarkeit von
t— ' (t) u({f > t}) auf (0,00), wobei der Wert co zugelassen ist.

Zu zeigen bleibt: E € A® (B'N(0, 00)). Dies ist der Inhalt einer Ubungs-
aufgabe.

Ist pu o-endlich, so folgt die Aussage einfach mit dem Satz von der mono-
tonen Konvergenz. Dies ist eine Ubung. 0

8.17 Bemerkung Die Aussage gilt analog, wenn man p({f > ¢}) durch
p({f > t}) ersetzt, denn t — p({f > t}) hat hochstens abzéhlbar viele
Unstetigkeitsstellen, also ist

Wl > ) =n({f 2 1) M
8.18 Beispiel Es sei p(t) = t?, p > 0. Fiir jede A-messbare reelle Funktion

f >0 folgt .
/f”duzp/ P p({f = t}) di
0

und fiir p =1

[rau=[ wlts =@ = [Cuts =z 0)a

Das Integral [ fdu wird “vertikal”, das Integral auf der rechten Seite jedoch
“horizontal” gebildet.

Ist X eine nicht-negative Zufallsgrofe auf einem W-Raum (2, A, P), so
folgt insbesondere

E(X) = /Ooo P(X > t)dt

E(Xp):/ ptP ' P(X >t)dt, p>0.
0
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Aus der letzten Gleichung folgt
> pn =177 P(X > n) <E(X?)
n>1
< Zp(n+1)p_lP(X >n), p>1.

n>0

Ist X eine Zufallsgrofie und existiert E(X), so folgt durch Zerlegung von X in
Positiv- und Negativteil

E(X) = / (P(X > 1) — P(X < —t)) dt
0
Existiert auch Var(X), so gilt

Var(X) = /OOO((% —E(X))P(X > t) + (=2t + E(X))P(X < —t)) dt.

Satz 8.15 liefert uns zu d Experimenten (£2;, A;, p;), 7 = 1,...,d, einen
gemeinsamen W-Raum ([]Q;, @ A;, @ p;), der die Ausfithrung der d Einzel-
experimente beschreibt. Die Wahl des Produktmafles bekommt die Interpreta-
tion stochastisch unabhéngig ausgefiihrter Teilexperimente. Zunéchst wenden
wir uns aber der Frage nach der Konstruktion eines W-Raumes fiir unendlich
viele Experimente zu.

Es sei I eine nichtleere Indexmenge und (£2;, A;, P,);er eine Familie von
W-Réaumen. Fir K C I setzen wir

Q=[] Q=][%.
ieK i€l

Qp ist die Menge aller Abbildungen w : K — ;o € mit w(i) € Q; fiir alle
1 € K. Wir restringieren diese Abbildung auf eine nichtleere Teilmenge J C K
und erhalten die Projektionsabbildung

ph Qe — Q.

Fiir K = I setzen wir py := p} und pX := p&, fiir J = {3}, speziell p; := p!.
J i {i}

Es gilt
ph=pSopk, JCKCL,

insbesondere
pr=pNopx, JCK.

Es sei H = H(I) das System aller nichtleeren, endlichen Teilmengen von I.

Fiir J € 'H sind
AJ::®AZ', PJ:®PZ

icJ e
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definiert. Als Produkt-o-Algebra fiir unendlich viele o-Algebren wéhlen wir

mit Definition 8.1
A= ®Ai = o ((pi)ier) -

icl
Fiir jedes J € H ist dann p; A/Aj-messbar, denn A; = o(p/, i € J) und
p; = pj opy fiir jedes i € J (wir verwenden also Satz 8.4). Es gilt also

o((pi)ier) = olps, J € H).

Welche Eigenschaft erwarten wir von einem Maf3 P auf (2, A)? Fiir A; €
Ai, ..., A, € A, (bei einer Folge von W-Raumen (Q2,, A,, P,)) soll A =
Ap X oo X Ay X Qpyr X Qo X ..o in A liegen und P(A) = Pi(Ay) -+ Po(4,)
gelten. Allgemein wiinschen wir also

P ([TA)) =TI P(A). Tem Acd icT.
ieJ ieJ
Also soll p;(P) gleich Pj sein fiir J € H, denn Pj ist das einzige derartige Maf3
(siehe Satz 8.7).

Gibt es ein W-Maf3 P auf A derart, dass dessen Bild unter jeder Projektion
Py mit J € H glelch PJ ist?

8.19 Satz (von Andersen und Jessen) Auf der o-Algebra A := ), A,
existiert genau ein Mafi P derart, dass fiir jede Menge J € H(I) gilt

pJ(P):PJ.

P ist ein W-Mabp.

Der Beweis ist technisch und soll im Rahmen dieser Vorlesung nicht dis-
kutiert werden. Fiir das Selbststudium ist dennoch ein Beweis angegeben.

Ein paar Vorbetrachtungen:

Fir JJK € H, J C K, ist p&¥ Ay /A;-messbar, denn die Mengen [, 4;,
A; € A;, 1 € J, erzeugen Aj und (p?)_l(HieJ Ai) = [Licx Aj mit A = A; fiir
i€ Jund Al = Q fiwr i € K\J.

Es gilt
H -Pi(A;) = H H(Ai>7

€K icJ

also mit Satz 8.14

pX(Pg)=P;, JCK,JKeH.
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Wir setzen Z; := p;'(Ay), J € H. Diese o-Algebra heifit die o-Algebra der
J-Zylindermengen. Es ist (p%) 71 (Ay) C Ag. Mit p; = p¥ o px folgt

Z;,CZx, JCK,JKeH. (8.6)

=z

JeH
Wir nennen Z das System der Zylindermengen. Je zwei Zylindermengen
Zy,Zy € Z liegen in ein und derselben o-Algebra Z; fiir ein J € H. Fiir
Zi€ Zy,,i=1,2,ist J; UJy nach (8.6) geeignet. Z ist also eine Algebra, i.a.
jedoch keine o-Algebra. Es gilt aber

A=0(Z2)
nach Definition und A = o(p;, J € H).

Nun kommen wir zum Beweis von Satz 8.19 in vier Schritten.

Sel

Beweis von Satz 8.19: 1. Schritt: Um p;(P) = P; zu erreichen, muss das ge-
suchte P auf Z = p;'(A) den Wert P;(A) bekommen, J € H, A € A,.
Dieser Wert darf nur von Z, nicht von der speziellen Darstellung Z = p;'(A)
abhéngen!

Essei Z =p;'(A) =p (B), K €eH, A€ Ay, B€ Ax. Wenn J C K

ist, so gilt
pyH(A) = pg ((P7)71(4))
also
pi (B) =i (B))
mit B’ := (p§)~1(A). Es gilt B= B’ = (p§)~'(A), also
PK(B) = PJ(A) :
Fir J und K beliebig setze L := JU K, also J C L, K C L. Also gibt es ein
C € Ar mit
pr (C) =p;'(A) = pg'(B),
also P(C) = P;(A) und Pr(C) = Pg(B), und somit P;(A) = Px(B).
Somit ist durch P, (pJ (A)) = P;(A), J € H, A € Ay, eine Funktion P,
auf Z definiert.

2. Schritt: Py : Z — R ist ein Inhalt, also Py > 0, Fy(0) = 0 und P, ist
endlich additiv:

Seien Y, Z € Z, disjunkt, so existiert ein J € H mit Y = p;'(A) und
Z = p;!(B) fiir geeignete A,B € A;. Mit Y und Z sind auch A und B
disjunkt, Y U Z = p;' (AU B), also

Py(Y UZ) = Pj(AU B) = P;(A) + P;(B) = Py(Y) + Py(2).
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Wir zeigen noch die o-Additivitdt von Py, denn dann sind wir schon fertig: P
ist dann die einzige Fortsetzung von Py zu einem Maf auf o(Z) = A. P ist
ein W-MaB, denn Q = p;'(Q), J € H, also ist Q eine J-Zylindermenge und
es gilt

P(Q) = Pp(Q) = Py(ly) =1.

3. Schritt: Zu Z € Z und J € H betrachte
Z% = {w €Q: (wy,prs(w)) € Z}.

Dies ist fiir jedes w; € 2 eine Zylindermenge:
Aus Z = p'(A) fiir ein K € ‘H, A € Ak, und ohne Einschriinkung J C K
folgt
77 ={uw'" : (wy, Wi\ gs W) € Z}
= {w’ (wg, wi\g) € A}
= {w, : WIK\J € AWJ}

mit A, == {w}{\J  (wr, wi\g) € A}, der w;-Schnitt von A in Q. Also ist
Zws = p[_(,l\J(AwJ),
Es gilt

Ro(Z) = / Po(Z°7) Py (dwy).

Natiirlich ist A,,, € Ag\; und der Satz von FUBINI liefert

Po(Z) = Pre(A) = / Prews(Au,) Py(dwy)

Da Py(Z“7) = Pg\(Ay,), folgt also die Behauptung.

4. Schritt: Wir zeigen, dass Py (-stetig ist, d.h. dass fiir jede Folge (B,,),
von Ereignissen mit B,, | 0 gilt: lim,,_.. Py(B,) = 0. Daraus folgt die o-
Additivitat nach Satz 1.19.

Sei (Zy)n eine antitone Folge von Zylindermengen mit « := inf,, Py(Z,) >
0. Wir zeigen, dass ﬂn21 Z,, nicht leer sein kann.

Es gilt Z, = p}nl(An), Jo € H, A, € A, . Ohne Einschriankung kann
J1 C Jy C ... angenommen werden. Die Funktion

wy, — Po(Zn™)
ist A ,-messbar (nach Lemma 8.6), also liegt

Qn = {wy, € Qg+ P(Z3") > a2}
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in A;,, also folgt aus Schritt 3

a< PyZ,) = </Qn —l—/ﬁ)Po(Z:Jl) Py (dwy,)

SPJ1(Qn)+§>

also P, (Qn) > § > 0. Mit (Z,), ist auch (Qy), antiton und Pj, ist (-stetig,
also kann (), -, @, nicht leer sein, es existiert also ein wy, € (,,~; @» mit

PO(Z:JI) > % >0 furallen>1.
Ist Jo # Ji, so liefert Schritt 3 die Existenz eines w,\ s, mit

PO((Z:Jl)“’h\Jl) > fir allen > 1.

«
4
Es gilt wy, == (wy,, wp\s) € 2y, und

ey = 73

also

Py(Zy) > — >0 fiir allen > 1

«
4
und

Wy = p:ﬁ (sz) :

Ist J;1 = Jy, wihlen wir wy, = wy,. Vollstdndige Induktion liefert: Zu jedem
k € N existiert ein wy, € Q;, mit

P(Zy*) > 2% >0, piti(wy,,,) =ws, nkeEN.
Also existiert ein wy € Q mit py, (wo) = wy, fiir alle k > 1 und Z,;”" # (), also
existiert ein @, € 2 mit (an, PI\J,. (Cun)) € Z,.

In der J,-Zylindermenge Z,, liegt dann auch der Punkt (w Tns DI\J, (wo)) =
wo. Also ist wy € Z, fiir alle n > 1, d.h. (5, Z, # 0. O

8.20 Definition Das nach Satz 8.19 eindeutig bestimmte W-Maf3 P heifit das
Produktmaf$ der W-Mafe (P;);e; und wird mit

QP
icl
bezeichnet. Der W-Raum

(ITo Q4. Q)

el iel iel
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heifit Produkt der Familie ((QZ, A, R)) von W-Réaumen und wird mit

el
el

bezeichnet.
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KAPITEL 9

Konvergenz von Zufallsvariablen und Verteilungen

Wir stellen vier verschiedene Konvergenzbegriffe fiir Folgen von Zufallsvaria-
blen vor. Es sei (€2, A, P) ein W-Raum und (X,,), eine Folge von Zufallsgroien
und X eine weitere Zufallsgrofie auf (€, A, P).

9.1 Definition Die Folge (X,,), konvergiert P-fast sicher (P-f.s.) gegen die
Zufallsgrofle X, wenn gilt

P({we Q: lim X, (w) existiert und stimmt mit X (w) iiberein}) =1

n—oo

oder kurz P(X,, — X) = 1. Man schreibt dann X,, — X P— f.s. oder X,, — X
f.s., wenn iiber P kein Zweifel besteht.

A ={X, — X} ist eine messbare Menge, denn

A= U N EX =X < 1/k,|X] < 00}

k>1m>1n>m

U{X, >k, X = oo} U{X, < —k, X = —o0}) .
9.2 Lemma Aus X,, — X f.s. und X,, — X' f.s. folgt X = X' f.s.

Beweis: In der Menge {X, — X} N {X,, — X'} gilt X = X', also P(X #
X') < P(X, £ X) + P(X, 4+ X') = 0. O

Wir betrachten nun ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir die
fast sichere Konvergenz:

9.3 Satz (X,,), konvergiert genau dann f.s. gegen einen reellen Limes X, wenn

lim P sup|Xn—X|>£> =0 fiir alle e > 0.

Beweis: Da X reellwertig ist, konvergiert (X,,), genau dann f.s. gegen X, wenn

A = N YUix.—X|>1/k}

k>1m>1n>m

= UN {5 - x1> 17k}

>1m>1 "2
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Wahrscheinlichkeit 0 hat, also

P< N {sup\Xn—X\ > 1/k}) :%EOP<222|X”—X| > 1/k> —0

m>1 n>m

fiir alle £ > 1 gilt. O

9.4 Satz (Cauchy-Kriterium) X,, — X f.s. fiir einen reellen Limes genau
dann, wenn

lim P<sup X, — X,| > 5) —0

m—00 n>m

fiir alle € > 0.

Beweis: ,= “:
P(sup X, — Xon| > g) < P<sup X, — X| > f) + P(\Xm ~X|> f)
< 2P<sup X, — X| > f).
n>m 2
Nach Satz 9.3 konvergiert die rechte Seite der Ungleichungskette gegen Null

fiir m — oo.

,e 0 Essel Y, = sup;ps, [Xe — Xj[, n > 1. (Y,), ist eine monoton
fallende Folge nichtnegativer Zufallsgroflen und es gilt

P(squn > 6) =P(Y,, >¢) < 2P<sup | X — Xon| > E) )

n>m n>m 2

Die rechte Seite konvergiert nach Voraussetzung gegen Null fiir m — oo. Nach
Satz 9.3 folgt somit Y,, — 0 f.s. Es sei A := {Y,, — 0}, dann bildet (X, (w)),
fiir jedes w € A eine CAUCHY-Folge in R, hat also einen Limes X (w). Fiir
w € A setzen wir X (w) =0, so dass X,, — X auf A, also fast sicher. g

Es sei an die £,-Konvergenz in Definition 7.11 erinnert. (X,), C
L,(Q A P), p > 0, konvergiert im p-ten Mittel gegen eine ZufallsgroBe X,
falls X € £,(92, A, P) und

E(|X, — X|?) — 0 fir n — oo .

Man spricht auch von £,-Konvergenz.

9.5 Definition (X,,), konvergiert in Wahrscheinlichkeit (unter P) oder P-
stochastisch gegen eine reelle Zufallsvariable X, wenn

lim P(|X, — X|>e) =0
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fiir alle € > 0 gilt.
Wir schreiben X,, = X.

9.6 Lemma Aus X, L X und X, L x folgt X = X' fast sicher.

Beweis: P(|X — X'| > ¢) < P(|X,, — X| > ¢/2) + P(|X,, — X'| > ¢/2) fiir
allen > 1und ¢ > 0. Da {X # X'} = U, {|X — X'| > 1/k}, folgt die
Behauptung. 0

9.7 Definition (X,,), konvergiert schnell P-stochastisch gegen X, wenn

Y P(X, - X[>¢) <

n>1

fiir alle € > 0 gilt.

9.8 Satz Konvergiert (X,,), schnell P-stochastisch gegen X, so auch fast si-
cher.

Beweis: Es gilt
P(]X, — X| > € unendlich oft) = P(limsup{|X,, — X| >¢}) =0

nach dem Lemma von BOREL-CANTELLI (1.21). Dies ist zu
limy, oo P(sup,s,, | Xn — X| > ¢) = 0 dquivalent, womit die Behauptung
aus Satz 9.3 folgt. Die Aquivalenz sieht man so:

Ist By, == U, —, {| X, — X|> e} und B :=limsup,_, . {| X, — X| > ¢}, so
gilt By, \, B und lim,, .o« P(By,) = P(B) und B,, = {sup,,>,, | X, — X| > ¢}.
0J

9.9 Satz Fast sichere Konvergenz impliziert Konvergenz in Wahrscheinlich-
keit. Konvergenz im p-ten Mittel, p > 1, impliziert Konvergenz in Wahrschein-
lichkeit.

Beweis: Die Ungleichung P(|X,, — X| > ¢) < P(sups,, | Xk — X| > ¢) liefert
mit Satz 9.3 die erste Aussage, die zweite folgt aus der Markov-Ungleichung
7.17. O

Die anderen denkbaren Implikationen sind nicht richtig, wie die folgenden
Beispiele belegen:
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9.10 Beispiele Es sei (2,4, P) = ([0,1], BN [0,1], A|jo.11)-

(a) Sei X,, = nl/pl[o,l/n], p > 0. Dann gilt X,, — 0 f.s. und in W .keit, aber
E(]X,|P) =1 fiir alle n € N, also konvergiert (X,,), nicht im p-ten Mittel
gegen Null.

(b) Fiir jede natiirliche Zahl n gibt es genau ein Paar ganzer Zahlen m > 0,
k>0 mit n = 2™ + k und fiir & < 2™. Wir setzen X, = Ljgo-m (p41)2-m[-
(X (w))n konvergiert fiir kein w € [0,1]. Zuw € Q und m = 0,1,...
existiert genau ein k € {0,...,2™ — 1} mit w € [k27™, (k + 1)27™[. Im
Fall k < 2™ —list w ¢ [(k+ 1)27™, (k+2)27™] und im Fall £ = 2™ — 1
und k > 1ist w ¢ [0,27("FD[. Aber es ist P(|X,| > ) < 27™ fiir alle
e > 0 und E(|X,|P) =27 fiir p > 0.

Unter Zusatzbedingungen impliziert die fast sichere Konvergenz die Kon-
vergenz im p-ten Mittel:

9.11 Satz Es sei (X,,),, eine Folge von ZufallsgréBen, die f.s. gegen X konver-
giert. Gilt | X,,| <Y fast sicher fiireinY € L,, p > 0, so konvergiert X,, gegen
X im p-ten Mittel.

Beweis: Es gilt
| X — X|P < (| Xa] +|X])P < (2Y)P = 2°PYP € L.

Weiter ist |X,, — X|P — 0 fast sicher. Nach dem Satz von der dominierten
Konvergenz folgt E(|X,, — X|?) — 0. O

Aus der Konvergenz in W keit folgt nicht fast sichere Konvergenz (siehe
Beispiel 9.10), aber es gilt:

9.12 Satz Es sei (X,,), eine Folge, die in W.keit gegen X konvergiert, so exi-
stiert eine Teilfolge (X, )x mit limg_,o X,, = X fast sicher.

Beweis: Zu jedem k € N existiert ein nj, € N mit P(|X,, — X| > 1/k) < 1/k%
Wir kénnen ngq1 > ny, fiir alle & € N annehmen. Da 37, -, 1/k* < oo folgt die
Behauptung aus Satz 9.8. U

Alle drei bisherigen Konvergenztypen (fast sicher, im p-ten Mittel und in
W .keit) sind vollsténdig, das heifit, dass jede CAUCHY-Folge konvergiert. Fiir
fast sichere Konvergenz folgt dies unmittelbar aus der Vollsténdigkeit von R,
fiir Konvergenz im p-ten Mittel hatten wir es in Kapitel 7 (Satz von RIESZ-
FISCHER) gesehen, fiir Konvergenz in W .keit ist es der folgende Satz:
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9.13 Satz Es sei (X,,), eine Folge von Zufallsgréfien mit

lim P(|Xn — Xp| =) =0

n,Mm—00

fiir alle € > 0. Dann existiert eine Zufallsgrofie X mit X,, — X in W.keit.

Beweis: Wéhle wie im Beweis von Satz 9.12 eine Teilfolge (ng ), mit
P(|Xnk - Xn(k+1)‘ > 1/k> < 1/k2 :
Nach dem Lemma von BOREL-CANTELLI folgt

P(liznsup{\Xnk — Xyl = 1/k}) =0.
Fiir w ¢ limsup,_, o {| X0, — Xoyy| = 1/k} ist (X5, (W) also eine CAUCHY-
Folge in R, also konvergiert (X, )i f.s. gegen ein X, also in W .keit. Fiir ¢ > 0
gilt

P(| X, — X|>¢) < P(|X,, — X, | >¢/2)+ P(|X,,, — X| >¢/2)
fiir alle m und k. Wahle £ als die kleinste Zahl mit n; > m, so folgt

lim P(|Xp—X|>¢e)=0

m—00

fiir jedes € > 0. U

Die Verteilung einer Zufallsvariablen spielt eine zentrale Rolle. Implizieren
die diskutierten Arten der Konvergenz von (X,,),, gegen X eine Konvergenz der
Folge der Verteilungen P*» gegen die Verteilung PX von X? Was soll dabei
eine Konvergenz von Verteilungen genau bedeuten?

9.14 Definition Eine Folge (1), von W-Mafien auf B¢ heifit schwach kon-
vergent gegen ein W-Maf p auf B, wenn

lim fdunz/fdu

n—oo

fiir alle Funktionen f € C,(RY) gilt (wobei Cy(R?) den Vektorraum aller
beschrinkten, stetigen, reellen Funktionen auf R? bezeichnet). Man schreibt

lim,, o0 b, = -

Sind X und (X,), Ré-wertige Zufallsvariablen auf (Q, .4, P) und konver-
giert (PXn), schwach gegen PX bzw. allgemeiner gegen ein W-Maf3 v auf B¢,
so nennt man die Folge (X,,),, konvergent in Verteilung gegen X bzw. gegen v.
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9.15 Bemerkungen

(a) Warum ist nicht p,(A) — u(A) fir alle A € B¢ der geeignete Konver-
genzbegrift? Es sei p,, die Verteilung einer binomialverteilten Zufallsgrofie
X, zu den Parametern n und p. Dann existiert zu jedem n eine endli-

che Menge A,, mit P(M € An> = 1. Fir A:=J _, A, gilt dann

np(1—p)

P(M € A) =1 fiir alle n € N, aber v1(A) = 0 und nach dem Satz

np(1—p)
von DE MOIVRE und LAPLACE erwarten wir v als , Limesverteilung®!

(b) Sei (z,,), eine Folge reeller Zahlen. Sie konvergiert genau dann gegen xg €
R, wenn die Folge (d,, ), schwach gegen ¢,, konvergiert. Aus lim,, .., z, =
xg folgt sofort lim,, o 9., = d,,. Fiir die Riickrichtung sei zu ¢ > 0

f(z) == max(0,1 — 1/e|lx — x¢]) ,

also ist f € Cy(R). Es gilt {f > 0} = (xg — &, 20 +¢) und lim,, o f(z,) =
f(zo) = 1. Also gilt |x,, — x| < € fur schlieBlich alle n € N.

(c) (2, A, P) sei gewdhlt wie in Beispiel 9.10, X, = 121y, X = lp1/9-
Dann ist PX» = PX = (1/2)(6o+01). (X,), konvergiert also in Verteilung
sowohl gegen X als auch gegen X;. Aber |X(w) — Xj(w)| = 1 fir w €
Q, also X(w) # Xj(w) fur alle w € Q und P(|X — X;| > 1) = 1 fur
jedes n € N. Somit ist bei Konvergenz in Verteilung der Limes nicht fast
sicher eindeutig bestimmt und aus der Konvergenz in Verteilung folgt im
Allgemeinen nicht die stochastische Konvergenz.

Es gilt aber

9.16 Satz Eine Folge (X,,), reeller ZufallsgréBen auf (Q, A, P) konvergiere
stochastisch gegen eine reelle ZufallsgroBe X auf Q. Dann konvergiert (X,),
in Verteilung gegen X . Ist X fast sicher konstant, also P~ ein Dirac-MaB, so
gilt hiervon auch die Umkehrung.

Wir fassen vor dem Beweis von Satz 9.16 die Zusammenhénge zwischen
den Konvergenzbegriffen in einem Schema zusammen:

LP-Konvergenz

4
fast sichere Konvergenz L'-Konvergenz
N\ /
stochastische Konvergenz

Y

schwache Konvergenz der Verteilungen
(Konvergenz in Verteilung)
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Beweis: Sei f € Cy(R) zunichst gleichméfig stetig auf R. Zu e > 0 existiert
also ein § > 0, so dass fiir |z —y| < d folgt | f(z) — f(y)| < e, z,y € R. Es sei
Ap = {|Xpn—X| =0}, n € N. Esgilt [ foX,— foX| < |foXu[+]foX] < 2[[f]lo
(Supremums-Norm). Es folgt

‘/fdPX"—/fdPX) — |E(foX,— foX)
< ElfoX,— foX]

:/ |foX, — foX|dP+ |foX, — foX|dP
An Af,

< 2 flleP(An) + eP(Ay)

< 2 flP(An) + =
Wegen der stochastischen Konvergenz ist lim, .., P(4,) = 0, also folgt
lim, oo [ fdP* = [ fdP~ fiir diese Klasse von Abbildungen.

Es sei f nun beliebig (in Cy(R)). Wihle [,, := [—n,n] / R, also P*(1,,) /"
1. Zu jedem € > 0 existiert daher ein ng € Nmit 1—P*(1[,,,) = PX(R\I,,) < ¢.
Eine Funktion u. € C,(R) sei wie folgt definiert: auf I,,, sei sie gleich 1, auf
[no, no + 1] und [—ng — 1, —ne| affin-linear, u.(ng + 1) = u(—ny — 1) = 0 und
auf I ., sei sie Null (siche Abbildung 9.1).

Wir betrachten nun f’ := wu.f. Die Funktionen u. und f’ sind auf I} ,,
Null und daher auf R gleichméfig stetig. Damit folgt

lim [ f/dP*" = / frdarPX  lim [ u.dP*" = / u. dPX

n—oo n—oo

nach bereits Gezeigtem. Also folgt auch

lim (1—u8)dPX":/(1—u8)dPX. (9.1)

n—oo

Nun gilt

‘/fdPX"—/fdPX
g/If—f’ldPX”+'/f’dPX”—/f’dPX

und

+/\f’—f|dPX (9.2)

15 = r1aP% = [ 1510 - ) aP* <1 flce

denn [(1 —wu.)dP* < PX(R\ I,,,) < . Weiter ist dann [(1 — u.) dP*" < ¢
nach (9.1) fiir schliefllich alle n, etwa n > n;. Also folgt auch

/\f—f’\dPX” < | Fllce
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N

—(no I+ 1) —L’n,o 0 TJLO o +I 1

Abb. 9.1:

fir alle n > ny. Also ist die rechte Seite von (9.2) fiir n hinreichend gro8 kleiner
2||flloce + €, was zu zeigen war.

Ist umgekehrt X = n P-fast sicher, also PX = §,, so wihle zu (n—e,n+e¢)
mit € > 0 eine stiickweise affin-lineare Funktion f € Cy(R) mit f < 1)zt
und f(n) = 1. Dann ist

/fdPX" <P¥((n—en+e)=P(X,€(n—en+e)) <1

und nach Voraussetzung lim, .. [ fdP*" = f(n) = 1, also folgt

lim P(X,€(n—en+e))=1.

n—oo

Nunist {X,, € (n—e,n+e)} = {|X,—n| < €}, also lim,, o, P(|X,—X| >¢) =0
fiir alle € > 0, womit die stochastische Konvergenz gezeigt ist. OJ

Der Beweis des obigen Satzes zeigt insbesondere, dass (P*), schwach
gegen PX konvergiert genau dann, wenn

lim [ fdP*" = / fdpP~

n—oo

fiir alle gleichmdfig stetigen und beschrinkten f: R — R gilt.



KAPITEL 10

Unabhingigkeit

In Kapitel 8 haben wir das Produktwahrscheinlichkeitsmaf3 auf unendlichen
Produktraumen konstruiert, um ein Zufallsexperiment mit unendlich vielen
Einzelexperimenten zu beschreiben. Wenn sich die Ausgénge der Einzelex-
perimente nicht gegenseitig beeinflussen, spricht man von ,,stochastisch un-
abhéngigen“ Experimenten. Wir wollen diesen Begriff prizisieren. Er basiert
letztendlich auf dem Begriff des Produktmafes.

Es sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Wir setzen im Folgenden
voraus, dass Familien von Teilmengen von €2 stets €2 enthalten.

10.1 Definition

(a) Teilmengen &, ..., &, von A mit Q € & heien unabhingig, wenn fiir
AZ' S 52', 1< < n, gllt

P(AiN---NA) = P(A) - P(A,).

(b) Es sei I eine Indexmenge und &; fiir ¢ € I seien Teilmengen von A. Sie
heiflen unabhdngig, wenn je endlich viele unabhéngig sind.

(c) Ereignisse A; fir i € [ heilen unabhingig, wenn die Mengensysteme
{4;, Q}, i € I, unabhéngig sind.

10.2 Bemerkung Die Voraussetzung, dass die Mengensysteme stets €2 ent-
halten, dient der bequemen Notation. Sie hat namlich zur Folge, dass fiir un-
abhéngige Mengensysteme &, ..., &, auch stets

P(A,n---nA4,) =]]PA) (10.1)

fir {71,...,4} C{1,...,n} und A;, € Ej, ist. Setzt man Q € & nicht voraus,
so muss man (10.1) als Definition verwenden.

10.3 Lemma Sind die &; fiir i € I unabhéngig und gilt D; C &; fiiri € I, so
sind die D; fiir ¢ € I unabhéngig. Ist D unabhéngig von &; fiir i € I, so ist D
unabhéngig von | J,.; &;.

Beweis: Der erste Teil ist klar. Fiir A € D und B € |
mit B € &;, also ist

.1 € existiert ein 4 € [

P(ANB) = P(A) P(B). O

111
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10.4 Beispiele
(a) Es seien (Q;, A;, P;), i =1,...,n, endlich viele W-Raume, (2, A, P) der

Produktraum und A; € A;, i = 1,...,n. Dann sind

A1::/~11><§22><---><Qn,
A21291XA2X93X"'XQH,

A= Q x--xQ, | XA,
unabhéngig.
(b) Es seien Q := [0, 1), A:= QN B, P:=\|q. Fiir n € N sei

1 2 3 2m—2 2" -1
An = an an ) on ) .
) ) e T )

Die (A,), sind unabhéngig, denn P(A,) = %, n € N, und

1
= P(A;,) - P(A;,)

fiir je endlich viele paarweise verschiedene Zahlen 4, ..., 17, € N. Die Men-
ge A, ist die Menge aller z € [0, 1) mit €, = 0 in der eindeutigen dyadi-
schen Entwicklung
Tr = Z S k2_k
k=1

mit £, = 0 oder 1 und nicht £, = 1 fiir schlieSlich alle k.

Wir diskutieren nun Moglichkeiten, Unabhéngigkeitsaussagen von Men-
gensystemen auf groflere Mengensysteme hochzuziehen:

10.5 Satz Es seien D; fiir i € I unabhéngige Teilmengen von A mit ) € D;.
Sind die D; durchschnittstabil, so sind die o(D;) fiir i € I unabhéngig.

Beweis: Ohne Einschrankung sei I endlich, etwa I = {1,...,n}. Wir zeigen
P(AiNn---NA,) =P(A)---P(A,) (10.2)
fir A; € o(D;). Fiir 0 < k < n sei Ly, die folgende Aussage:

P(A AN A) = P(A) - P(A), VA € o(Dy) fiir i <k,
VA, € D, fiur i > k.



10. UNABHANGIGKEIT 113

Ly gilt, da die D; unabhéngig sind. Wir zeigen
Lk:>Lk+1 firo<k<n-1.

Betrachte das Mengensystem Ag,; bestehend aus den Mengen Ay, €
0(Dyy1), die die Eigenschaft haben, dass die Gleichung (10.2) VA; €
O'(Dl), e ,VAk € O'(Dk), VAk+2 € Do, ... ,VAn € D,, gilt.

Aus L, folgt A1 D Dpy1. Wir zeigen, dass Ay,; ein DYNKIN-System
ist.
(a) Q € Ay gilt, denn Q € Dyyy.
(b) Fiir D € Agq gilt

<ﬂA chm]kaA)

n

(k] mﬂA) ﬂAmDmﬂA)

j=1 j=k+2 j=k+2

= ] P, HP

J, j#k+1 Jyj#k+1
= [I P4y P9
j, j#k+1
fiir alle A; geméaf den obigen Bedingungen, also D¢ € Ay, ;.

(c) Fiir paarweise disjunkte D; € Ag,1, i € N, folgt mittels der o-Additivitét
von P

U D; € Ajq.
i=1
Nun folgt aus Satz 1.11
Ais1=0(Dry1),

was aber heifit, dass L;; gilt. O

10.6 Bemerkung Da das Mengensystem {4, Q}, A € A, durchschnittstabil
ist, folgt: Sind A; fiir ¢ € I unabhéngige Ereignisse, so sind die o-Algebren
{0, A;, A¢, Q} unabhéngig, insbesondere auch die Komplemente A¢.

10.7 Korollar (Blockbildung) Es seien D; C A fiir i € I unabhédngig und
durchschnittstabil. Es sei (Ij)rer eine Familie von paarweise disjunkten Teil-
mengen von I. Dann sind die

JEly
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tiir k € K unabhéngig.

Beweis: Fir k € K sei @k die Familie der endlichen Durchschnitte von Ele-
menten aus D; fir j € Ij. ﬁk ist durchschnittstabil, und da die D; durch-
schnittstabil sind, hat jedes Element aus Dj, die Gestalt AjN---NA;j, mit
n €N, A; € D und jy,..., j, € I verschieden. Daraus folgt, dass die D,, fiir
k € K unabhéngig sind. Da Dy D D; fiir alle j € I, gilt

A(UD,) < o(B0).

JEIk

Also folgt die Behauptung aus Satz 10.5. O

10.8 Definition Es sei (\A,,), eine Folge von o-Algebren von Ereignissen aus

A und N
7, :za(U Am>.

Dann heif3t
T, = ﬂ T,
n=1

die o-Algebra der terminalen Ereignisse der Folge (A, ).

10.9 Satz (Null-Eins-Gesetz von Kolmogorov) Es sei (A,), eine unab-
héngige Folge von o-Algebren A,, C A. Dann gilt

P(A) € {0, 1}

fiir A € 7.

Beweis: Nach Korollar 10.7 ist 7,41 unabhéingig von o (| _, A:») und somit
ist 7., unabhingig von U(Uzlzl Am) (Lemma 10.3) fiir alle n € N. Dann ist
7., unabhéngig von

nach Lemma 10.3. Eine Vereinigung von aufsteigenden Mengen ist durch-
schnittstabil, also folgt mit Satz 10.5, dass 7., unabhéngig ist von

[ee] n

0<U U(U Am)) = 0<Q1.Am) )

n=1 m=1
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Natiirlich ist 7,, C U(sz:l Am) fiir alle n € N, also auch

T C 0( D .Am) ,
m=1

also ist nach Lemma 10.3 7, unabhéingig zu sich selbst! Das heif3t fiir A € 7,
gilt

P(A) = P(AN A) = P(A)?
also P(A) € {0, 1}. O

10.10 Korollar (Null-Eins-Gesetz von Borel) Fiir jede unabhéngige Fol-
ge (A,), von Ereignissen aus A gilt

P(limsup A,) =0 oder =1.

n—~o0

Beweis: Nach Satz 10.5 ist A, := 0({An, Q}) eine unabhéngige Folge. Es gilt
Qn:=Ur_, Ay €T, sogar Q, € T, fiir jedes m >n, m € N.

limsup A4,, = ﬁQk = ﬁ@k €T

n—oo k=1 k=j

fiir alle j € N, da (Q,,), antiton ist, also ist limsup A,, € 7. O

Aus dem Lemma von BOREL-CANTELLI, 1.21, wissen wir

ZP(AH) <oo = P(limsupA,)=0.

n>1 n—00

Die Divergenz von ) P(A,) fihrt im Allgemeinen nicht zum Schluss
P(limsup A,) = 1. W&hlt man nédmlich ein Ag € A mit 0 < P(A4p) < 1
und (A4,), als konstante Folge Ao, Ao,..., dann divergiert > P(A,), aber
P(limsup A,,) = P(A4) < L.

Nimmt man unabhéngige (A,),, so gilt die Umkehrung von 1.21, was
auch von BOREL und CANTELLI bewiesen wurde. Es geniigt, paarweise Un-
abhiingigkeit zu fordern, was auf ERDOS und RENYT zuriickgeht:

10.11 Satz (von Borel-Cantelli, Erd6s-Rényi) Sei (A,,), eine Folge von
Ereignissen in einem W-Raum (£, A, P). Dann gilt:

ZP(AH) <oo = P(limsupA,)=0.

n>1 n—00
Sind die Ereignisse wenigstens paarweise unabhéngig, so gilt

ZP(AH) =00 = P(limsupA4,)=1.

n>1 n—o00
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Beweis: Es sei A := limsup A,,. Der erste Teil ist Lemma 1.21. Den zweiten Teil
beweisen wir zunéchst fiir unabhéngige Ereignisse, weil der Beweis klassisch
und kurz ist.

Mit der Stetigkeit von W-Maflen folgt
P(A%) = P(liminf A%) = lim P([) 45).
Die (A7), sind unabhiingig und >, . P(Ay) = oo fiir alle n € N, also
P(A%) = lim J] P(A7) = lim exp(Z log(1 — P(Ak))> .

n—00
k>n k>n

Fir x € [0, 1] gilt log(1 — z) < —xz, also
P(A°) < lim exp(— ZP(Ak)> ~0.
k>n

Im Fall paarweise unabhéngiger Ereignisse (A,), setzen wir

I, =14, , Snzzn:]j und S::iln.
j=1 n=1

Die [, sind nach Voraussetzung paarweise unkorreliert. Weiter ist I2 = I,,.
Also ist

n

Var(S Z\/ar = (E(I}) — E(1;)?)

Jj=1

- ZE(W <E(S,).

Die Voraussetzung besagt > E(I ) = 400 und daher folgt wegen S,, T .S
lim E(S,) =E(S) = +. (10.3)

Ein Element w € Q liegt genau dann in A, also in A,, fiir unendlich viele n,
wenn S(w) = oo ist. Zu zeigen ist also P(S = +o0) = 1.
Nach T'SCHEBYSCHEV ist
Var(S,)
n?
fir n > 0. Mit (10.3) kann E(S,,) > 0 fiir alle n € N angenommen werden. Es
folgt

P(|S, —E(S,)| <n) > 1 -

P(S, > JE(S) > P(|S, — E(S,)] < JE(SW)
4Var(5’n)

T E@S)?

[\)
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Es ist lim,, o, Var(S,)/E(S,)? = 0, und somit
1
P(S, > §E(Sn)) >1—c¢
fiir jedes € > 0 und schlielich alle n.
Da S, < S, folgt
1 1
P(S > 51@(5”)) > P(S, > 5IE:(SH)) >1—¢
fiir schlieBlich alle n. Nach (10.3) gilt E(S,) T E(S) = +o0, also
P(S=+00)>1-¢

fiir alle ¢ > 0, also P(S = o0) = 1. O

Die Ereignisse (A;);e; sind genau dann unabhéngig, wenn die A; =
{Q, 0, A;, AS}, i € I, unabhéingig sind (Satz 10.5). Es gilt weiter o(14,) = A;.
Dies legt die folgende Definition nahe:

10.12 Definition Eine Familie (X;);c; von Zufallsvariablen auf einem
W-Raum (€2, A, P) mit Werten in (€, A;) heilt unabhdngig, wenn die
Familie

(U(Xi))iel = (Xi_l(Ai))iel

von o-Algebren unabhéngig ist.

10.13 Satz Fiir jedes i =1,...,n sei
Xi : (Qv A> P) - (Qw A’L)

eine Zufallsvariable und &; ein durchschnittstabiler Erzeuger von A; mit €; €
&;. Die Xy, ..., X, sind genau dann unabhéngig, wenn

P(X; € Ay,... . X, € A,) =[] P(Xi € 4)

i=1
fiir jede Auswahl A; € &; gilt (i=1,...,n).

Beweis: X; (&) ist ein durchschnittstabiler Erzeuger von o(X;), der Q =
X; () enthilt. Die Behauptung folgt dann aus Satz 10.5. O

10.14 Korollar Eine Familie von Zufallsgrofien (X;);c; ist genau dann un-
abhédngig, wenn fiir allen € N, iy,...,1, € [ und ty,...,t, € R

7j=1

gilt.
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Beweis: Dies folgt aus Definition 10.1, Satz 10.13 und der Tatsache, dass

)

{X-_l((—oo, t]), te R} uQ
ein durchschnittstabiles Erzeugendensystem von X, *(B) ist. O

10.15 Beispiel (siche Beispiel 10.4 (b)) Die Folge X,, := 14, der RADEMA-
CHER-Funktionen X, ist nach b(1, 3) verteilt. Also ist die Folge (X,,), konver-
gent in Verteilung. Weiter gilt:

P(| X —Xn| >6) =P(Xpn=1, X, =0) + P(X,, =0, X,, = 1)
= P(X,, = 1)P(X,, = 0) + P(X,, = 0)P(X, = 1)

1
2
fiir alle n £ m und d mit 0 < § < 1.

Mit Satz 9.12 und 9.13 folgt: Die Folge (X,,), kann keine stochastisch
konvergente Teilfolge enthalten!

10.16 Satz Sei (X;);cr eine unabhéngige Familie (§2;, A;)-wertiger Zufallsva-
riablen und

fi o (Quy Ai) — (95, A)
fiir jedes i € I eine messbare Abbildung. Dann ist auch die Familie (f; o X;)ier
unabhéngig.

Beweis: Fiir A’ € Ajist (f;0X;)"(A") = X; ' (f; ' (A’)) und somit o(fioX;) C
o(X;). Mit (O’(XZ'))Z.GI ist daher auch (o(f; o Xi))z'ez unabhéngig. O

Die Unabhéngigkeit von Zufallsvariablen ist eine wahrscheinlichkeitstheo-
retische Eigenschaft, also eine Eigenschaft ihrer Verteilungen:

10.17 Satz Eine Familie von Zufallsvariablen (X;);c; auf einem W-Raum
(Q, A, P) mit Werten in (§;, A;) ist genau dann unabhéngig, wenn ihre Ver-
teilung die Produktverteilung ihrer Komponenten P ist:

pXiier — ® pXi
i€l
(X1 = (X;)ies ist eine messbare Abbildung von (Q, A) nach (], ® A;)).

Beweis: Fiir jedes J C I sei X; = (X;)ies und p; die Projektion auf die
Komponenten mit Index in J: py o X; = X ;. Nach Satz 8.19 ist P’ genau
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dann das Produktmafl der PXi i € I, wenn fiir jedes J = {41, ..., 5} € H(I)

PY =, (PY1) = Q) P
jed
gilt, also
P(X;, € Ay,... . X;, € Ay) = [[ P (A) = [ P(X;, € Ap)
k=1 k=1
fiir messbare Ay, ..., A, gilt. Dies ist nach Satz 10.13 zur Unabhéngigkeit der

(X;)jes und damit zur Unabhéngigkeit der ganzen Familie (X;);c; dquivalent.
0J

10.18 Korollar Zu jeder Familie ((QZ, A, ]Di))z'el von W-Raumen existiert

eine unabhéngige Familie (X;);cr von (€, A;)-wertigen Zufallsvariablen auf
einem geeigneten W-Raum (Q, A, P), so dass fiir jedes i € I gilt P; = P,

Beweis: Sei (2, A, P) == Q,;(€, A;, P;) und X; die i-te Projektionsabbil-
dung. Dann ist (X;);c; die identische Abbildung auf © und hat P = Q),.; P;
als Verteilung, was die Unabhéngigkeit unter P beweist. U

10.19 Beispiel Qy = {0, 1}, Ay = P(Q), A = {1}, Ry(A) = p, Py(A4A°) =
g =1-p,0<p<1

Dann ist der BERNOULLI-Versuch gegeben durch den W-Raum
O=qQ), A=A P.=Pp)

und besteht aus abzéhlbar oft unabhéngigen Wiederholungen. Es sei
Xp(w) i=w, firw=(w,), € Q.

Wir berechnen die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass unendlich oft zweimal hin-
tereinander Kopf geworfen wird, bei einer fairen Miinze p = ¢ = % A, sei
das Ereignis, dass beim n-ten und beim (n + 1)-ten Wurf Kopf féllt. Dann ist
P(4,) =} und

> P(Ay,) = +00.

n=1

A := limsup A, interessiert uns. Es gilt P(A) = 1, denn (A, ), ist eine Folge
paarweise unabhéngiger Ereignisse (sogar unabhéngig) und

lim sup Ay, C limsup A, ,

n—~o0 n—oo

also wenden wir Satz 10.11 an.
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Sei (X,), nun der BERNOULLI-Versuch wie in Beispiel 10.19. Dann
ist S, := X; + -+ + X, b(n,p)-verteilt, denn mit der Unabhéngigkeit ist
P((Xy,...,X,) =w) =pf(1 —p)"* wenn S, = k ist. Dann ist

E(S,) =nE(Xy) =n(p-1+ (1 —p)-0) =np
und dies ist eine deutlich schonere Herleitung als die bisher gegebene in Beispiel
7.28(a).

Satz 10.9 fiir von Zufallsvariablen erzeugte o-Algebren besagt: Ist (X,,),
eine unabhéngige Folge von Zufallsvariablen. Dann gilt fiir jedes terminale
Ereignis

A€ ﬂU(Xm;mZn)::Too

n=1

entweder P(A) = 0 oder P(A) = 1. Wir betrachten dazu ein Korollar:

10.20 Korollar Es sei (X,),>1 eine unabhédngige Folge reeller Zufallsvaria-
blen. Dann ist jede 7.-messbare numerische Zufallsvariable T' fast sicher kon-
stant, d.h. es existiert ein o € R mit

(T heiBt manchmal terminale Funktion.)

Beweis: Sei v € R, dann ist {T < v} € 7, und somit P(T < ) = 0 oder 1.
Fiir v = +oo ist P(T' <) = P(Q) = 1.

Es sei a das Infimum in R der somit nichtleeren Menge C aller v € R mit
P(T < ~v) = 1. Dann gilt v, | « fiir eine geeignete antitone Folge (7,), in C
und mit {7 < v,} | {T < a} ist « € C. « ist also das kleinste Element von
C'. Hieraus folgt P(T' < a) =0und P(T = a) = 1. O

Wir sammeln noch ein paar Rechenregeln:

10.21 Satz (Multiplikationssatz) Seien X1, ..., X,, unabhéngige reelle Zu-
fallsvariablen. Dann gilt

E(f[ XZ-) - ﬁE(XZ-)

wenn alle X; > 0 oder alle X; integrierbar sind. Im zweiten Fall ist auch [ X;
integrierbar. Ist umgekehrt [[ X; integrierbar und verschwindet kein X; fast
sicher, so ist auch jedes X; integrierbar.
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Beweis: Nach Satz 10.17 ist Q = Q. PXi die gemeinsame Verteilung der
Xq,..., X, Es gilt

(1) = 1o ot
:/.../m‘...|mn|pX1(dx1)...an(da:n)
:ﬁ/\xi\PXi(dxi) :ﬁE(‘XzD

i=1
nach Satz 5.25 und Satz 8.12 (FUBINI).
Also folgt die Behauptung fiir X; > 0 und die Integrierbarkeit von [] X;

fiir den Fall, dass alle X; integrierbar sind. Nach FUBINI bleibt dann die obige
Rechnung richtig, wenn die Absolut-Striche fehlen.

Gilt E(}H;;l XZD <oound E(|Xi|) > 0,i=1,...,n, so ist

HE\X| (\HX\)<oo
und kein Faktor Null, also E(|.X;|) < oo, d.h. jedes X; ist integrierbar. 0

10.22 Korollar Zwei unabhéngige Zufallsgréfien X und Y mit endlichem Er-
wartungswert sind unkorreliert.

Beweis: Da X und Y unabhingig sind, sind auch X — E(X) und Y — E(Y)
unabhéngig (Satz 10.16) und ihr Erwartungswert ist Null. Somit folgt mit
10.21 die Behauptung. U

Im Fall des BERNOULLI-Versuchs sind die (X,,), also paarweise unkor-
reliert, somit gilt Var(S,,) = n Var(X;) (siche Definition 7.22 und Folgerung).
Nun gilt Var(X;) = EX?—(EX;)? nach Satz 7.16 und hier ist EX? = EX; = p
also Var(X;) = p—p* = p(1—p), also Var(S,,) = np(1—p), wieder eine deutlich
schonere Herleitung als die bisher gegebene in Beispiel 7.28(a).

Wir untersuchen die Verteilung der Summe zweier unabhéngiger Zufalls-
groffen X, Y.

10.23 Definition Die Faltung zweier W-Mafle P, und P, auf (R, B) ist das
Bildmaf
P Py:=(PL®@P)oS™",

wobei S : R? — R definiert ist als S(z1, z2) = x; + 2o (kann analog fiir
allgemeine Bildrdume definiert werden).
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X und Y seien Zufallsgrofien auf (€2, A, P), die unabhéngig sind. Seien
u=PX und v = PY, dann ist

PX+Y <t)= | filz,y) (n@v)d(z, y)
R2
mit
ft(xa y) = 1{9c+y<t} = 1(—oo,t—y) (.Z') )
da p ® v die Verteilung von (X, Y') ist. Nach FUBINI ist

POCHY <) = [ ([ 1@ n(da))vidy)
R \JR
= / Fx(t —y) v(dy)
R
wobei F'x die Verteilungsfunktion von X ist.

10.24 Satz X undY seien unabhingige Zufallsgréfen mit LEBESGUE-Dichten
f und g. Dann hat X +Y die LEBESGUE-Dichte

heor(z) = [ F0) gz = ) Ad) = [ 1= 9) 0) M),

XY die LEBESGUE-Dichte

more) = [ 20 (5) st M) = [ 1) 9(2) M)

und X/Y die LEBESGUE-Dichte
by = [ Il fe)g — = [l 9(%) Aaw).
wobei P(Y # 0) = 1 durch die \-Stetigkeit von Y garantiert wird.

Beweis: Wir beweisen nur die Formel fiir hx,y, der Rest ist eine Ubung. Wir
verwenden die Translationsinvarianz von .

POy <= ([ ) ot A

_ / ( / fla— >A<daz>) () Mdy)
/ » / 1 =) g(y) Mdy) )A(d) 0
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Starkes Gesetz der groflen Zahlen

Im BERNOULLI-Experiment aus Beispiel 10.19 nimmt S, := > " | X; nur die
Werte 0, 1,...,n an und gibt die Zahl der Erfolge bei den ersten n Ausfithrun-
gen an. Die relative Haufigkeit n=19,, sollte mit grofier Wahrscheinlichkeit ge-
gen p streben. Dieses vage Gefiihl soll nun prézisiert werden.

Fiir w = (0,0,...) bzw. w = (1,1,...) ist n71S,(w) = 0 bzw. n™1S,(w) =
1 fiir alle n € N, also konvergiert n~'S,(w) fiir n — oo offenbar nicht fiir
jedes w € (). Konvergiert diese Grofle stochastisch oder gar fast sicher? Im
BERNOULLI-Experiment hat X, die Verteilung b(1, p) und den Erwartungswert
E(X,) = p. Wir fragen also:

Gilt

RS

lim ~ ;(Xz E(X;) =0 (11.1)
im Sinne der stochastischen bzw. der fast sicheren Konvergenz bzgl. P? Man
sagt, dass eine Folge (X,,), integrierbarer reeller Zufallsvariablen dem schwa-
chen bzw. dem starken Gesetz der grofien Zahlen geniigt, wenn (11.1) im Sinne
der stochastischen bzw. der P-fast sicheren Konvergenz gilt. Bei einer beliebi-
gen Folge identisch verteilter Zufallsgrofien (X,),, ist E(X;) = E(X,,) fir alle
n € N, wenn E(X;) existiert, und (11.1) wird zu

lim > Xi=E(X)) . (11.2)
=1

n—oo 1 4

Man sagt daher allgemeiner, dass eine Folge reeller Zufallsvariablen (X,,),

250 500 750 1000

Abb. 11.1: Eine Simulation von n~1S,, bei der fairen Miinze.
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dem schwachen bzw. dem starken Gesetz der groflen Zahlen geniigt, wenn
(11.2) gilt fiir E(X;) ersetzt durch eine reelle Zahl p € R (wieder im Sinne
der stochastischen bzw. der P-fast sicheren Konvergenz). Natiirlich folgt aus
der Giiltigkeit eines starken Gesetzes die des korrespondierenden schwachen
Gesetzes, siehe Satz 9.9.

Dem schwachen Gesetz hatten wir uns in Satz 7.30 bereits gewidmet. Der
dort gegebene Beweis fithrt unmittelbar zu

11.1 Satz (von Khintchine) Gilt fiir eine Folge (X,,), integrierbarer und
paarweise unkorrelierter reeller Zufallsvariablen

so gentigt die Folge dem schwachen Gesetz der grofien Zahlen.

Beweis: Aus der Voraussetzung folgt, dass alle X; quadratisch integrierbar

sind. Es gilt
Var <Z(X E(X ) Z\/ar

i=1
also
1
v<§jX E(X >_ E:v ), neN.
ar nz_l( = ar(X;), n €

Die Behauptung folgt mit der TSCHEBYSCHEV-Ungleichung (Satz 7.17(b)).

Kommt man auch ohne quadratische Integrierbarkeit aus? Wir notieren
hier das folgende Resultat ohne Beweis:

11.2 Satz Sind die (X,,),, unabhingig und identisch verteilt, so geniigt (X, ),
(ohne die Annahme der Integrierbarkeit!) genau dann dem schwachen Gesetz
der groBen Zahlen mit Limes 0, wenn

lim n P(|X,| >n) =0

und

lim X1dP =0

"0 J{IX|<n}

gilt.

Fiir einen Beweis siehe zum Beispiel das Buch von GANSSLER und STUTE,
Wahrscheinlichkeitstheorie, Satz 2.1.11.
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Das 0-1-Gesetz, Satz 10.9, ldsst die Frage nach der Giiltigkeit des starken
Gesetzes der grofien Zahlen in der folgenden Sicht erscheinen: Es sei (X,),
eine Folge unabhéngiger Zufallsgroflen, 7., definiert wie in 10.20 und S, :=

> -1 X;. Dann gilt:

11.3 Lemma Sei (7,), eine Nullfolge reeller Zahlen, dann sind
liminf, .o 7,5, und limsup, .. 7,5, Zo-messbare ZufallsgroBen, also fast
sicher konstant (Konstante in [—oo, +00]).

Beweis: Fiir m € N gilt

lim sup 7,,.5,, = limsup 7, (Z X+ Z Xj) = lim sup Tn< Z Xj) )
n—00 n—00 j=1 j=m+1 n—oo j=m+1
Die Zufallsgrofie auf der rechten Seite ist o(X,,,n > m + 1)-messbar fiir jedes

m € N, also 7.-messbar. Fiir lim inf,, ., folgt die Aussage analog. Mit Korollar
10.20 folgt die Behauptung. 0

Es sei nun A = {w € Q: lim,, o 7,5, (w) = 0}. Dann ist
A = {limsup 7,5, = 0} N {liminf 7,5, = 0}

ein Ereignis und nach Lemma 11.3 ist A € 7. Also ist P(A) gleich 0 oder 1.
Ist jedes X, integrierbar, so ist (X, — E(X,)), auch eine unabhéngige Folge
und fiir 7, = % gilt somit, dass
1 n
P( lim =37 (X; — E(X;) = 0)
Jim ZZ::( (X))

entweder 0 oder 1 ist. Das starke Gesetz der grofien Zahlen gilt dann, wenn
diese Wahrscheinlichkeit 1 ist. Tatséchlich kann das starke Gesetz der grofien
Zahlen fiir eine grofie Klasse von Folgen von Zufallsgroflen bewiesen werden:

11.4 Satz (von Etemadi, 1981) Jede Folge (X,,), reeller, identisch verteil-
ter und paarweise unabhéangiger Zufallsvariablen geniigt genau dann dem star-
ken Gesetz der groBen Zahlen mit Limes p, wenn X integrierbar ist mit

KorLMoGOROV publizierte 1930 das starke Gesetz fiir unabhéngige Zu-
fallsvariablen:

11.5 Korollar (von Kolmogorov, 1930) Jede unabhéngige Folge identisch
verteilter, integrierbarer reeller Zufallsvariablen geniigt dem starken Gesetz der
grofien Zahlen.
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Beweis des Satzes von ETEMADI: ,=“: Sei S5, := Z?:l X, und i—" — u fs.
fiir ein p € R. Es folgt
X,  Sn —15,-
= n L 0 fs.

n n n o n-—

und somit

P(|X,| > n unendlich oft) = P(limsup{|X,| > n}) =
Also konvergiert 3 -, P(|X,| > n) nach BOREL-CANTELLI (Satz 10.11), denn
die X, sind paarweise unabhéngig. Da die X,, auch identisch verteilt sind, folgt
nach Beispiel 8.18

E[X:| <1+ ) P(IXi|>n)=1+> P(|X,[>n)<oo.

n>1 n>1

»,<="“: Nattirlich ist dies das Herzstiick des Satzes. Es wird behauptet:
lim, o0 =5, = p = E(X;) P-fast sicher. Mit (X,), geniigen auch (X,), und
(X, )n den Voraussetzungen des Satzes. Es kann daher ohne Einschrinkung
X, > 0 fir alle n € N angenommen werden. Wir betrachten die gestutzte
Folge

Y, = an{Xngn} , ne N .

Es geht die urspriinglich gemeinsame Verteilung verloren. Wir gewinnen aber
die quadratische Integrierbarkeit, denn

E(Y,f):/ 2% P (1) < 00 .
[0,1]

Es geniigt zu zeigen, dass —ZZ Y; fast sicher gegen p konvergiert. Dazu
betrachte

ZP(Xn?éYn) = ZP(Xn>n):ZP(X1 > n)

n>1 n>1 n>1
< EX; < o0,

wobei wir wieder Beispiel 8.18 verwendet haben. Also folgt nach BOREL-
CANTELLI P(X,, # Y, unendlich oft) = 0. Somit hat das Ereignis A aller
w € Q mit X, (w) # Y,(w) fiir hochstens endlich viele n € N Wahrscheinlich-
keit 1. Also kann aus der fast sicheren Konvergenz von = Z Y; gegen p auf die
fast sichere Konvergenz von -+ Z X, gegen geschlossen werden.

Es sei nun T, := %ZZ:IYZ', n € N. Zu a > 1 setzen wir k, = [a"] =
sup{m € No : m < a"}. Zu ¢ > 0 liefert die TSCHEBYSCHEV-Ungleichung

> P(Ty, — E(T:,)| > ¢) <—Z Z\/ar ,

n>1 n>1 " i=1



11. STARKES GESETZ DER GROSEN ZAHLEN 127

denn die (Y;); sind paarweise unabhéngig, also paarweise unkorreliert. Wir nut-
zen Var(Y;) < E(Y;?) und vertauschen mit FUBINT die Summationsreihenfolge
(alle Summanden sind nicht negativ) und erhalten:

> 1
> P(|Tk, — E(T},)| > ¢) < %Z 2 ) oE
n>1 i=1 nikp>i

Es sei n; die kleinste natiirliche Zahl n mit k,, > ¢. Wir schéitzen Zzo:n k% ab:
Aus [o"] > a™/2 fiir alle n > 1 folgt

;.k—§42a2:4a212a2( Z)Sﬁm’

n=n; n=n;

3N

und somit

ZP(‘Tkn —E(T},)| >¢) < =0 ila—z) ZZ:; E(;z ) '

n>1

Nun wollen wir die Reihe auf der rechten Seite untersuchen. Dazu verwenden
wir Beispiel 8.18 wie folgt. Fiir a > 0 und jede nicht negative Zufallsgrofie X
ist u u
E(X*1{x<a}) :/ AP(X >t, X <a)dt g/ 2tP(X > t)dt.
0 0

Also erhalten wir

< Zz‘_?/o 2tP(X, > t)dt
=1

[e.e] 7

=1

2% — 1
< 2+ ) k= CP(X1 > k1) <24 3E(X)) <

Wir miissen nur noch die letzte Abschétzung begriinden. Wir verwenden
1 1
E - < 1+ g T AN
i>1 i2 i>1 i(i+1)

und

Z Z ’L+1 i1

z>k i>k— 1
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und fir £ > 2

k k
/ 2UAP(X; > t)dt < P(X; >k — 1)/ ot dt = (2k — 1)P(X; > k — 1).
k

-1 k-1
Also konvergiert Ty, — E(T,) f.s. gegen Null geméf Satz 9.9.

Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt E(Y;) =
E(Xi1xv,<iy) — p = E(Xy), und somit E(T,,) = 13" E(Y;) — p (sie-
he Analysis). Also impliziert Ty, — E(7}, ) — 0 f.s. Ty, — u fast sicher.

Zu untersuchen bleiben die Werte in N\ {k,,n > 1}. k, geht isoton
gegen 400, also gibt es zu jedem m € N mit m > k; genau ein n € N mit

k, <m < k,,;. Da alle X; > 0, folgt

kn kn—l—l
T, <T,, <T, —
kn—l—l o = = Then kn
Beachte
1 I a1 [a”] |
a antl T gntl = [an+1] —antl 1 o4 -— L7

kn+1
kn

also lim,,_, o = « fiir a > 1. Somit folgt

B <liminf 7}, <limsup7,, < au

(6% m—00 m— 00
fast sicher. Da o > 1 beliebig vorgegeben war, folgt T}, — u fast sicher, was
Zu zeigen war. U

11.6 Korollar Es sei (X,,), eine Folge identisch verteilter und paarweise un-
abhéngiger Zufallsgroffien. Aus E(X;) = oo bzw. —co folgt n=1S,, — +00 bzw.
—oo fast sicher.

Beweis: Wir zeigen E(X) = co = n~1S,, — oo fast sicher:

Es sei X¢ = X, 1{x,<q, ¢ > 0. (Xf), ist dann paarweise unabhéngig,
identisch verteilt und integrierbar. Es gilt weiter S,, > S¢ := Zyzl Xi,neN,
¢ > 0, also mit Satz 11.4

C

liminf& > lim S _ E(XY) fs.

n—oo N n—oo M,

fiir alle ¢ > 0, und somit folgt mit E(XY¢) " E(X;) = oo das Gewiinschte. [

Das starke Gesetz kann auch fiir nicht notwendig identisch verteilte Zu-
fallsvariablen hergeleitet werden. Der sogenannte , klassische“Weg zum starken
Gesetz (KOLMOGOROVsches Kriterium, 1928) fiihrt {iber eine stochastische
Ungleichung:
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11.7 Satz (Kolmogorov-Ungleichung) Es sei (X,,), eine Folge unabhédngi-
ger ZufallsgréBen mit E(X;) = 0 fiir alle i € N. Dann gilt fiir jedes € > 0

P(max [Si| >¢) < —Z\/ar (Xk) -

1<k<n

Beweis: Es sei Ay := {|S1| > ¢} und

= > .
Api1 = {|Sk+1] > € und lrglagl;c 1S < e}

Dann sind die Ax’s disjunkt und B, := {maxj<x<, |Sk| > ¢} = UZ_;Ax. Nun
gilt fir1 <k<n
S?L — S,% = (Sn — Sk)2 + 2(Sn — Sk)Sk > Q(Sn — Sk)Sk .

Da E(S,, — Si) = 0 und S,, — S;, unabhingig von Sy, folgt E(S? — S%) > 0, also
E(S?) > E(S?). Diese Ungleichung verwenden wir nun wie folgt:

E(Silp,) = ) E(Sila,)
= ZE(SlzlAk)

> g2 i P(Ag) = *P(B,) .

Beachte nun noch E(S2) = >, | E(X?) = >°,_, Var(X}). Damit ist die Un-
gleichung bewiesen. U

11.8 Satz Geniigt eine unabhéngige Folge (X,), von ZufallsgréBen mit
E(X;) = 0 fiir alle i € N der Bedingung ), -, Var(X,) < oo, so ist die Reihe
Y n>1 Xn f:5. endlich.

Beweis: Wir betrachten

lim P sup|5n—5m\>5) = lim lim P< max |Sn—Sm\>€)

m—o00 <n>m m—o00 M—o00 m<n<M

< lim lim —ZVaer—O

~ m—oo M—oo £2

Hierbei verwenden wir die Voraussetzung fiir die Varianzen sowie die Unglei-
chung von KOLMOGOROV, Satz 11.7. Somit folgt die Behauptung aus Satz 9.4.
OJ
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Das anschliefende Lemma wird die Verbindung zwischen der Konvergenz
zufilliger Reihen und dem starken Gesetz der grofien Zahlen herstellen:

11.9 Korollar (von Kronecker) Sei (c,), eine Zahlenfolge und (a,), eine
aufsteigende Folge mit a,, > 0 fiir alle n € N. Dann gilt:

Zc—n<oo:>nli_r£10a—1nzn:ck:0.

a
n>1 " k=1

Beweis: Wird in den Ubungen besprochen.

11.10 Satz (Kolmogorovsches Kriterium) Es sei (X,,), eine unabhédngige
Folge von Zufallsgréfien und (a,), eine Zahlenfolge mit 0 < a,, " co. Dann
folgt aus 37, -, a,* Var(X,,) < oo:

n

. 1
lim o D (X, - E(X) =0 fs.

Beweis: Die Folge (Y,), mit Y, = a; (X, — E(X,)), n > 1, geniigt den
Voraussetzungen in Satz 11.8. Somit ist ) -, Y, fast sicher endlich. Daraus
folgt die Behauptung mit Hilfe des Lemmas von KRONECKER, 11.9. O

Fiir a, = n ergibt sich die Aussage von Korollar 11.5, allerdings nur
unter der stiarkeren Voraussetzung X, € L,. Satz 11.10 kann im Fall identisch
verteilter ZufallsgréBen auch fiir a, = n’*t/? oder a, = n'/?(logn)®*'/? fiir
§ > 0, nicht jedoch fiir a, = n'/?(logn)"/? angewandt werden. Bei der Wahl
d = 1/2 erhalten wir zum Beispiel

lim =0 P-Is.

n—oo y/nlogn
(im Fall E(X;) = 0).

Wir fassen diese Beobachtungen zusammen: Es sei S, := Z?:1 X, wobei
(X,)n eine Folge identisch verteilter, reeller, quadratisch integrierbarer Zufalls-
grofen mit E(X;) = 0 ist. Dann ist lim,, Sn—” = 0 und lim,,_ % =0
P-f.s. Fiir jede isotone Folge (ay,), /" 0o wissen wir nach Lemma 11.3, dass es
ein 7 € R gibt mit

P<limsup iSn = 7') =1.

n—oo an

Ebenfalls ist P<lim inf,,_ o iSn = —7') = 1 aus Symmetriegriinden. Fiir die

schnell wachsenden Folgen a,, = n und a,, = y/nlogn folgt 7 = 0. Fiir a,, = \/n
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75¢

50¢

25¢

Abb. 11.2: Realisierung ((Sy(w)) bei unabhéngigen, N (0, 1)-verteilten Zuwéchsen

1<n <2000
zusammen mit den Abbildungen n +— ++/n und n — ++/2nloglogn.

werden wir limsup,,_, % = +o0o P-fss. sechen (als Folge aus dem zentralen
Grenzwertsatz).

Kann man (a,), so bestimmen, dass 7 reell und > 0 ist? Dann tritt das
Ereignis {S,, > na,} fiir n < 7 unendlich oft und fiir n > 7 nur endlich oft ein,
jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1! Tatséchlich gilt:

11.11 Satz (Gesetz vom iterierten Logarithmus) Es sei (X,,), eine Fol-
ge unabhéngiger, identisch verteilter, quadratisch integrierbarer Zufallsgrofien
mit E(X;) = 0.

Dann gelten

lim sup Sn = ¢ fast sicher
n—oco 1/2nlog(logn)

und s
lim inf -
n—oo  /2nlog(logn)

mit 0% := Var(X,,).

= —o fast sicher

Wir fiithren den Beweis hier nicht.

Das folgende numerische Gedankenexperiment gibt Auskunft iiber
log(logn): Jemand werfe in jeder Sekunde eine Miinze einmal, n bezeich-
ne die Anzahl der Wiirfe. Ist dann x der Zeitpunkt, an dem das Experiment
begonnen hat, welches er nun abbricht, so gilt fiir log(logn):
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X log(logn)
vor einer Stunde 2,103
beim Tode CAESARs 3,214
Geburt des Universums 3,706

Wir betrachten abschliefend eine Anwendung des starken Gesetzes der
grofien Zahlen. Wie in Beispiel 10.4(b) bzw. 10.15 sei (X,,), die Folge der
unabhéngigen RADEMACHER-Funktionen X,, = 1,4, mit

on—1_1

4o="U [2_12’%2:1)'

X, ist b(1,1/2) verteilt und nach dem starken Gesetz ist lim,, % Yo X =
1/2 P-fs.

Jedes w € [0,1) besitzt beziiglich ¢ > 2, g € N, genau eine g-adische
Entwicklung

w=Y &g, Llw) €{0,...,g— 1} (11.3)
n=1

(Nicht schliefllich alle &, sind gleich g — 1).

S59(w) sei die Anzahl aller ¢ = 1,...,n mit §(w) = ¢ in der g-adischen
Entwicklung von w, ¢ € {0,...,9 — 1}.

w heiit g-normal, wenn

1 1
lim —S59(w) = —
n—oo M g
fire=0,...,9 — 1 gilt.
w hei3t absolut normal, wenn sie fiir alle g = 2,3,... g-normal ist.

Wir betrachten den Fall g = 2. Es ist dann

SO (w) = ZXZ" S'2=pn - 8% neN.
i=1

Also sind P-fast alle Zahlen w € € 2-normal. Tatsachlich sind P-fast alle
w € ) auch g-normal fiir g > 2. Betrachte dazu

En: Q1 —{0,1,...,9 — 1},
definiert durch (11.3). Dann gilt

gn—l_l

k k
k=0
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fir e € {0,...,g—1}. Also sind alle &, Zufallsgrofien auf (€2, A, P) mit P(§, =
) = é. Analog zu den Uberlegungen in Beispiel 10.4(b) folgt, dass (&), eine
unabhingige Folge ist. Nun definieren wir fiir jedes e € {0,...,g — 1}

XZ = 1{5n:5}.

Dann sind diese alle b(1, +)-verteilt und es gilt

g
n
e,9 __ E : €
=1

Das starke Gesetz der groflen Zahlen liefert nun

1 1
lim —S59 = = P —fs..

n—oo N q
Wir haben also den folgenden Satz bewiesen:

11.12 Satz In Bezug auf das LEBESGUE-Maf} auf [0, 1) sind fast alle Zahlen
w € [0, 1) absolut normal.

11.13 Bemerkung CHAMPERNOWNE hat 1933 gezeigt, dass
0,123456789101112131415161718192021 . ..

10-normal ist. Die Frage, ob zum Beispiel v/2, log2, e oder m normal sind,
ist unbeantwortet. Man kennt kein konkretes Beispiel einer absolut normalen
Zahl. Eine g-normale Zahl ist im Allgemeinen nicht absolut normal (dies haben
CASSELS 1959 und SCHMIDT 1962 beobachtet). Eine g-normale Zahl ist stets
gP-normal fiir jedes p € N (bewiesen von HLAWKA, 1979).
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KAPITEL 12

Der zentrale Grenzwertsatz

Fiir jedes n € N seien X,,1, ..., Xk, unabhéngige Zufallsgrofien, definiert auf
einem W-Raum (9, A,, P,), mit endlichen Varianzen o2, := Var(X,;), k =
1,...,k,. Betrachte

Sn:: nl++Xnkn

Bei der Familie (Xnk)ﬁ; """ P spricht man von einem Dreiecksschema mit
gegen unendlich strebender Zeilenlénge k,,. Die S,, konnen hier fiir jedes n aus
neuen Summanden bestehen.

Wir wollen die Folge der Verteilungen (P2), untersuchen. Im Fall des
BERNOULLI-Experiments besagt der Grenzwertsatz von DE MOIVRE und LA-
PLACE:

lim P

n—oo

<S;a7i(ss)) - t) - J%Tr /_; exp(—2?/2) dv =: ®(t)

fiir t € R, d.h. die Verteilungsfunktionen F,(-) := P(S”;]Eg”) < ) konvergie-

!

ren punktweise gegen P(-).

Zunéchst klaren wir den Zusammenhang zwischen Konvergenz in Vertei-
lung bzw. schwacher Konvergenz und Konvergenz der zugehorigen Verteilungs-
funktionen:

12.1 Satz Es scien P und (P,), W-Mafie auf (R,B) und F, (F,), die zu-
gehorigen Verteilungsfunktionen, d.h. F(z) := P((—oo,z)) und F,(z) :=
P,((—o0,)), x € R. Weiter sei W eine Teilmenge von Cy,(R) mit der folgenden
FEigenschaft:

Fiir alle x < y existiert ein f € W mit 0 < f <1, f(z) =1 fiir alle z < x,
f(z) =0 fiir alle z > y. Dann sind die folgenden Aussagen &dquivalent:

(a)
lim [ fdP, = / fdP fiir alle f € Cy(R).

(schwache Konvergenz)
(b)
lim fdPn:/fdP fiir alle f € W.

n—oo

135
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(c)

lim F,(z) = F(z) fiir alle x, an denen F stetig ist.

n—oo

12.2 Bemerkungen

(a) Der Satz von DE MOIVRE und LAPLACE ist also eine Aussage iiber schwa-
che Konvergenz bzw. Konvergenz in Verteilung, denn ® ist iiberall stetig.

(b) Die Menge W nennt man Konvergenz-determinierend. Wir hatten in Satz
9.16 bereits gesehen, dass die Menge der gleichméfig stetigen und be-
schrankten Funktionen eine Konvergenz-determinierende Menge ist.

(c) Gibt es die Funktionenmenge W? Es seien
Wo = {f € C,(R) : f*) € Cy(R) fiir alle k € N}
und

1, falls ¢t <0,

0 falls t > 1
fult) =4 ezl

Lexpl——1 ) ds
ftl b sul—s>) , falls0<t<1.
Jo eXp(_m ds

Dann ist fy wohldefiniert mit 0 < fy < 1 und die Ableitungen fék)
existieren und sind in C,(R) fir alle £ € N. Also ist fo € Wy. Fir x <y
setzen wir nun f(z) := fO(Z:i). Dann hat f die gewiinschten Eigenschaf-
ten.

Beweis von Satz 12.1: (b) = (¢): Zux € Rund € > 0 sei f € W so, dass

1(—007:(:) < f < ]-(—oo,x—i—a)'

Dann ist
limsup Fy,(z) = limsup P,((—o0, ) hmsup/fdP /fdP

< P((—oo,z+¢))=F(z+¢)

fur alle ¢ > 0. Ganz analog folgt liminf, .. F,,(z) > F(x — ). Daraus folgt
lim, oo Fr(z) = F(x) fir alle Stetigkeitsstellen von F.

(¢c) = (a): (heift in der Literatur der Satz von HELLY und BRAY) Sei
D die Menge der Stetigkeitsstellen von F. Da F' monoton wichst, ist R\ D
abzdhlbar, D ist also dicht in R. Sei f € Cy(R) und ¢ := sup,cg |f(2)|. Es
existieren p,v € R mit F(u) < e und 1 — F(v) < ¢, und da D dicht ist,
existieren p,v € D. Nun ist f|j,,) gleichméBig stetig, also existieren

,U/:>\0<>\1<"'<)\k_1<>\k:V mitAo,...,)\kED,kZENo,
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so dass | f(x) — f(Nio1)| < e fiir \j_1; <z < \;. Setze nun

k

g:= Z FOu-) 1100

i=1

Dann ist

/gdPn = Z fi-)(Fa(Ni) — F(Ni1)) -

Nach Voraussetzung gilt dann [ gdP, — [ gdP.
Sei nun M := [u,v), L = (—oo,pu) und R = [v,00). Fiir x € LU R ist
|f(z) —g(x)| = |f(x)] <o, fir x e Mist |f(z) — g(z)] <e, also

| [rar- [gar| < /|f gl dP

< )+ oP(R) +eP(M)
- QF(M) +o(l = F(v)) +eP(M)
< (204 1)e

Analog folgt

)/fdpn—/

Da u, v Stetigkeitstellen von F' sind, folgt

1]

fiir n hinreichend grof3 und die Behauptung des Satzes folgt mit Hilfe der
Dreiecks-Ungleichung. O

(1) + 01— Fu(v) +< .

< (20+1)e

Wir wollen nun den folgenden Satz beweisen:

12.3 Satz (zentraler Grenzwertsatz) Fiir jedes n € N seien X1, ..., Xy,
unabhéngige Zufallsgréfen auf (2, A, P, ) mit E(X,;) = 0 fiir alle n € N,
j = 1,...,k, und endlichen Varianzen o%,, n > 1, k = 1,...,k,. Es sei
2. o
st =3 02 >0 und
—Z/ X2, dP, — 0 fiir n — oo fiirallee >0, (12.1)
n =1 ‘X'nk‘zasn}

dann gilt:
Sh
lim Pn<— < y) = d(y)

n—oo Sn

fiir alle y € R.
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Zunéchst diskutieren wir die Bedingung (12.1), die einen eigenen Namen
bekommt:

12.4 Definition Man sagt, dass die Folge von Zufallsgrofen X1, ..., Xk, ,
n € N, der LINDEBERG-Bedingung geniigt, falls (12.1) gilt.

Die Bedingung (12.1) besagt, dass jeder Summand X”k von Sf 1= Z» fiir
grofle n nur einen kleinen Beitrag zur Gesamtsumme S} hefert Dies erd in
dem folgenden Lemma prézisiert.

12.5 Lemma Geniigt X1, ..., Xu,, n € N, der LINDEBERG-Bedingung, so
folgt:

Xukl 0 stochastisch.

(a) maxi<g<,

(b) lim,, i maxi<x<k, onk = 0 (FELLER-Bedingung).

Beweis: Zu (a): Es gilt mittels der MARKOV-Ungleichung

kn kn

2
3%52 Z /X Ak AP0

nk|>€sn}

Damit folgt mit Hilfe der LINDEBERG-Bedingung die Behauptung.

Zu (b): Wir bezeichnen zur Vereinfachung der Notation zu festem n mit
E den Erwartungswert beziiglich P,. Es gilt

oo E(X72,) = / X2 dP, + / X2 dP,
{|Xnk|255n} {|Xnk‘<53n}

/ X2, dP, + &?s?
{|Xnk|255n}

IA

und somit

o2
limsup max ’;k < e’ fiirallee >0 .
nooo  1<k<kn §2

O

12.6 Lemma Sind die ZufallsgroBen ( nk/ank):;’ n usitzlich identisch

verteilt, so folgt aus der FELLERschen Bedingung die LINDEBERG-Bedingung.
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Beweis: Setze ¢, := maxi<p<g, 2=, dann gilt

Xk 2
(X nnlZe50) ‘X"’“‘—ﬁ} Tk
nk 2
< o2 / i ) an,
{Zal= ) "nk
X,
= % [ Tepno(lol) a? P (d2).
Xnk
Die rechte Seite konvergiert fiir n — oo gegen Null, denn die Verteilung P, "
ist unabhéngig von n. O

12.7 Korollar Fiir jedes n > 1 seien X,1,..., Xk, unabhdngig und die
(Xp)hzy seien identisch verteilt mit E(Xy;) = 0, 02, = E(X3) < o

kn

und s2 = >"" 02, > 0. Dann gilt

n—~o0

k
n Xn
lim PKM < y) — ®(y) firalle yeR .
Sn

Erneut bezeichnet hier E den Erwartungswert beziiglich P, zu festem n.

Beweis: Nach Lemma 12.6 geniigt es, 0, = Si maxj<p<t, Onk — 0 fiir n — oo
" <k<
zu zeigen. Hier ist nun g, = —2£— — 0 fiir n — oo. 0

V4 kn“ik

12.8 Korollar Sei in der Situation von Korollar 12.7 X, = X3, 1 < k <

k, =n,n > 1, also eine Folge von ZufallsgréBen, definiert auf einem W-Raum
(Q, A, P). Dann gilt

.. . Sn ) Sh
liminf — = —o0 und limsup — = 400
n—o0 \/ﬁ n—00 n
P-fast sicher.
(Nachtrag zur Diskussion vor Satz 11.11)

Beweis: Ohne Einschrankung sei Var(X,;) = 1. Wir wissen, dass
liminf, .. S,/+/n und limsup,_, . S,/y/n terminale Funktionen sind, al-
so konstant o (bzw. —a) mit a € R, siehe Korollar 10.20. Angenommen
—a > —o0. Dann gilt fiir ¢ € (—o0, —a)

0 = P<hf£,i£f5”/\/ﬁ< —a) :P<ﬂ {nlgfnSm/\/ﬁ< —a})
> lim P(lnf Sm/\/7<t>> hm_P<S /f<t> o(t) >0,

n—~o0
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also ein Widerspruch. O

Wir kommen nun zum Beweis von Satz 12.3. Nach Satz 12.1 wollen wir
zeigen:

lim f(%) dP, = E(f(N)) fiir alle f € W,

wobei N eine standardnormalverteilte Zufallsgréfie bezeichne.

Die Idee, die auf P. LEVY zuriickgeht, wird sein, auf der linken Seite die
Xk durch N(0, 02, )-verteilte ZufallsgroBen zu ersetzen, und zwar sukzessive.
Man erhélt dann eine Folge der Form

(>
/f<Xn1+ +X”’“”‘1+Y”’“”)dpn,...,
(=

/

/f<Yn1+ +Y"k">dPn.

n

dp, ,

1+ Yo+ -+ k")dPn,

Wir zeigen dann, dass jedes Glied dieser Folge fiir groBle n so nahe beim
Néchsten liegt, dass sogar das erste und letzte Glied nahe zusammen liegen!
Wenn die Y,,, kK =1,..., k,, unabhéngig gewahlt werden, ist das letzte Glied
gleich E( f(N )) Diesen Sachverhalt kennt man aus der Vorlesung des dritten
Semesters:

12.9 Satz Seien X, und X, unabhéngige ZufallsgroBen und P** = N(u, 0?),
P*2 = N(v,7?), dann ist P*' x PX2 = N(u+v,0% + 72).

Beweis: Ubung, indem man die Faltungsdichte in Satz 10.24 ausrechnet. Wir
werden spéter noch einen elementaren Beweis kennenlernen.

Die Aussage und die Voraussetzung des Satzes 12.3 sind nur abhéngig

von P,SLX"I """ X”k"). Wir werden nun die gegebene Folge X,1,..., Xk,

von Zufallsgrofen auf (€2,,.A,, P,) geeignet durch eine unabhéngige Fol-
ge Xut, ooy Xokys Yo1, -, Yor,  von Zufgllsg}réﬁgn auf einem W-Raum
(Qn, Ay, P,) ersetzen: Dazu sei fiir n > 1 (2, 4,, P,) ein W-Raum und
N = {X = (Kt Kn)) o [0 2 1 Ko Ko, € £2(P),
unabhiingig, zentriert und s> > 0, X geniige der LINDEBERG-

Bedingung} ,
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sowie

./\/()::{YEN hmP<Zk 1 "k_y>:<l>(y)fﬁralley€R}.

n—oo Sn

Wir zeigen dass W-Réume (Qn, A, P), n > 1, und ZufallsgroBen
Xoty ooy Xnkys Yty - - -5 Yni, darauf existieren mit:

(a) PXuk = PXur > 1 k=1,... ky

(b) Var(X,x) = Var(Y) ,n> 1 k=1,... k&,
an, ey Xnkn, Y1, ..., Yo, sind unabhéngig

Y Yot Yar,)) oy € No.

sind die Varianz beziiglich P, gemeint. Priiziser miissen
wir Varp ( X,.x.) schreiben. Im Fall der obigen Konstruktion gilt X =

Var(X,;) = Var(X,;) = 02, , also s2 > 0,

und

/ X2, dP, = / Loty ( X D X P,
{|Xnkl|>esn}
_ / oo ooy ()22 AP0 (2)
- / oo ooy (|2 dPEoe () |

also erfiillt X die LINDEBERG-Bedingung.

Das sogenannte Invarianzprinzip fiithrt uns sogar zu X ¢ Ny, d.h.
hmn—m)opn<2?;1)znk/sn < y) = ®(y), aber 15n< z’;l Xnk/sn < y) =
Pn< ]1?;1 Xnk/sn < y), denn

P(an ----- Xnkn) — Pan ® ... ® PXnkn
— anl ® .. ® ankn — p(an ----- Xnkn) ,

womit alles gezeigt ist.

12.10 Satz (Invarianzprinzip) Es seien X € N und Y € Ny mit
(a) Var(X,;z) = Var(Yye) ,n > 1, k=1,... k,
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(b) Xots.. o, X’nkn, Yo1, ..., Yok, sind unabhéngig fiir jedes n > 1.
Dann gilt X eN,.

Wir miissen dieses Prinzip beweisen, zeigen aber zuvor, dass obige Kon-

struktion mit (a), ..., (d) moglich ist. Dazu seien

Qn — R2kn : An -— B2 ynd pn — Prf(m R ® Pifnkn ® in QR ® ann

mit Q" = N(0,02,), k =1,...,k,. Weiter seien

» Ynk

Xnk’ . Qn — R mit Xnk(xnla « s Tnkys Ynly - - - >ynkn) = Tnk

und . ) )
Ynk : Qn — R mit Ynk(xnla s Tnkyy Ynls - - - 7ynkn> = UYnk

fir k =1,...,k,. Die Abbildungen sind Projektionen. Dann gilt (a)-(c) nach
Konstruktion. Fiir (d) miissen wir Y € N zeigen, was nach Definition von
N sich darauf beschrinkt, die LINDEBERG-Bedingung nachzurechnen. Nun ist
:ﬁ N(0, 1)-verteilt fir alle k = 1,..., k,, also zeigen wir gemafl Lemma 12.6

lim — max o, = 0.
n—oo S, 1<k<kn,

Da 0%, = Var(X,;) und X nach Voraussetzung die LINDEBERG-Bedingung
erfiillt, folgt dies aber unmittelbar aus Lemma 12.5(b). Also ist Y € A. Mit

Satz 12.9 ist weiter

k
Ly,
pn<%> — ®(y) fiirallen € N

und fiir alle y € R, also ist Y € Nj.

Es bleibt also, das Invarianzprinzip zu beweisen:

Beweis von Satz 12.10: 1. Schritt: Es sei f € W und fiir x, h € R

(z,h) = Z(f@+h) = f(z) = h f(z) = f"(x), fallsh#0,
R ) falls h = 0,

also

2

fla+h) = f(z) + hf'(z) + 5 (f"(2) + gz, h)) o, h €R

Nach TAYLOR ist

o+ h) = f() + h'(e) + 2 1"+ o)

(12.2)
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fiir ein 0 < 6 < 1, welches von x und h abhéngt. Damit folgt |g(z,h)| <
2 sup,cp |f"(z)| =: Afiir alle z, h € R (A existiert, da f € Wy). Nach TAYLOR
gilt auch

h? h?
flx+h) = f(2) + hf'(@) + o f'(2) + = f @+ 'R)

mit 0 < ¢ < 1, also |g(z, k)| < |h|3sup,eg |f”(z)| =: |h|B (B existiert, da
f € Wp). Insgesamt haben wir (12.2) mit

lg(xz,h)| < min{A, |h|B} =:d(h), z,h e R.

2. Schritt: Wir setzen nun 7), := Z Xk, Ty o=
]5;{" = Q,, und lf’nT" =: Q,,. Zu zeigen:

1 kn
o D ey Yok, sowie

lim [ fdQ,=E(f(N)) fir alle f € W, .

n—oo

Also ist zu zeigen:
JL%}/fdQn—/fdQn\ =0 fiir alle f € W, .
Es gilt [ fdQ, — [ fdQ, = [ foT,dP,— [ foT,dP,. Sei nun
Uy = i(j(nl 44 j(n’k_l +Yppr1 o+ Yor,)

n

fiir jedes k =1,...,k,, also

fo~n_fOTn:Z<f(Unk+Xnk>_f(Unk %))
1 n n
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denn die Xnk’s sind zentriert und wir haben Satz 10.21 verwendet. Fiir
Ep < f (Unk + %’“)) folgt die analoge Identitéit, wenn wir X, durch Y, erset-

zen. Mit Varp (Xop) = Varp (Vi) folgt

[ rda.- [ 140, =5, kz( (KU X)) -5, (Va0 %)),
pa ;

n

also

)/fdén—/fd@n g%%g(ﬂzﬁn(md ) -

Wenn wir nun zeigen, dass die rechte Seite gegen Null konvergiert fiir n — oo,
sind wir fertig. Es gilt

(1)) + B, (R

n

n

Ep, (X2d(52)) = / X2,d(2) dB, + / X2,d(2) ap,
"’ {| Xk >80} Sn {| Xkl <bsn} Sn

Sn

< A/ Xﬁk dP, + Bo Varﬁn(Xnk) ,
{\Xnk|>5sn}

also fiir alle n € N und § > 0.

k i k
1 - 592 Xnk A - 2 D B 2
n L—1 n =1 {|Xnk|_6sn}

Die rechte Seite wird geméf der LINDEBERG-Bedingung klein in n € N. Analog
folgt



KAPITEL 13

Bedingte Erwartungswerte

Bisher haben wir ausfiihrlich Eigenschaften unabhéngiger Zufallsgrofien un-
tersucht. Wir wollen nun beginnen, stochastische Abhéngigkeiten in einem
stochastischen Modell mathematisch prézise zu beschreiben. Der Begriff des
bedingten Erwartungswerts ist zentral hierzu.

Gegeben sei fortan ein W-Raum (2, A, P). Zu A,B € A mit P(B) > 0

heif3t
P(ANB)

P(B)

(elementare) bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter (der Hypothese) B. Die
Mengenfunktion P(-|B) : A — [0, 1] bildet ein W-Maf auf (2, A). Seien X, Y
zwei ZufallsgroBien auf (2, A, P), Y sei diskret. Dann kénnen wir

P(A|B) ==

P(X € B)Y =y)
P(Y =y)

P(X eBlY =y)=P({X e BJ{Y =y}) =

fur alle B € B und y mit P(Y = y) > 0 definieren. Hierbei bezeichnet B
die o-Algebra der BORELschen Mengen. Fiir jedes y ist P(X € -|Y = y) ein
W-Maf§ auf (R, B), welches hiufig bedingte Verteilung von X, gegeben Y =y,
genannt wird, in Zeichen PXY=Y_ Der zugehorige Erwartungswert

E(X|Y = y) = /xPXY:y(da:) _ ﬁ /{Y:y} XdP,  (13.1)

sofern dieser existiert, heift bedingter Erwartungswert von X gegeben Y =
y. Die zweite Gleichheit folgt mittels eines Funktions-Erweiterungsarguments
(man zeige die Gleichheit zunéichst fiir Indikatorabbildungen, dann fiir nicht-
negative messbare numerische Abbildungen und schliesslich mittels Zerlegung
in Positiv- und Negativteil fiir ZufallsgroBen X ). Bei diskretem Y sind bedingte
Wahrscheinlichkeit und bedingter Erwartungswert, gegeben Y = y, fiir P -fast
alle y definiert. Was ist aber zu tun, wenn Y keine diskrete Verteilung besitzt?
Nun kann sogar P(Y = y) = 0 fiir alle y € R gelten. Wir geben dazu, also
auf der Suche nach einer allgemeinen Definition, eine andere Interpretation
bedingter Wahrscheinlichkeit bzw. bedingter Erwartungswerte.

Sei zunéchst wieder Y diskret und | X| < ¢. Dann folgt |[E(X|Y =y)| < c.
Also bildet

E(X|Y =y), falls P(Y =y)>0,
fu) = { (X]Y =) (¥ =y)
0, sonst

145
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eine durch ¢ beschrinkte, messbare Funktion. Folglich ist f(Y) =: E(X|Y)
eine beschrénkte o(Y)-messbare Zufallsgroie. Sei X eine Variable, deren Wert
wir nicht beobachten koénnen. Stattdessen erhalten wir den Wert von Y und
suchen nach einer Approximation ¢(Y'), eine o(Y)-messbare Variable, die
moglichst gut X approximiert (wobei wir mittels einer Metrik kldren miissen,
was hier moglichst gut bedeuten soll). Bei diskretem Y soll das Ergebnis
f(Y) = E(X]Y) sein. Gibt es eine Metrik, beziiglich der f(Y') die beste Ap-

proximation liefert?

Wir beobachten zunichst: Fiir jedes A = {Y € B} gilt

/AIE(X\Y)dP = /B (XY =y) PY(dy) = Y E(X|Y =y)P(Y =y)

yeB

yeB

Hierbei haben wir die Transformationsformel sowie (13.1) verwendet. Es gilt
also:

(a) E(X|Y) ist o(Y)-messbar.

b) [\E(X|Y)dP = [, X dP fiir alle A € o(Y).

Durch (a) und (b) ist E(X|Y") fast sicher eindeutig bestimmt, denn sei Z eine
o(Y')-messbare ZufallsgroBe mit [, ZdP = [, X dP fiir alle A € o(Y), so gilt

/(E(X|Y) _ ZYdP =0 fiir alle A € o(Y) .
A

Da E(X|Y) — Z (Y )-messbar, folgt E(X|Y) — Z = 0.
(b) kénnen wir auch so schreiben:
(b)) E(14E(XY)) = E(14X) fiir alle A € o(Y) .

Nun sind -im Moment nach Voraussetzung- E(X|Y) und X beschrénkt, also
existiert E(Z E(X]Y)) und E(ZX) fiir beliebige integrierbare ZufallsgréBen Z.
Mit Hilfe des Funktions-Erweiterungsarguments (siche oben) liefert (b’) dann

(c) E(ZE(X|Y)) = E(ZX), also E(Z(X - IE(X|Y))) ~0
fiir alle o(Y)-messbaren und integrierbaren ZufallsgroBen Z.
Ist Z quadrat-integrierbar und o(Y)-messbar, folgt
E(X — 2)? = E(X —EX|Y))?+EEX]Y) - 2)’
+2E((E(X|Y) - 2) (X ~E(X]Y)))
— E(X —EX|V))?+E(EX|Y) - 2)" > E(X —E(X|V))”,
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denn E(X|Y) — Z ist o(Y)-messbar. Also minimiert E(X|Y") den £?-Pseudo-
Abstand zu X unter allen o(Y)-messbaren Z!

Wegen der Vollstindigkeit von L£2(£2, A, P) bildet dieser Raum mit
(X,Y) = E(XY) einen Hilbertraum (siche Satz 7.12), womit orthogonale
Projektionen existieren, die bei der Suche nach besten Approximationen bzgl.
der Norm die natiirlichen Kandidaten darstellen.

Es sei nun F C A eine o-Algebra und X € £, A, P). Obiges (a) und

(b) iibertragen wir nun zu

(I)  Die Zufallsgroe E(X|F) ist F-messbar.
(1) / E(X|F) dP = / X dP fiir alle A € F |
A A

Es gilt £2(Q, F, P) C L*(Q, A, P).
Die orthogonale Projektion PzX von X € L%, A, P) ist durch

[ X =PrX|lz=_ min |[X —Z])
ZeL2(Q,F,P)

fast sicher eindeutig bestimmt und auch durch
(X —PrX,Z) =E((X —PrX)Z) =0 (13.2)

fiir alle Z € £%(Q, F, P) charakterisiert. Man nennt Pz X beste Approzimation
von X in L3(Q,F,P).

13.1 Satz und Definition Secien (2,4, P) ein W-Raum, F eine Unter-o-
Algebra von A und X € L£2(Q,F, P). Bezeichnet dann E(X|F) die P-fs.
eindeutige beste Approximation von X in £2(2, F, P), so erfiillt diese die Be-
dingung (I) und (II). E(X|F) heifit bedingter Erwartungswert oder bedingte
Erwartung von X gegeben F.

Beweis: Mit (13.2) gilt fiir alle A € F (womit 14 € L%(Q, F, P))

/ (X — E(X|F)) dP = (X — E(X|F), 14) = 0. 0

Der bedingte Erwartungswert ist auflerhalb von P-Nullmengen € F ein-
deutig bestimmt. Man bezeichnet jede zuldssige Wahl auch als Version von
E(X|F). Wir setzen E(X|Y) := E(X\J(Y)).

13.2 Lemma Seien (2, A, P) ein W-Raum und F eine Unter-c-Algebra von
Aund X,Y, X1, Xs,... € L2(Q, A, P). Dann gilt
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(a) E(aX + BY|F) = aE(X|F) + SE(Y|F) P-fs. fiir alle o, 3 € R.
(b) X <Y P-fs. = E(X|F) < E(Y|F) P-£s.
(¢) X, /' X P-fs. = E(X,|F) / E(X|F) P-s.

Beweis:
(a) Es gilt

0=a(X -E(XI|F),Z)+B(Y —EY|F),Z)
= ((aX + BY) — (aE(X|F) + BE(Y|F)), Z)

fir alle Z € £%(Q,F, P). Die P-f.s. Eindeutigkeit des bedingten Erwar-
tungswertes liefert die Behauptung.

(b) A:={E(X|F) > E(Y|F)} € F. Zu zeigen: P(A) = 0. Mit (II) gilt nach
Definition von A

0< / (E(X|F) — E(Y|F)) dP = /(X —Y)dP <0,

da X <Y P-f.s. Damit folgt wegen der strikten Positivitéat von E(X|F)—
E(Y|F) auf A, dass P(A) = 0.

(c) Nach (b) existiert ein F-messbares W mit E(X,|F) / W P-fs. Da
E(X,|F) < W < E(X|F) P-fs., folgt W € £L*(Q, F, P). Es gilt

(X =W, Z) = (X =X, Z2) + (X, — E(X,|F), Z) + (E(X,|F) = W, Z)
= (X — X, Z) + (E(X,|F) — W, 2)
< (X = Xallz + W = E(X|F)[]2) [|Z]]2

nach CAUCHY-SCHWARZ. Da 0 < X — X, < X — Xy und 0 < W —
E(X,|F) < W—-E(X,|F) P-fs., liefert der Satz von der dominierten Kon-
vergenz, dass der letzte Ausdruck fiir n — oo gegen 0 strebt. Wegen der
P-f.s. Eindeutigkeit des bedingten Erwartungswertes muss W = E(X|F)
P-f.s. gelten. 0

Wir wollen den Begriff des bedingten Erwartungswertes auf quasi-
integrierbare Zufallsvariablen ausdehnen. Sei zunéchst X > 0 P-f.s. und
X, = Xlgx<ny, n > 1. Dann ist X,, € £3(Q, A, P) und mit Lemma 13.2
(b) existiert zu jeder Unter-o-Algebra F C A eine F-messbare, nicht-negative
ZufallsgroBe W mit E(X,|F) / W P-f.s. Der Satz von der monotonen Kon-
vergenz und (II) liefern

/XdP_ lim | X, dP = lim E(Xn\]-“)dP:/WdP
A

n—oo n—oo A
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fiir alle A € F. W erfiillt somit (I) und (II) und wir setzen E(X|F) := W. Diese
Definition stimmt fiir quadratisch integrierbare X mit der vorher gegebenen
Definition gemé$ (c) in Lemma 13.2 iiberein. E(X|F) ist durch (I) und (II)
P-f.s. eindeutig bestimmt (einfach)! Mit A =  in (II) ist

X integrierbar < E(X|F) integrierbar.
Damit folgt fiir quasi-integrierbares X vermoge X = X — X~
E(X|F):=E(X"|F)-EX |F) .

13.3 Satz Es seien (2, A, P) ein W-Raum, F eine Unter-c-Algebra von A und
X,Y, X1, Xs, ... nicht-negative bzw. integrierbare Zufallsgréfen. Dann gilt:

(a) E(aX + Y |F) = aE(X|F) + SE(Y |F) P-fs. fiir alle o, 3 > 0 bzw. € R.
(b) X <Y P-fs. = E(X|F) < E(Y|F) P-fs.
(c) E(E(X|F)) =EX und |E(X|F)| <E(|X||F) P-fs.
(d) X, /' X P-fs., X, >0, = E(X,|F) / E(X|F) P-fs.
)

(e) Xn — X und sup,; | X,| <Y P-fs.
= E(X,|F)— E(X|F) P-fs.

Beweis: Lemma 13.2 und Integrationstheorie 0

Wir werden die folgenden Bezeichnungen verwenden:
Falls X =14, A € A, so schreiben wir

P(A[F) = E(14|F) ,

und nennen P(A|F) die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben F.

Ist F = 0(A) ={Q, A, A%, 0}, so schreibt man auch E(X|A) fir E(X|F)
und analog fiir F = o((A;)icr) auch E(X|(A;)icr) und E(X|Y) := E(X|o(Y)),
sowie B(X|(Y;)ier) im Fall Y = (Y;)es.

13.4 Beispiele

(a) Es sei F = {0,Q}. Aus (I) folgt, dass E(X|F) konstant ist und mit (II)
folgt E(X[{0,Q}) = EX. Ist F D o(X), so folgt E(X|F) = X P-fs.,
denn X ist F-messbar und es gilt (II).

(b) Ist F = o(A) = {Q, A, A, 0} mit P(A) € (0,1), so muss E(X|F) wegen
der F-Messbarkeit auf A und A€ jeweils konstant sein. Mit (II) folgt

E(X|A) = (P(A)—l/XdP)1A+ <P(AC)‘1/ XdP)lAc.

c
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Hier ist ]?—Hf.s. iiberfliissig, da ) die einzige P-Nullmenge in F ist. Analog:
Ist Q = szlAj, AjeA j=1,...,n,s0 gilt

n

E(X[An,. . A) =Y (P(Aj)—l/ Xdp) 1y, P-fs.

j=1 Aj

Hierbei setzen wir oo - 0 := 0, sofern P(A;) = 0 fiir ein j. Sind alle P(A4;)
positiv, kann auf den Zusatz P-f.s. verzichtet werden.

13.5 Satz Eine F-messbare und integrierbare (nicht-negative) Zufallsgrofie Y
ist genau dann Version des bedingten Erwartungswertes E(X|F) einer inte-
grierbaren (nicht-negativen) Zufallsgréfe X, wenn

E(XZ)=E(YZ)

fiir alle beschréankten (nicht-negativen) und F-messbaren ZufallsgroBen Z gilt.
Im Fall X € LP(Q, A, P), p € [1,0], folgt letztere Behauptung sogar fiir alle
Z € LYQ,F,P) mit 5+ =1.

Beweis: Aus E(XZ) = E(Y Z) fiir alle Z wie angegeben folgt sofort (II), also
auch Y = E(X|F) P-fs., denn Y ist nach Voraussetzung F-messbar. Ist um-
gekehrt Y = E(X|F) P-fs., so folgt (II) und deshalb fiir nicht-negatives X
auch E(XZ) = E(Y Z) fiir alle F-messbaren, nicht-negativen Z, indem man
Z durch eine monotone Folge aus £(2, F) approximiert. Fiir integrierbares X
erhélt man die Aussage durch Zerlegung in Positiv- und Negativteil. Details
bleiben als Ubung. O

13.6 Satz Seien (92, A, P) ein W-Raum, F,Fy, Fy Unter-o-Algebren von A
und X,Y Zufallsgrofien auf (2, A, P). Dann gilt:

(a) Sind X, Y nicht-negativ oder X € LP(Q,A,P), Y € LI(Q,F,P) fiir
1§p,q§oo,%+%:1,sogﬂt:

Y F-messbar = E(XY|F)=YE(X|F) P-fs.
(b) Ist X quasi-integrierbar, so gilt:

FCF = E(E(X\]—“2)|f1> - E(E(X|f1)\f2) — E(X|F) P-fs.

(c) Ist F = o(F1UF,), X quasi-integrierbar und die von X und F; erzeugte
o-Algebra o(X, F;) unabhéngig von F3, so gilt:

E(X|F) = E(X|F) P-fs.
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(d) Ist X quasi-integrierbar, sowie unabhéngig von F, so gilt:

E(X|F)=EX P-fs.

Beweis:

(a) Seien X, Y nicht-negativ und Y F-messbar. Dann gilt mit Satz 13.5 fiir
alle nicht-negativen F-messbaren 2

/IE(XY\]—")ZdP: /XYZdP = /X(YZ) dP = /E(Xuf)YZdP,

denn mit Z ist auch Y Z nicht-negativ und F-messbar. Da E(X|F)Y F-
messbar, folgt die Behauptung aus Satz 13.5. Fiir X € £P(2, A, P) und
Y € L9(Q, F, P) ist XY integrierbar und YZ € L£4(Q, F, P) fir alle F-
messbaren und beschréinkten Z. Der Beweis geht nun analog.

(b) Es gilt

AE(E(X\B)U—}) dP:/AIE(X\]-"g) dP:/AXdP

fir alle A € F; (und P-f.s. Eindeutigkeit des bedingten Erwartungswer-
tes). Die zweite Gleichung folgt aus Beispiel 13.4 (a).

(c) Sei Y eine Version von E(X|F;). Diese ist F;- und somit auch F-messbar.
Wir zeigen, dass Y auch eine Version von E(X|F) ist. Dafiir ist zu zeigen:

/XdP:/YdP fiir alle A € F . (13.3)
A A

Das System aller Mengen, welche diese Gleichheit erfiillen, ist ein DyYN-
KIN-System (Ubung). Es geniigt daher, (13.3) fiir alle A aus einem durch-
schnittstabilen Erzeuger von F zu zeigen. Wihle £ := {A1 N Ay : A; €
Fi, As € Fo}. Wir bekommen dann

/ YdP =E(14 14,Y) = P(A)E(1,Y)
A1NAs
~ P(AE(LLY) = [ Xap
A1NAs

denn sowohl 1,4, und 14,Y als auch 14, und 14, X sind unabhéngig. Wir
verwenden Satz 10.21.

(d) Wir wihlen in (c) F; = {Q,0}. O

13.7 Satz (Jensensche Ungleichung) Seien X eine integrierbare Zufalls-
grofie mit Werten in einem offenen Intervall I C R und ¢ : I — R eine konvexe
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Funktion. Dann gilt E(X|F) € I P-fs. fiir jede Unter-o-Algebra F C A und
im Fall der Integrierbarkeit von ¢ o X gilt

o(E(X|F)) <E(p(X)|F) P-ts.

Beweis: Mit P(X € I) =1 folgt P(E(X|F) € I) = 1, wobei wir die Monoto-
nie, Satz 13.3 (b), verwenden: Aus X (w) < S fiir alle w € Q folgt E(X|F) <
P-fs., also E(8 — X|F) > 0 P-f.s. Nun ist C := {E(8 — X|F) =0} € F und
Jo(B—=X)dP =0, somit P(C) =0, also E(X|F) < § P-f.s. Aus o < X (w) fiir
alle w € 2 folgt analog o < E(X|F) P-f.s. In der Analysis lernt man, dass die
konvexe Funktion ¢ in [ rechts- und linksseitig differenzierbar ist, also auch
stetig. Die rechtsseitige Ableitung ¢/, () ist auf I isoton. Ferner gilt

ply) = o) + ¢ (z)(y —x) , vyl (13.4)
Im Fall x < y und ¢ € (z,y) folgt dies aus

p(x) =) _ »z) = o(y)
z—1 - r—y

(was aus der Konvexitit gefolgert werden kann). Fiir x = y folgt Gleichheit in
(13.4), also

o(y) = Sup (@(x) + ¢ (2)(y — x)), yel.

Es gilt
o(y) = sup (o(2)+eL@)ly—x)), yel. (13.5)

zelNQ

denn ¢’ ist isoton, also lokal beschrinkt, und ¢ ist stetig. Also p o X >
o(z) + ¢ (z)(X — x), und somit
E(e(X)1F) 2 o(z) + ¢ (2) (E(X|F) — z)

P-fs. fir jedes x € I N Q. Wegen der Abzdhlbarkeit von I N Q gibt es ein
AeF, P(A) =0, mit

E(p(X)IF) = ¢(x) + ¢ (z)(E(X|F) —z) auf Q\ A

fiir jedes x € I'NQ. Also folgt die Aussage auf Q\ (AU B) mittels Anwendung
von (13.5), wenn B ein Ereignis mit Wahrscheinlichkeit Null mit E(X|F)(w) €
I fiir alle w € Q\ B ist. O

13.8 Korollar Seien p > 1, X € LP(Q, A, P) und F C A. Dann |E(X|F)|P <
E(|X|P|F) P-fs., sowie E|E(X|F)[P < E|X|P (siche Satz 13.3 (c)). Insbeson-
dere ist E(X|F) € LP(Q), F, P).
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Beweis: p = oo: mit X ist auch E(X|F) fast sicher beschrénkt, siehe Satz 13.3
(c), sowie
X =const. =a = E(X|F)=a P-fs.

O

13.9 Satz X,Y seien zwei Zufallsgréfen auf einem W-Raum (2, A, P) und
F C A eine Unter-o-Algebra. Dann gilt:

(a) (HOLDER-Ungleichung) AusE|X P < co undE|Y|? < oo fiir1 < p,q < o0
mit % + % =1 folgt

ECyy|F)| <E(XYF) < (E(XP1F)" (B(YI1F) <00 Pts

(b) (CAucHY-SCHWARZ-Ungleichung) Die Aussage aus (i) fiir p = q = 2.

(c) (MINKOWSKI-Ungleichung) Aus E|X|P < co und E|Y|P < oo fiirp > 1
folgt

1

<E(|X+Y|p}]-"))% < (E(|X\p}}"))% + (E(YP|F))" <o P-ts
Beweis: Ubung.

13.10 Bemerkungen

(a) Eine Beweisvariante zur Existenz bedingter Erwartungswerte verwendet
den Satz von RADON-NIKODYM, den wir bisher nicht betrachtet haben.
Der Satz besagt, dass fiir zwei Mafle p und v auf einem Messraum (£2,.A)
(1 sei o-endlich) v eine Dichte beziiglich p genau dann besitzt, wenn
jede p-Nullmenge auch eine v-Nullmenge ist. X sei eine nicht-negative
Zufallsgroe auf (Q, A, P), F C A eine Unter-o-Algebra. Es sei

QX,]—'(A) :/XdP7 AE?,
A

ein Mafl auf (Q, F). Ist P|r die Einschrénkung von P auf F, so ist jede
P|z-Nullmenge auch eine @ x z-Nullmenge. P|r ist als W-Maf o-endlich,
also existiert nach dem Satz von RADON-NIKODYM eine F-messbare Zu-
fallsgroBe Y (P|z-f.s. eindeutig) mit

/XdP:QX,f(A):/YdP|f:/YdP, AeF.
A A A

Y besitzt also die Eigenschaften (I) und (II) einer Version des bedingten
Erwartungswertes E(X|F).
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(b) P(A|F), wie nach Satz 13.3 eingefiihrt, ist eine F-messbare, nicht-negative
Funktion (f.s.) mit

/PMWMP:/LMP:PMQCL CerF.
C C

Wenn wir in der Situation von Beispiel 13.4 (b) sind, so folgt

" P(ANA;
P(A‘Al,,An) = ZWlAJ‘ P—f.S.
J

J=1

Es gilt 0 < P(A|F) < 1 fs., P(O|F) = 0 fs., P(QIF) = 1 fs. Aus
Ay C Ay, Ay, Ay € A, folgt P(A1|F) < P(Ay|F) P-f.s. und fiir eine Folge
(A,)n paarweise fremder Ereignisse aus A gilt:

NUM@:ZMMﬂPm. (13.6)

n>1 n>1

(fiir jede Folge von Versionen der bedingten Wahrscheinlichkeiten
P(A,|F) liefert die rechte Seite eine Version der bedingten Wahr-
scheinlichkeit auf der linken Seite!)

Es gilt nicht: Fiir fast alle w € € ist
A— P(A|F)(w)

ein W-Maf} auf 4! Denn in jeder der genannten Eigenschaften tritt eine
von der betreffenden Gegebenheit, zum Beispiel in (13.6) von der Folge
(A,), abhingige P-Nullmenge, als Ausnahmemenge auf. Die Vereinigung
dieser im Allgemeinen iiberabzdhlbar vielen Mengen ist daher meist keine
Nullmenge mehr!

Wir greifen das in (b) gestellte Problem auf und teilen inoffiziell mit:

13.11 Definition Es seien (£2,.4) und (€', A’) zwei Messraume. Eine Funktion
K :Q x A" — R heiit MARKOVscher Kern von (€2, A) nach (2, A"), wenn

(a) K(-,A) : Q@ — R A-messbar ist fiir jedes A’ € A’
(b) K(w,-): A" — R ein W-Maf auf (@', A") fur alle w € Q ist.

Es sei weiter (€2, A, P) ein W-Raum und F eine Unter-o-Algebra von A. Ein
MARKOVscher Kern von (2, F) nach (€, .A) mit

K(-, A) = P(A|F) Pfs, AcA,

heifit requldre bedingte Wahrscheinlichkeit beziiglich F.
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13.12 Satz Ist (2 ein polnischer Raum, A die o-Algebra der BORELschen Men-
gen und P ein W-MaB auf (€2, A). Dann existiert fiir jede o-Algebra F C A
eine reguldre bedingte Wahrscheinlichkeit beziiglich F. (ohne Beweis)

Wir wenden uns noch E(X|Y) := E(X|o(Y)) zu. Sei X eine integrierbare
reelle Zufallsvariable auf (2,4, P). Weiter seien Y : (2, 4) — (', A’) eine
Zufallsvariable und E(X|Y) eine reelle integrierbare Version der bedingten
Erwartung. Da E(X|Y) o(Y)-messbar ist, existiert eine von der gewéhlten
Version abhingige messbare reelle Funktion g auf (€', .A") mit

E(X|Y)=goY . (13.7)

Dies folgt aus dem

13.13 Lemma (Faktorisierungslemma) Sei Y : 2 — ' eine Abbildung
der Menge Q in den Messraum (€', A') und Z : Q — R eine numerische
Funktion auf €. Z ist genau dann o(Y)-B-messbar, wenn es eine messbare
numerische Funktion g auf (€', A") gibt mit Z =go Y.

Beweis: Z = goY ist als Komposition einer o(Y)-.A"-messbaren und einer A'-
B-messbaren Abbildung o(Y')-B-messbar! Sei umgekehrt Z = 377 a;l4; €
E(Q,0(Y)),also A; € o(Y) und a; > 0, j = 1,...,n. Dann existieren 4 € A’
mit A; =Y ~'(A}), und die Behauptung folgt mit g = 37, a;jla;. Jetzt folgt

noch das Funktions-Erweiterungsargument (Ubung). 0

13.14 Satz Jede A’-messbare reelle Funktion g, welche sich mit (13.7) aus
einer reellen Version E(X|Y) ableitet, ist PY -integrierbar und es gilt

/gdPY:/ XdpP, AcA (13.8)
! {YeA’}

Sie ist PY-fast sicher eindeutig bestimmt. Ist g eine A’-messbare, reelle PY -
integrierbare Funktion auf €', welche (13.8) erfiillt, so ist g oY eine Version
von E(X|Y).

Beweis: Mit X ist E(X|Y) P-integrierbar und der Transformationssatz liefert
fiir jedes A" € A’

/ XdP:/ E(X|Y)dP:/ goYdP:/ gdPY |
{YeA’} {YeA’'} {YeA’'} !

also ist g PY-integrierbar. Damit gilt (13.8). Ist h eine weitere A’-messbare
reelle Funktion mit E(X|Y) = hoY, so folgt [, gdPY = [, hdP¥ A" € A’
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g und h sind PY-integrierbar und
[t emary = [ g entyart . aen,

also gt +h™ =g~ +h*, also g = h PY-fs.

Gilt umgekehrt (13.8) fiir g, reell und PY-integrierbar, so ist go Y o (Y)-
messbar. Es liegt eine Version von E(X|Y) vor, denn

/ goYdP:/gdPY:/ XdpP, AcA,
(vear ' {reas

also [,goY dP = [, X dP fiir alle C € o(Y). O

Sei nun {y} € A, y € ¥, so liefert (13.8):

Wenn P(Y =y) > 0, folgt

1

9(y) = P =) /{Y:y} XdP = Epy—yy(X) = E(X]Y =y)

(siche unsere anfiingliche Diskussion).
= EX|Y)(w) =EX|Y =y) firallew e {Y =y}

Auf {Y =y} mit P(Y = y) > 0 ist somit jede Version der bedingten Erwar-
tung E(X|Y") konstant und gleich der bedingten Erwartung von X unter der
Bedingung {Y = y}.

Im allgemeinen ist jedoch P(Y = y) fir viele y € Q' gleich Null
(LEBESGUE-stetig verteilte Zufallsgrofien sind eine Beispielklasse). Aber der
Wert von g an einer Stelle y € €)' steht zur Verfiigung.

13.15 Definition Fiir integrierbares, reelles X sei g eine der Bedingung (13.8)
geniigende A’-messbare, PY-integrierbare, reelle Funktion. Dann heit g(y) fiir
jedes y € Q' bedingte Erwartung von X unter der Bedingung, dass Y gleich y
ist, in Zeichen

E(X[Y =y) =g(y) .

E(X|Y = y) ist eine Zahl! Nach Satz 13.14 gewinnt man aus der Vergabe
von g(y) = E(X|Y = y) eine Version der bedingten Erwartung E(X|Y) in der
Form w — E(X|Y =Y (w)). Also E(X|Y)(w) = E(X|Y =Y (w)) fiir fast alle
w € 2. Manchmal kann man y — E(X|Y = y) berechnen:
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13.16 Satz X,Y seien Zufallsgrofien auf (2, A, P), deren gemeinsame Ver-
teilung PY) eine W-Dichte f besitzt: PXY) = fA\2) f : R? — R, eine
B?-messbare Funktion. Ferner sei X integrierbar und

foly) == /Rf(x,y) dx >0 fiir alley € R .

Dann ist

E(X|Y =y) = /xf(x, y)dx  fiir PY-fast alley € R . (13.9)

L
fo(y)
Es gilt weiter .

E(X|Y) = m/xf(a:,}/) dx P-fs.

Beweis: Es gilt fiir A’ € B
/ Xdp — /XlA/(Y) P = /XleA/(X, Y)dP
{YeA’'}

= /lexA/(x,y) pEY) (d(@y)) :/ xf(z,y)dxdy .

Rx A’

Insbesondere gilt fir A" = R: E(X) = [, f(z,y)drdy, also (z,y) —
zf(x,y) A-integrierbar, also y — [ f(z,y)dx A'-fast iiberall definiert und
Al-integrierbar (FUBINI).

Da [ fd)\* =1, folgt analog fo(y) < oo A-fast iiberall. Also existiert eine
messbare Funktion g : R — R:

oly) = fo%y)fxf(x,y)dx, falls y e R\ N,
' 0, ye N,

mit A'(N) = 0 und N so, dass [ |z|f(z,y)dx < co und fo(y) < oo fiir alle
y € N¢. N ist auch eine PY-Nullmenge, denn

PY(N)=P((X,Y)eRxN) = f(z,y)dovdy =0 .
RxN
Sei g PY-integrierbar, so gilt fiir alle A’ € B*:
/ gdPY = / goYdP:/leA/(X,Y)goYdP
! {yeA’}
= / 9(y)f(z,y) dvdy = / 9(y) (/ f(x,y) dx) dy
Rx A’ Al R

- /A,g(y)fo(y)dy:/I/Rxf(x,y)d:pdy:/RXA,xf(x,y)dmdy.
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Mit der anfdnglichen Rechnung folgt

/ gdPY = / X dP .
! {YeA’}

Fiir A = R und |g| anstelle von g folgt analog

/|g\dPY = /|g\fod)\1:/}/xf(x,y)dy}dx

[ [ et dy =E(X) < 0.

IA

also die PY-Integrierbarkeit von g. Nun ist g also eine Funktion y — E(X]Y =
y) wie in Definition 13.15 und Satz 13.14 liefert die Behauptungen. 0J

13.17 Beispiel (X,Y) besitze eine ]V<0 L ("2 p"2))—\/erteilung, mit Dichte

» T—p2 \po2 o2

(1—pH)"?
202

2 — 2pry + y2)

P ( B 202

[, y) =

fiir (o,p) € (0,00) x (—1,1). Dann ist

foly) = /Rf(x,y)dfv
= U ey (PO [ (- 2

2mo? 202
1 — 2)1/2 201 _ 2
_ ( 202) exp(—y(Q 2P )>(27ra2)1/2
O o

_ (1—,02)1/2 exp<_M> .

2mo? 202

2

1 (z — py)*
E(X‘Y:y)zm /RZEGXP<—T‘2>CZZE:P?L

Alsoist Y N (O, %)—Verteilt. Gemif (13.9) folgt nun

also E(X|Y) =pY P-fs. O
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