Prasenzaufgaben zur Wahrscheinlichkeitstheorie I

Blatt 4

Aufgabe 1.

(a)

Es seien (€2, A, i) ein Makraum und f : (Q2,.A) — (B,R) p-integrierbar. Man
zeige, dass dann zu jedem € > 0 ein 6 > 0 existiert, so dass fiir alle A € A mit
p(A) <o gilt: | [, fdu| <e.

Hinweis: Man reduziere zundchst auf den Fall f > 0. Dann betrachte man
zundchst den Fall, dass f beschrinkt ist und verwende fiir den allgemeinen
Fall den Satz von der monotonen Konvergenz.

Seien jetzt a < b reelle Zahlen und sei f : [a;b] — R Lebesgue-integrierbar.
Wir definieren die Funktion F' : [a;b] — R durch F(z) := f[w] f(t)dt. Man
beweise die folgenden Aussagen:

(i) Die Funktion F ist gleichmékig stetig.

(i) Ist xo € [a;b] ein Stetigkeitspunkt von f, so ist F' im Punkt z, differen-
zierbar mit F'(xo) = f(zo).

(iii) Ist f auf dem ganzen Intervall [a;b] stetig, so stimmen das Riemann-
Integral von f und das Lebesgue-Integral von f {iberein.

Hinweise: Fir (i) verwende man die Aussage von (a), fir (ii) betrachte man

]w — f(xo)| und fir (iii) verwende man die Aussage von (ii) sowie

den Mittelwertsatz der Differentialrechnunyg.

Aufgabe 2. Es sei stets (£2,.4) ein Messraum.

()

(b)

Seien p und v zwei Make auf (€2, A). Dann ist p + v ebenfalls ein Mak auf
(2, A) und fiir alle f € Lo(92, A, R,) gilt

/fd(u—l—l/):/fdu—l—/fdz/.

Q Q

Seien p und v zwei Make auf (2, 4) mit © < v. Dann gilt fir alle f €

Lo(, A R,)
Q/ fdu < Q/ fv.



(c) Sei jetzt (tin)nen eine Folge von Mafen auf (€2, A). Man zeige, dass dann auch
poi= > " i ein Maf auf (2, A) ist und dass fiir alle f € £o(Q, A, Ry) gilt:

Q/fd/i:Z/fdﬂw

n=1 )

Hinweis: Man zeige die Behauptungen zundchst fir einfache Funktionen und wende
dann die Definition des Integrals an!



