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Blatt 2

Aufgabe 1. Sei (2, A, 1) ein Makraum und A € A. Das Mafs p heift stetig in
A, wenn fiir jede Folge (A, )neny von Mengen aus A mit lim,, .., A, = A gilt, dass
limy, o0 (An) = p(A) ist. Ferner heift p stetig, wenn p in jedem A € A stetig
ist. Man zeige, dass jedes endliche Maf p stetig ist. Insbesondere ist also jedes
Wahrscheinlichkeitsmaf P stetig.

Erinnerung: Die Folge (A, ),en konvergiert nach Definition genau dann gegen A
(lim;, 00 Ap = A), wenn gilt: A = limsup,,_, . A, = liminf, . A,.

Aufgabe 2*.

(a) Man beweise die folgende Aussage, welche im Beweis von Beispiel 1.13 (e)
verwendet wurde: Es seien I, ..., I,, € R¢ paarweise disjunkt, so dass
vy Iy = I € R% ist. Dann gilt fiir den Elementarinhalt A:

m

AI) = M)

k=1

(b) Man ,beweise“ durch genaues Durchsehen des Beweises von Beispiel 1.13 (e)
die folgende Aussage: Sei 11 eine Mengenfunktion auf R¢ mit Werten in [0; 4o0]
und mit u(0)) = 0, so dass fiir paarweise disjunkte Quader Iy, ..., I,, € R? mit
der zusitzlichen Eigenschaft, dass [ :=J,_, I € R4, stets gilt:

m

plD) =3 p(h).

k=1

Dann gibt es genau einen Inhalt v auf dem Ring F¢ mit Vira = p. Und zwar,
wenn J € F¢ die disjunkte Vereinigung von den Quadern Ji, ..., J,, € RY ist,
so gilt

v(J) =D plJ) .
k=1

Aufgabe 3. Sei (X, d) ein metrischer Raum und sei (K,),en eine Folge von in X

kompakten Mengen mit K,, # () und K, C K, fiir jedes n € N. Dann ist auch

mnEN K” 7£ (Z)

Hinweis: Man wihle z, € K,,, n € N, und zeige, dass eine Teilfolge (x,, )ren von

(Zn)nen und ein z € K existieren mit limy o z,,, = . Wieso liegt x in jedem



K,,, m € N?
Bemerkung: Die Aussage ist in jedem Hausdorffschen topologischen Raum X
richtig und wird in der Vorlesung im Beweis von Satz 1.14 verwendet.

Aufgabe 4. Sei () eine iiberabzdhlbar unendliche Menge und es sei

A:={ACQ : A abzihlbar oder A° abzihlbar }.

Man zeige, dass A eine o-Algebra in €2 ist und dass durch die Vorschrift p(A) :=
0, wenn A abzahlbar ist, und p(A) := 1, wenn A° abzihlbar ist, ein Maf u auf A
definiert wird.



