Prasenzaufgaben zur Wahrscheinlichkeitstheorie I
Blatt 1

Aufgabe 1. Seien €2 und 2’ nichtleere Mengen, f : Q — ' eine Abbildung und
sei C C P(€Y) ein Mengensystem. Dann definieren wir

ey ={(o)cecycP@Q.

Man zeige: Ist C ein Ring bzw. eine Algebra bzw. eine o-Algebra in €', so gilt das
Entsprechende auch fiir f~!(C).

Aufgabe 2. Sei () eine nichtleere Menge, (A, )nen sei eine Folge von Teilmengen
von  und es sei A C 2. Wir sagen, dass die Folge (A,,)nen gegen A konvergiert,
falls limsup,, ., A, = liminf,, . A, = A gilt. Weiter sei 14 die Indikator- Funktion

zur Menge A mit
1 ,fallsxe A
IA(JJ) = {

0 ,sonst

Man beweise die folgenden Aussagen:

(a) Die Folge (A,)nen heilit monoton wachsend (bzw. monoton fallend), falls
A, C Apyg (bzw. A, O A1) fiir jedes n € N gilt. Man zeige, dass jede
monotone Folge von Mengen konvergiert, genauer gilt: Ist (A,),eny monoton
wachsend, so gilt lim, .., A, = [J,cy An und ist (A, )neny monoton fallend, so
gilt limy, oo Ap = (,,eny An-

(b) Mit B := limsup,,_,., 4, und C := liminf, . A, gilt Ip = limsup,,_, 14,
und Io = liminf,, . 14, .

(¢) Die Folge (Ap)nen konvergiert genau dann gegen A, wenn die Folge (14, )nen
gegen [, punktweise konvergiert.

Hinweis /Bemerkung: Teil (b) rechtfertigt die Bezeichnungen lim sup und lim inf.
Fiir den Beweis von (¢) verwende man die Aussage von (b).

Aufgabe 3. Sei 2 eine nichtleere Menge und A sei eine o-Algebra in €2. Man zeige,
dass A entweder endlich oder iiberabzéhlbar unendlich viele Elemente enthalt.
Hinweis: Man nehme an, dass A abzdhlbar unendlich grof ist und fiihre wiefolgt
einen Widerspruchsbeweis: Zu x € ) betrachte man die Menge

Mx::ﬂB.

BeA:
reB

Dann zeige man schrittweise die folgenden Aussagen:



Es ist M, € A fiir jedes z € €.
Sind z,y € Q mit M, # M, so gilt M, N M, = 0.
Fiir jedes B € A gilt B = |J,.5 M,.

Sei N C N und sei (z;);en eine Familie in €, so dass die Familie (M,,);cn
folgende Eigenschaften hat: Fiir alle 4,j € N mit ¢ # j gilt M,, # M,, und
fiir jedes x € Q) gibt es ein ¢ € N mit M,, = M,. Dann ist N eine abzédhlbar
unendliche Menge und die Abbildung ® : P(N) — A mit ®(J) := [J,c; M,
ist injektiv (sogar bijektiv).

Man leite daraus den gewiinschten Widerspruch her.



