Losungen zu den Prasenzaufgaben
Blatt 2

Aufgabe 2. zu (a): Wir beweisen die Aussage durch vollsténdige Induktion nach
d.

Induktionsanfang: d = 1. Es sei I = [a;b) mit reellen Zahlen a < b und fiir
k=1,...,msei I, = [a®;b®) mit reellen Zahlen a® < b®*). Da I die disjunkte
Vereinigung der Intervalle I ist, konnen wir ohne Einschrénkung annehmen, dass
gilt:

a=a® <tV =a® <p® = <pm=yp

Somit folgt:

- S0 = 3
k=1 k=1
Induktionsschritt: d — 1 — d. Es gelte [ = H?Zl[aj; bj) und fir k=1,...,m
sei [}, = H?Zl[ag-k); bgk)). Wir diirfen ohne Einschriankung annehmen, dass Ij, # ()
fiir k=1,...,m gilt. Weiter wihlen wir reelle Zahlen

ag=c1 < <...<¢ =by

so, dass

{c1, a0,y = a0 al? 0l iy

gilt, das heifst die Menge {ci, ca, ..., ¢} enthilt sdmtliche Endpunkte aller In-
tervalle in der d-ten Koordinate. Dann gilt:

() = H(bj —a;) = (bg — aq) ﬂ(bj — aj)
= Z(Cz - Ci—1)> ﬂ(b] — ay)
= e [0~ o) )



Wir definieren nun I’ := H?;i la;;b;) € R4 sowie fiir k = 1,...,m den Quader

I, = H?;i[a§k);b§-k)) € R¥ L Zu jedem k € {1,...,m} gibt es dann genau ein
Paar (i, ji) mit i, ji € {1,...,1}, ix < jr und mit I, = I}, X [¢;,; ¢j, ). Sind ferner

k,r e {1,...,m} mit k # r und mit der Eigenschaft, dass [¢;,;¢;,) Nci;c;) # 0
ist, so muss I;, N I/ = () gelten, denn es ist I N I, = () nach Voraussetzung.
Fiir i = 2,...,[ definieren wir noch

K, = {ke{l,....m} : [ci;¢5) Ncim1; ) # 0}
= {ke{l,...,m} : [ci,;¢) 2 lcimsa)}-

Dann gilt fiir jedes i = 2,...,(:
=\, (2)
keK;

denn wir haben die Gleichung

I, X [Ci—l;ci) =

In (Rd_l X [Q-BQ’))
- ( Ik> N (R X [eio156:)
(

=

1

=

I x [@p%)) N (Rd_l X [Cz‘—l;cz')>

Il
a

[
Cs??‘

[I,’C X ([cik; cj,) N [ci_l;ci))}

= (fllc X [eim1; CJ)

ke

1

(3

= ( I;Q) X [cim1;64),
keK;

=

aus der wegen [c;_1;¢;) # 0 sofort die Gleichung (2) folgt. Weiter ist die Verei-
nigung in (2) disjunkt, wie wir oben gesehen haben, denn aus k,r € K; und k # r
folgt [ciy;cj) N eiics) 2 [eimis ) # 0.
Aus (1), (2) und der Induktionsvorraussetzung (IV) erhalten wir somit:



l

(D) = Y- e )T

1=2
l
1\ _
= > (i—cia) > A7)
=2 keK;
SD D WCEPRICIT
=2 keK;
= Z > (e — )AL (3)
k=1ie{2,...,l}:
keEK;

Fiir jedes k € {1,...,m} gilt ferner {i € {2,...,{} : k € K;} = {ix, + 1,4 +
2,...,jr}. Somit erhalten wir aus (3)

XU Z i — ) XTH(TL)
k=1 i=ip+1

= Z(Cjk - Cik) ) )‘dil([l/c)

k=1
= > (I,
k=1

also die Behauptung.
O

Aufgabe 3. Wir wahlen z,, € K, fiir jedes n € N, wie im Hinweis beschrieben.
Dann liegt die Folge (x,)nen ganz in der kompakten Menge K und besitzt somit
einen Haufungspunkt = € K, das heifst, es gibt eine Teilfolge (z,, )ken von (2, )nen,
die gegen = konvergiert. Wir behaupten nun, dass = € K, fiir jedes m € N gilt.
Sei also m € N. Dann gibt es ein kg € N mit n, > m fir alle £ > kq. Somit liegt
die Folge (2, )k>k,» die ebenfalls gegen = konvergiert, ganz in der Menge K,,. Da
K, als kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes insbesondere abgeschlossen
ist, folgt x = limy .o 7, € K,,. Mithin gilt € [,y Kom-



