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1. Aufgabe (4 Punkte):
Es seien (€2, A, 1) ein Mafiraum und 1 < p < ¢ < 0.

(a) Zeigen Sie: L>* C L1 = L7 C LP.

(b) Zeigen Sie: L' C £L>* = LP C L£4. Finden Sie je einen Mafraum mit £*° C £! und
L c L.

2. Aufgabe (4 Punkte):

Es seien (€2, A, 1) ein Mafiraum und 1 < p < ¢ < 0.

(a) Zeigen Sie, dass L£P N L> C L7N L™ gilt.

(b) Sei f € LP N L. Zeigen Sie, dass dann lim,_, || f|l, = || f]l gilt.

Hinweis: Betrachten Sie || WH‘I’ und zeigen Sie lim sup,, || f|l; < [|f|loc- Ferner betrachten

Sie ||£||q fiir o < || f|oo, und zeigen Sie liminf, || f||, > .

3. Aufgabe (4 Punkte):

Es sei I C R ein Intervall und ¢ : I — R eine streng konvexe Funktion (das heifit, dass
fir alle z,y € I mit x # y und A € (0,1) o(Az + (1 — N)y) < Ap(x) + (1 — Ne(y) gilt).
Zeigen Sie, dass in der Formulierung der Jensenschen Ungleichung (Satz 7.17(c)) genau
dann das Gleichheitszeichen steht, wenn X P-fast-tiberall konstant ist.

4. Aufgabe (4 Punkte):
(a) Es sei X : (92, A4, P) — R eine nicht-negative, ganzzahlige Zufallsgrofie. Zeigen Sie:

P(X > 0) < E(X)

und
Var(X)
(E(X))*
(b) Es sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Fiir eine Folge (A,,)nen von Elementen
aus A gelte
Zl<ij<n P(Ai A Aj)

lim sup —= =

n 2
n—ee (Zk:l P(Ak))
Diskutieren Sie mit Hilfe von (a) die Zufallsgrofie X, := >, 14,.

P(X =0) <




