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Gegeben sei ein Mafiraum (€2, A, u).

1. Aufgabe (4 Punkte):

Es sei I C R ein offenes Intervall und f : Q x I — R eine Funktion, so dass fiir jedes
t € I die Einschrankung w — f(w,t) integrierbar und fiir jedes w € €2 die Einschrankung
t — f(w,t) differenzierbar ist. Es gebe auferdem ein integrierbares g : Q2 — [0, 00|, so dass
\%—{(w,t)\ < g(w) fir alle t € I und w € Q ist. Zeigen Sie, dass dann t — [, f(w,t)dp(w)
differenzierbar ist, und es gilt:

/fwtdu /awtdu)

2. Aufgabe (4 Punkte):

(a) Es sei f : R — [0,00) Borel-messbar, und fiir jedes n € N sei f|;_,, Riemann-
integrierbar. Zeigen Sie: Das uneigentliche Riemann-Integral

/_OO f(z)dz ;= lim f(z)dx + lim nf( )dx

n—oo n—oo
—n

existiert genau dann, wenn f Lebesgue-integrierbar ist. Dann gilt:

/_Zf(x)dx:/RfdA.

(b) Zeigen Sie, dass z — 22£ (fiir z # 0 und 0 — 1) uneigentlich Riemann-integrierbar,
aber nicht Lebesgue-integrierbar ist. Welche Voraussetzung in (a) ist nicht erfillt?

3. Aufgabe (4 Punkte):
(a) Seien 1 < p,q < oo mit % + % =1und f,g € Lo(Q, A, R). Zeigen Sie:

£l < 1 f1lp gl -
(b) Seien 0 < p < 1 und ¢ < 0 mit %D + % =1und f,g € Lo(2, A, R). Zeigen Sie:

Jvsstd= ([ 1ovan)” ([ 1alan) "

4. Aufgabe (4 Punkte):
(a) Seien 1 < p,q,r < oo mit % + % +% =1und f,g,h € Lo(Q, A, R). Zeigen Sie:

£ ghlly < (£l lgllg 2]l
(b) Seien o, f > 0 mit af < 1 und f,g € Lo(2, A, R). Zeigen Sie:

(1+la)(1;'ﬁ) 1(1+g) &1(1+g)
([ 1£ldn) < ([ ireeigre2an)( [ isreedn) ([ 1ol an)
Q



