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Gegeben sei ein Maßraum (Ω,A, µ).

1. Aufgabe (4 Punkte):

(a) Es seien messbare Funktionen g, fn : Ω → R+
, n ∈ N, gegeben. Zeigen Sie: Wenn

g integrierbar ist und fn ≤ g µ-f.ü., n ∈ N, dann gilt

lim sup
n→∞

∫

Ω

fn dµ ≤
∫

Ω

lim sup
n→∞

fn dµ.

(b) Zeigen Sie, dass auf die Integrierbarkeit von g nicht verzichtet werden kann.

2. Aufgabe (4 Punkte):
Es seien a > 1, a ∈ R, und f : Ω → R Borel-messbar. Zeigen Sie, dass f genau dann
µ-integrierbar ist, wenn

∑

n∈Z
an µ(an ≤ |f | < an+1) < ∞.

3. Aufgabe (4 Punkte):
Sei P die Standardnormalverteilung auf (Rn,Bn) (n ≥ 1). Zeigen Sie, dass P rota-
tionsinvariant ist, d.h. es gilt P = O(P ) für jede orthogonale Transformation O auf
Rn.

4. Aufgabe (4 Punkte):
Für jede positiv definite symmetrische Matrix Σ ∈ Rn×n und jedes b ∈ Rn heißt
das Wahrscheinlichkeitsmaß Nn(b, Σ) auf (Rn,Bn) mit der Dichtefunktion ϕ(·, b, Σ),
definiert wie in Satz 5.31 der Vorlesung, die n-dimensionale Normalverteilung mit Er-
wartungswertvektor b und Kovarianzmatrix Σ. Es sei Y ein Nn(b, Σ)-verteilter Zu-
fallsvektor in Rn, k ≤ n, A ∈ Rk×n eine reelle k × n-Matrix mit vollem Rang, und
a ∈ Rk. Zeigen Sie, dass dann der Zufallsvektor Z = AY + a die k-dimensionale
Normalverteilung Nk(Ab + a,AΣAt) hat.


