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1. Aufgabe (4 Punkte):

(a) Das Zählmaß ν : P(N) → [0,∞] ist definiert durch ν(N) := |N |. Finden Sie im
Maßraum (N,P(N), ν) eine fallende Folge (Ai)i ⊂ P(N) mit ν(

⋂

i
Ai) 6= limi ν(Ai).

(b) Zeigen Sie, dass auf F 1, dem Ring der 1-dimensionalen Figuren, genau ein Inhalt

µ existiert mit µ
(

[a, b)
)

= 1, falls a < 0 ≤ b und µ
(

[a, b)
)

= 0 sonst, für alle

a, b ∈ R. Ist µ ein Prämaß?

2. Aufgabe (4 Punkte):
Seien Ω = [0, 1], O := {O ⊂ Ω |O offen} und B := σ(O) die Borel-σ-Algebra von [0, 1].
Sei weiter A5 die Menge aller Zahlen in [0, 1] deren Dezimaldarstellung unendlich viele
Fünfen enthält. Beweisen Sie, dass A5 ∈ B gilt.

3. Aufgabe (4 Punkte):
Seien Ω := [0, 1] ∩ Q, F1 := {A ⊂ Ω | ∃ a, b ∈ Ω : A ∈ {[a, b] ∩ Ω, [a, b) ∩ Ω, (a, b] ∩
Ω, (a, b)∩Ω}} und F2 := {A ⊂ Ω | ∃ n ≥ 0, Ai ∈ F1, Ai∩Aj = ∅ (0 ≤ i 6= j ≤ n) : A =
⋃n

i=1
Ai}. Definiere P : F2 → [0,∞] durch P (A) :=

∑n

i=0
(bi − ai), wobei A =

⋃n

i=1
Ai

und bi, ai die Endpunkte von Ai ∈ F1 (0 ≤ i ≤ n) sind. (Ist P wohldefiniert?)

(a) Zeigen Sie, dass F2 eine Algebra ist.

(b) Zeigen Sie, dass P additiv ist.

(c) Zeigen Sie, dass P nicht σ-additiv ist.

4. Aufgabe (4 Punkte):
Sei µ ein endlicher Inhalt auf einer Algebra A mit limn→∞

µ(An) = 0 für alle An ∈ A
mit An ↓ ∅.

(a) Zeigen Sie direkt, dass µ σ-additiv ist.

(b) Wieso widerspricht dies nicht der Konstruktion in Aufgabe 3?


