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1. Aufgabe (4 Punkte):
Es sei (Ω,A, µ) ein Maßraum und f ∈ L0(Ω,A, R+). Zeigen Sie, dass

Gf := {(ω, x)|ω ∈ Ω, 0 ≤ x ≤ f(ω)}

in A ⊗ B liegt und dass
∫

Ω
f(ω)dµ = (µ ⊗ λ)(Gf) gilt. Hier bezeichnet B die Borel-σ-

Algebra auf R

2. Aufgabe (4 Punkte):

(a) Sei ϕ : [a, b]2 → R integrierbar. Zeigen Sie

∫ b

a

∫ x

a

ϕ(x, y) dy dx =

∫ b

a

∫ b

y

ϕ(x, y) dx dy .

(b) Sei f : [a, b] → R integrierbar. Zeigen Sie

∫ b

a

f(x)
(

∫ x

a

f(y) dy
)

dx =
1

2

(

∫ b

a

f(x) dx
)2

.

3. Aufgabe (4 Punkte):

(a) Sei a > 0. Bestimmen Sie das n-dimensionale Volumen der Menge

{ (x1, . . . , xn) ∈ R
n | 0 ≤ xi ,

n
∑

i=1

xi ≤ a } .

(b) Ist (x, y) 7→ e−xy λ2-integrierbar über R
2
+? Berechnen Sie

∫

[0,1]2
e−xy dλ2.

Hinweis: Sie müssen keinen geschlossenen Ausdruck finden!

4. Aufgabe (4 Punkte):

(a) Sei r > 0 und C eine reelle, symmetrische, positiv-definite n × n-Matrix. Zeigen Sie

λn
(

〈x, Cx〉 < r2
)

=
rnωn√
det C

.

Hierbei bezeichnet ωn das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel.

(b) Zeigen Sie
∫

Rn

e−〈x,C x〉 dλn(x) =
π

n

2

√
det C

.

Frohe Weihnachten und alles Gute für 2009.


