Prasenzaufgaben zur Vorlesung

Stochastische Modelle
Blatt 3

Es sei (2, A, P) ein W-Raum.

Aufgabe 1. Fiir Zufallsvektoren Y = (Yy,...,Y)T und W = (Wy, ..., W,,)T auf
(Q, A, P) definieren wir die Kovarianz durch

Cov(Y, W) :=E(YWT)—E(Y)E(W)T € R*™ und nennen Y und W unkorreliert,
falls Cov(Y, W) = 0 gilt. Dabei sei fiir eine zuféllige Matrix A mit Eintrigen A;;
der Erwartungswert E(A) definiert als die Matrix mit den Eintrégen E(A;;) an den
entsprechenden Stellen.

(a) Y und W sind genau dann unkorreliert, wenn fiir alle ¢ € {1,...,k} und alle
j€{1,...,m} die Zufallsvariablen Y; und W; unkorreliert sind.

(b) Sei jetzt X = (X1,...,Xq)T ~ Na(p,¥) d-dimensional normalverteilt. Seien
di,...,d, €{1,...,d} mit Y;_, d; = d und seien Y; := (Xy,..., Xq)7, Vs :=
(Xart1s s Xaran) o Ye = (Xays 40141, - - -, Xq)". Dann sind folgende
Bedingungen &quivalent:

(i) Y1,...,Y, sind stochastisch unabhéngig.

(i) Yi,...,Y, sind paarweise unkorreliert.

(iii) Es gibt positiv definite Matrizen 3; € R4*% =1 ... r, mit

1 0 0
0 > 0
o0 o0
0 5,
Hinweis: Man verwende (fiir (i) = (7)) die (bekannte) Tatsache, dass Y7, ...,Y,

(genau dann) unabhéngig sind, wenn ihre gemeinsame Verteilung eine Dichte
der Gestalt (y1,...,y-) — [[_, 9:(y;) besitzt. Ferner benutze man (fiir (ii) =
(i17)), dass fiir den Eintrag s;; von ¥ an der Stelle (4, j) gilt: s;; = Cov(X;, X;).

Aufgabe 2.

(a) Man begriinde, dass durch F : [0;7) x [0;27) — R3 mit
F(1,¢) := (cos 1, —sin ¢sin 1, cos ¢sin 1)) die Sphire S? parametrisiert wird.

(b) Man zeige, dass die Gramsche Determinante von F' gegeben ist durch

gr(¥, @) = (sin)? fiir alle (1, ¢) € [0;7) x [0;27).



(¢) Man berechne voly(S?) und mit den Bezeichnungen von Aufgabe 2 auf Blatt
2 auch die gemeinsame Verteilungsfunktion Fiy z)(o, ) = P(Y < o, Z < )
von Y und Z.



