
Präsenzaufgaben zur Vorlesung
Stochastische Modelle

Blatt 3
Es sei (Ω,A, P ) ein W-Raum.

Aufgabe 1. Für Zufallsvektoren Y = (Y1, . . . , Yk)
T und W = (W1, . . . ,Wm)T auf

(Ω,A, P ) de�nieren wir die Kovarianz durch
Cov(Y,W ) := E(YW T )−E(Y )E(W )T ∈ Rk×m und nennen Y undW unkorreliert,
falls Cov(Y,W ) = 0 gilt. Dabei sei für eine zufällige Matrix A mit Einträgen Aij

der Erwartungswert E(A) de�niert als die Matrix mit den Einträgen E(Aij) an den
entsprechenden Stellen.

(a) Y und W sind genau dann unkorreliert, wenn für alle i ∈ {1, . . . , k} und alle
j ∈ {1, . . . ,m} die Zufallsvariablen Yi und Wj unkorreliert sind.

(b) Sei jetzt X = (X1, . . . , Xd)
T ∼ Nd(µ,Σ) d-dimensional normalverteilt. Seien

d1, . . . , dr ∈ {1, . . . , d} mit
∑r

i=1 di = d und seien Y1 := (X1, . . . , Xd1)
T , Y2 :=

(Xd1+1, . . . , Xd1+d2)
T , . . . , Yr := (Xd1+...+dr−1+1, . . . , Xd)

T . Dann sind folgende
Bedingungen äquivalent:

(i) Y1, . . . , Yr sind stochastisch unabhängig.
(ii) Y1, . . . , Yr sind paarweise unkorreliert.
(iii) Es gibt positiv de�nite Matrizen Σi ∈ Rdi×di , i = 1, . . . , r, mit

Σ =




Σ1 0 . . . 0
0 Σ2 . . . 0
... 0

. . . 0
0 . . . . . . Σr




Hinweis:Man verwende (für (iii) ⇒ (i)) die (bekannte) Tatsache, dass Y1, . . . , Yr

(genau dann) unabhängig sind, wenn ihre gemeinsame Verteilung eine Dichte
der Gestalt (y1, . . . , yr) 7→

∏r
i=1 gi(yi) besitzt. Ferner benutze man (für (ii) ⇒

(iii)), dass für den Eintrag sij von Σ an der Stelle (i, j) gilt: sij = Cov(Xi, Xj).

Aufgabe 2.

(a) Man begründe, dass durch F : [0; π)× [0; 2π) → R3 mit
F (ψ, φ) := (cosψ,− sinφ sinψ, cosφ sinψ) die Sphäre S2 parametrisiert wird.

(b) Man zeige, dass die Gramsche Determinante von F gegeben ist durch
gF (ψ, φ) = (sinψ)2 für alle (ψ, φ) ∈ [0;π)× [0; 2π).
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(c) Man berechne vol2(S2) und mit den Bezeichnungen von Aufgabe 2 auf Blatt
2 auch die gemeinsame Verteilungsfunktion F(Y,Z)(α, β) = P (Y ≤ α,Z ≤ β)
von Y und Z.
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