
Präsenzaufgaben zur VorlesungSto
hastis
he ModelleBlatt 2Es sei (Ω,A, P ) ein W-Raum.Aufgabe 1. Es sei (Y ,AY) ein Messraum und Y : (Ω,A, P ) → (Y ,AY) eineZufallsvariable. Weiter sei F ⊆ A eine Unter-σ-Algebra. Es existiere eine reguläreVersion der bedingten Verteilung von Y gegeben F , d.h. ein Markov-Kern
K : Ω×AY → R von (Ω,F) na
h (Y ,AY), so dass für jedes B ∈ AY die Abbildung
Ω ∋ ω 7→ K(ω, B) ∈ R eine Version von P (Y ∈ B|F) ist. Dann gilt:(a) Ist f : (Y ,AY) → (R,B) messbar und ni
ht-negativ, so ist die Abbildung

Zf : Ω → R mit Zf (ω) :=
∫

Y
f(y)K(ω, dy) messbar bezügli
h F und eineVersion von E(f(Y )|F).(b) Ist f : (Y ,AY) → (R,B) messbar und ist f(Y ) P -integrierbar, aber f ni
htnotwendig ni
ht-negativ, so ist G := {ω ∈ Ω : f ist K(ω, ·) -integrierbar } ∈

F und es gilt P (G) = 1. Weiter ist die Abbildung Wf : Ω → R mit
Wf (ω) :=

{

∫

Y
f(y)K(ω, dy) , falls ω ∈ G

0 , sonst
F -B-messbar und eine Version von E(f(Y )|F).Hinweis: Man zeige (i) dur
h algebrais
he Induktion über f , das heiÿt zu-nä
hst für ni
ht-negative, reellwertige einfa
he Funktionen (Treppenfunktio-nen) und dann für ni
ht-negative messbare Funktionen. Dabei verwende manden Satz von der monotonen Konvergenz (vgl. au
h etwa den Beweis des Sat-zes von Fubini). Man kann zeigen, dass eine reguläre Version der bedingtenVerteilung von Y gegeben F stets existiert, falls Y ein polnis
her Raum und
AY die Borels
he σ-Algebra auf Y ist.Aufgabe 2. Man gebe einen alternativen Beweis der bedingten Version der Jen-sens
hen Unglei
hung (Satz 13.7), indem man die Aussage von Aufgabe 1 sowie dieJensens
he Unglei
hung für �normale� Erwartungswerte (Satz 7.17 (
)) verwendet.
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