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1. Aufgabe (4 Punkte):
Es sei X ein kompakter metrischer Raum und sei B(X) die Borel-σ-Algebra von X.
Zudem sei µ ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf (X,B(X)), das jeder nicht-leeren offenen
Menge in X positives Maß zuordnet. Weiterhin sei T : X → X eine stetige, ergodische
Transformation. Beweisen Sie, dass dann für µ-fast alle x ∈ X der Orbit {T n(x); n ∈ N}
dicht in X liegt.

2. Aufgabe (4 Punkte):
Es sei (Ω,A, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und T : Ω → Ω eine maßerhaltende Trans-
formation. Beweisen Sie, dass die folgenden drei Aussagen äquivalent sind:

(a) T ist ergodisch.

(b) 1

n

∑
n−1

k=0
P (T−kA ∩ B) −→ P (A)P (B) für n −→ ∞ und alle A, B ∈ A.

(c) 1

n

∑
n−1

k=0

∫
Ω

f ◦ T k · g dP −→
∫
Ω

f dP
∫
Ω

g dP für n −→ ∞ und alle f, g ∈ L2(Ω,A, P ).

3. Aufgabe (4 Punkte):
Es seien (Ω,A, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum, T : Ω → Ω ergodisch, X ∈ L1(Ω,A, P )
und Sn := n−1

∑
n−1

i=0
Xi mit Xi := X ◦ T i. Beweisen Sie für c > 0 die folgende Maximal-

Ungleichung:

P (max
1≤i≤n

Si > c) ≤
1

c
E(|X|).

4. Aufgabe (4 Punkte):
Es sei (Xn)n∈N ein stationärer, ergodischer Prozess und f : R

N → R; (x0, x1, ...) 7→
f(x0, x1, ...) eine BN-messbare Funktion. Beweisen Sie, dass dann auch (Yn)n mit

Yn := f(Xn, Xn+1, ...)

ein stationärer, ergodischer Prozess ist. Hierbei heißt ein Prozess ergodisch, wenn die
Abbildung T aus Bemerkung 3.7 ergodisch ist.


