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1. Aufgabe (4 Punkte):

Es sei X ein kompakter metrischer Raum und sei B(X) die Borel-o-Algebra von X.
Zudem sei p ein Wahrscheinlichkeitsmafi auf (X, B(X)), das jeder nicht-leeren offenen
Menge in X positives Mafl zuordnet. Weiterhin sei T : X — X eine stetige, ergodische
Transformation. Beweisen Sie, dass dann fiir p-fast alle x € X der Orbit {7 (z);n € N}
dicht in X liegt.

2. Aufgabe (4 Punkte):

Es sei (2,4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und 7' : Q — Q eine mafierhaltende Trans-
formation. Beweisen Sie, dass die folgenden drei Aussagen dquivalent sind:

(a) T ist ergodisch.

(b) L g—g P(T~*AN B) — P(A)P(B) fiir n — oo und alle A, B € A.

(c) £ S, ofoTF-gdP — [, fdP [,gdP fir n — oo und alle f,g € L*(Q, A, P).

3. Aufgabe (4 Punkte):

Es seien (€, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, 7' : Q — Q ergodisch, X € L'(Q, A, P)
und S, :=n"tY 0 ' X; mit X, := X o T". Beweisen Sie fiir ¢ > 0 die folgende Maximal-
Ungleichung

P(max S; > ¢) < E(|X\)

1<i<n

4. Aufgabe (4 Punkte):
Es sei (X,)nen ein stationdrer, ergodischer Prozess und f : RY — R;(xg,21,..) —
f(zo, 21, ...) eine BY-messbare Funktion. Beweisen Sie, dass dann auch (Y,,),, mit

Y, = (X, Xpst, -

ein stationérer, ergodischer Prozess ist. Hierbei heifit ein Prozess ergodisch, wenn die
Abbildung T aus Bemerkung 3.7 ergodisch ist.



