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Abgabe bis 10. Juni 2009
Sei (2, A, P) ein W-Raum.

1. Aufgabe (4 Punkte):
Es sei (X;);en eine Folge unabhingiger und identisch verteilter Zufallsgrofen und h : R? —
R eine symmetrische Abbildung. Die Grofie

U, := U,(h) ::% > k(X X))

1<i<j<n
heilt U-Statistik mit Kernfunktion h. Die Kernfunktion heifit degeneriert, wenn

E(h(X1, X2)[X1) =0 P — fs.

(a) Zeigen Sie, dass fiir ein degeneriertes h mit E(h(X;, X5)) < oo die Folge ((Z) Un>

ein Martingal beziiglich der kanonischen Filtration ist.

n

(b) Zeigen Sie, dass fiir ein degeneriertes i und unter der Bedingung E(h(X, X5)?) < oo
gilt:
2
V(U,) = ———V(h(X,, Xs)).
(V) = s VX, X))

2. Aufgabe (4 Punkte):
Es sei Q = {0,1}N und P = ®jenP; und Q = ®;en@; zwei ProduktmaBe auf (2, P(£2)).
Es sei
pi=F({1}), a=@Qi({1}).
(a) Finden Sie Bedingungen fiir die Folgen (p;); und (g¢;);, die es erméglichen, bei Beobach-
tung einer 0-1-Sequenz zu unterscheiden, ob sie von P oder () erzeugt wurde.
(b) Fiir ein 0 > 0 sei 6 < ¢;,p; < 1— 6 fiir alle ¢ € N. Zeigen Sie, dass P und ) genau
dann zueinander dquivalent sind, wenn

[e.9]

Z(pi —¢;)° < 0.

i=1

3. Aufgabe (4 Punkte):
Angenommen P und @ sind zwei Wahrscheinlichkeitsmafle mit Dichten p und ¢ beztiglich
eines gemeinsamen o-endlichen Bezugsmafes p. Wir definieren

1n(P.Q) = ([ /o) - V) dute)

Bitte wenden



und

an(P.Q) = / V@) 4@ du().

(a) Zeigen Sie, dass die Definitionen nicht von der Wahl des Mafles 1 abhéngen.
(b) Zeigen Sie die folgende Identitét:

7 (P,Q) = / (0(z) + 4(x) — 2¢/p() 2(@)) dp(x) = 2(1 — an(P,Q)).

(c) Berechnen Sie dy einer N(0,0?) und einer N(u,o?)-Verteilung.

(d) Es sei (X;)ien eine Folge unabhéngiger und normalverteilter Zufallsgrofen mit Er-

wartungswert Null und Varianz V(X;) = o7 und sei > ;o 07 < oo. Zeigen Sie, dass
X := (X)ien fast sicher in [5 liegt. Auf diese Weise definiert man eine Gauf3-Verteilung
im Hilbert-Raum 5.

4. Aufgabe (4 Punkte):

Es sei T': 0 —  eine maflerhaltende Transformation auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P) und sei F € A. Beweisen Sie, dass eine A-messbare Menge F' C E existiert mit
P(FE) = P(F), die folgende Eigenschaft erfiillt: fiir alle w € F' gibt es eine aufsteigende
Folge natiirlicher Zahlen (n;);ey mit 7" (w) € F fir alle ¢ € N.

Hinweis: Man versuche es mit

F=En(JT®E).
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