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Sei (Ω,A, P ) ein W-Raum.

1. Aufgabe (4 Punkte):
Es sei (An)n∈N eine Filtrierung in (Ω,A, P ) und An ∈ An für alle n ∈ N mit

∞
∑

n=1

P (An|An−1) = ∞

P -fast sicher. Beweisen Sie, dass dann P (lim sup An) = 1 gilt.

2. Aufgabe (4 Punkte):
Es seien a, b ∈ N, (Sn)n∈N0

die symmetrische Irrfahrt auf den ganzen Zahlen mit S0 = 0
und

τ := inf{n ∈ N; Sn = a, oderSn = −b}.

(a) Zeigen Sie, dass E(τ) < ∞ ist.

(b) Beweisen Sie mit Hilfe von Martingal-Theorie, dass P (Sτ = a) = b
a+b

gilt.

(c) Es sei nun τ ′ := inf{n ∈ N; Sn = a} mit a ∈ N. Beweisen Sie, dass E(τ ′) = ∞ gilt.

3. Aufgabe (4 Punkte):
Es sei (Xn)n∈N ein Submartingal und p > 1. Beweisen Sie, dass

E

((

max
1≤k≤n

X+

k

)p)

≤

(

p

p − 1

)p

E
((

X+
n

)p)

gilt.

Hinweis: Benutzen Sie die Aufgabe 4 von Blatt 3, die Hölder-Ungleichung und die folgende
Gleichung für nicht-negative f ∈ Lp(Ω,A, P )

∫

Ω

f p dP =

∫ ∞

0

p λp−1 P (f > λ) dλ.

4. Aufgabe (4 Punkte):
Es sei (Xn)n∈N ein Martingal mit supn∈N

E(|Xn|
p) < ∞ und p > 1. Beweisen Sie, dass

ein X ∈ Lp(Ω,A, P ) existiert, so dass Xn in Lp(Ω,A, P ) und P -fast sicher gegen X

konvergiert.

Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 3.


