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Sei (22, A, P) ein W-Raum.

1. Aufgabe (4 Punkte): Doob-Zerlegung

Es seien (F,,)nen eine Filtration und (X,,),en eine daran adaptierte Folge von reellwertigen
Zufallsvariablen. Man zeige, dass es ein Martingal (Y},),en sowie eine vorhersehbare Folge
(Zp)nen gibt mit den folgenden Eigenschaften:

(a) Zy =0 und

(b) X, =Y, + Z, fir alle n € N.

Man zeige weiter, dass diese Zerlegung P-fast sicher eindeutig ist, und dass (X,,),en genau
dann ein Submartingal ist, wenn die Folge (Z,,),en P-fast sicher monoton wachsend ist.

2. Aufgabe (4 Punkte): Optional Sampling Theorem
Es seien (F,,)nen eine Filtration und (X, ),en ein Submartingal bzgl. (F,)nen. Man zeige
die folgenden Aussagen:

(a) Ist 7 eine beschrankte Stoppzeit, das heifit es gibt ein T € N mit 7 < T, und ist
(Xn)nen sogar ein Martingal, so gilt X, = E(Xp|F,) P-fast sicher.

(b) Sind 0 < 7 < T € N beschriankte Stoppzeiten, so gilt P-fast sicher E(X,|F,) > X,.
Ist (X, )nen ein Martingal, so gilt sogar die Gleichheit.

c) Ist (7,)nen elne monoton wachsende Folge beschrankter Stoppzeiten, so 1st die Folge
I i hsende Folge beschrankter S i ist die Fol
(X4, Jnen €in Submartingal bzgl. der Filtration (F,, )nen. Ist (X, )nen ein Martingal,
so auch (X, )nen-

Hinweis: Fiir (b) verwende man die Zerlegung aus Aufgabe 1 sowie Teil (a).

3. Aufgabe (4 Punkte):

Sei Yy gleichverteilt auf (0,1]. Fiir jedes n > 1 sei Y, gleichverteilt auf dem zufélligen
Intervall (1 —Y,_1,1]. Sei Xy := Y, und fir n > 1 sei X,, := 2" [[,_, % Zeigen Sie,
dass (X, )nen ein Martingal beziiglich der kanonischen Filtration F,, := (X, ..., X,,) ist.

4. Aufgabe (4 Punkte):
Sei (X, )nen ein nicht-negatives Submartingal. Beweisen Sie, dass fiir jedes ¢ > 0 die
folgende Ungleichung gilt:

k<n

cP (sup X, > c) < / X, dP <E(X,).
{supy<n, Xr>c}



