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1. Aufgabe (4 Punkte):

Es seien P und @) zwei Wahrscheinlichkeitsmafie auf dem messbaren Raum (€2, A). Das
Mafl @@ habe eine Dichte f : 2 — R beziiglich P. Es sei F eine Unter-o-Algebra von A
und X € LY(Q, A, Q). Beweisen Sie, dass

Ep(X fIF) = Eq(X|F) Ep(f|F),

wobei Ep(X|F) die bedingte Erwartung beziiglich des WahrscheinlichkeitsmafBies P beze-
ichnet.

2. Aufgabe (4 Punkte):
Es seien XY € L?(Q, A, P) Zufallsvariablen, fiir die P-fast sicher E(X|Y) = Y und
E(Y|X) = X gelte. Beweisen Sie, dass daraus X =Y P-fast sicher folgt.

3. Aufgabe (4 Punkte):
Es seien X,Y € L'(Q, A, P) und seien A;, Ay zwei Unter-o-Algebren von A. Fiir alle
A e A und Ay € A, gelte

/ X dP = / Y dP.
A1NAsg A1NAs

Zeigen Sie, dass dann fiir die von A; und A, erzeugte o-Algebra F
E(X[F) = E(Y|F)
P-fast sicher gilt.

4. Aufgabe (4 Punkte):
Es sei (X;)ien eine Folge unabhéngig, identisch verteilter Zufallsvariablen mit E|X;| < oo
und sei S, := X; +---+ X,,. Beweisen Sie, dass P-fast sicher

1
E(X1|Sn, Sn—i—la ) - ESH

gilt.



