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KAPITEL 1

Zufillige Schrodinger-Operatoren

Literatur:

— W.KIirscH, Random Schrodinger operators: A course in Lecture Notes in
Physics, vol. 345, Springer 1989

— L.PASTOR, A.FIGOTIN, Spectra of random and almost-periodic operators,
Springer 1992

— R.CARMONA, J.LACROIX, Spectral theory of random Schrédinger operators,
Birkh&user 1990

— P.SToLLMANN, Caught by disorder: Bounded states in random media,
Birkh&user 2001

— W.KIRSCH, An invitation to random Schrodinger operators, arXiv:
0709.3707

Ziel: Elektrische Eigenschaften ungeordneter Materialien, z.B. Legierungen,
dotierte Halbleiter

Abbildung 1.1: irregulérer atomarer Festkorper
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Modellbildung: Keine Wechselwirkung zwischen den Elektronen = 1-
Elektronen HAMILTON-Operator:

kinetische Energie + potetielle Energie

TV
zufilliges Potential

Dies ist das einfachste Modell (ANDERSON, 1958).

1.1 Definition Sei Py ein beziiglich des LEBESGUE-Mafles absolut stetiges
Wahrscheinlichkeitsma$ auf R mit £¢ € L(R) und kompaktem Tréiger. sei

Q:=R%, deN, P:=®P,. Firw= (Wz)geza € Qund A > 0 sei
HY := —A+ \V* auf [*(Z%)
(—AY)(z) = ) Wly) Ve Pz

yezd
lz—y|=1

(V) (x) := wpp(z) Vo € Z%

Dies ist der sogenannte HAMILTON-Operator des ANDERSON-Modells.

1.2 Bemerkung
(i) (wgz)zezae kanonisch realisierte i.i.d. Zufallsvariablen
(i)
— —A = (=A)* beschriinkter selbstadjungierter Operator auf [?(Z?).
spec(—A) = specq.(—A) = [—2d, 2d]
— V* beschrinkter selbstadjungierter Multiplikationsoperator in [?(Z4) fiir
P-fast alle w € €, da suppPy kompakt ist.

(iii) Wir haben drei Modellparameter: A, d und %

(a) H: wr HY ist eine operatorwertige Zufallsvariable

1.3 Definition (und Lemma) H ergodisch (beziiglich Z.*-Translationen)
Firy € Ziseit, : Q= Q, wr 1w = (Weyy)e und U, : 2(ZY) — 12(Z%), ¢ —
uyt) = 1p(e —y) (unitirer Verschiebungsoperator). Dann gilt

H™ =UH*U, VyeZ'Vwe Q.

(Beweis: Ubung!)

1.4 Bemerkung (7,),cz¢ ist Gruppe ergodischer Schifts auf €2, das heifit gilt
fiir eine Zufallsvariable X auf Q X o7, = X Vy € Z%, so folgt X = const. P-fast
sicher.
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1.5 Satz (Nicht-Zufilligkeit des Spektrums) Es existiert S, C R kom-
pakt, sodass spec,(H*) = S fiir P-fast alle w € Q. Hierbei ist x € {ac, sc,pp}.
Nebenbedingung: spec,,(A) := { Eigenwerte von A}.

[PASTOR 1980, KUNZ/SOUILLARD 1980, KIRSCH/MARTINELLI 1982]

Beweis: (Grundidee)
Fiir alle £} < By € Rist Xg, g, o7y = Xpg, B, fiir alle y € Z%, wobei

W X}SLEQ = tr X[E17E2]<Hw)

messbarer Spektralprojektor. O

1.6 Satz (Lage des Spektrums) Wir haben S = [—2d, 2d] +\ - supp(Py) =
——

spec(—A)
{Eo+ A\v: Ey € spec(—A), v € supp(Py)}, wobei supp(Py) = [v_,vy], v_ <
E
0< Vg
Erwartung:

Isolator = lokal

Leiter
= delokal

T T I T T | T T 1

Abbildung 1.2:

1.7 Definition (Bereich (vollstdndiger/ ANDERSON-)Lokalisierung)

Eie :={E € S: 30,c > 0 sodass Vz,y € Z*
E( sup Kd:va J(H) X(p—s.p+6(H) 5y>’2) < Ce*lmfy|}7

feLoo(R):
flloo<1

wobei (-, -) das kanonische Skalarprodukt und d. einen kanonischen Basisvektor
in [?(Z%) bezeichne.
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1.8 Bemerkung
(i) Sei E € Ejpe, I :=[E—0,E+0], f=ec", ¢t>0,im Supremum erlaubt,
Py = e M\ (H)do
——
%o
= Efsup| (6.,1) |’] < ce™
t>0 N=——
Vi ()

[¢¢(2)]? g.m.W., dass dass ein Teilchen mit Anfangszustand 1, (Energie €
I, |o(2)|?> < ce”*l aus f = 1) zur Zeit ¢ bei 2 gefunden wird (dynamische
Lokalisierung).

(ii) Die Betonung in Definition 1.7 liegt auf f nicht glatt! Denn fir alle f €
C>=(R) gilt: Fiir alle k € N existiert ¢, > 0, sodass fiir alle z,y € Z?
C
Oz, f(HYO. < —
gleichméBig in w. [Deterministisches Ergebnis via COMBES-THOMAS-
Abschétzung und HELFFER-SJ@STRAND-Formel; siche GERMI-
NET/KLEIN, Proc. Amer. Math. Soc. 131, 911 — 920 (2002)]

(iii) Fir p e R, T >0, £ € R sei

. X-ooy(E)  Lfalls T=0
E— fﬂ (E) =

(eB=m/T L 1)~ falls T >0

die FERMI-Funktion.

Abbildung 1.3:

Sei T' > 0 oder u € Ej,.. Dann folgt nach (i7): Fiir alle £ € N existiert
ein ¢, > 0, sodass fiir alle =,y € Z¢
Ck

B{l (0. fu ()3 < =
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gilt.
~T > 0Kklar; T =0 und p € Ej, ist eine Ubung!

— Es gilt sogar exponentieller Abfall in |z — y| fir 7= 0 und p € Ej,e
[AIZENMANN/GRAF, J.Phys. A 32, 6783 — 6806 (1998)].

1.9 Satz (Dynamische Lokalisierung = Spektrale Lokalisierung)
Sac N Eloc = (Z) = Ssc N Eloc <:> SN Eloc = Spp N Eloc)
und fiir jede Eigenfunktion 1% € [*(Z%) von H* mit Eigenwert E“ € Ej,, gilt:

l w
s 1202

<0

(exponentieller Abfall der Eigenfunktionen).

Beweis: Verallgemeinerte Eigenfunktionen + RAGE-Theorem [sieche KIRSCH
2007] OJ

1.10 Satz (Anderson-Lokalisierung)

—d=1: Fiir alle A > 0 ist E;,. = S

—d>1:
(i) starke Unordnung: Es existiert ein \g > 0, sodass fiir alle A > \g: Ejpe = S.

(ii) extreme Energien: (= nahe Bandkanten) Fiir alle A > 0 existiert ein €y > 0 :

Eioe 2 [inf(S),inf(S) + ex[ U |sup(S) — e, sup(95)].

[FROHLICH/SPENCER 1983, AIZENMANN/MOLCHANOV 1993, GERMI-
NET/KLEIN 2001, 2004]

1.11 Bemerkung

(1) Ejoe offen in S (nach Definition) MLLZY o5 existieren unendlich viele dicht
liegende Eigenwerte {E¥}jen in Ejo. (beachte: {E¥};ey variieren in w,
wéhrend Ej,. unabhingig von w).

(ii) Vermutung fir d > 3:
— spektrale Delokalisierung: I\ €]0, Ao[ und Intervall I C S, sodass
YA€ [0,M]: S,nI=0=S.NI (=SNI=S5,.nI).

(Bewiesen auf BETHE-Gitter statt Z% KLEIN, 1996, AIZEN-
MANN/WARZEL, FROESE/HASLER/SPITZE).
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— dynamische Delokalisierung auch nicht bekannt: Zum Beispiel Diffusion:
Fhy € 12(Z%) und D > 0, sodass

E[Y " [2|(e” ) (x)[2] “X° D

xE€Z4

Im Folgenden: Direkte physikalische Observable zur Charakterisierung als Lei-
ter/Isolator.



KAPITEL 2

Physikalische Heuristik zur elektrischen Leitfdhigkeit

Elektrische Leitfihigkeit: Quantifizierung der Fahigkeit eines Materials auf ein
angelegtes elektrisches Feld mit einem elektrischen Strom zu reagieren.

Réumlich konstantes, zeitabhéngiges Feld:

=’

SINON
-

Abbildung 2.1:

— Energie:
Hg(t):=H+ E() - X,
H hier geméB ANDERSON, Operator: (X,)(z) = z.90(x), a=1,...,d.

— elektrische Stromdichte fiir nicht wechselwirkende, identische Elektronen:
Q.m. Erwartungswert des Geschwindigkeitsoperators eines elektrons mit
FErRMI-Funktion .

J(tE)y = —T(wp(t)Xa) (2.1)
mit

- Spur pro Volumen 7 := E[{(dy, (+)do)]
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- Geschwindigkeitsoperator X (nicht zufillig!)
X, = i[H(t), X.] = i[-A, X,].

(Ubung: (Xaw)(a:) =p(r +ey) —ith(x —ey))

- Zeitentwickelter Zustand im E-Feld aus thermodynamischem Gleichgewicht
(Temperatur T > 0, chemische Potential p € R) zur Zeit t = —oo:

wg(t) (zuféllig!)
16st das Anfangswertproblem der LIOUVILLE-VON NEUMANN-Gleichung

i) = i[O, u]

- in geeignetem nicht-kommutativen LP-Raum von Operatoren: Siehe néichstes
Kapitel.

- chemisches Potential 1 codiert die Elektronendichte (Jargon fir T'=0: u =
FERMI-FEnergie)

Da (2.1) nicht berechenbar fiir beliebige FE(t) ist (viel zu kompliziert!),
beschéftigen wir uns mit der Linearen Antworttheorie: falls J(t, E) TAYLOR-
entwickelbar in F bis zur Ordnung 2 ist, so ist die erwartete Form:

J(t,E)o = Z/t dt' 5a5(t — 1"V Es(t") +O(E?).
=170

4

'

Jlin(tvE)oz

— keine E°-Terme, da E=0= J =0
— Lineare Antwortfunktionen t — F,5(t) € R

- ,Mafl“wie stark ein E-Feld Eg(#') in der Vergangenheit (¢’ < ¢ +» Kausalitét!)
Stromdichte J(t, E), in der Gegenwart beeinflusst.

- wird ausschliefllich durch H (hier: ANDERSON) bestimmt

Falls E(t) = [, dv ea,5(V)Es(v) [E reel = E(v) = E(—v)] = Jun(t, E)q =
ZZZI [o dv €”'0,5(v)Es(v) Stromdichte in linearer Antwort.

Komplexe frequenzabhingige Leitfihigkeit (Matrix mit Eintrégen)

o
Vi oa(v) = / dt e ™ 5.5(t), vER.
° R
€
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In-/auflerphasiger Anteil

Re(o,s(v)) ,gerade in v
V
i Im(oap(v)) ,ungerade in v

= Zerlegung Jy,(t, E)o = Ji (£, E)o + JE(t, E)y

— Ylin
NS

~
Anteil von Re  Anteil von ¢ Im

in- beziehungsweise auferphasiger Anteil des linearen Antwortstroms.

Interpretation: E(t) = FEycos(vot) (bzw. sin(vt)).

= Ji" ~ cos(vpt) (bzw. sin(ipt))

J;EZQZ ~ sin(vot)  (bzw. cos(vpt))
Ziele:
— Mathematische Rechtfertigung des obigen Vorgehens
— Dichte 0,4 durch Spektraleigenschaften von H aus — KUBO-Formel
~FirT=0und p € Ej. : 045(0) =0Va,8=1,...,d
——

Gleichstromleitfahigkeit
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KAPITEL 3

Nicht-kommutative LP-Riume ergodischer Operatoren

Wir betrachten den HILBERT-Raum H = [?(Z?) und die messbare Abbildung
A:Q — BL(H), w~— A“, wobei BL(H) die Menge der beschrénkten linearen
Operatoren auf H bezeichne. Dartiberhinaus ist w — (¢, A1) messbar fiir alle
v, € H.Es sei (7;),ez¢ eine Gruppe ergodischer Transformationen auf Q. Wir
benotigen eine Referenz-Algebra und eine halbendliche, normale, treue Spur.

3.1 Definition (Referenz-Algebra)

IC:={A:Q — BL(H) messbar, ergodisch, ||A]l_ < oo},

mit [[A], := P-essup,cq [|A]lp,- Analog zu 1.3 ist A™* = Uy A*U, mit U,
unitire (projektive) Darstellung von Z? auf H.

3.2 Lemma K ist VON NEUMANN-Algebra, das heifit x-invariante, schwach
abgeschlossene Unteralgebra von BL(H*), wobei

H® = / P (dw)
Q
H:={V = (¢“)peq : ¥ € H fiir P-fast alle w € (Q,

w > ||¢*]| messbar, (U, V), < co}.

(D, V), = [, P(dw) (¢*,9*) sei das zugehorige Skalarprodukt.

Beweis: (Skizze)
Ziel: Benutze VON NEUMANNs Bikommutantensatz:

K voN NEUMANN-Algebra in BL(H) < K =K".

Hierbei bezeichnet K’ := {A’ € BL(H®) : [A",A] = 0 Va € K} die Kom-
mutante und K" := (K') O K die Bikommutante. Wir miissen zeigen, dass
K" C K giiltig ist.

—klar: K C BL(H®) [w +— (AU)“ := A“y)* messbar (zerlegbarer Operator:
Diagonal in w)]

Charaktersisierung:

13
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3.3 Satz
A € BL(H®) zerleghar < A€ M/,

wobei M := {M; € BL(H®): f € L>*(Q,P)} und (M;¥)* := f(w)y*
[Beweis: DIXMIER, Cor., p.188]

— A ergodisch & U,AY = A™“U, Vx € 74, Definiere U, € ABL(HQ) via
(U, W)* := Uyp™=*, also A ergodisch < S € U, wobei U := {U, : = € Z%}
= K=MnU
= K'oM'uu" > Muu

K'DM K'ou
=K' C€C MudK" C U, dhK"CMnU =K

3.4 Definition (und Lemma; Spur auf K)
Sei

Ko C, A / dP(w) (80, A“05) =: 7(A).

Dann gilt
i) [7(A4)] > ||All, YA e K, also T € K*

(i) 7(A*A) = 7(AA*) VA € K

i)
(iii) Trew: 0 £ A >0 = 7(A) >0
(iv) Normal: Fiir alle beschrankten, wachsenden Netzte (A;)icr gilt
T(supe; A;) = sup;e; 7(A:).
Es sei erwihnt, dass aus (i) und (i7) die Endlichkeit folgt.

Beweis:

(i) klar!
(i)

T(A*A) PARSFVAI Z / d]P, 507A*w5 ><5:v7Aw50>

xC€Z4

Ta maﬁerh Z / d]p 507Aw5 > <57:1:7A*w5 >

z€Z4

— (447
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(iii) Sei A > 0 und 0 = 7(A) = [, dP(w) (6, A“do)
———

>0

= 0= (0, A%0p) fiir P-fast alle w € Q

TS (6, A0, = <50,U;A“Ux 50> —0Vw e, B(Q,) = 1
——

ATzw

= oy € 20 |(0,, 49,0 20| ((4)46,, (4%)36, )|

CAUCHY-SCHWARZ 1 % 1 2
< (A%)20,|| " |I(A¥)24,

(32,4 5,)=0
Sei Q 1= (0 Qu, 50 folgt P(Q) = 1 und fiir alle w € Q

(64, A¥6,) =0 Va,y € Z = A¥ =0.

(iv) Folgt aus sup,c; (¢o, AYw0) = (o, sup;c; AY o) fiir P-fast alle w.

3.5 Definition ( Nicht-kommutative LP-Réume)
Fir p € [1,00[ ist [||A]l|, :== T(|A‘p)% Norm auf K (7 treu, |A] := (4*A)2).
Setze fiir p € [1, o0]

() = M

3.6 Bemerkung

(i) Definition 3.5 benutzt die Endlichkeit von 7. Falls 7 nur halbendlich ist,
fithre eine Vervollstandigung beziiglich der 7-MafB-Topologie ein (generel-
les Vorgehen!).

(ii) LP(K) enthilt unbeschriankte Operatoren fiir p < occ.

3.7 Satz

(i) LP(K) ist ein BANACH-Raum fiir alle p € [1, 0c], insbesondere ist L>°(K) =
K.

(ii) L*(K) ist ein HILBERT-Raum beziiglich ((A, B)) := 7(A*B).
(iii) Fiir alle p € [1,00]; 1+ 1 =1und A € LP(K), B € LY(K) gilt:

AB,BA € L*(K), 7(AB) = 7(BA) und |7(AB)| < |||Al||,]||B]||, (HOLDER)
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(iv) L®(K) € LP(K) € L¥(K) C LY(K) fiir alle p > p' €]1, 0.

Moral: Wie komm. LP-Rdume mit endlichem Maf!

3.8 Definition Sei K5 := {A € K: 3R >0, sodass (d,, Ad,) =0, falls |z —
y| > R} x-Unteralbegra der ,endlichen Bandoperatoren®. Fiir a € {1,...,d}
ist Oy @ A — i[X,, A] =: 9, A wohldefiniert als Abbildung von Kp in sich selbst
(Ubung). Setze 0 := (1, ...,0q)

3.9 Bemerkung
— X, ist micht ergodisch!!!
~ {0z, 0aAby) = (z — y) (0z, Ady)

3.10 Lemma ( Nicht-Kommutativer SOBOLEV-Raum)
Fiir alle p € [1, o0] gilt:

(1) WHP(K) == {A € LP(K) : 0,4 € LP(K), a = 1,...,d} liegt dicht in
LP(K) und O ist x-Derivation auf Wh?(K).

(i) 7(0A) = 0 fiir alle A € WH(K)

Beweis: (Grundidee)

(i) g liegt dicht in K beziglich ||| - |||l (siche DOMBROWSKI),
KHHHP — Lp<lc> = Kgm;a _ Lp<IC> und ICB g Wl,p(K).

*-Derivation:
Oy A* = (0, A)*, O, linear und
On(AB) " (9,4)B + A(0,B)
fiir alle A, B € W1P(K) mit AB, (0,A)B, A(0,B) € LP(K)
(ii) klar, da X5, = 0.

3.11 Bemerkung Geméifl Bemerkung 1.8(7i7) ist

fr(H) e WH(K) Vp e [1,00], falls T > 0 und p1 € Ejge.
3.12 Definition Sei H € L*(K) und p € [1,00]. Wir definieren den Liou-

VILLE-Operator
L:LP(K)— LP(K), A i[H,A].



3. NICHT-KOMMUTATIVE LP-RAUME ERGODISCHER OPERATOREN
3.13 Bemerkung
(1) eL & BL(LP(K)) mit ||£]] < 2[[[H]]]o
(ii) Fiir p = 2 ist £ = £* auf L?(K) (Ubung)
(iii) Fiir alle A € LP(K) und fiir alle B € L(K) mit 1 4+ 1 =1 gilt

7((LA)B) = —7(A(LB)) (Ubung)

17
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KAPITEL 4

Lineare Antworttheorie in LP(K)

Grundvoraussetzungen:
— H wie in Definition 1.1
~ E e (C.(R))4, E(—y) = E(v), E(t) = [pdv " E(v)

—Fiir n > 0 sei F)( f ds € E(s) adiabatische Finschalten
——
Ey(s)
Ungleichung: Da Hg, (t) = H + E,(t)X nicht beschrankt, verwende H,(t),
(Hy(t))(x) = Y e 00Dy + wep(a)
5

fiir alle ¢ € (?(Z?) und fiir alle x € Z<.
— physikalisch gleichwertig:
0 w
Z@d’t = Hp, (¢ < 5 1/% H, (t)psi,  (x)
mit psi, == eFnOXq),.

~ H,(t) € L=(K) fiir alle ¢.

4.1 Satz (Yosida; Propagator fiir Schrédinger-Gleichung) Fiir P-fast
alle w € Q und fiir alle t,s € R existiert ein U*(t,s) € BL(I*(Z%)) unitiir,
sodass

- U“(t,r)U%(r, 5)~: U(t,s,),U%(t,t) = 1,U%(t,s) = (U“(s,t))~
—i2U“(t,s)p = HE(t)U(t, s)¢ (also:(x))

- i%U“(t, s)p = —=U“(t, s)ﬁ,‘;’(s)gp

— (t,s) — U“(t,s) stark stetig

Beweis: Satz X1V.3.1 in YOSIDA, Func. Analysis, 1980. U

4.2 Bemerkung Spezialfall E(T) = 0 (also H,(t) = H):
U@ (t,s) = UMWt —s)

mit U (t) = e—itH*

19
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4.3 Definition (und Lemma)
Fiir alle p € [1, o0], fiir alle A € LP(K) und fiir alle ¢, s € R sei

U(t,s)A:w— U“(t,s) AU (s,1).

Es gilt:

~U(t,s) € BL(L*(K)) (Messbarkeit).
—U(t, s) ist eine Isometrie, fiir p = 2 unitér.
—(t,s) — U(t, s) stark stetig.

—i2U(t,s)A = [H,(t),U(t, s)A.
—iU(t,s)A = -U(t, s)([H,(t), A]).

Aus den letzten beiden Punkten folgt 2U(t,s) und £U(t,s) liegen in
BL(L*(K)). Analoges gilt fiir Uy(t) := e~ ">

4.4 Satz Sei p € [1,00[, T > 0 oder j € Ej,.. Das Anfangswertproblem

igwe,(t) = [Hy(t), we, (1)
limy o wg, (t) = fHT(H)
hat eine eindeutige Losung t — w(t) € LP(K), wobei

wg, () = sh—glo Ul(t, s)wo
t

= fu (H,(1)) —/ ds e U (t,s)(E(s) - 0, (Hy(s)))-

—00

Bewers: Satz 4.1, Definition und Lemma 4.3. Explizizte form der Losung durch
Differenzieren bestétigen. Benutze

~;)<t> — eiFn(t)-X]¥w67iFn(t)-X
) — ez‘Fn(t)-Xfi“(Hw)efiF,,(t)-X in l2(Zd)
) = e OO(f(H)) in L7(K).

4.5 Satz Sei T' > 0 oder pu € Ej,.. Dann ist

R >y = J(t,vE,) := T(wyg, (t)0H,(t))
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differenzierbar in v = 0 und fiir alle o € {1,...,d}

Jiin(t, Ey)a i= J(t,vEy)a

0
8_7 "\/:0

d t
= — ZT (/ ds e Eg(s) (e_i(t_s)ﬁaﬁf;f(H)) aaH)
= Z/ dv e“’tEg (V)oup(v,m)

mit
t
oy == (s (o, in) o,

[e o]

=it((L+v— in)_lagfuT(H))@aH

adiabatisch reqularisierte Leitfihigkeit.

4.6 Definition Sei 7' > 0 oder i € Ej,., sei B C R BOREL.

ST (B) i= —m ({0 H, x5(L)0s f1 (H)))

Leitfdhigkeitsmaf (gerades, positives Maf!). Damit

) 1
T () = / ST (4))
T™JR

A+v—in
4.7 Satz
J(t, By \rle/du eV B (v Re( oN T, ))
d
Z/EHT th< )
=1
Beweis:

Re (o o)) = [ 225N

A+v)2+n?

4.8 Bemerkung

(i) Ob sl s absolut stetig beziiglich des LEBESGUE- Maﬁes ist, ist ein offenes
5 (dv)
du

Problem. Sollte dies gelten, so wére Re (craﬁ (1/)) =



22 4. LINEARE ANTWORTTHEORIE IN LP (K)
(ii) Definition 4.6 ist die KuBo-Formel fiir das Leitfahigkeitsmaf.

4.9 Satz(Gleichstromleitfihigkeit) Es sei p € Ej,., so gilt

lim o3(0, 1) = i { f}\(H) [0af,/(H), 05 [} ()] }
=0.



