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VORWORT

In der ersten Hilfte des 20. Jahrhunderts beschiftigte man sich in der Wahrschein-
lichkeitstheorie vornehmlich mit klassischen Grenzwertséitzen, wie den starken Ge-
setzen der groffen Zahlen, den zentralen Grenzwertsitzen und den Gesetzen vom
iterierten Logarithmus, und dies fiir Summen unabhingiger Zufallsgroflen. Der zen-
trale Grenzwertsatz fand seither viele Anwendungen in der Statistik, insbesondere
beim Studium der Verteilungen von Teststatistiken. Methodisch ist die Theorie der
Fourier-Transformierten das verwendete Handwerkszeug, welches gew6hnlich nicht
dazu dient, auch die Konvergenzgiite des Grenzwertsatzes abschéitzen zu kénnen.
1940 haben Berry und Esséen mittels einer sogenannten Glattungsungleichung ei-
ne erste Rate der Konvergenz in Form einer exakten Schranke geliefert. 1966 hat
Le Cam ein vergleichbares Resultat fiir das Poissonsche Gesetz der kleinen Zahlen
geliefert. Die Resultate beziehen sich auf den Fall unabhéngiger Zufallsgrofien. In
Anwendungen liegt jedoch meist Abhingigkeit vor, wo die Methode der Fourier-
Transformation nur schwerlich zu Konvergenzgiite-Abschitzungen fithren kann.

1972 hat Charles Stein fiir den Fall der Normal-Approximation eine neue Methode
entwickelt, die heute Steinsche Methode genannt wird. Sie basiert auf einem Diffe-
rentialoperator und einer Wahl eines austauschbaren Paares von Zufallsgrofien; die
Kombination dieser Techniken ist noch heute schwer verstindlich, sie fiihrt aber
zu expliziten Abschitzungen des Approximationsfehlers auch im Fall abhingiger
Zufallsgroflen.

Stein wendete seine Methode zunéchst fiir den zentralen Grenzwertsatz (ZGW) fiir
Summen stationérer, mischender Zufallsgréfien an. Poisson-Approximation wurde
1975 von Louis Chen studiert. 1988 wurde die Methode fiir stochastische Prozesse
entwickelt, der multivariate ZGW wurde 1991 mittels der Steinschen Methode un-
tersucht. Stein’s Idee, mittels Konzentrationsungleichungen seine Methode fortzu-
entwickeln, wurde 2001 verwirklicht. Dies sind nur einige Stationen der Entwicklung
der Steinschen Methode in den zuriickliegenden 30 Jahren.

Der Grund fiir die Starke der Steinschen Methode bleibt bis heute mysterios. Viele
Probleme sind offen. Die Kontrolle des Verhaltens der Losungen der Steinschen Glei-
chungen kann sehr schwer sein. Multivariate Verteilungen wurden bisher kaum un-
tersucht. Punktprozess-Approximationen und ihre Giite sind noch recht schlecht ver-
standen. Trotzdem fand die Steinsche Methode bereits viele Anwendungen, wie etwa
in den Bereichen raumlicher Statistiken, der Theorie zufélliger Graphen, der ,,compu-
tational biology*“, bei interagierenden Partikelsystemen, beim Bootstrap-Verfahren,
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bei der mathematischen Untersuchung von Epidemien, sowie in der Versicherungs-
und Finanzmathematik.

Viele Varianten des eigentlichen Zugangs von Stein sind entstanden. Methodisch ist
die der Kopplung hervorzuheben.

Das vorliegende Skript entstand zu einer Vorlesung, die ich in Bielefeld und in
Bochum zu diesem Thema gehalten habe. Es behandelt vorwiegend den Fall der
Normal- und Poisson-Approximation. Unter den vielen Beispielen treten Zufallsgra-
phen kontinuierlich auf. Aktuelle Entwicklungen werden in Ausblicken am Ende der
Kapitel beschrieben.

Die Steinsche Methode begegnete mir bei Friedrich Gotze in Bielefeld, vertieft spéter
in Ziirich bei Andrew Barbour und Erwin Bolthausen. In vielen Diskussionen mit
ihnen und mit Gesine Reinert und Goscha Roos begann ich zu verstehen, was in
diesem Teilgebiet der Stochastik fasziniert und staune immer wieder, wie mysterios
sie, die Steinsche Methode, doch bleiben kann.

Mein Dank gilt den geduldigen Horerinnen und Horern meiner Vorlesungen, die
Ungenauigkeiten und Schreibfehler entdeckten. Mein Dank gilt auch Hanna Déring,
die das Skript sehr engagiert iiberarbeitet hat.

Bochum, im Oktober 2003

Peter Eichelsbacher
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1. DIE POISSON-VERTEILUNG

In diesem Kapitel stellen wir einen Satz von Le Cam aus dem Jahr 1960 vor. Der
Satz gibt eine Abschitzung des Totalvariations-Abstands zwischen der Binomial-
Verteilung und einer Poisson-Verteilung an und behandelt somit die Konvergenzgiite
des klassischen Grenzwertsatzes von Poisson. Der Beweis stellt eindriicklich die
sogenannte Kopplungsmethode vor. Le Cams Resultat, sprich die Schranke der
Abschitzung, zu verbessern ist ein natiirlicher Sport in der Mathematik. Eine ein-
drucksvolle Verbesserung gelingt mit Hilfe der Steinschen Methode, die in Kapitel 2
fiir den Fall der Poisson-Approximation entwickelt wird.

Zunichst erinnern wir an einfache Begriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie und Ei-
genschaften der Poissonverteilung. Wir fithren den Totalvariations-Abstand ein und
formulieren den Satz von Le Cam. Als Vorbereitung fiir den Beweis des Satzes stel-
len wir ein Kopplungslemma bereit. Wir schliessen mit einer Diskussion des Results
von Le Cam.

Vorerst kommen wir mit den Grundgréfien der diskreten Wahrscheinlichkeitstheorie
zurecht, als da sind:

Definition 1.1. (i) Ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum (£, p) besteht aus
einer endlichen oder abzdhlbar unendlichen Menge 2 und einer Abbildung
p:Q—[0,1], fiir die Y ., p(w) =1 gilt.

(ii) Ereignisse sind Teilmengen von €. Fiir A C Qist P(A) := > _, p(w).

(iii) X : Q — R heift (diskrete) Zufallsvariable / Zufallsgrifie. Es sei f(z) :=
P(X = z). Dann ist (X(2), f) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum. f
heifit die Verteilung (Wahrscheinlichkeitsverteilung) der Zufallsgrofie X .

(iv) Es sei X eine Zufallsgrofie. Man sagt, dass der Erwartungswert von X exi-
stiert, falls 3~ ¢ v(o) [2| P(X = 2) < oo ist. Der Erwartungswert von X ist
dann definiert durch

EX)= Y zP(X=2z).
z€X(Q)
Wir schreiben oft EX statt E(X).

(v) Es sei X eine Zufallsgrofie mit existierendem Erwartungswert EX. Dann
heif}t
V(X)i= ) (2—EX)* P(X =2)
2€X(Q)
die Varianz von X und S(X) := +,/V(X) die Standardabweichung von
X, falls die auftretende Reihe konvergiert.
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(vi) Sind X und Y zwei ZufallsgroBen, so wird die Kovarianz zwischen X und
Y definiert durch cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y), falls alle in diesem
Ausdruck vorkommenden Erwartungswerte existieren.

(vii) n diskrete Zufallsgrofien Xy, . .., X, heiflen stochastisch unabhéngig , wenn

n

P(Xi=z,..., Xy =2)=][[P(Xi=2)

=1

fiir alle z; € X;(Q2), i € {1,...,n}, gilt.

Bemerkung 1.2. Beispiele und Rechenregeln zu all diesen Groflen entnehme man
einer einfiihrenden Vorlesung zu den Stochastischen Methoden (siehe zum Beispiel
das Buch von U. Krengel [Kre88]).

Es sei daran erinnert, dass eine Zufallsgrofie X mit der Verteilung

P = 1) =b(kinp) = () (-

mit £k =0,1,...,n binomialverteilt mit Parametern p und n heifit.

Die Bedeutung dieser Verteilung liegt in Folgendem: man betrachte eine Bernoulli-
Kette von Experimenten der Lénge n mit Erfolgswahrscheinlichkeit p (n-maliges
Durchfiihren ein und des gleichen Experiments, und zwar stochastisch unabhéngig;
Produktraum). Dann ist die Anzahl der Erfolge binomialverteilt.

Bemerkung 1.3. Bei aller Bedeutung dieser experimentellen Situation sei schon jetzt
bemerkt, dass gleiche Bedingungen fiir die Einzelexperimente und die stochastische
Unabhéngigkeit der Einzelexperimente in der Praxis kaum realisierbar sind. Wir
wollen daher in dieser Vorlesung nicht-identisch verteilte und (oder) abhingige
Experiment-Ketten in den Vordergrund stellen. Trotzdem erinnern wir zunéchst
an den i.i.d. (independent and identically distributed) Fall.

Eine Zufallsgrofie X mit X (©2) = Ny und Verteilung p(k|A) := 6_)‘/1\9_’: heifit Poisson-
verteilt mit Parameter A > 0. Es handelt sich um eine Verteilung, denn

)\k
_ A AT AN
Zp(lﬁ\/\)—e Zk!—e et =1
E>0 k>0
Der Erwartungswert dieser Verteilung ist leicht auszurechnen:

o o o Ak_l

_ Ak B B R Ak -
> kp(klA) =e *Z’fp:e A’\X:WZe AAZﬁ:e Met =\
' k=1 ’ k=0

k=0 k=0
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Eine Poisson-verteilte Zufallsgrofle hat also Erwartungswert \. Als néchstes wollen

wir die Varianz ausrechnen:

o B o0 )\k
E(X?) = Y KpklA) =e AZ/&’F
k=0 k=1 )

A - )\k A = )‘k+2 2
= e Z(k(k—l)-ﬁ-k)ﬁ—e_ > A= XA
k=1 k=0

Somit gilt
V(X)=EX?) - (EX)?2=X2+1-X =)\

Erwartungswert und Varianz einer Poisson-verteilten Zufallsgréfie sind gleich dem
Parameter A.

Einer der &dltesten Grenzwertsitze in der Wahrscheinlichkeitstheorie ist Poissons Ge-
setz der kleinen Zahlen , wonach b(k; n, p) gegen p(k|)\) fiir n — oo konvergiert, wenn
p=p(n) = 2 fiir A\ > 0 vorausgesetzt wird (genauer: wenn lim,_,. np(n) = A > 0).
Dies bewies Poisson im Jahre 1837. Hier ist p = P(das k-te Teilexperiment liefert
Erfolg). Diese Wahrscheinlichkeit muf also klein werden in n. Dies ist bei der Beob-
achtung einer festen Folge zufiilliger Einzelexperimente (Zufallsgroflen) X, X, ...
mathematisch aber schon nicht moglich. Zur Prézisierung des klassischen Grenz-
wertsatzes benotigt man eine Folge wachsender Serien von Zufallsgroflen:

XY,

X x{;

XY, X7, x5%;
x™ o x
(man nennt dies ein Dreiecks-Schema ), wobei P(X{™ = 1) = p, und P(X™ = 0)
=1—pp, i € {1,...,n}, sei. Wir betrachten dies nicht weiter (vergleiche trotz-
dem Kapitel 5, §4, in Borovkov [Bor76]). In einem konkreten Beispiel liegen aber
p (konstant) und n vor. Naheliegend ist nun der Ansatz A := np. Man méchte in
dieser Situation Poisson-Approximation studieren, also der Frage nachgehen, wie
gut die Poisson-Wahrscheinlichkeiten p(-|A) die vorliegenden Wahrscheinlichkeiten
anndhern. Bevor wir ein Resultat von Le Cam aus dem Jahr 1960 formulieren, fiihren
wir einen speziellen Abstand auf der Menge der Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf
Ny ein:

Gegeben seien zwei Wahrscheinlichkeiten (dies sagen wir fiir Wahrscheinlichkeits-
verteilungen) P und @ auf Np.



Definition 1.4. Die Grifle
dry (P, Q) :=sup{|P(4) — Q(A)| : A C No}

heifit Totalvariations-Abstand oder kurz Totalvariation von P und Q).

Der Inhalt der folgenden Bemerkungen ist jeweils eine einfache Ubung.

Bemerkungen 1.5. (i) Esgilt dry (P, Q) = %Zkzo |P(k)—Q(k)|, wobei P(k) :=

P({k}).

(ii) dry(:,-) ist eine vollstindige Metrik auf dem Raum aller Wahrscheinlichkei-
ten auf Nj.

(iii) Die Definition ist einfach iibertragbar, wenn N, ersetzt wird durch einen
beliebigen mefibaren Raum (€2, A).

(iv) 0 <dry(,-) < 1.

(v) Eine Folge reellwertiger Zufallsgréfien (Y,)nen konvergiert gegen eine Zu-
fallsgrofle Y in Verteilung , wenn

lim P(Y, <z)=PY <x)

n—0o0
gilt fiir alle Stetigkeitspunkte = von F(z) := P(Y < z). In Zeichen schreibt
man dafiir: Y, % Y. Sind die Zufallsgroflen Ny-wertig, ist dies gleichbedeu-
tend mit

nll)rgo P(Y,=k)=P(Y =k)
fiir alle £ € Ny. Sei nun (X, ),en eine Folge von Zufallsgréfen mit Werten in
Np. Diese konvergiert in Verteilung gegen eine Wahrscheinlichkeit P genau
dann wenn

nlggo dTV([’(Xn): P) =0.

Hier bezeichnet £(X,) die Verteilung von X,,. Ist {2 nicht diskret (zum Bei-
spiel R), so ist die Konvergenz in Totalvariation stéirker als die Konvergenz
in Verteilung (und manchmal einfach zu stark, um niitzlich zu sein).

Es gilt nun (siehe [LC60]):

Satz 1.6. (Le Cam, 1960) FEs seien I, ..., I, unabhingige Zufallsgrifen, definiert
auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum, mit P(I; = 1) = p; und

P, =0)=1—p;mit0<p; <1 firalei=1,...,n. Ses W:=1, +---+ I, und
A =KW =pi+ -+ p,. Dann gilt:

drv(L(W),Po(X)) < Zp?,

wobei Po(\) die Poisson-Verteilung mit Parameter \ bezeichne.
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Es folgt dann unmittelbar:

Satz 1.7.
dTV(B(nap)a PO(TLp)) S ’pr2,
wobei B(n,p) die Binomial-Verteilung zu den Parametern n und p bezeichne.
Bemerkung 1.8. (i) Fiir B(n,p) ist der Erwartungswert n p, daher der Ansatz
Po(n p) gewihlt.

(ii) Es folgt der klassische Grenzwertsatz von Poisson: Aus lim, . (np(n)) = A
folgt lim, 0 p(n) = 0 und somit lim,_,. np(n)? = 0. Da

|b(k;n,p(n)) — p(klnp(n))| < 2dpy(B(n,p(n)), Po(np(n))),
folgt
Tim_ |b(k; n, p(n)) = p(k|np(n))| = 0,

und mit lim, . p(klnp(n)) = p(k|\) folgt dann der Grenzwertsatz von
Poisson.

(iii) Es darf also auch n p(n) — oo gelten, wenn nur n p?(n) — 0 erfiillt ist (zum
Beispiel kommt somit auch p(n) = 1/n?/? in Frage).

Wir geben den Beweis von Satz 1.6. Hierbei werden wir eine Kopplungsmethode
anwenden. Auflerdem kénnen wir erkennen, dass noch Platz in der von Le Cam
gefundenen Abschitzung ist. Wir benétigen die folgenden Vorbereitungen:

Proposition 1.9. X und Y seien unabhdngig und Poisson-verteilt mit Parametern
A beziehungsweise > 0. Dann ist X +Y Poisson-verteilt mit Parameter A + L.

Beweis: Fiir n € Ny gilt:

P(X+Y=n) = Y P(X=kY =n—k)
k=0
= Y P(X=k)P(Y =n—k) (Unabhingigkeit)
k=0

N L 7 u 1 ~ (1 (& nek
— A Ap—h — Ak k) gmOti)
> e = (X ()

1 _
= (A4 p)e A1) = p(n|X\ + p).
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Per Induktion folgt sofort, dass die Summe von endlich vielen unabhéingigen Poisson-
verteilten Zufallsgroflen wieder Poisson-verteilt ist, wobei der Parameter sich als
Summe der Einzelparameter ergibt.

Wir verwenden eine Technik, die man Kopplung nennt. Nehmen wir an, f und
g seien zwei Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf No: f,¢: Ny — [0,1], >, f(k) =
>, 9(k) = 1. Wir wollen zeigen, dass Y, |f(k) — g(k)| klein ist. Wir werden das
tun, indem wir Zufallsgréflen X, Y auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum
Q) konstruieren, die die Verteilung f beziehungsweise g haben, und die ,,md&glichst
weitgehend “ {ibereinstimmen. Es soll also die folgende Situation vorliegen:
f(k)=P(X=k), g(k)=PY =k).

A sei ein Ereignis mit X (w) = Y (w) fiir w € A, das heifit A C {w: X (w) =Y (w)}.
Man sagt, X und Y seien auf A ,,gekoppelt“.

Lemma 1.10. Unter den obigen Bedingungen gilt
1 .
£ 1) — o()| < P(A%).
k=0

Beweis: Sei M := {k € Ny : f(k) > g(k)}. Dann ist

SRy —gk)] = D (f(k) = g(k)) = Y (F(k) — g(k))
k=0 keM k¢ M
= 2) (f(k)—g(k) =) _(f(k) —g(k))

20P(XeM)—PYeM)—-(1-1)

2(P(X e M;A)+ P(X € M,A°) — P(Y € M))
2(P(Y € M,A)+ P(A°) — P(Y € M))
2P(A°).

IA I

IN

|

Wir wenden nun dieses Kopplungsargument an, um Satz 1.6 zu beweisen. Der Haupt-
teil des Beweises besteht in einer geeigneten Wahl des zugrundeliegenden Wahr-
scheinlichkeitsraumes. Da wir nur die Verteilung von W berechnen miissen, ist es
quasi egal, auf welchem Wahrscheinlichkeitsraum die Zufallsgréfien I; definiert wer-
den. Es ist fiir uns nur wichtig, dass die Zufallsgroflen unabhiingig sind und

P(I; = 1) = p; sowie P(I; = 0) = 1 — p; gilt. Diese Freiheit nutzen wir fiir eine
Wahl derart, dass eine Poisson-verteilte Zufallsgrofle zum Parameter A moglichst
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weitgehend mit W in Verteilung iibereinstimmt. Dazu sei ©; = {-1,0,1,2,...},
P;(0) = 1—p; und Pi(k) = &7 pf fiir k > 1 sowie Py(—1) = 1—P;(0) —>_,5, Pi(k) =
e~?i — (1 — p;). Nach Konstruktion sind somit (;, P;) W.-Réume. Betrachte dann
den Produktraum (2, P) der (€, ;). (Erinnerung: Q = Q; X --- x Q,. Fiir jedes
w=(w1,...,wy) € definieren wir P(w) = Pi(w1)Py(ws) - - - P, (wy). Offensichtlich

gilt > o P(w) = 1.) Wir setzen fiir w € (2

falls w; = 0,
Ii(w)::{o’ alls w; =0

1, sonst

und
falls w; = >
Yi(w):z{k’ alls w; = k, k> 1,
0, sonst .

Dann haben nach Definition die Zufallsgréfen I; die geforderte Verteilung:

P(I; =1) = p; und P(I; =0) = 1 — p;. Sie sind weiter nach Definition des Produk-

traumes unabhéingig. Die Y; sind nach Definition Poisson-verteilt zum Parameter p;

und ebenfalls unabhéingig. Also folgt mit Proposition 1.9, dass Y = Y; +--- 4+ Y,

Poisson-verteilt ist zum Parameter A. Nun stimmen die Zufallsgréfien in den Werten

0 und 1 iiberein, und es ist P([; = Y;) = P;(0) + P;(1) = (1 —p;) + e Pip;, und somit
P(I; #Y;) = pi(1 — e ™) <pf,

denn fiir z > 0 gilt 1 — e < z. Nach Lemma 1.10 folgt dann
1 o0 n n
5 2 [PW=k)—pEX)| < POV £Y) <Y P(Li#Y) <) p;.
k=0 i=1 i=1

Damit ist Satz 1.6 bewiesen.

Bemerkungen 1.11. (i) Wie gut ist die Abschétzung Y, p7 ? Betrachte den
Fall p=p; = --- = p,, also Satz 1.7, so gilt fiir £ = 0 via Potenzreihenent-
wicklung:

2 —np
P(W = 0) — p(0lnp) = " 080) _ =p  g=np (”;i) ) =

Ist also -~ nicht zu klein, ist fiir £ = 0 die gegebene Abschiitzung kaum

2
noch zu verbessern. Fiir np grof§ ist e "? allerdings von Bedeutung. In
solchen Fillen scheint also noch Luft in den Abschitzungen zu sein. Das
abstrakte Verfahren 148t uns natiirlich beim Kopplungslemma fiir jedes
k € Ny noch Luft: Hier werden die Wahrscheinlichkeiten seltener Ereig-
nisse P(X € M) und P(Y € M) rausgeworfen. Dies ist tatséchlich in vielen

Fillen eine grobe Abschitzung.
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(ii) Wir rechnen ein Beispiel: Gegeben seien 10* Séicke mit Korn. Es sei bekannt,
dass sich in diesen Sécken 5000 markierte Kérner befinden. Wie grof ist die
Wahrscheinlichkeit, dass in irgendeinem fixierten Sack wenigstens ein mar-
kiertes Korn ist? Es ist p = # und n = 5000 (Kérner zufillig auf Sicke
verteilen). Also ist np = 0.5. Setze I = 1, wenn das k-te Korn in dem
ausgewiesenen Sack ist. Dann ist

5000
P(Z Iy = 0) ~e P =00
k=1

also ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit ~ 1 — e=%5. Der relative Fehler ist

1

Tio7> also erstaunlich klein.

kleiner oder gleich

Das Resultat von Le Cam ist eine konkrete Schranke fiir den Aproximationsfehler.
Naiirlich fragt man sich, wie gut diese Schranke eigentlich ist. Kann man ganz all-
gemein diese Schranke noch verbessern? Wir wollen in den folgenden Kapiteln in
Bezug auf die Poisson-Approximation vorstellen, dass man

(i) die Schranken verbessern kann,
(ii) weiterhin nicht-identisch verteilte I; untersuchen kann,
(iii) auch fiir abhéngige Zufallsgrofien I; Schranken finden kann,
(iv) die Methode der Konstruktion von Kopplungen weiterhin verwenden kann.

Dazu werden wir in die Steinsche Methode einfiihren. Wir werden viele Beispiele
abhéngiger Zufallsgrofien vorstellen.

In Bezug auf eine méogliche Poisson-Approximation fragen wir: wie stark ist das
Gesetz der kleinen Zahlen von Poisson von der Annahme der identischen Verteilung
der I; und der Unabhéngigkeit der I; abhingig?
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2. DIE STEINSCHE METHODE FUR POISSON- APPROXIMATION

Charles Stein [Ste72] hat 1972 eine Methode entwickelt, mit der er den Fehler in
der Approximation einer geeignet normierten Summe von abhéngigen Zufallsva-
riablen durch die Normalverteilung abschéitzen konnte. Die Methode ist enorm ef-
fektiv und ist heute nach ihm benannt. In den Folgejahren zeigte sich, dass die
Methode nicht auf den Fall der Normal-Approximation beschréinkt bleibt. 1975 hat
Louis Chen [Che76] (ein Schiiler von Stein) die Steinsche Methode fiir die Poisson-
Approximation eingefiihrt. Im Falle der Poisson-Verteilung spricht man in der Lite-
ratur daher auch von der Stein-Chen-Methode oder Chen-Stein-Methode. Wir wollen
die Methode hier fiir den Fall der Poisson-Approximation vorstellen. Wir nennen sie
fortan einfach die Steinsche Methode.

Wir stellen die Grundlagen der Steinschen Methode fiir Poisson-Approximation vor.
Unser erstes Beispiel wird eine Verbesserung des Satzes von Le Cam sein.

Zunéchst sammeln wir zwei Beobachtungen zur Poisson-Verteilung.

(i) Es sei g: Ny — R eine beschrinkte Abbildung und es sei Z eine Zufalls-
grofle, die Poisson-verteilt ist zum Parameter A > 0. Wir schreiben dafiir
im Folgenden immer Z ~ Po(\). Dann gilt:

E(Ag(Z +1) =Y Mg(j + 1);—56—*

j>0
und
Ay : N oa
E(Z 9(2)) =) _lg() e =Z/\g(3+1)j—!e :
I>1 >0

Wir erhalten also insgesamt:

]E{)\g(Z—l— 1) —Zg(Z)} =0

fiir jede beschriankte Abbildung ¢:Ny — R und jedes Z ~ Po(\).
(ii) Es gilt weiter: Ist f:Ny — R eine beschrinkte Abbildung und gilt
E(f(Z)) = 0 fiir Z ~ Po()\), so kann f immer in der Form

FG)=AgiaG+1) —jgrald), 720

dargestellt werden. Dabei ist g 5(-) eine beschrinkte Abbildung, die defi-
niert ist durch

o0

L S PN = L D s B, (2

A
k=j+1

g +1) =
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Der Nachweis erfolgt via einfacher Rekursion (Induktion): Ohne Einschrén-
kung setzen wir g;,(0) := 0. Dann ist fiir j =0

o) = T = 10 g
und
oG+ = (70) +jgm(j>>§
1 . . 1 .. _7 R
= 3fUpGIY) S EIV ,; p(k|A) e’ f (k
= T IGRENe +AJ'+1k2%pk|A ) e Sk
= T kNS (B

Diese Rechnung gilt immer, man benétigt bisher E(f(Z)) = 0 nicht. Dies
bedeutet, dass die bisher gefundene Losung g;, immer existiert. Es gilt

weiter
J 7)\/\k 00 f)\)\k
0=E(f(2) =Y I (k) + > — 1)
k=0 : k=j+1
J
=) pkl\) f(k)e* = - Z (X £ (k) €,
k=0 k=j+1

womit die zweite Darstellung folgt (hier verwenden wir E(f(Z)) = 0). Be-

zeichnen wir mit [|gy || := sup;>o g7 (7)| und ||f]| := sup;5|f(j)], dann

folgt mit (2.1)

o )\k—(j—i—l). \
logall < 111 32 At <ifile

k=j+1

also ist gy beschrénkt.

Wir fassen die obigen Rechnungen zusammen (siehe [Che76]):

Satz 2.2. (Chen, 1975) Sei f:Ny — R eine beschrinkte Funktion. Dann existiert
eine beschrinkte Lésung grx:No — R von

AgraG+1) —jdgm() = fG), 7=0
genau dann, wenn B(f(Z)) =0 mit Z ~ Po(\).
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Bemerkungen 2.3. (i) Ist Z ~ Po(A) und f:N — R eine beschriinkte Funktion
mit E(f(Z)) # 0. Dann folgt

1972(F)] — oo fiir j — oo.

(Ubungsaufgabe)

(ii) Essei X eine Zufallsgrofie mit Werten in Ny. Dann gilt sogar: X ist Poisson-
verteilt mit Parameter A > 0 genau dann wenn fiir jede beschréinkte Funk-
tion g:Ny — R gilt:

IE{/\g(X +1)— Xg(X)} = 0.

Die Poisson-Verteilung wird also durch diese Gleichheit charakterisiert. Der
Beweis ist recht elementar: Betrachte

£G) = hG) — e D2 h(k)

fiir jedes 7 € Ny, wobei h : Ny — R eine beschrinkte und reellwertige
Funktion ist. f ist beschrinkt und erfiillt E(f(Z)) = 0 fiir Z ~ Po(\) nach
Definition. Nach Satz 2.2 gibt es eine beschrénkte Losung gy mit

o0 k
0=E{ 070X + 1) - X gra3) | = B{100) > Y niiy g

k=0
wobei wir fiir die linke Gleichheit die Voraussetzung verwendet haben. Wih-
len wir nun speziell die beschriankte Funktion h4(j) := I[j € A] fir AC N,
( I[j € A] bezeichne die Indikator-Zufallsgréfie, die bei Eintritt des Er-
eignisses {j € A} den Wert 1 annimmt, sonst den Wert 0), so folgt aus
der rechten Gleichheit P(X € A) — Po(A\){A} = 0 fiir jedes A C Ny, wo-
bei wir die Bezeichnung Po(A\){A} = > .., p(k|A) verwenden. Somit ist
X ~ Po()). Einen schénen alternativen Beweis dieser Charakterisierung
der Poisson-Verteilung findet man in [Als00]. Dort wird mittels erzeugender
Funktionen argumentiert.

Wir schreiben kurz g; := gy ».

Wir betrachten nun die fiir das Weitere wesentliche Anwendung: es sei im Folgenden
Z immer eine Poisson-verteilte Zufallsgréfie zum Parameter A. Es sei A C Ny und
I[j € A] die Indikator-ZufallsgroBe. Weiter sei

fa(g) = 1[j € A] = Po(M){A}, j=0.
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Wie in obiger Bemerkung verwenden wir die Bezeichnung Po(A\){A} := >, p(k|A).
Nun ist f4(-) beschrinkt und E(f4(Z)) = 0 fiir jedes A C Ny. Also existiert nach
Satz 2.2 eine Losung der Gleichung

Agar(j+1)—jgan(y) =I[j € A] —Po(AN){A}, j>0 (STEIN-Gleichungen)

(2.4)
fiir jedes A C Ny. Mit der Bezeichnung U,, := {0,1,2,...,m} folgt aus der allge-
meinen Losungsformel (2.1) fiir g; z:

1
gar(j+1) = Aj;l e} (Po(A){ANU;} — Po(\){A}Po(A){U;}) (STEIN-Lésungen).
(2.5)
Wieder setzen wir (ohne Einschrinkung) g4 ,(0) = 0.

Den Nutzen dieser Stein-Gleichungen und ihrer Losungen kann man nun schnell
erkennen: Setze fiir j eine Zufallsgrofie W mit Werten in Ny ein, so folgt aus (2.4),
wenn man auf beiden Seiten der Gleichung den Erwartungswert bildet:

E(Agax(W + 1) — Waar(W)) = P(W € A) — Po(\){A}.

Wir sind an Poisson-Approximationen interessiert. Somit wollen wir also die rechte
Seite der Gleichung gleichméflig in A abschéitzen. Die Stein-Gleichungen sagen uns
nun, dass wir die linke Seite gleichméflig in A analysieren sollten. Wir hoffen also
auf eine gute Berechenbarkeit der linken Seite unter Ausnutzung der Stein-Ldsun-
gen gax(-), A C Ny, und moglicher Schranken dieser Losungen, gleichmiflig in A.
Tatséchlich kann man gute Schranken fiir die Losungen und fiir die Zuwéchse der
Lésungen finden, siehe Satz 2.9 und Satz 2.13. Diese gelten universell in dem Sinne,
als dass sie mit der Zufallsgrole W, deren Verteilung auf Poisson-Appoximierbarkeit
hin untersucht wird, nichts zu tun haben. Die Steinschen Methode besteht also aus
zwei Schritten:

(i) Zunéchst stellt man die charakterisierende Steinsche Gleichung fiir die zu
untersuchende Verteilung auf (hier die Poisson-Verteilung) und versucht
die Losungen der korrespondierenden Gleichungen gut abzuschitzen. Dieser
Schritt betrachtet also ausschlieflich die Target- Verteilung, losgelost von der
Frage, ob eine Zufallsgréfie W mittels der Target-Verteilung approximiert
werden kann. Natiirlich ist dieser Schritt auch das theoretische Herzstiick
der Methode, denn eine méglichst optimale Abschitzung der Lésungen und

der Zuwichse der Lésungen kann universell verwendet werden.
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(ii) Dann wird man die Eigenschaften der Zufallsgroe W des stochastischen
Modells ins Spiel bringen miissen, hier um den Ausdruck IE()\ gax(W +
1) — Wga(W)) abschiitzen zu konnen. In der Anwendung der Steinschen
Methode ist dieser Schritt der eigentlich aktive Schritt.

Wir betrachten (als Beispiel) die Zufallsgrofie W aus Satz 1.6 (Le Cam):

Es seien I, ..., I, unabhéngige Zufallsgroflen, definiert auf einem gemeinsamen
Wahrscheinlichkeitsraum, mit P(I; =1) =p; =1 — P(I; =0), 0 < p; <1,
j=1,...,nund

W= I; \=EW)=) p;
j=1 =1

Sei weiter .
Wi = Z Ij.
J=Lj#1
Wir kiirzen wieder ab: g4 := ga . Es folgt nun
E(Liga(W)) =E(L; ga(W; + 1)) = pi E(ga(W; + 1)), (2.6)

denn nach Definition ist I; stochastisch unabhingig von W;. Also ist
E(Aga(W + 1) — Wga(W sz (9a(W +1)) — E(ga (Wi + 1))).

Nun stimmen die Zufallsgré68en W und W; iiberein, es sei denn I; = 1. Dieses Ereignis
hat Wahrscheinlichkeit p;. Es folgt somit:

|[P(W € A) — Po(A){A}] <2 sup 194 (7)) Zp?

bzw.
[P(W € A) = Po(){A}] < sup|ga(j +1) |sz

Wenn wir nun noch die Grofien

A7 +1) —ganld)] und

gl =

Ag = Agay:= sup 1942 +1) = ga(d)]
3>
gleichméBig in A C Ny beschrénken koénnen, haben wir fiir den unabhéingigen Fall
die Funktionsweise der Steinschen Methode bereits vollstindig erfafit.

Bemerkung 2.7. Nach Kapitel 1 hoffen wir, dass entweder 2||g|| oder Ag kleiner 1
ist (sonst hétte sich der Aufwand nicht gelohnt).
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Nun wollen wir Ag, also die Zuwichse von g4, abschétzen. Sei Z ~ Po(A). Dann
ist
£4G) =S "Il = K] - P(Z = b)),
k€A
denn Wahrscheinlichkeiten sind abzihlbar-additiv und die Indikatorvariable zu einer

disjunkten Vereinigung von Ereignissen ist gleich der Summe der einzelnen Indika-
toren. Sei nun g die zugehorige Losung der STEIN-Gleichung zu

fe(g) =1l =kl - P(Z=k), j=0,
so vermutet man, dass die folgende Identitét gilt:
94(j) = ng(j)a (2.8)
k€A
denn bei endlich vielen Summanden folgt dies sofort aus der (,,Linearitéit“der) Stein-
Gleichung. Um (2.8) allgemein einzusehen, betrachten wir eine beliebige Menge A C

Ny und fiihren diesen Fall via Abschneidetechnik auf den endlichen Fall zuriick. Es
ist fiirein M >0

fa = fx+ Fangkasry-

keA
k<M

Im Folgenden kiirzen wir ab: {k : k > M} =: {> M}. Da f4 so als eine endliche
Summe dargestellt wird, gilt fiir die zu f4 gehorige Stein-Losung:

ga = ng + gan{>my-

keA
k<M

Nun ist nach Definition fanisary(j) = —P(Z € An{> M}) fiir alle j < M. Es sei
j < M, dann gilt fiir die Stein-Losung nach (2.5):

: -P(Z e An{> M}) i iG-1) !
gan>my(J +1) = X (1+X v +"'+ﬁ>’
also
194G +1)= > gr(j+1)| < const(), j) P(Z € An{> M}) < const(}, j)P(Z > M)
keA
k<M

Nun konvergiert die rechte Seite fiir M — oo gegen Null, womit (2.8) gezeigt ist.
Wir verwenden diese Vorbereitung, indem wir uns nun auf die Zuwéchse der g

konzentrieren.

Wir erinnern uns an (2.1):

i =1

A=+t 2a0).

wii+1) = (A0 + 26— 1+
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Nach Definition ist
—-P(Z =k), j <k,
fr(y) = 1-P(Z=k), j=k,
—-P(Z =k), 7> k.

Also folgt fiir j < k:

, P(Z =k ' !
gk(]‘i‘l):—% <1+%+"-+/]\J> <0,

und daher ist hier gx(j + 1) — gx(j) < 0, also g monoton fallend. Es sei nun j > k.
Mit (2.5) ist

gl +1) = AFAT RNITE < 5]~ p(kIX) Po(A){U,)
= AN (k) (1 - Po(A){U;))
> 0.

Wir verwenden diese Darstellung und £ < j — 1 (da k£ < j):

< AT (= 1) p(k[A) <§: g:%:)

= 0.

Somit ist gx in diesem Bereich ebenfalls monoton fallend, womit nur der Zuwachs
gr(k + 1) — gr(k) positiv ist, und es gilt:

k! >\ k—1)! UV
gk +1) k) = o P(Z = k)(Z ﬁ)ﬂ pz=1 (Zﬁ)
j=k+1 j=0
1 SN 1L
_ —A
= ¢ (; 2 jv+;Zﬁ>
j=k+1 7=0
1 &N 1N
< o - Z f—l-—z.—)
( j=k+1 ]! )\J':l ‘7!
e~ 1 _
= T(QA—l):;(l—e *)
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Bemerke, dass die Ungleichung in der zweiten Zeile im Fall £ = 1 eine Gleichung ist.
Somit haben wir die Zuwéchse g, analysiert. Es folgt nun mit (2.8):

9a(G+1) = ga(i) =D (G + 1) — 9());

hier sind alle Summanden negativ aufler im Fall j = k. Also ist
940 +1) = 9a() < g;(5 +1) — g;(9),

falls j € A, sonst ist g4(j + 1) — ga(j) < 0. Es gilt also

. . 1 _
947 +1) = 9a(j) < (1 =€)
fiir alle A C Ny und fiir alle 5 > 0. Wenn g4(j + 1) — ga(j) > 0 fiir alle j > 0, so
folgt

Ag <

(1 - e_’\).

>

Im Fall gA(j + 1) — gA(j) < 0ist

0 < ~ga(G +1) +9a0) = 02 +1) = gac(i) < 7 (1= ™),

denn fs+fae = fz, = 0, und somit folgt fiir die korrespondierenden Stein-Losungen:
ga = —gac. Wir haben somit gezeigt (sieche [BE83]):

Satz 2.9. (Barbour und Eagleson, 1983) Fir die Zuwichse der Stein-Ldsungen
finden wir gleichmdf$ig in A C Ny:

1 1
Ag < X(l - e_)‘) < min(l, X)
Bemerkung 2.10. Ist A = {1}, so zeigte die obige Rechnung, dass die Schranke exakt
ist: Ag = %(1 — e_’\).

Wir haben nun im Falle der unabhéngigen Indikatoren den Satz von Le Cam ver-
bessert (siehe [BH84]):

Satz 2.11. (Barbour und Hall, 1984) In der Notation von Satz 1.6 gilt:
(1 — e_)‘) pr
i=1

Le Cam hat in [LC60] mittels der Fourier-Transformierten gezeigt, dass

dTV ([,(W), PO(]EW)) S

> =

drv (L(W),Po(EW)) < 4.5 max p;
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gilt. Weiter zeigte er unter der Bedingung max; p; < i:

drv (L(W),Po(EW)) < min(1, %) pr

i=1
Die Konstante 8 wurde in [Ker64] von Kerstan verbessert zu 1.05 und in [DVJ88]
von Daley und Vere-Jones zu 0.71. Barbour und Hall haben in [BH84]| die folgende
untere Schranke bewiesen, mit der wir uns in einem spéteren Kapitel beschéftigen
werden:

I
dry (L(W), Po(EW)) > = min(1, ;) ;p?-

Fiir A > 1 und insbesondere fiir grofie A ist Satz 2.11 eine deutliche Verbesserung
von Satz 1.6. Es folgt im Falle der Binomialverteilung:

Satz 2.12. .
dry (B(n,p). Po(np)) < np? min(l, n—p) — o)
Wir geben eine Schranke fiir ||g|| ohne Beweis an (siehe [BE83]):

Satz 2.13. (Barbour und Eagleson, 1983) Fir die durch (2.1) gegebene Funktion

gra gult:
1
<2 min| 1, — |.
lorall <2111 min 1, 7<)

Fiir die Losungen der Stein-Gleichungen gilt die etwas feinere Abschitzung (fir alle
A C N())
llg|] < min(l, \/z>
- e

Der eigentliche Erfolg der Steinschen Methode liegt nun darin, dass die Annahme

(sieche [BHJ92, (10.2.4)]).

der Unabhéngigkeit sehr einfach abgeschwicht werden kann. Im Beispiel (Modell
aus Satz 1.6 und 2.11) haben wir die Unabhéngigkeit nur fiir die Identitét

E(Lig(W)) = pi E(9(W; + 1))

benotigt. In den folgenden zwei Kapiteln lernen wir zwei Anséitze kennen, die in
abhingigen Modellen die fehlende Gleichheit quasi auffangen.

Zum Thema Poisson-Approximation ist die Monographie [BHJ92] von Barbour,
Holst und Janson empfehlenswert. Dort findet man eine grofie Anzahl von Bei-
spielen, die wir in den folgenden Kapiteln teilweise kennenlernen. Das Buch von M.
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Penrose [Pen03] stellt ebenfalls die Steinsche Methode fiir Poisson-Approximation
vor und wendet sie fiir die Modellklasse der sogenannten Random geometic graphs
an. Wir werden uns in einigen Kapiteln mit der Beispielklasse der Zufallsgraphen
im Sinne von Erdés und Rényi beschéftigen.

Ausblick: Die zentralen Fragen zur Steinschen Methode sind:

(i) Warum funktioniert diese Methode in so vielen Beispielen (bei denen zuvor
nur miithsam oder kein Approximations-Resultat hergeleitet werden konn-
te)?

(ii) Wie kann man die Charakterisierung der Poisson-Verteilung interpretie-
ren (um auch fiir andere Verteilungen eine Steinsche Methode herleiten zu
kénnen)?

Dazu berichten wir kurz von den Sichtweisen von Charles Stein und Andrew Bar-
bour: Ganz allgemein stellt sich das folgende Problem: Es sei (S,S, p) ein Wahr-
scheinlichkeitsraum, und x eine Menge von mefibaren Funktionen f:S — R. Weiter
sei xo C x so gewihlt, dass alle f € x( u-integrierbar sind. Man méchte die Integrale
J ¢ fdu fiir alle f € xo berechnen. Die Steinsche Methode kann man nun so verste-
hen: Man wéhle ein Wahrscheinlichkeitsmaf} o so dass alle f € xq po-integrierbar
sind, und alle Integrale [ ¢ fdpo “einfach” auszurechnen sind. Nun bestimme man
eine Menge von Funktionen F; and eine Abbildung Tj : Fy — X, so dass fiir alle
f € xo die Gleichung

Tog =/ - /5 £ duo (2.14)

eine Losung g € Fj hat. Dann gilt

‘/Sfd'u_/sfd“o‘ < /S|(Tog)|d,u.

Man nennt hier (2.14) die Steinsche Gleichung, Ty heifit der Stein-Operator und
g die Stein-Transformierte oder die Stein-Lésung . Stein schligt in [Ste86] den
folgenden Weg vor, einen geeigneten Stein-Operator 7j fiir das Maf 1y zu finden.

(i) Man wihle ein austauschbares Paar von Zufallsgrofien (X, YY) mit Marginal-
verteilung .
(ii) Wihle eine Abbildung a: Fy — F, wobei F der Raum der mefbaren anti-
symmetrischen Funktionen F':5? — R mit E(|F(X,Y)]) < oo ist.
(iii) Wahle nun Ty = T o o mit T: F — x gegeben durch

(TF)(z) = E(F(X,Y)|X = z).
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Diese Prozedur garantiert nicht, einen geeigneten Stein-Operator zu finden, aber
die Erfahrung zeigt, dass es doch haufig klappt. Wir betrachten diesen Ansatz im
Fall der Poisson-Verteilung: Hier ist (S,S, 1) = (Z, Bz, 1), und pg = Po(X). Wir
setzen JFy = x and definieren 7Tj:xy — x mittels

(Tog)(k) = Ag(k +1) — kg(k), ke€Z.

Dabei lassen wir uns im Moment einfach davon leiten, dass wir die Steinsche Glei-
chung oben schon gesehen haben. Im allgemeinen stellt sich natiirlich die Frage, wie
man auf 7y kommt. Es folgt hier, dass die Steinsche Gleichung

Tog=f— [ fduo
Zy
eine eindeutige Losung ¢ fiir jede pg-integrierbare Funktion f hat (ausgenommen
9(0), was beliebig gewéhlt werden kann). Wir haben diese Losung zu Beginn des
Kapitels schon gesehen:

'kl

g(k) = Z f dll'O)

=0

= ) Z fd MO))\i

Z+

)\i

Weiter gilt die schon gezeigte Charakterizierung: Ein Wahrscheinlichkeitsmaf} x4 auf
Z. ist identisch pg = Po()) genau dann wenn

/Z+(T0g) dj =0

fiir alle beschrankten g:Z, — R.

Um die von Stein vorgeschlagene Prozedur etwas zu verstehen, betrachten wir die
sogenannte Generator-Methode , die von Barbour 1988 in [Bar88| vorgeschlagen wur-
de: Es sei {Z;}cr, ein stationdrer Geburts-Todes-Prozess auf Z. mit konstanter
Todesrate A und Geburtsrate pux = k. Dieser Prozess ist reversibel mit der sta-
tiondren Verteilung po = Po()). Damit ist (Zp, Z;) ein austauschbares Paar mit
Marginalverteilung po. Nun wihlen wir die Abbildung a: x — F durch

(ag)(z,y) = g(y) — g(x)

(definiert fiir Funktionen g, die nicht zu schnell wachsen). Die Abbildung 7: F — x
definieren wir durch

(TF)(k) :=E(F(Zo, Z1)| Zo = k).
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Dann folgt

. _ o E(9(20)|Zo = k) — g(k)
lggl(To ag)(k) = lgf(? "

= M(k+1)+kglk—1)— (A+k)g(k)
= (Ag)(k) = (ToVyg) (k).

Hierbei bezeichnet Vg(k) = g(k) — g(k — 1) und A den Generator des Stochasti-
schen Prozesses {Z,}cr, . Die korrespondierende Steinsche Gleichung (eine Poisson
Gleichung!) ist
-Ag=f— fduo- (2.15)
Zy

Nun liefert abschliessend die Steinsche Gleichung fiir jedes A C Z .

u(A) — po(A) = / (Toga) dp = E(Aga(W + 1) — Wga(W)),

Zy
wobei g4 die Losung der Steinschen Gleichung zu f4(-) = I[- € A] bezeichnet und p
die Verteilung der Zufallsgrofie W.

Dieser Weg wirkt in der ersten Begegnung nicht unbedingt einleuchtend. Er zeigt,
wie Steins Idee der austauschbaren Paare im Beispiel der Poisson-Verteilung verlduft.
Einleuchtender erscheint die Idee von Barbour: im Falle der Poisson-Verteilung wéhle
man einen geeigneten Markov-Prozess, dessen invariante Limesverteilung Po(]) ist.
Der Generator dieses Prozesses liefert die korrespondierende Steinsche Gleichung!
Dies ldsst den allgemeinen Weg der Generator-Methode erkennen: Zur Targetver-
teilung po wihle man einen geeigneten (!) Markov-Prozess mit invarianter Limes-
verteilung po. Der Generator des Prozesses liefert eine Steinsche Gleichung. In der
Literatur findet man Steins Zugang mittels austauschbarer Paare und die Genera-
tormethode von Barbour gleichermafien. In weiteren Ausblicken wird uns zumindest
die Generator-Methode wieder begegnen.
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3. DER LOKALE ANSATZ (THEORIE UND BEISPIELE)

In diesem Kapitel entwickeln wir einen speziellen Ansatz der Steinschen Methode,
der in der Literatur der lokale Ansatz genannt wird. Er geht auf die Arbeit von
Chen [Che76] zuriick. Grob gesprochen handelt es sich hier um die Analyse von
Modellen, bei denen die Zufallsgréfien lokale Abhéngigkeiten aufweisen. Zunéchst
betrachten wir Schranken fiir die Totalvariation der Verteilung einer Zufallsgréfie W
und der Poisson-Verteilung. Anschliessend betrachten wir drei Beispiele von Sum-
men abhéniger Zufallsgroen und untersuchen deren Poisson-Approximation. Es
sind dies k-Runs, das Geburtstagsproblem und ein Beispiel aus der Zuverlissigkeits-
Theorie. Weitere Anwendungen des lokalen Ansatzes findet man in den Monogra-
phien [BHJ92] und [Pen03]. In den vergangenen 15 Jahren wurde der lokale Ansatz
insbesondere beim Studium biomolekularer Probleme verwendet. In [Jia02] findet
man eine gute Ubersicht iiber die Publikationen dazu. Erste Resultate findet man
in der Monographie [Wat95] von Waterman.

Die Theorie:

Sei fortan I' eine endliche Indexmenge und (I, )qer eine endliche Menge von Indika-
torvariablen, definiert auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum. Betrachte
W =3 cr la- Zu jedem a € T sei T', die Menge der 8 € I'\ {a}, fiir die gilt: I
ist abhéngig von I,. Es soll also gelten: fiir jedes 5 € (', U {a})¢ ist Iz unabhéingig
von I,. Es sei weiter
Zy = Z Is und W, := Z Is.
BeTa pe(Ta{a})
Dann gilt fiir jedes a € T
W =14+ Zo + W,
Weiter bezeichnen wir mit 7, := El, und A := EW = } .7, Dann gilt der
folgende in [AGG89] bewiesene Satz:

Satz 3.1. (Lokaler Ansatz I, Arratia, Goldstein, Gordon, 1989) Mit den obigen
Notationen gilt ganz allgemein:

dry (L(W), Po()\)) < min<1, %) {ng +) mEZy+ ) ) E(, Jﬂ)}.

acl a€el a€l Bely

Bemerkung 3.2. Zunichst besagt dieses abstrakte Resultat nur so viel: sind die 7,
klein und die E(/, I3) ebenfalls (keine “starke” Abhéngigkeit), so ist die gefunde-
ne Schranke gut. In diesen Féllen kann man guten Gewissens die Verteilung von
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W durch die Poissonverteilung zum Parameter A\ approximieren. Die Beispiele im
zweiten Teil des Kapitels fiillen diese vage Interpretation mit Leben.

Beweis von Satz 3.1: Wir erinnern uns an den Ansatz von Stein, nach dem fiir jede
Teilmenge A C Ny die Identitét

P(W € A) — Po(M\){A} = E(Aga(W + 1) — Wga(W))

gilt, wobei g4 (genauer g4 ) die STEIN-LGsung - siehe (2.5) - bezeichnet. Wir be-
stimmen fiir jedes A C Ny die rechte Seite dieser Identitéit. Zunichst berechnen wir

E(Io ga(W)):
Es gilt die folgende Identitét (zwischen Zufallsgrofien):
Io ga(W) = I ga(Za + W, +1),
da I, € {0,1}. Wir schreiben die rechte Seite als
Lo ga(Wh+ 1) + In{ga(Za + W, + 1) — ga(W, + 1) }.
Somit folgt mit der Definition Ag der Zuwichse von g4 (vergleiche Kapitel 2):
(o 9a(W) = Ia ga(Wy + 1)| < Lo Za Ag,
also bei Bildung des Erwartungswertes:
E(I, ga(W)) —E(Io ga(W), +1))| < E(Is Za)Ag.

Nun ist nach Definition von W/ diese Zufallsgréfie unabhingig von I,, also ist
E(Io ga(W) +1)) = mE(ga(W, + 1)). Bilden wir nun die Summe iiber alle o € T,
haben wir insgesamt gezeigt:

‘]E(WgA(W)) =) mE(ga(W, + 1))‘ <Ag ) Y E(1,Ip).

a€el a€cl Bel'y
Weiter gilt
E(Aga(W +1)) = mE(ga(W + 1))

acl

und mit W — W’ = I, + Z, folgt
(ga(W +1) — ga(W5, 4+ 1)| < Ag (I + Za).
Also

]E()‘gA(W + 1)) - Zﬂ'aE(gA(Wolz + 1))‘ < Agzﬂ_a E(Ia + Za) (33)

a€el acl

= AgZ(Wi +7raEZa).

acl
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Zusammen folgt somit unsere Behauptung durch Anwendung der Dreiecksunglei-

chung:
|P(W € A) — Po(M){A} = |E(Aga(W +1)—W ga(W))|
< Ag{ZWi +Y T BZ,+ > Y E(, Iﬁ)}.
acl acl a€l Bely
Die Abschétzung fiir Ag nach Satz 2.9 vervollstéindigt den Beweis. g

Der Satz sollte im Fall von unabhingigen Zufallsgroien (I,)q.cr das Resultat von
Satz 2.11 reproduzieren. Da zu festem « € I" hier nun alle anderen Indikatorvariablen
I5 unabhéngig von I, sind, setzen wir 'y, = () fiir jedes « € I". Dann ist insbesondere
Zo = 0 fiir jedes a € I'. Somit folgt unmittelbar

dry (L(W), Po()\)) < min<1, %) »

acl

Bevor wir Beispiele diskutieren, bei denen die auftretenden I, abhingig sind, dis-
kutieren wir noch eine Verallgemeinerung von Satz 3.1.

Man 148t nun zu, dass die Indikatorvariablen in der Summe W/ auch noch von I,
abhéingen, aber schwicher als die Summanden in Z,. Es sei fortan zu jedem o € T’
eine Zerlegung der Form

F={a}ul,urly
gegeben. Hierbei steht I'? fiir Indizes, deren Indikatorvariable schwach (weak) von
I, abhéngt. Wir verwenden nun die Notation

Zo=> I, W= I
BET o BeTw
Weiter sei
N = E|E(la|W3) — 7a |-
Dabei bezeichnet E(I,|WW!) den bedingten Erwartungswert von I, gegeben W!. Es
gilt nun der folgende Satz, der ebenfalls in [AGG89] bewiesen wurde:

Satz 3.4. (Lokaler Ansatz II, Arratia, Goldstein, Gordon, 1989) Mit den obigen
Notationen gilt:

drv(L(W), Po())) < min (1, %) {Zwi +) maBZy + )Y E(I, Iﬁ)}

ael’ ael a€cl’ Bel'y

+ min<1, \%) > T

acl’
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Bemerkung 3.5. Bei diesem Resultat spielt die Schranke von ||g|| auch eine Rolle.
Mit 1/v/X wird der zweite Summand in der GroéBenordnung dominieren. Die hier
(zunéchst abstrakt) angenommene stirkere Abhéngigkeit der Indikatorvariablen ko-
stet also den Preis einer im allgemeinen schlechteren Schranke. Weiterhin folgt Satz
3.1 aus Satz 3.4, wenn W/ und I, unabhéngig sind fiir jedes o € T'.

Beweis von Satz 3.4: Der wesentliche Unterschied zum Beweis von Satz 3.1 ist, dass
nun nicht mehr die Identitét
E(Io 94(Wo +1)) = ma E(ga(Wg + 1))

gilt. Daher kiimmern wir uns um die Differenz der linken und rechten Seite. Es gilt:

D maE(ga(W, +1)) = Y E(I, ga(W, +1))]

a€cl a€cl
< E(Ua — ma) ga(W) + 1)) |
a€cl

Nun gilt nach Definition des bedingten Erwartungswertes:
B((Ia = 7ma) 94 (W5 + 1)) = E(B((La = 70) W3) g4 (W5 + 1)),
Somit konnen wir die rechte Seite in 3.6 weiter abschétzen:

< D B([E(Ua — ma) W) | |ga(We + 1))

a€cl

< gl Y E[E(ILW,) — ma|

acl

= g/l > -

a€el
Wir verwenden nun noch die Schranke fiir ||g|| aus Satz 2.13 und haben den Satz
bewiesen. g

Bemerkung 3.6. Es gibt Beispiele, bei denen die optimale GroBenordnung durch %
gegeben ist. Wir diskutieren dies allerdings nicht. In den hier betrachteten Beispielen
wird immer 7, = 0 fiir alle a € T sein.

Korollar 3.7.

IP(W=0)—e? < 1 —)\e"‘ {Zﬂi + ZWQEZQ + Z]E(Ia Zy) + Zna}'

a€cl a€l acl a€el

1—e=

Beweis: Fiir fo1(j) := 103 (j) — ™ gilt ||g]| = g{0j(1) = *=5—. Dies folgt unmittel-

bar aus der Definition der Stein-Losung gyy. 0



28

Bemerkung 3.8. Was ist eine andere Methode, Poisson-Approximation zu untersu-
chen? Eine Methode ist die der faktoriellen Momente . Fiir x € R und ein r € N
bezeichne (z), = z(x—1)--- (x—r+1). Ist X eine diskrete Zufallsvariable auf einem
Wabhrscheinlichkeitsraum (2, P), dann bezeichnet E, (X) := E((X),) das r-te fakto-
rielle Moment von X. Es seien nun X, X, ... weitere Zufallsgrofien mit Werten in
Ny. Es gelte
fiir alle £ € Ny und limy_, o By (X)E™/k! = 0 fiir alle m € Ny, dann folgt

lim dry(X,, X)=0.

n—oo

Im Fall eine Poisson-verteilten Zufallsvariable X gilt: Es seien A = A(n) eine nicht-
negative beschrankte Funktion auf N und X, Xy, ... Zufallsgréflen mit Werten in
N(), fiir die
. Y _
Jim (B (X,) = A*) =0

fiir alle £ € Ny gilt. Dann folgt
lim dry (X, Po(\)) =0.

n—00

Allgemein wird man in den Beispielen zum lokalen Ansatz der Steinschen Methode
feststellen: Die Steinsche Methode

(i) ist einfacher anzuwenden; man mufl nur Erwartungswerte und Kovarianzen
berechnen.
(ii) liefert auch Konvergenzraten.
(iii) kann auch dann noch funktionieren, wenn héhere Momente (> 2) wachsen.

Diese Vorteile beziehen sich auf die Methode ganz allgemein und nicht spezifisch auf
den lokalen Ansatz.

Beispiele:

Beispiel 3.9. (k-runs, Roos, 1993, siehe [R0093]) Es seien Xi,..., X, ii.d. Zu-
fallsgrofien mit P(X; = 1) =p=1—-P(X; =0) firi =1,...,n, und £ € N
sei fest gewahlt. Wir vereinbaren, dass fiir alle 1 < 4 < n und [ € Ny der Index
i+nl mit i identifiziert wird. Es sei weiter [' = {1,...,n} und I, := [[2**"" X; und
W =3 cr Lo Dann ist E(I,) = p* =:  fiir alle @ € I und somit EW = np* = nr.
Somit beschreibt die Zufallsgréfle W die Anzahl der runs von Linge mindestens &
(ein k-run ist also eine Folge von k aufeinanderfolgenden Einsen). Wir wihlen in

diesem Beispiel

Fo={a—-(k-1),...,a—1l,a+1,...,a+k— 1},
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denn auflerhalb dieser Menge sind die zugehorigen Indikatorvariablen Iz unabhéngig
von I,, da die X; unabhéngig gewé#hlt sind. Also sind die Summanden in W/ un-
abhéngig von I, und wir kénnen Satz 3.1 anwenden. Es gilt

Z(’ﬂ'i + 1o EZ,) = Z(Tf2 + 72k — 2)) = n7® (2k — 1).

acl acl

Weiter ist einfach zu sehen, dass

k—1

> E(aIg) =2n7 ) p
a€T BeT, i=1

gilt. Ist zum Beispiel § = a+1, so miissen wir E(I, Ig) = P(I, = Iz = 1) bestimmen:

Es soll also an der Position o und an der folgenden o + 1 ein k-run starten. Dies

geschieht mit Wahrscheinlichkeit p* p = m p. Analog gilt fiir 8 = a+2: P(I, = Iz =

1) = 7 p?, und sofort. Mit X\ := EW = n und Satz 3.1 folgt:

drv (L(W), Po(nm)) < 1 (1- e_)‘) ((Qk —1)na’+2n7 ipz>

nm
=1

= (1-¢™) ((Qk -1)p" + Qkip")

i=1

= (1—e?) ((% ~ 1)t + —QP(];__Z;k_l))
= O(p).

Die Ordnung stimmt also mit dem B(n,p)-Resultat aus Satz 2.12 iiberein. Tat-
sdchlich kann dieses Resultat noch verbessert werden: Mittels einer sogenannten
Compound-Poisson Approximation erhilt man eine Ordnung O(p¥). Dies stellen

wir in einem spéteren Kapitel vor.

Beispiel 3.10. (Geburtstagsproblem (Arratia, Goldstein und Gordon, 1990), siehe
[AGGI0]) Gegeben seien n Personen. Ihr jeweiliger Geburtstag sei unabhéngig iiber
d Tage des Jahres verteilt. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens zwei
Personen an einem Tag Geburtstag haben (unter der Annahme, dass Geburtstage
gleichméBig iiber das Jahr verteilt seien)? Es sei W die Zufallsgrofie, die die Anzahl
von Personenpaaren mit identischem Geburtstag angibt. Aus einer einfithrenden
Vorlesung zur Stochastik ist bekannt:
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Wie grof} ist aber zum Beispiel P(W = m), oder die Wahrscheinlichkeit fiir das Er-
eignis, dass drei Personen an einem Tag Geburtstag haben? Wie verhélt sich P fiir
den Fall einer nicht-gleichméfigen Verteilung der Geburtstage? Exakte Formeln fiir
diese Wahrscheinlichkeiten sind recht kompliziert und teils auch schwer zu bestim-
men. Daher sucht man gute Approximationen. Bevor wir Poisson-Approximationen
untersuchen, kleiden wir das Geburtstagsproblem noch ein wenig anders ein: Ge-
geben seien n Bélle (Personen) mit den Nummern {1,...,n}, die gleichméfig und
unabhéngig iiber d Urnen (Tage) verteilt seien. Man bestimme die Wahrscheinlich-
keit, dass in mindestens einer Urne k£ oder mehr Bille enthalten sind fiir ein festes
ke{23,...}. Setze I' := {a C {1,2,...,n} : |a| = k}. Weiter sei I, die Indikator-
variable des Ereignisses, dass die Bille, die durch « indiziert sind, alle gemeinsam

in einer Urne liegen. Mit W = 3" . I, und 7, = El, = d*=* folgt

_ TN 1k
A-]EW-(k>d .

Ist Z Poisson-verteilt zum Parameter A, so folgt

P(Z=0)=¢*= exp{— (Z) dl—k}.

Wir wollen P(W = 0) = P(keine Urne hat £ oder mehr Bille) mittels P(Z = 0)
approximieren. Hier ein Zahlenbeispiel: es sei d = 365 und k = 2. Wir betrachten also
das klassische Geburtstagsproblem. Ist n = 23 (dies ist der Wert der Trendwende),
so ist A = (%) /365 = log(2) (die ersten 4 Stellen stimmen iiberein!) und

P(W =0) = 0.492 < 0.499998 = exp(—A) = P(Z = 0)

und

= exp(=2A) (3.11)

Man spricht hier davon, dass die Approximation fiir £ = 2 bei gleichméfliger Vertei-

lung immer konservativ ist.

Wir betrachten nun die Poisson-Approximation allgemein: Dazu miissen wir Iy, fin-
den. Da a N § = () impliziert, dass I, und Iz unabhéngig sind, wihlen wir

Fo={B8€T:anp#0}.
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Nun wollen wir Satz 3.1 anwenden. Es gilt:

ng +Z7ra]EZa = |[||TaU{a}| 7>

S
-2 (()- (V)G 2

Fiir alle € I' und 8 € I',, gilt nun im Fall £ = 2:

E(1, Ig) = mo s

(fiir £ = 2 liegt also paarweise Unabhéngigkeit vor). Also folgt in diesem Spezialfall

S = (5)((5)-("27) 1)
. (n) (4n—8) _ 4N

2 2 n

Also erhalten wir insgesamt (im Fall £ = 2):

dry (L), Po(¥)) < (Z) an-n1= < BA(L— ™)

n

und die gleiche Schranke fiir |[P(W = 0) — e *|. Der Fall n = 50 und k = 3 wird in
einer Ubungsaufgabe genauer untersucht.

Abschlieflend betrachten wir nun noch den allgemeinen Fall, in dem k£ € N beliebig
ist. Hier gilt nun

0\ (K\ (n—k
sx £ () (7)o
a€l’ BeTy j=1 k J k= J

hier beschreibt der j-te Summand den Beitrag von Paaren (o, 5) mit |a N §| = j.
Hier gilt E(I, Is) = d"+~%. Hier ist |T| = (}) und (£) (}Z%) die Anzahl der 3 € T,
mit |aN g = j.

Wir wollen dieses Resultat ein wenig diskutieren. Zunéchst kann man sehen, dass
in dem Fall, in dem d/n grof ist, der dominierende Term in der obigen Summe der
Summand zu j = k£ — 1 ist. Weiter seien im Folgenden n und d wachsend gegen oo
derart, dass % beschrinkt ist weg von 0 und oco. Wir schreiben dafiir

A< 1.
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Dann ist n* =< d*~! und

ZW§+ZWQEZQ =n !

acl a€cl

SN B Ip) < nttRdt < % = p M),

a€el’ Bel,
Insgesamt folgt also fiir wachsende n und d mit A < 1

dTv(,C(W),Po()\)) (’)( —1/(k— 1))

Also liefert der Summand ) . > gcr E(Lq Ip) in Grofenordnung den Hauptbei-
trag.

sowie

Beispiel 3.12. Gegeben sei ein Gitter auf dem Torus mit n Knoten und N = 2n
Kanten. Wir vereinbaren die folgende Regel: Eine Kante kann mit Wahrscheinlichkeit
1 — p = q entfernt werden, unabhéngig von allen anderen Kanten.

Dies ist ein Modell fiir einen Multiprozessor, bei dem die Knoten fiir Prozessoren
und die Kanten fiir Verbindungen (Beziehungen zwischen Prozessoren) stehen. Aus
Erfahrung wisse man, dass das System zusammenbricht, wenn m Knoten isoliert
sind. Allgemein sagt man nun, dass die Zuverlassigkeit des Systems die Wahrschein-
lichkeit ist, dass das System (der Multiprozessor) arbeitet. Dies sei die Wahrschein-
lichkeit, dass weniger als m isolierte Knoten auftreten. Man interessiert sich nun
fiir den Wert dieser Wahrscheinlichkeit, den man die Zuverlédssigkeit oder die Zu-
verlissigkeits-Wahrscheinlichkeit nennt (reliability-probability). Der genaue Wert ist
bei komplexen Systemen schwer zu bestimmen. Daher méchte man eine gute Ap-
proximation finden. Wir untersuchen hier die Poisson-Approximation.

Es sei I' = {1,...,n} und P(eine Kante zwischen o und 8 wird entfernt) = ¢ fiir
alle « und 8 € I', die Nachbar-Gitterpunkte sind. Setze nun

I, ;= I(Knoten « ist isoliert)
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fira € l'und W =3} . I,. Dann ist
P(Knoten « ist isoliert) = ¢* = 7,
und EW = ng¢* = \. Wie groB ist P(W < m — 1)? Setze
'y = {8 # a: f und « sind Nachbar-Gitterpunkte}.

Zwi =ng®

Dann ist [[',| = 4 und

acl
und
ZWQEZQ = Z Z Ta Mg = 4nq8
acl a€l’ Bel,
sowie
> E(laIg) =4ng".
a€cll’ el

Mit Hilfe von Satz 3.1 finden wir

drv (L(W), Po(ng*)) < (5n¢®*+4nq") (1 —c”

<5¢t+4¢ = 0.
nq4)_q+q (¢°)

Wenn also zum Beispiel lim,,_,o, 7 q(n)* = s > 1 gilt, so folgt
drv (L(W), Po(ng(n)*)) < O(1/n®%).

(Hinweis: wieder kann man mittels einer Compound-Poisson Approximation dieses
Resultat verbessern.) Die Zuverléssigkeit des Systems kann mit Hilfe einer Poisson-
verteilten Zufallsgrofie Z zum Parameter A = n ¢* mittels

m—1 m—1 . (’[’L q4)Z
PW<m—-1)~Y P(Z=i)=) e —=
i=0 i=0 v
approximiert werden.

Wir werden den lokalen Ansatz noch in weiteren Beispielen anwenden.
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4. DER KOPPLUNGS-ANSATZ (THEORIE UND BEISPIELE)

In diesem Kapitel entwickeln wir einen Ansatz der Steinschen Methode, bei dem
Kopplungen im Zentrum stehen. Kopplungen werden seit Steins Monographie [Ste86]
aus dem Jahre 1986 intensiv untersucht. Eine spezielle Kopplung war uns bereits im
Kapitel 1 begegnet.

Wir leiten zunédchst mittels allgemeiner Kopplungen Schranken fiir die Totalvariation
im Fall der Poisson-Approximation her und betrachten anschlieflend einige Beispiele.
Die sogenannten monotonen Kopplungen stehen im Vordergrund. Sie werden in einer
Arbeit von Barbour und Holst [BH89] sowie in der Monographie [BHJ92| hergeleitet.

Bei den Beispielen betrachten wir Besetzungszahlen in Urnenmodellen und zufillige
Permutationen. Darunter fillt ein sogenanntes Matching- und das Ménage-Problem.

Die Theorie:

Im Fall unabhéngiger Indikatoren (I,).cr war Gleichung (2.6) im zweiten Kapitel
von entscheidendem Nutzen:

E(Ia gA(W)) = Tq E(QA(Wa + 1))3

wobei wir die Notation aus Kapitel 3 verwenden mit

Wir wollen diese Gleichung nun ein wenig umschreiben. Dazu fithren wir (relativ
inoffiziell) den Begriff des bedingten Erwartungswertes fiir diskrete Zufallsgrofien
ein. Es sei X eine Ny-wertige Zufallsgrofie. Dann bezeichnet

E(X|I, =1):=» kP(X =k|I,=1)
k>0
den bedingten Erwartungswert von X gegeben das Ereignis {/, = 1}. Hier ist der
bedingte Erwartungswert also eine Zahl (man klére fiir sich, dass dieser Begriff in
den allgemeinen Rahmen einer Einfiihrung des bedingten Erwartungswertes als eine
Zufallsvariable pafit). Wir schreiben nun fiir die linke Seite unserer Ausgangsglei-
chung

denn
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Somit gilt fiir den Steinschen Ansatz

P(W € A) — Po(A\){A} = Zwa (EgA(W +1) = E(ga(W)|1, = 1))

acl

Aus dieser neuen Schreibweise ziehen wir nun den folgenden Nutzen: Wir nehmen
an, dass fiir jedes a € I' ZufallsgroBen U, und V,, existieren, definiert auf einem
gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum, mit

und
LVy+1)=LW|I,=1).
Wir nennen fortan das Paar (U,,V,) Kopplung. Es gilt dann nach Definition von
Va
lE(gA(W)|Ia = 1) =E(ga(Vy + 1)).
Mit Hilfe dieser einfachen Beobachtungen zeigen wir nun den folgenden, fiir das
weitere Vorgehen sehr wichtigen Satz (siehe [BH89)):

Satz 4.1. (Kopplungsansatz, Barbour, Holst, 1989) Wenn fir jedes o € T die
Kopplungen (U, V,) mit den oben beschriebenen Eigenschaften ezistieren, folgt:

dry (L(W), Po(BW)) < Ag > moEUs — Val.

acl

Beweis: Nach den vorbereitenden Bemerkungen wissen wir bereits, dass gilt:

E(Aga(W +1) =W g4a(W)) = Zﬁa<]E(gA(W+1)) —E(gA(Va-I—l)))

acl
= Zwa (]E(gA(Ua +1)—ga(Va + 1))),
a€l
also folgt unmittelbar
[E(Aga(W +1) = W ga(W))| < Ag > ma E|U, — Val.
a€l

0

Bemerkungen 4.2. (i) Das Ziel in den Anwendungen wird es sein, die Kopp-
lungen (U,, V,) so zu konstruieren, dass E|U, — V,| klein wird. Diese Kon-
struktionsfreiheit wird sehr effektiv genutzt werden konnen.

(ii) Im Fall von unabhingigen Summanden I, setzt man U, = W und V, =
Wa =>4, 1p fiir jedes o € I'. Dann erhélt man unmittelbar Satz 2.11.
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(iii) Wir werden sehen, dass der Kopplungsansatz hiufig dann benutzt wird,
wenn der Bereich der lokalen Abhéngigkeit I',, definiert wie in Kapitel 3,
nicht gut beschrieben oder gar nicht angegeben werden kann. Es handelt sich
bei den Anwendungen um Situationen, bei denen die Summanden I, alle
untereinander ein symmetrisches, globales Verhalten in ihrer Abhéngigkeit
aufweisen. Schwierig bei der Anwendung von Satz 4.1 ist, dass das Auffinden
einer geeigneten Kopplung manchmal sehr trickreich sein kann. Andererseits
taucht bei der Abschéitzung immer nur Ag < min(l, %) auf.

Wir diskutieren nun die folgende Situation. Angenommen, man kann (U,, V,) fiir
jedes a € T" so konstruieren, dass U, > V, (fast sicher) fiir alle @ € T" gilt. Dann
folgt fiir die Schranke in Satz 4.1:

D TEUs = Vol = Y TaB(Us — Va)

acl’ acl’
und
Y MU, =Y moEW = AEW = (EW)?
acl’ acl
sowie
Y maBVy = Y mEW - Ll =1)=) E(L(W-1,))
a€cl’ a€cl a€cl’
= E(W ) L) -E()_IL)=EW?)—EW.
acl acl’
Also folgt

D Uy = Vol = A= V(W).

a€cl
Dies fiihrt zu dem folgenden Resultat, welches in [BH89] bewiesen wurde. Man
spricht von monotonen Kopplungen.

Korollar 4.3. (Barbour, Holst 1989) Die Kopplungen (U,, V) aus Satz 4.1 seien
so gewdhlt, dass U, > V,, (fast sicher) fiir alle « € T gilt. Dann folgt:

dry (C(W), Po(A) < Ag (A — V(W) < min(1, ) (1 _ @)

Bemerkung 4.4. Ist W ~ Po()),so ist EW = V(W) = \. Somit beschreibt Y{¥ wie
dicht man bei einer Poisson-Verteilung ist. Die Berechnung der Schranke reduziert
sich hier darauf, EW und V(W) zu bestimmen.



37

Bisher haben wir noch keine konkrete Konstruktion einer Kopplung betrachtet. Wir
zeigen im letzten Teil der theoretischen Ausfiihrungen, dass man die Kopplungen
(Ua, V) mit Hilfe von Kopplungen an den Indikatoren I, konstruieren kann. Fiir
jedes a € T seien Zufallsgrofien (Js,, 5 € I') gegeben, die auf demselben Wahrschein-
lichkeitsraum wie die (I3, 3 € I') definiert seien, und die die folgende Eigenschaft
haben: fiir jedes 5 € I sei

'C(Jﬁa) = ‘C(Iﬂua = 1)- (4'5)

Wir setzen J,, = 1. Es sei nun U, := W und
Vo= Jsa
B#a
fiir jedes a € I'. Dann ist £L(U,) = L(W) und

LVo+1)=LW|I,=1)
fiir jedes o € T'. Ist nun weiter diese Kopplung so konstruierbar, dass
Jﬁa < Iﬁ (46)

fiir alle 8 € T\ {«a} gilt, so ist V,, < U, fiir alle o € T" erreicht. Somit ist Korollar
4.3 anwendbar. Man sagt, dass die (I, 8 € I') negativ zusammenhéngen, wenn (4.6)
erfiillt ist (bei > in (4.6) spricht man von positiv zusammenhéngend). Wann kann
man Kopplungen Jg, mit (4.5) und (4.6) konstruieren? Wir machen die folgende
Beobachtung: gilt (4.5), so folgt fiir alle a, 8 € I':

cov(ly,Ig) <0.

Notwendig fiir die Konstruktion einer Kopplung wie oben beschrieben, die (4.5)
erfiillt, ist also die Eigenschaft, dass die Indikatoren (/,)aer nicht-positiv korreliert
sind. Wir wollen den Beweis dieses notwendigen Kriteriums noch fithren: Nach De-
finition ist cov(ly, Ig) = E(I, Ig) — mo ms. Nun gilt

E(I,I3) = P(Ia=1,Is=1) =71, P(I3 = 1|[, = 1) = 1, P(Jsa = 1) = 1o E(Js4)
und
E(Jga) = P(J/ja = 1) =Tp P(Jga == 1|Iﬂ == 1)
Also ist
E(Ia Iﬂ) — T Tg = Waﬂg(P(Jga = 1|]5 = 1) - 1) S 0.
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Bemerkung 4.7. Im Fall unabhéngiger (I,)qer folgt mittels Korollar 4.3 erneut Satz
2.11: Wahle dazu Jg, = I fiir alle 5 # «. Dann sind (4.5) und (4.6) erfiillt. Weiter
ist VW) =3 per Ta (1 = 7,) und EW = 3" . m,, also

A=V(W)=> .

acl’
Beispiele:

Wir betrachten zunéichst Beispiele, bei denen Kopplungen der obigen Art Anwen-
dung finden:

Beispiel 4.8. (Barbour, Holst, 1989, [BH89]) Gegeben seien r € N Boxen und man
werfe n Bélle unabhéngig hinein, wobei p; die Wahrscheinlichkeit sei, dass Box Nr.k
getroffen wird. Es sei I;,j = 1,...,r, der Indikator fiir das Ereignis, dass Box Nr.j
nach den n Wiirfen leer geblieben ist. Setze W := I1+- - -+1,.. Also gibt W die Anzahl
der leeren Boxen an. Es ist m, = P(Iy = 1) = (1 — py)" und A = EW = >, | 7.
Weiter gilt
E(L; Iy) =P(li=1=1;) = (1 —p; — px)"
und .
VOV) =Y me(—m) + Y (B(L L) — mime).
k=1 i,kiiZk

Es gilt in diesem Modell:

Satz 4.9. —-
(7). Po) < (LA (1- L5 ).

Hierber bezeichnet x Ay das Minimum von x und y.

Beweis: Wir miissen eine Kopplung finden, die (4.5) und (4.6) erfiillt. Dazu werfe
jeden Ball, der in Box Nr. k£ gefallen ist, unabhingig in eine der anderen Boxen mit

Wahrscheinlichkeit
Dbi

(1—pw)
fiir Box Nr. 7. Es sei dann J;; = 1, wenn Box Nr. ¢ leer ist, und .J;; = 0 sonst. Es
folgt nach Konstruktion unmittelbar J;, < I; fiir alle 7 # k. Weiter ist

LTy do) =L, ... LI =1).

Dies betrachten wir ausfiihrlich:

P(Jip=1) = (1— bi )n:<w>n:P(Ii:1\Ik:1).

1—py 1—px
Der Satz ist somit bewiesen. O
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Wir vergleichen unser Resultat mit einem Resultat von Sevast’yanov (1972), welches
mittels der Methode der faktoriellen Momente gewonnen wurde. Es sei zu € N nun
n=n,, pp = prr und W = W, dann gilt:

Wenn maxi<x<, 7 — 0 fiir r — oo und

lim EW = A\ < o0,

T—00
so folgt
lim E; (W) = \.,,

T—00

wobei E; (W) das j-te faktorielle Moment von W bezeichnet. Die Methode der fak-
toriellen Momente liefert dann:

T—>00

Was liefert Satz 4.9 mehr?

(i) Wir benétigen nur Ey (W) — A2, und bekommen Konvergenzraten.

(ii) EW — oo ist auch zugelassen, sobald nur lim, . a2 = 1 gilt. Bemerke,
dass V(W) < EW fiir alle n > 1 gilt.
Im Spezialfall p, = % fiir £ = 1,...,r hat bereits de Moivre eine exakte Form

der Verteilung L£(W) gegeben. Von Mises hat in diesem Fall einen Poissonschen
Grenzwertsatz bewiesen, wenn EW — A\ gilt. In einer Arbeit von Vatutin und
Mikhailov (1982) wurde gezeigt, dass W die gleiche Verteilung wie eine Summe von
unabhingigen Bernoulli Zufallsgroflen hat. Wir verfolgen diesen Spezialfall nicht
weiter (siehe Literaturangaben in der Arbeit von Barbour und Holst, 1989).

Gegeben sei eine Urne mit [NV Billen mit r verschiedenen Farben mit Wahrscheinlich-
keit pq, ..., p,. Ziehe n Bille mit Zuriicklegen. W bezeichne die Anzahl der Farben,
die unter den n Billen nicht vorkommen. Dann ist dieses Modell offenbar nur eine
andere Interpretation des gerade Betrachteten. Nun modifizieren wir das Beispiel:
wir legen nicht zuriick. Setze I, = 1, wenn kein Ball der Farbe k dabei ist, I = 0

sonst. Dann ist
(N(l—pk))
Ty =Ply=1) = —F—=
()
und
(N(l_pk_Pi))

Es gilt nun:
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Satz 4.10.
VW)

ary (7). Po) < (LA (1= E5).

Beweis: Finde erneut eine geeignete Kopplung: Ziehe die n Bille ohne Zuriicklegen
aus der Urne. Nehme dann alle Bille der Farbe £ aus der Urne. Ersetze weiter
alle Bille der Farbe k in der Ziehung durch Bille aus der “neuen” Urne (ohne
Zuriicklegen). Nun setze J;; = 1, wenn in der neuen Verteilung der Bille kein Ball
der Farbe ¢ ist und J;; = 0 sonst. Es folgt: J;, < I; fiir alle k # ¢ und

E(Jlka ey Jrk) = E(Ila .. 'aIT|Ik = 1)5

denn:
(N(lfprpk))

n

Der Satz ist somit gezeigt. (|

Beispiel 4.11. (zufiillige Permutationen, Barbour, Holst 1989, [BH89]) Gegeben sei
eine r x r Matrix (c;;)j ;_; mit Elementen in {0, 1}. Weiter sei I; := c¢;,;) =: c(i, 0 (1)),
wobei o eine zufillige Permutation ist: versehe die Menge aller Permutationen von

{1,...,7} mit der Gleichverteilung. Sei W =3’ _, I;. Es gilt dann

17‘
i == i =E(;) =P(; =1).
= 7 e = B = PUL =)

Weiter sei
1 T
=72
=1
und
1 T
A=EW = Zl ¢ij
i,j=

Dann gilt der folgende Satz:

Satz 4.12. Fiir das obige Modell zufilliger Permutationen gilt

drv (L(W), Po(\) < (1 A %) ° (; n ; 2 %)

Bemerkung 4.13. Die Summe Y_;_, 77 tritt in dieser Form im Fall der unabhéingigen

Indikatorvariablen auf. Die Summe Z;Zl Q? kann die gleiche Interpretation erhalten,
denn es gilt W = >"_, I} mit I} := c(o"(4), j)-
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Der Beweis dieses Satzes ist etwas aufwendiger. Wir diskutieren zunichst Anwen-
dungen, also Beispiele, in denen zufillige Permutationen eine Rolle spielen.

Matchings: Es seien A und B zwei Kartenspiele mit » Karten: A habe a; Karten
vom Typ 1, as Karten vom Typ 2, ..., a, Karten vom Typ n. B habe b; Karten
vom Typ 1, by Karten vom Typ 2, ..., b, Karten vom Typ n. Es sei

n n
r = E aj = E br
=1 j=1

Jede Karte aus A wird nun an eine Karte aus B gelegt, wobei alle r! Moglichkeiten,
dies zu tun, je Wahrscheinlichkeit 1/7! haben. Ein Paar liefert ein Match, wenn beide
Karten vom gleichen Typ sind. W zédhle die Matches. Wir modellieren dies genauer:
Es sei Ay = By =0 und

S S
A, ::Zaj, B, ::ij, 1<s<n.
j=1 7j=1

Setze nun

a(i):=s, wenn A, 3 <i< A,
und analog

B(j):=s, wenn By ;< j< Bj.
Nun definiere die r x r-Matrix durch

{ 1, falls a(i) = B()),
C”'FZ

0, sonst.

Dann liefern obige I; := c(i,0(7)) Indikatoren fiir Matches und W = > _, I; zéhlt
die Matches. Es gilt hier

Jj=1 r
und
2 _ 3%
T, = 5
_ T
k=1 j=1
sowie
r n 2
2 _ a; b;
E :QJ = E : 2
j:l j:l

Wir wenden nun Satz 4.12 an und erhalten:
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Korollar 4.14. (Matching-Problem)

A2 r2

1\ 3 & b (a: + b
drv (L(W), Po(EW)) < (1 A _> 3§ asbilthy)
j=1
Im Spezialfall r = nc; a; = b; = c fiir alle j folgt: KW = ¢ und somit
3¢

dTv(,C(W),PO(C)) S , .

Wir betrachten ein weiteres Beispiel, in dem zufillige Permutationen auftreten:

Das Ménage Problem:

Es sei (01,...,0,) eine zufiillige Permutation ¢ von {1,...,7} und sei 1 < ¢ <r
fest gegeben. Wir setzen I = 1, wenn k € {0k, 0ks1,--,0ksc1} und Iy = 0 sonst.
Hierbei setzen wir o,,; = 0;. Wieder sei W = I +--- + I,. Es ist P(I; = 1) = ¢
und A\ =EW =c.

Im Fall ¢ = 1 handelt es sich um das “klassische” Matching Problem.

Im Fall ¢ = 2 handelt es sich um das klassische Ménage-Problem. Hier hat P(IWW = 0)
die folgende Interpretation: setze r Mann-Frau-Paare an einen Runden Tisch, so dass
Manner und Frauen alternierend sitzen, und frage nach der Wahrscheinlichkeit, dass

niemand neben seiner Partnerin oder seinem Partner sitzt.

Es gilt nun:

Korollar 4.15. (das allgemeine Ménage-Problem,)
3c
dTv(,C(W),PO(C)) S 7
Also gilt fiir festes c:
lim drv (L(W), Po(c)) = 0.

T—00

Bewezs: Wir setzen

1, falls i< j<i4c—1oder 1<j<i+c—1-r,
Cij =
Y 0, sonst.

Dann ist L(W) = L(}_]_, c(i,0())) und mp = o; = € und alles folgt aus den obigen
Ausfiihrungen. O
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Hier nun der Beweis von Satz 4.12: Wir bendétigen eine sogenannte detaillierte Kopp-

lung. Detailliert soll heiflen, dass man nicht nur auf Ereignisse der Form {I, = 1}

bedingen wird. Zu « € T" sei X, eine Zufallsgréfie und U, , und V, ; seien auf einem

gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum definierte Zufallsgréfien, so dass

LWU,z) = L(W) und
LVos+1) = LW|,=1,X,=1).
Dann gilt analog zu Satz 4.1 (siehe [BH89)):
Satz 4.16. Mit den obigen Notationen gilt:

drv (L(W), Po(EW)) < —1—f ) 7o E(

)\ acl’
1
= X1—e }:Efe
acl’

mit
0o(z) :==E|Upy — Va,

Der Beweis ist eine einfache Ubung entlang des Beweises von Satz 4.1.

Wir wenden diesen Satz an, um Satz 4.12 zu beweisen:

Die Zufallsgroe W wird nun an die folgende Zufallsgroie Vj, ; gekoppelt: zu k suche

ein j mit ¢;; = 1. Dann modifiziere eine zufillig gewéhlte Permutation o zu einer

Permutation o', so dass o'(k) = j gilt. Dies erreicht man durch das Anfiigen einer

Transposition 7, so dass ¢'(k) := T oo (k) = 4, also ¢’(671(5)) := o(k), und o' (¢) :=

o(i) fiir alle anderen i gilt. Definiere nun

= > el ()
i
Dann gilt
W = Vij| = le(k, o(k)) + c(o1(7), §) — clo'(7), 0(k))],
und somit folgt
L+ Vi) = LW =1,0(k) = j).
Nach Satz 4.16 bleibt E[W — Vj ;| abzuschétzen. Es gilt

E(kG(D+C(AU%ﬂ—C®“U%d@N

1
;ck] Z Z ‘Ckl + Cmj — le‘

l;éj m#£k

(4.17)
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Wir bezeichnen nun mit ¢;. := ). , ¢;j, c¢.j analog und c.. = 331, 3%, ¢;j. Dann
kénnen wir wie folgt abschétzen:
1 1 1
< —cgi + —(ck. —ci) + —(c.j — iy
= ki r(k k]) 7“( J kJ)
— + Ckj)
C.. — C.j — Ck. + Cij)-
r(r—1) g kT Tk

Wir erinnern daran, dass A = &, 1, = % und g; = = gilt. Somit folgt, dass (4.9.7)

identisch gleich

1 Cli Clq 1 Cli
= —ckj+7rk—73+]—T]-i-Tl()\—g]—ﬂk-i-Tj)
1
= o </\+(r—2)(7rk+g]—cﬁ)>
ist. Mit Satz 4.16 folgt nun
1—e?
dry (L(W), Po(EW)) < S > E(Ik 0k (o (k)))
k=1
1—e? . i 1 Ckj
< uh A -2 o ki
B A k:ljzz; TT—l( Hr=2)mto T)>

_ %<A2+(r_g)(gwﬁ+§9§—%>>.

Mit Hilfe der Cauchy-Schwarz Ungleichung folgt

T

2
r? )% = (Z c.j) <r ic.?,
j=1

i=1

also
T
N<ry oo,
j=1
und analog
T
A<y sz
k=1

Zusammenfassend ergibt dies

T T
2)% < T‘(ZTF,%-FZQ?).
k=1 j=1
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Somit ergibt sich abschlieflend die folgende Abschitzung:

dry (L(W), Po(EW)) < Ag((Q(TT_l)Jr::f) (iw,% _T 9?) —::?%)

VAN
—

|

> @
>
NGRSV /N
N | o
N

S

-
=

Bl

+
]~
o
N~

|

[\
Sl
N——

Damit ist der Satz bewiesen.

Ausblick: Der lokale Ansatz und der Kopplungsansatz wurden hier fiir Poisson-
Approximation vorgestellt. Natiirlich werden diese Ansétze fiir Approximationen
mittels anderer Verteilungen ebenfalls untersucht, und dies auch im Rahmen der
Entwicklung der Steinschen Methode. Schliesslich riihrt der jeweilige Ansatz von
der Abhéngigkeitsstruktur der Zufallsvariablen, die W bilden, her. Wir werden bei-
de Ansitze in spiteren Kapiteln, die die Approximation mittels einer Compound-
Poisson-Verteilung bzw. mittels der Normalverteilung untersuchen, wiedertreffen,
wobei der Kopplungsansatz nur in den Ausblicken Platz finden wird.

In einer Arbeit von Barbour [Bar88] wurde der Startschuss fiir die Entwicklung der
Steinschen Methode fiir die Approximation mittels eines Poissonschen Punktprozes-
ses gegeben. Weitere wichtige grundlegende Entwicklungen findet man in [BB92].
Wir werden den Fall der Punktprozess-Approximationen hier nicht behandeln. Er
befindet sich aktuell in einer raschen Entwicklung, setzt aber Grundkenntnisse in
der Theorie der Punktprozesse voraus, siehe etwa die Monographie [DVJ88]. Wir
belassen es hier bei den folgenden Andeutungen:

Es sei € ein Punkt-Prozess auf (S, S), wo S ein lokal kompakter Hausdorffscher topo-
logischer Raum ist, der dem 2. Abzdhlbarkeitsaxiom geniige. v sei das lokal endliche
Mittelwert-Mafl. Fiir jeden Punkt z € S sei £* der assoziierte Palmsche Prozess,
definiert auf dem gleichen Wahrscheinlichkeitsraum wie £&. Dann kann man fiir je-
de relativ kompakte Menge B € S die folgende Rechnung aus unseren bisherigen
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Herleitungen (Kopplungsmethode) ableiten:
drv (L(§(B)), Po(v(B)))
= sup [E(£(B) 9a(€(B)) = v(B) 94(¢(B) + 1)

= sup | [ Ba€B) ~ 0a(e(B) + 1)iv(o)

ACZ+
1—evB)

(B) /BE\i(B) — &°(B) + 1| dv(x).

Weiter ist £(B) eine mefibare Funktion auf dem Raum der lokal endlichen Z&hlmafle
auf (S, S). Daher folgt

dry (E({,-“(B)), PO(V(B))) <drv (E(f): ﬁ(fo)),

wobei & einen Poissonschen Punkt-Prozess auf (S, S) mit Intensitdtsmafl v bezeich-
net. Die rechte Seite wird nun mittels der Steinschen Methode abgeschitzt, wobei
die Schranken fiir die Losungen der korrespondierenden Steinschen Gleichungen im
Allgemeinen nicht so gut sind wie im Fall der diskreten Verteilung. Man erreicht
hier eine deutliche Verbesserung, wenn man den Totalvariations-Abstand durch die
sogenannte Wasserstein-Metrik ersetzt. Dies ist der Gegenstand aktueller Forschung,
siehe etwa [BBX98] und [BWXO00].
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5. ZUFALLSGRAPHEN

In diesem Kapitel wollen wir eine Einfiihrung in die Theorie der zufilligen Graphen
geben und in Kapitel 6 werden wir Poisson-Approximation diverser Zahlstatistiken
von Zufallsgraphen mittels der Steinschen Methode untersuchen.

Wir betrachten ein paar Grundbegriffe der Graphentheorie, beschreiben das Modell
eines Zufallsgraphen und fiihren sogenannte Schwellenfunktionen ein. Dieser Be-
griff wird an Hand einiger Grapheneigenschaften untersucht. Historisch sind die zu
beschreibenden Objekte 1959 von Paul Erdés eingefiihrt worden, und zwar zur Be-
antwortung einiger Fragen der Graphentheorie, siehe unter anderem [Erd59], [Erd61]
sowie die Arbeit von Erdés und Rényi [ER60]. Wir schliessen das Kapitel mit dem
Beweis eines fundamentalen Satzes von Erdds. Die Theorie der Zufallsgraphen ist
mittlerweile sehr weit ausgebaut. Man betrachte zum Beispiel die Monographien von
Bollobas [Bol01], von Alon, Spencer und Erdés [AS00] und von Janson, Luczak und
Rucinski [JLROO].

Ein Graph ist eine Ansammlung von Punkten (Knoten), wobei manche Punkte durch
eine Kante verbunden sind. Etwa

Definition 5.1. Ein Graph ist ein Paar G = (V, E) disjunkter Mengen mit £ C [V]?
(bezeichne die Menge aller 2-elementigen Teilmengen von V). Elemente von V nennt
man Ecken oder Knoten (engl. vertices) des Graphen, die Elemente von E heiflen
Kanten (engl. edges). Der Graph G heifit endlich bzw. unendlich je nachdem, ob
V' endlich oder unendlich ist. Fiir |V| schreiben wir auch |G| und nennen es die
Ordnung von GG. Zwei Knoten von G sind benachbart in G, wenn zy € F ist. xy
bezeichnet kurz {z,y}; z,y € V.

Zur Historie: Es ist manchmal schwer — warum auch immer —, einen Graphen mit
einer speziellen Eigenschaft zu konstruieren: Gibt es Graphen, die gleichzeitig belie-
big grofle Taillenweite und beliebig hohe chromatische Zahl haben? Erdds definierte
fiir jedes n € N auf der Menge aller Graphen der Ordnung n einen Wahrschein-
lichkeitsraum und zeigte, dass bei geeigneter Wahl der Wahrscheinlichkeitsmafle die
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Wahrscheinlichkeit, dass der gesuchte Graph existiert, fiir hinreichend grofie n posi-
tiv wird! Man spricht von der probabilistischen Methode. Wir werden diese historisch
bedeutende Frage spiter genau untersuchen. Um die Frage aber zumindest formal
verstehen zu konnen, hier die Definition der Begriffe:

Definition 5.2. (i) Ein Weg ist ein nicht leerer Graph P = (V, E) mit
V =A{zo,21,...,2x} und FE ={zox1,21%2,..., Tk 12},

wobei die z; paarweise verschieden sind. Die Anzahl der Kanten eines Weges
ist seine Lénge. Ist P = g ---x;_1 (Kurzschreibweise) ein Weg und k£ > 3,
so ist C := P + x;_110 ein Kreis (wobei + bedeutet: wir vereinen die Kan-
tenmenge bei gleichen V' = {xg,...,2x_1}). C = x¢- - - x_17o (Kurzschreib-
weise). Ein Kreis der Linge k wird mit C* bezeichnet.

(ii) Die Linge eines kiirzesten Kreises in einem Graphen G (beziiglich C: ein
Graph G'(V', E') ist ein Teilgraph von G, wenn V' C V und E' C F 7u
G = (V, F)) ist die Taillenweite g(G) von G.

(iii) Eine Eckenfirbung eines Graphen G = (V| E) ist eine Abbildungc¢:V — S
mit c¢(v) # ¢(w) fiir je zwei benachbarte Ecken v, w. S ist die Farbenmenge.
Das kleinste k£ € N, so dass G eine Eckenfirbung hat (c¢: V — {1,...,k}),
nennt man die (Ecken-) chromatische Zahl von G, x(G) in Bezeichnung.

Die oben genannte Frage, dessen Antwort FErdds fand, kann nun wie folgt gestellt
werden: Existiert zu jedem k € N ein Graph G mit ¢(G) > k und x(G) > k?
Man benétigt Kenntnisse aus der Graphentheorie, um genauer zu verstehen, warum
beide Forderungen gleichzeitig einer typischen Konstruktion entgegenstehen. Aus
dem Bauch heraus verstehen wir jetzt aber, warum sich die beiden Forderungen an
einen zu konstruierenden Graphen in die Quere kommen: Kreise (wie grof} sie auch
immer sind) benétigen zur Eckenfirbung nur 2 oder 3 Farben. Sie storen also, wenn
man eine groffe Mindestzahl von Farben haben maochte.

Wir wenden uns den Zufallsgraphen zu: Zu V = {0,1,...,n — 1} wollen wir die
Menge G der Graphen auf V in einen Wahrscheinlichkeitsraum verwandeln. Dann
machen Fragen der Art “mit welcher Wahrscheinlichkeit hat ein Graph G € G eine
spezielle Eigenschaft” Sinn. Wir betrachten das sogenannte G(n, p)-Modell:

G(n,p)-Modell:

Fiir alle Eckenpaare e € [V]? entscheidet man unabhiingig voneinander, ob e eine
Kante von G sein soll oder nicht. Die Wahrscheinlichkeit, dass e eine Kante sei,
soll 0 < p < 1 sein (zeitliche Interpretation: starte mit einem leeren Graphen auf
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n Knoten. Jede der (}) Kanten wird mit Wahrscheinlichkeit p eingefiigt). Ist Go
ein konkreter Graph auf V' mit m Kanten, so hat das Elementarereignis {Gy} die
Wahrscheinlichkeit

pm g
Der Wahrscheinlichkeitsraum G = G(n, p) ist nun ganz einfach zu konstruieren: zu

e € [V]? sei Q, :={0,1} und P.(0) = 1 — p und P.(1) = p. Dann bezeichne G(n, p)
den Produktraum (€2, P) mit

Q:= J[ Q P Produktma8.

ec[V]?

Ein w € () identifiziert man mit einem Graphen G auf V' und Kantenmenge F =
{e : w(e) = 1}. Man sagt nun, G ist ein Zufallsgraph auf V mit Kantenwahrschein-
lichkeit p. Es sei weiter

A ={w:w(e) =1}
(e ist eine Kante in G).
Korollar 5.3. Die Ereignisse (Ae). sind unabhdingige Ereignisse mit Wahrschein-
lichkeit p.
Dies ist nach Konstruktion des Produktraumes klar.
Es sei X :G(n, p) — N die Zufallsgrofie, die jedem Zufallsgraphen G die Anzahl seiner

zu C* isomorphen Teilgraphen zuordnet. Wir sagen genauer, was dies bedeutet:

Definition 5.4. G = (V, E) und G' = (V', E') seien zwei Graphen. Gilt V' C V
und E' C E, so ist G' ein Teilgraph von G. G heifit isomorph zu G', G ~ G’ in
Zeichen, wenn es eine Bijektion ¢:V — V' gibt mit

ry € E S p(x)p(y) € E' fiir alle z,y € V.
© heifit Isomorphismus.

Um mit den neuen Begriffen ein wenig Ubung zu bekommen, zeigen wir

Lemma 5.5. Die mittlere Anzahl von Kreisen der Linge k(> 3) in G € G(n,p)
betragt

B(x) = Wty

wobei wir (n)g :=n(n—1)(n—2)...(n—k+ 1) setzen.
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Beweis: Fiir C := C* mit Ecken aus V = {0,...,n — 1} sei

1, falls C' C G ist,

XcIG — {
0, sonst.

Dann ist
E(X¢) = P(X¢ = 1) = P(Menge aller Graphen aus G(n,p), dieC enthalten).

Dies ist nichts anderes als die Wahrscheinlichkeit, dass C' ein Kreis in G ist, also
P(C C G) = pF (da C ein Kreis der Linge k ist). Wieviele dieser Kreise C' =
Vo -+ + - Ug_1vo gibt es? Es gibt (n), Folgen wvg - --vg_; mit (unterschiedlichen) Ecken
aus V. Jeder Kreis wird durch 2 £ dieser Folgen beschrieben: also gibt es % solche
Kreise. Nun ist X die Summe aller X(G), wobei C die % Kreise der Linge k& mit

Ecken aus V' durchliuft, also
(Mk
E(X) = E(X¢c) = —=p".
R

Damit ist das Lemma bewiesen. O

Schwellenfunktionen:

Man sagt, dass ein Graph G eine Eigenschaft A C G(n, p) hat, wenn G € A C G(n, p)
gilt. Erdos und Rényi entdeckten 1960, dass viele Grapheneigenschaften ab einem
gewissen p(n) eintreten. Wir lassen nun also p in n variieren. Geht P(G € A) — 1
fiir n — oo, so sagt man, dass fast alle G in G(n, p) die Eigenschaft A haben. Strebt
die Wahrscheinlichkeit gegen 0, so hat fast kein G die Eigenschaft A. (Vorsicht im
Vergleich zur iiblichen Definition von “fast alle” (fast sicher).)

Ein kleiner Eindruck der Evolution eines Zufallsgraphen: ist p(n) wesentlich unter-
halb von 1/n?, hat fast jeder Graph nur isolierte Ecken. Ab p(n) = 1/(n+/n) hat
fast jeder Graph die ersten Komponenten mit mehr als zwei Ecken (dabei ist eine
Komponente ein maximal zusammenhéngender nicht leerer Teilgraph, ohne Details).
Ab p(n) = 1/n tauchen die ersten Kreise auf. Eine spezielle Komponente beginnt
stiarker zu wachsen als die anderen und bei etwa p(n) = logn/n “verschlingt” sie

andere und die Graphen werden zusammenhéngend.

Die Entwicklung vollzieht sich in Schiiben: die genannten p(n)-Werte sind Schwel-
lenwerte, unterhalb derer fast kein Graph und oberhalb derer fast jeder Graph die
betreffende Eigenschaft hat.
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Definition 5.6. Eine reelle Funktion ¢ = ¢(n) mit ¢(n) # 0 fiir alle n € N heifit
Schwellenfunktion fiir eine Grapheneigenschaft A, wenn fiir jedes p = p(n) und
G € G(n,p) gilt:

0, fallsp/t — 0,
lim P(G € A) = noo
n300 ( A) 1, fallsp/t — oc.

n—oo

Ist t Schwellenfunktion, so natiirlich auch c? mit ¢ € R, . Schwellenfunktionen sind
also nur bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmt (wenn es sie gibt).

Wir wollen nun eine sehr zentrale Schwellenfunktion bestimmen: Zu einem gegebenen
Graphen H bezeichnen wir mit Ay die Grapheneigenschaft, eine Kopie von H als
Teilgraphen zu enthalten:

Ay :={G: H C G}.

Definition 5.7. (i) Die Dichte eines Graphen G = (V, E) ist definiert durch

_ &l

(ii) Man nennt G ausgewogen oder balanciert, wenn fiir alle Teilgraphen G’ von
G gilt:

o(G") < 0(G)

(strikt ausgewogen, strikt balanciert, wenn < gilt).

Beispiele 5.8. (i) Sind je zwei Ecken von G benachbart, so heifit G vollstéindig.
Hat er k& Ecken, bezeichnen wir diesen Graphen mit K. K ist strikt ba-

AKX

lanciert.
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nicht balanciert

balanciert

Der erste Graph ist nicht balanciert, denn die Dichte ist 7/5 und K, hat
Dichte 3. Der zweite ist balanciert, aber nicht strikt (liegt an Ky).

Satz 5.9. Es sei H ein balancierter Graph mit k Ecken und [ > 1 Kanten. Dann
ist t(n) := n*" eine Schwellenfunktion fir Ag.

Der Beweis ist recht umfangreich und wird eine sehr wichtige, vielfach angewendete
Methode présentieren. Zuvor sammeln wir ein paar Folgerungen aus diesem Satz:

Korollar 5.10. Ist £k > 3 und A die Eigenschaft, einen Kreis der Ldnge k als
Teilgraph zu enthalten, so ist t(n) = 1/n eine Schwellenfunktion fir A.

Beweis: Hier ist [ = k und CF ist balanciert. O

Definition 5.11. Ein Graph heifit zusammenhéingend, wenn er fiir je zwei seiner
Ecken z,y einen Weg von x nach y enthilt. Ein Graph, der keinen Kreis enthilt und
zusammenhéngend ist, heifit Baum. Eine alternative Definition (ohne Beweis): Ein
zusammenhéingender Graph mit ¥ Ecken ist genau dann ein Baum, wenn er £ — 1
Kanten hat.

Korollar 5.12. Ist T' ein Baum der Ordnung k > 2 und A die Eigenschaft, eine

— pk/k-1

Kopie von T als Teilgraph zu enthalten, so ist t(n) eine Schwellenfunktion

fiir A.

Beweis: k/k — 1 folgt aus der Definition eines Baums. Ein Baum ist balanciert. [

Bemerke, dass die Schwelle beim Kreis unabhéngig ist von der Linge des Kreises.
Beim Baum ist sie unabhéngig von der Gestalt des Baumes.
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Korollar 5.13. Ist k > 2 und A die Eigenschaft, einen Ky, als Teilgraph zu ent-
halten, so ist t(n) = n=2/k=1 eine Schwellenfunktion.

Beweis: Es gilt immer

o) = 5= 1) < (k= 1) = o(Ki)

fiir alle 4 < k. Nun ist { = (£) fiir K*. Esist { = }k(k —1) und daher ist die Schwelle
okl — p2/k—1 0
Die Cliquenzahl eines Graphen G ist definiert durch
w(@) := max{k : es existiert ein K} in G}.
Damit ist zum Beispiel die Schwellenfunktion der Eigenschaft
A = {Existenz einer Clique der Grée mindestens 4} = {w(G) > 4}

gleich n~%/3. Dies ist eine einfache Monotonie-Uberlegung.

Es folgt nun der Beweis von Satz 5.9:

Vorbereitung: Es sei X(G) die Anzahl der zu H isomorphen Teilgraphen von

G € G(n,p). Weiter sei H die Menge aller zu H isomorphen Graphen auf Teilmengen

von {0,...,n — 1} (Eckenmenge der Graphen aus G(n,p)). Formalisiert liefert dies:
H={H :H ~HV(H)C{0,...,n—1}}

Es sei nun H' € H und G € G(n,p). Ist H' C G, so bezeichnet dies die Tatsache,

dass H' ein Teilgraph von G ist.

Sei h die Anzahl der zu H isomorphen Graphen auf einer festen Menge von &k Fcken.
Dann ist A < k! und somit

n n
= < I < nk.
= () ()<

Zup=p(n)seiy==~, also
p=vynt
Wir miissen nun zeigen:

(i) fast kein G € G(n,p) liegt in Ay, falls v — 0 fiir n — oo und
(ii) fast alle G € G(n,p) liegen in Ay, falls v — oo fiir n — oc.

Beweis von Punkt (1): Hier fiihren wir den Beweis mit Hilfe der Methode der

ersten Momente: Dazu eine Erinnerung:
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Lemma 5.14. Ist X eine nicht-negative, ganzzahlige Zufallsgrofle, so ist

P(X > 0) < E(X).

Beweis: Es gilt
E(X) =) iP(X=i)>) P(X=i)=P(X>0).

i>0 i>1

Gilt fiir eine Folge von ZufallsgréBen (X,,),, dass lim,_, E(X,) = 0, so folgt
lim P(X, =0)=1,

n—oQ
und man sagt hierzu, X, ist fast sicher gleich Null. Wir wollen also E(X) bestimmen.
Es gilt
E(X) = ) P(H' CG)=[H|p' <n*(yn~*") =+
H'eH
und mit  geht also auch E(X) fiir wachsende n gegen Null. Also liegt fast kein G
aus G(n,p) in Ay.

Beweis von Punkt (2): Hier wird uns die Methode der zweiten Momente helfen:

Lemma 5.15. Ist X eine Zufallsgrofie mit Werten in Ny, so gilt

V(X)
=0) < )
P(X=0)< [EX)’
Beweis: Fiir A := —2X)L_ gt
V(X)
V(X)
P(X =0) < P(IX ~ E(X)| 2 AWV(X)) = P(X ~E(X)| > E(X)) < g
nach der Tschebyschev-Ungleichung. O

Ist nun V(X) = o((EX)?), so ist X > 0 fast sicher. Wir untersuchen also V(X):
zunéchst ist
E(X*)= Y  PHUH'CG = Y  prenel
(H',H")eH? (H',H")eH?
Nun ist o(H' N H") < o(H) = l/k (balanciert!). Ist |V (H' N H")| = 1, so folgt
|E(H'n H")| < %t Also ist wegen p < 1

il

PH' UH"CG) <p*" *.
Nun betrachten wir

2= {(H HY) € 2 [V(H' 0 H")| = i}
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fiir: =0, ..., k. Wir bestimmen nun

Y P(H'UH"CG) = A,

wobei Y. die Summe iiber alle (H', H") € H? bezeichne. Im Fall i = 0 sind H' und
H" disjunkt und {H' C G} ist somit unabhéngig von {H" C G'}. Also

A< Y P(H'CG)PH"CG) = (EX).

(H’,H”)E'H2
Fiir 2 > 1 ist
i H!' H" €H:|V(H'NH")|=i

Ist H' fest gewihlt, so hat die Summe iiber die H"”

kE\ (n—k
h
(5)(20)
Summanden. Damit ist

k\ (n—k o, —il/k
s 3 () (0

H'eH
k\ (n—k /I —il/k
|H| pl 1 nk*i hpl ,_yfil/k ni
— E(X) 1 ,nlc hpl ,yfz'l/k
]E(X) Co (Z) hpl ,y—il/k
B(X)? ¢y ¥
E(X)? ¢, Uk,

IA

I VAN

IN

Also folgt mit c3 = k co:

E(X?) _ [ A S "
(BIE ((EXP*;AZ(EXV)S” s
also

E(XQ(%E;()%EX)Q < czy Mk

und die rechte Seite geht fiir v — oo gegen Null. Somit ist X (G) > 0 fiir fast
alle G € G(n,p), das heifit fast alle G € G(n,p) enthalten eine Kopie von H als
Teilgraphen und liegen somit in Ag. Damit ist der Satz bewiesen.
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Fiir die Anzahl X (G) der zu H isomorphen Teilgraphen von G € G(n,p) hatten
wir E(X) = |H|p' ~ n*p' gesehen. Somit folgt bei der Wahl lim,, ,,, p/n~*/" = 0
fiir p = p(n), dass lim,_,o B(X) = 0, und fiir die Wahl lim,,_,o, p/n"*/* = 0o, dass
lim,, o0 E(X) = oo gilt. Dies gilt fiir alle H mit & Ecken und [ Kanten. Trotzdem
gilt der folgende Satz:

Satz 5.16. Es set H nicht balanciert mit k Fcken und | > 1 Kanten. Dann ist
t(n) = n=*/ keine Schwellenfunktion fiir Ag.

Beweis: Es sei H' C H so gewéhlt, dass o(H') > L (H nicht balanciert). Dann ist
B(X') ~ nlVOT) e

- (nIV(H’)I/\E(H’)Ip)\E(H’)\’

wobei X'(G) die Anzahl der zu H' isomorphen Teilgraphen von G € G(n, p) bezeich-
net und |V (H')| (|[E(H")|) die Knotenanzahl (Kantenanzahl) von H'. Wir wihlen

nun p = p(n) so, dass
p(n)/n ' = 00 und  p(n)/n-IVENNEED g

(dies ist mdglich, da 1200 > Ly Damit folgt aber lim E(X') = 0, also lim P(X' =

[V(H") n—>00 n—0oo

0) = 1. Da weiter {X' =0} C {X = 0}, kann #(n) keine Schwellenfunktion fiir Ay
sein. O

Wir stellen nun die zu Beginn des Kapitels erwidhnte probabilistische Methode exem-
plarisch mittels des Beweises des Satzes von Erdds iiber die Existenz von Graphen
mit hoher Taillenweite und chromatischer Zahl dar.

Satz 5.17. (Erdds, 1959) Zu jedem k € N gibt es einen Graphen H mit Taillenweite
g(H) > k und chromatischer Zahl x(H) > k.

Wir bereiten den Beweis vor. Zu einem Graph G = (V, E) heif}t eine Teilmenge von
V' (Eckenmenge) unabhéingig, wenn ihre Elemente paarweise nicht benachbart sind.
Die grofite Méchtigkeit einer unabhéingigen Eckenmenge in G ist die Unabhéingig-
keitszahl a(G) von G.

Proposition 5.18. Fiir jedes k > 2 gilt fir die Wahrscheinlichkeit, dass G € G(n, p)
eine unabhdngige Eckenmenge der Mdchtigkeit k enthdlt,

P(a(G) 2 k) < (Z) (1-p)e).
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Beweis: Die Wahrscheinlichkeit, dass eine fest gewiihlte Eckenmenge U € [V]* in G

unabhéngig ist, betrigt (1 — p)(’;) Es gibt nur (}) solche Mengen U. O

Bemerkung 5.19. (analog zur Proposition zu beweisen)

(Wahrscheinlichkeit, dass G in G(n,p) einen Kj enthilt; Erinnerung: w(G) ist die
Cliquenzahl).

Wir nennen Kreise der Linge < k kurz und Mengen von |kﬂ oder mehr Knoten

von G grofi. Wir suchen (Erdés suchte) einen Graphen G ohne kurze Kreise und
ohne grofie unabhéingige Eckenmengen: die letzt genannte Eigenschaft impliziert,

dass wir mehr als £ Farben brauchen, um G zu firben (denn: «(G) < ‘kﬂ, also
k < % < x(G)). Wihlt man p, die Kantenwahrscheinlichkeit, klein genug, so

werden die Zufallsgraphen aus G(n, p) mit hoher Wahrscheinlichkeit keine (kurzen)
Kreise haben (wir kennen bereits die Schwelle p(n) = 1/n). Intuitiv erwartet man
bei p grof} genug, dass kaum grofle unabhingige Eckenmengen auftreten. Es ergibt
sich somit die folgende Frage: Kann man p so wihlen, dass es fiir grofle n gleichzeitig
klein genug fiir P(g < k) < 3 und grof§ genug fiir P(a > n/k) < 3
so enthilt G(n,p) mindestens einen Graphen ohne kurze Kreise und ohne grofie

ist? Wenn ja,

unabhéngige Eckenmengen. Tatséchlich kann man p so nicht wéhlen, da 1/n auch
eine Schwellenfunktion fiir grofe unabhingige Mengen ist. Der Beweis des Satzes
verfolgt eine andere Idee.

Beweis von Satz 5.17: Es sei ¢ > 0 und ¢ < 1/k fest gewdhlt. Sei p := p(n) =~ =
—=. Wir liegen oberhalb der Schwelle 1/n und kiimmern uns um die Anzahl X(G)
der kurzen Kreise in einem Zufallsgraphen G' € G(n, p) (Anzahl der Kreise der Lénge
< k). Es gilt mit Lemma 5.5:

k

E(X) =Y (n

, 21
1=3

i

~—

p' < (k — 2)n" p",

N =

k
Y pint <
1=3

denn (np)t < (np)* wegen np = n° > 1. Daraus folgt

N | —

E(X
P(Xz g) < (/2) < (k—2)nk1pk = (b — 2) nf LDk = (k — 2) ket
n

Nun ist ke — 1 < 0 nach obiger Wahl, also

lim P(X > g) —0.

n—oo
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Wir wihlen n so groB, dass P(X > n/2) < 1/2. Wir finden also einen Graphen
G € G(n,p) mit weniger als n/2 kurzen Kreisen.

Behauptung: n kann so grofl gewéhlt werden, dass bei obiger Wahl von p(n) = nl%s
P(a > 2) < 1/2 gilt. Wir finden dann einen Graphen G € G(n, p) mit a(G) < 2
und mit weniger als n/2 kurzen Kreisen. Dann sind wir aber bereits am Ziel:

Aus jedem kurzen Kreis von G entfernen wir eine Ecke. Der entstehende Graph H

hat dann noch mindestens n/2 Ecken. Er enthilt keine kurzen Kreise mehr, also ist
g9(H) > k und weiter gilt:

(die Unabhéngigkeitszahl ist nach Konstruktion nicht gréfler als die von G). Damit
ist der Satz bewiesen, wenn obige Behauptung nachgeliefert wird.

Lemma 5.20. Es seien k > 0 und p = p(n) gegeben. Ist p > 6“% fiir grofie n, so
qgilt

lim P<a > ﬁ) =0.
Mit Hilfe dieses Lemmas folgt dann fiir p = n®~! fiir beliebig kleines € > 0, dass ein
G € G(n,p) existiert mit a(G) < n/(2k).

Beweis von Lemma 5.20: Es seien n,r € N mit n > r > 2. Weiter sei G € G(n, p).
Mit g := 1 — p gilt nach Proposition 5.18

Pla>r) < (”) ) < g

r—1 _p('r—l))r
7

= (g7 < (e

wobei wir (1 —p) < e, 0 < p < 1, verwendet haben. Es sei nun p > bk logn lri’g" und

r > . so folgt

2%
—p(r— _ _3
ne Pr=D/2 — e Pr/24p/2 < p g3 logntp/2
_ e
< nn 3/261/2:£ — 0.
T n—o0

Mit r = [z”—k] ist

n—oo n—oo

limP(a > %) = lim P(a > 1) =0,

womit das Lemma bewiesen ist. O
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6. POISSON-APPROXIMATION FUR ZUFALLSGRAPHEN

Mit Hilfe von Satz 5.9 konnten wir das asymptotische Verhalten der Wahrscheinlich-
keit des Ereignisses, dass ein Zufallsgraph einen balancierten Teilgraphen enthélt,

bestimmen. An der Schwelle t(n) = n /!

springt diese Wahrscheinlichkeit im Li-
mes von 0 auf 1(die genaue Bedeutung liefert die Definition der Schwellenfunktion,
siehe Definition 5.6). Wir wollen in diesem Kapitel genauere Approximationen der
Groflenordnung der genannten Wahrscheinlichkeit untersuchen. Dabei wenden wir

die Steinsche Methode an.

Analog zur Notation im Beweis von Satz 5.9 sei fortan X (G) die Anzahl der zu H
isomorphen Teilgraphen von G € G(n, p). Wir beweisen, dass oberhalb der Schwel-
le — im Fall, dass H balanciert ist — sich X stochastisch wie der Erwartungswert
E(X) verhélt. Unterhalb der Schwelle erhilt man eine in Null konzentrierte Vertei-
lung. Im Schwellenbereich untersuchen wir anschlielend die Poisson-Approximation.
Diese konnen wir fiir die Teilklasse der strikt balancierten Graphen herleiten. Die
Steinsche Methode liefert erneut Informationen tiber die Konvergenzgeschwindigkeit.
Abschlieflend betrachten wir die Anzahl isolierter Knoten in einem Zufallsgraph.

Nach der Tschebyschev-Ungleichung gilt immer

V(Xn)
P(| X, - EX,)| >cEX,)) < 553,
(‘ ( )| € ( )) 82(]E(Xn))2
sobald die Grofen existieren. Wenn also V(X,,) = o((E(X,))?) gilt, so konvergiert

X,/E(X,) stochastisch gegen 1, womit wir
X
—1‘ >6> =0 firallee>0

i (55

meinen. Wir kdnnen zeigen:

Satz 6.1. Es set H ein balancierter Graph mit k Ecken und | > 1 Kanten. Wenn
lim,,_, p(n) n*/' = 0o gilt, so folgt

n—oo

X
limPOm—l‘ >s> =0 fir allee > 0.

Beweis: Der Kern des Beweises von Satz 5.9 zeigte V(X) = o((E(X))?), womit wir
Satz 6.1 quasi geschenkt bekommen. O

Wir wollen nun die Verteilung von X analysieren. Ist p(n) < n~*/' so erwarten wir
im Limes eine Verteilung von X, die in der Null konzentriert ist.
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Bemerkung 6.2. Es gilt, dass X in Verteilung gegen 0 fiir n — oo konvergiert, wenn
p(n) < n~*/!. Wir formalisieren dies nicht weiter.

Was passiert, wenn

lim p(n) n*/' = ¢ > 0

n—oo
gilt (p(n) im Schwellenbereich)? Wir untersuchen die Poisson-Approximation mittels
der Steinschen Methode. Zunéchst betrachten wir den lokalen Ansatz (siehe Kapitel
3). Wir gleichen die Notation an:

Sei H ein fester Graph mit k£ Ecken und [ > 1 Kanten. I' sei die Menge aller
Kopien von H in K, (alle Teilgraphen von K, isomorph zu H). Zu a € T ist
I, :=1I(a C G(n,p)) und

X=W=) I

€T
Dann ist E(I,) = m = p'. Weiter ist |T| = (})|H| und A = EW = (})|H[p' ~ ¢
(laut Voraussetzung). Zu « € I' ist [, die Menge der 8 € I'\{«}, fiir die Iz abhéngig
ist von I,. 8 muf} also mindestens eine gemeinsame Kante, deshalb mindestens 2
gemeinsame Knoten mit o haben. Mit der Definition

Zfﬂ—z > Is

BEl $=2 |V(anp)|=s

folgt die Abschétzung

EZ, < ~ (K (n—k Ll
a_zs k—sp'

Weiter folgt analog zu den Rechnungen auf Seite 54 fiir ein balanciertes H: E(I, Iz) <
p2l sk —pk(2k s)

Ll wz()( o

§=2

wenn « und [ genau s gemeinsame Knoten haben. Also folgt

Mit >, o 72 = |T[p* und A ~ ¢ liefert Satz 3.1 insgesamt

drv (L(W), Po(\)) < p' + O(n™?) + O (const.).
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Diese Rechnung zeigt, dass die lokale Steinsche Methode im allgemeinen im Schwel-
lenbereich fiir p(n) keine verwendbare Poisson-Approximation liefert. Es gilt aber
(siehe [Bar82]):

Satz 6.3. (Barbour, 1982) Es sei H ein strikt balancierter Graph mit k Ecken und
I > 1 Kanten. Ist p(n) so gewdhlt, dass lim p(n)n** = ¢ > 0 gilt fiir ein ¢ > 0, so
folgt n—o0

lim dyy (C(W), Po(A)) = 0.

(Im Schwellenbereich liegt fiir strikt balancierte Teilgraphen stets Poisson-Approxi-
mation fir die Anzahl W vor.)

Wir haben in den obigen Rechnungen nur die Balanciertheit benétigt. Bei der Ana-
lyse von 3 cr > scr, E(lalp) werden wir nun die strengere Voraussetzung der strik-
ten Balanciertheit geeignet verwenden. Dazu fiihren wir den Balanceindex ein. Sei
H strikt balanciert, so definieren wir
(i) my(H) = max{o(F); FF C H,V(F) = t}. Also ist my(H) < o(H)
fir 1 <t <k.my(H)=0.
(i) (H) = o(H) — my(H) > 0 fiir 1 <t < k. Es gilt i1(H) = o(H).
(iii) (Balanceindex) ¢ := e(H) := minj<<x % (H). Es gilt: € < 41(H) = o(H) und
e > 0.

Lemma 6.4. Sei H strikt balanciert, G beliebig aber G 2 H und |V(G N H)| > 1.
Dann gilt
[E(HUG)| > |[E(H)|+ |E(G)| — o(H)[V(HNG)| +e.
Bemerkung 6.5. Ist G O H, so ist
|[E(H)|+ |E(G)| - o(H) [V(HNG)| = |E(H)|+ |E(G)| - |E(H)| = |[E(H U G)|.
Hier stimmt also das +e-Resultat nicht.
Beweis von Lemma 6.4: Es ist
E(HNG)| = oHNG)|V(HNG) <myuney [VHNG)

= (o(H) = ijy(aney) [V(HN G)]

< oH)|V(HNG)| -«
Mit

[E(HUG)| = |E(H)|+ |E(G)| - |[E(HNG)|

folgt dann die Behauptung. O
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Lemma 6.6. Es seien H, und Hy verschiedene Kopien von H (wie in Lemma 6.4
gewdhlt) in K, mit |V(Hy N Hy)| > 0. Sei F := Hy U Hy, dann gilt

|E(F)| = o(H) [V(F)| +e.

Beweis: Setze in 6.4 H := H; und G := H,, also H; ¢ H, nach Voraussetzung.
Damit folgt mit Lemma 6.4:

|E(F)| = |E(HiUH,)| > 2(E(H)| - o(H)|V(HiNHa)| +¢
= 2|E(H)| - o(H) 2|V(H)| - |V(H1U Hp)|) + ¢
= o(H)|V(H,UH>)| +e.
O

Beweis von Satz 6.3: Seien «, § € T so, dass |V(an f)| = s gilt. Also hat a U 3
genau 2k — s Eckpunkte. Es gilt

E(I,Ig) < polh @h=s)te — 2IB(H) —se(H)+e

(da 0 < p < 1) und somit

k
Z Z E(IaIﬂ) < |F|Z <k> < >/€' 2—2lte
a€l’ BeTy o S
b k
B (z nf nt 2l_81+5> = (’)(Z(npl/k)zk—spg)
5= §=2
(r%)-

= O(p(n pi/k)2k= ) =0
Satz 3.1 liefert nun dpy (L(W), Po(X)) < p' + O(n™?) + O(pf). O
Bemerkung 6.7. Unsere Rechnungen zeigen
dry (L(W), Po(N)) < p' + (n* p) 072 + (p )=k = ®/0,
Hier kann A auch grofl werden. Dies diskutieren wir aber nicht genauer.

Fiir die gleiche Zufallsgrole W betrachten wir nun einen Kopplungsansatz. Wir
erhalten eine schone Darstellung der Schranke. Fiir 8 € I" sei nun

Joa :=1(B C G(n,p)Ua) > Ip.

Es gilt £(Jga) = L(I5|1, = 1) fiir alle § € I'. Also ist (4.5) in Kapitel 4 erfiillt.
Aber in (4.6) gilt nun die umgekehrte Anordnung. Wir nannten dies positiv zusam-
menhéngend. Mit U, := W und V,, := Z[#a J3q, also

LUy)=LW) und L(Vo+1)=L(IW|I,=1)



63

erhalten wir nun (siehe [BHJ92, Section 5)):

Satz 6.8. (Barbour, Holst, Janson, 1992) Fir die obige Kopplung gilt:

dTv(L(W), PO()\)) S 1= 6_)\ (V(W) - A + 2271’2) .

A
acl

Beweis: Nach Definition gilt fiir jedes a € I': V, + I, > U,. Nach Satz 4.1 miissen
wir E|U, — V,| abschétzen. Es gilt

Ua = Vol = [(Ua — Lo — Vo) + L]

o] + |Ua — Lo — Val

Iy + Vo —Uy+1,, daU,—1,<V,
< 2|+ V, —U,.

N

Nach dem Beweis von Korollar 4.3 wissen wir bereits, dass
Y maEU, = (EW)? und > m,EV, = E(W?) — EW,
acl’ ael

also

> Uy = Vol <2 w2 + V(W) = A

acl acl

Fiir die Zihlvariable W des Teilgraphenproblems ist
2 2
X Y ma= E(pl)z) =27,
a€cl’
also

do (LW, Po(\)) < (1 — ) (@ C140 pl>.

Wir betrachten die Varianz (siehe [BHJ92, Section 5]):

Lemma 6.9. (Barbour, Holst, Janson, 1992) Zu H sei ¢c(H',H) die Anzahl der
Kopien von H' in H. Dann gilt:

V( ) l a(ﬂl) ! — ! — /
L1499 < E H' H) n/VEI=IVEH)] | E(H) || E(H)]
)\ + p — — a/(H) C( ? )n p Y

wobei die Summe tber alle H' C H gebildet wird und H' keine isolierten Knoten
habe. Desweiteren bezeichnet a(H) die Anzahl der Elemente der Automorphismen-
gruppe von H (Permutationen der Ecken von H, die Nachbarschaften erhalten).
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Beweis: Es ist V(W) =",V (Ia) + D242 520 0V (Lo, Ig). Mit V(1) = mo(1 — 7a)
= (1—p)ma ist VW) = M1 —p") + X0 Yty Y pers, cov(la, Ig), wobei I, C T
die Menge aller Teilgraphen bezeichnet, die isomorph zu H sind und in ¢ Kan-
ten nicht mit a iibereinstimmen. Da E(I,1I3) = m,E(Ig|ly = 1), ist cov(ly, Ip) =
7o (E(Ig|Io = 1) — 7). Nun ist E(Ig|I, = 1) fiir ein 8 € I, zu bestimmen. Da die
Kanten unabhingig gewiihlt werden, ist diese bedingte Erwartung jeweils p’. Also
folgt

-1
V(W) =>\(1—pl+z Z(pt—pl))-
t=1 Bel*,
Sei Ny und Ny die Anzahl der Kopien von H und H' in K,. Dann gibt es
Ny c(H', H) Paare H',H mit A’ C H C K, und H' ~ H' und H ~ H. Somit
ist jede Kopie von H' in Ny c(H', H)/Ny: Kopien von H enthalten. Es folgt fiir
0<t<iI—1:

! !
| < Z c(H', H) Nu _ Z c(H', H) a(H') k= V()|

H':l—t=|B(H")| N ) a(H)
Damit bekommen wir
d @ -p) <T@ - p)
BET,
a(_HI) ' 7
< o gy ) v v (e - iE@
< ) oH, )i " (p )
H':l—t=|E(H")|

Insgesamt folgt

V(W) I 1 G,(H,) ’ _ 1 _ ’

N 1499k < 2 o(H . H) p/VEI=IVED ) EE)-EH)] 7| pt

3 + p_p+§H, a(H)C( , H)n p Clp
und somit die Behauptung. O

Diskussion: Betrachte erneut den Fall A ~ n/VUDI plFUI = pnk - Angenommen es
existiert ein H' C H mit o(H') > o(H), also |V (H")| < %H’)', dann ist n~VEI >

|E(H")| Lo . .
- , also die obige Abschitzung mindestens von der Ordnung

|B(H)) !
(n* p!) TTED o TR
Fiir A > ¢ > 0 liefert die Schranke im Lemma keinen kleinen Fehler in der Poisson-
Approximation. Wenn so ein H' nicht existiert, ist H strikt balanciert. Wir betrach-
ten eine zweite Variante der Poisson-Approximation fiir diesen Fall. Es sei H strikt
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balanciert mit k£ Ecken und [ > 1 Kanten. Weiter sei

k=B /
H):= — =, H CH, |[E(H

und

() = min 1V ()| = B ) = i V()] (o) — o)
(H ist also strikt balanciert, wenn y(H) > 0 oder a(H) > o(H) gilt).
Dann gilt (siehe [BHJ92, Section 5)):

Satz 6.10. (Barbour, Holst, Janson, 1992) Sei H strikt balanciert mit k Ecken und
I > 1 Kanten. Dann existiert eine Konstante C, die nur von H abhdngt, so dass

drv (L(W), Po()))

C min{\!=2/k pr(H) \I=A/p = (HD/e(H) [y pe) 4 p} - fiir A > 1,
C'min{A p?1), A= U0/ 5 path) + p} fiir A< 1.

Beweis: Erinnere (1 — e *) < min(1, )), so folgt mit Lemma 6.9

dry (L), Po(N)) < Cmin(1, 3) 3 n VDI VU plEcn) —jsr)
HI
Mit A ~ VI pt = nk pt folgt, mit unterschiedlichen Konstanten C,
Aoy (LW, Po(A)) < Cmin(1, x) 3™ X1V UIVUD| 500 V) VDI (D)

HI

C N2/ WVH)| pr(H) fiir A > 1,
=] CApH) fir A < 1.

Dies ist der erste Teil der Abschitzung, den zweiten Teil bekommt man analog. Der
dritte Teil ist klar fiir n p®) > 1. Ist np®H) < 1, so betrachten wir

drv (L(W), Po()))
< C( Y (pemyvenven oy pE<H)||E(H'))

H':|V(H")|<|V(H) H':|V(H")|=|V(H)|
< C(npa(H) +p).
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Beispiel 6.11. Es sei H ein Kreis der Linge v (v Knoten, v Kanten). Dann ist H
strikt balanciert und A = EW = (7)p"*5= O Weiter ist o(H) = 1, a(H) = =% und
v(H) =1, also

drv (L(W), Po(X)) < Cn"~?p''.

Sei p(n) so, dass lim,,_,,, np(n) = ¢ > 0 mit ¢ < oo. Dann folgt A — A 2— ¢’ und
W B Po(As) mit Rate O(p) = O(n™1).

Eine natiirliche Frage ist nun, was im Bereich p(n) > n~*/! passiert. Es sei

W = W= \Wir werden spiiter sehen, dass W = N(0,1), wenn 1 — p>> n~2. Die
N P (0,1) p

Steinsche Methode wird erneut Konvergenzraten liefern.

Die Steinsche Methode ist bei Zufallsgraphen nicht nur fiir Subgraph-counting niitz-
lich. Wir betrachten hier noch eine weitere Anwendung. Es sei W,, die Anzahl der
isolierten Knoten in G € G(n,p).

Satz 6.12. Ist p = p(n) so, dass

lim n(1 —p)" ' =\

n—oo

fiir ein 0 < XA < 00, so gilt

lim dry (L(W,), Po(EW,)) = 0.

n—o0
Beweis: Wir wenden Satz 6.8 (Kopplung) an: Es sei I' = {1,...,n} und
I, = I(« ist isoliert).

Dann ist E(I,) = (1 — p)* ' und W, = Y I, Es gilt nach Voraussetzung
limy, o0 E(Wy) = A. Setze Uy, = Wy, = Y o Io. Vi, bestimmen wir wie folgt: entfer-
ne « aus I" und alle Kanten, die an « hingen. Setze I'' = {1,...,n} \ {a} und setze
Iy = I(B ist isoliert inG(n — 1,p)). Setze nun V, = > 5 I,B' Dann ist Iy > I,

denn jedes isolierte 8 in G(n, p), ist auch in G(n — 1, p) isoliert. Also ist V, > > I
Ber\{a}
und somit U, — I, <V, fiir alle a € I'. Wir kdnnen also Satz 6.8 anwenden. Es ist

E(W?) = Z]EII +3 ) E(luIp) = Zwa+227ra (Is|I, = 1)
o« pra o fro
= EW,+ > ) m(l—p)" > =EW, +EW, (1 —p)" *(n—1)
a f#a
~ EW, + (EW,)*(1—p)~"
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Somit folgt
dTV (,C(Wn), PO(EWn)) S

. 1 (EW'H)Z 2 n—1
m1n<1,E(Wn)){]EWn+ - — (EW,, )" — EW,, + 2EW,, (1 — p) ,

woraus unsere Behauptung unmittelbar folgt.
O

Fiir weitere Anwendungen der Steinschen Methode fiir Zufallsgraphen siehe die Mo-
nographien von Barbour, Holst und Janson [BHJ92] und von Janson, Luczak und
Ruciniski [JLRO00].

Ausblick: Wir hatten in Kapitel 2 bereits darauf hingewiesen, dass man neben
Zufallsgraphen im Sinne von Erdds in jiingster Zeit sogenannte random geometric
graphs untersucht. Eine sehr schone Darstellung findet man in der Monographie
[Pen03]. Hier eine kurze Andeutung: es sei f eine gegbenen Wahrscheinlichkeits-
dichte im R? und X, X5, ... seien unabhingige und identisch verteilte Zufallsgrofen
mit Werten in R? und gemeinsamer Dichte f. Es sei x, := {X1,..., X, }. Weiter sei
| - || eine Norm im R und 7 > 0. Fiir jede endliche Teilmenge y C R¢ bezeichnen
wir mit G(x,r) den ungerichteten Graphen mit Knotenmenge x und mit der Men-
ge der ungerichteten Kanten, die alle Paare {X, Y} mit ||X — Y| < r verbinden.
Dann heifit G(x,,r) zufdlliger geometrischer Graph. Der Hauptunterschied zu den
Erdos-Zufallsgraphen ist, dass verschiedene Kanten dort unabhingig oder beinahe
unabhingig sind, was im Fall des geometrischen Modells nicht stimmt. Wenn X; in
der Ndhe von X; und X; in der N&he von X, liegt, so liegt X; in der Regel auch nahe
bei Xj. Diese Dreiecksungleichung scheint durchaus realistischer als Modellannah-
me. Weitere historische Dinge und Motivationen zu dieser Klasse von Zufallsgraphen
findet man in [Pen03]. Die Poisson-Approximation wird in [Pen03, Section 2.1, 2.2
und 3.2] untersucht.
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7. DIE JANSON-UNGLEICHUNG

In den Kapiteln 3, 4 und 6 haben wir die Verteilung einer Zufallsgrofie der Form
W = > cr Io untersucht. Haufig ist es von Interesse, ”lediglich” die Wahrschein-
lichkeit P(W = 0) genau zu approximieren. In Korollar 3.7 hatten wir mit Hilfe
des lokalen Ansatzes der Steinschen Methode |P(W = 0) — e™*| abgeschitzt. In
Beispiel 3.10 (Geburtstagsproblem) war P(WW = 0) untersucht worden. Auch in Bei-
spiel 3.12 (Zuverldssigkeitstheorie) war P(WW = 0) von Interesse. Dort war es die
Wahrscheinlichkeit, dal ein Prozessor ,,in Funktion“ist. Ist A sehr grof§ und somit
e * sehr klein, hat man mit der Schranke fiir die Totalvariation Probleme: hiufig
ist die ,beste Ordnung“in der Abschitzung via der Steinschen Methode grofier als
die (kleinen) zu approximierenden Wahrscheinlichkeiten. Man benétigt andere Me-
thoden, um kleine Wahrscheinlichkeiten gut approximieren zu kénnen. Wir stellen
hier die Janson-Ungleichung vor, die Janson 1990 in [Jan90] bewies.

In der Vorbereitung hierzu befassen wir uns mit der sogenannten FKG-Ungleichung,
benannt nach Fortuin, Kasteleyn und Ginibre, siche [FKG71]. Nach der Formulie-
rung und der Beweisfiihrung der Janson-Ungleichung stellen wir zwei Anwendun-
gen aus dem Bereich der Zufallsgraphen vor. Zur Behandlung des zweiten Beispiels
benétigen wir ein klassisches Resultat iiber Kopplungen von Strassen, [Str65].

Fir z = (z1,...,24),y = (Y1,---,Yn) € R* sei x > y durch z; > y; fiir alle
1 < i < n definiert. Eine Abbildung f:R" — R heif}t steigend, wenn fiir alle x > y
gilt: f(z) > f(y). Analog heifit f fallend, wenn fiir alle z > y gilt: f(z) < f(y).
Zentral fiir das Weitere ist nun der folgende Satz (siehe [FKGT71] und die wichtige
Vorarbeit von Harris [Har60)):

Satz 7.1. (FKG-Ungleichung, Harris 1960) Es seien X1, ..., X, unabhingige, re-
ellwertige Zufallsgriofien, definiert auf einen gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum.
Sind f und g beschrinkte und steigende (fallende) Funktionen von R™ nach R, so
qilt

E(f(X1,...,Xn) 9(X1,..., X)) 2 E(f(X1,..., X5)) E(g(X, ..., Xn))

Man nennt die Ungleichung auch eine Korrelationsungleichung.

Beweis: Wir betrachten einen Induktionsbeweis. Es sei X := (X7,..., X,).

n = 1: Es sei X' stochastisch unabhiingig von X so gewiihlt, dass X' in Verteilung
mit X iibereinstimmt. Es gilt fiir alle z, 2’ € R

(f(z) = £(2") (9(z) — g(a)) > 0.
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Also folgt

0< E((f(X) ) (9(X) —g(X’>)) — (E(f(X) 9(X)) ~ E(f(X)) E(g(x>>) |

womit die Aussage des Satzes fiir n = 1 bewiesen ist.

Es sei nun n > 1 und die Aussage gelte fiir alle 1 < r < n — 1. Nach Definition der
bedingten Erwartung gilt:

E(f(X) 9(X)) = E(E(f(X) g(X)|X1,.., Xn-1)).

Ist X1, Xn_1 gegeben, so ist nur X, zuféllig. f und ¢ sind in der letzten Komponente
X, bei festgehaltenem X, X, _; steigende Funktionen. Damit ist

]E(f(X) g(X)|X1, Ce 7Xn—1) Z ]E(f(X)'Xl, ceey Xn—l) E(g(X)|X1, ceey X’n—l)-
Dies folgt aus dem Resultat fiir n = 1. Es sei

fl(xla P ,.’L'nfl) = E(f(l'l, Y o Xn))
und
g1z, ..., 1) = E(g(l"l, e ,l"n—bXn))-

Dann ist f1(X1, ..., Xn-1) = E(f(X)|X1,...,Xn_1) und analog g1(X1, ..., Xn_1) =
E(g(X)\Xl, ... ,Xn,l). Da f; und g; steigend sind, folgt

E(f(X)g(X)) > (IE( F(X)X0y . Xo1) ]E(g(X)\Xl,...,Xn_l)>
= E(fl(Xl, 1)g (Xl,...,Xn,l))
> E(fi(Xy,... ))E(g(Xl,...,Xn_l))
- E ]E(f X, Xn1))E<E(g(X)|X1,...,Xn1)>
= E(f(X (X))-
Damit ist der Satz bewiesen. O

Wir betrachten nun die folgende Situation: Es sei (J;,7 € Q) eine Familie unabhéngi-
ger Indikatorvariablen und (Q(«),« € I') eine endliche Familie von Teilmengen der
Indexmenge Q. Wir setzen I = [[;cqq) /i und W := 3 cp lo. W bestimmt die
Anzahl der Mengen Q(«), die in der Zufallsmenge {i € @ : J; = 1} enthalten sind.
Die I, sind steigende Funktionen von (J;,7 € Q). Sei weiter

Iy ={B+# a:Q(a)NQ(B) # 0}.
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Dann ist I, unabhingig von Iy fiir § € I'\T'} und S # . Wir definieren

1
a = Ia;)\:EWZ a,éz—A
. LR

acl

mit A =37 > 5o+ E(Ly Ip) sowie n = max, m,. Es gilt der Satz, die Ungleichung
von Janson [Jan90]:

Satz 7.2. (Janson, 1990) In der obigen Notation gilt immer:

exp (—ﬁ) < P(W =0) <exp (—1—15)

Ist An <1 und Ad <1 so gilt
PW=0)=e*(1+0(An+Ad)).

Bemerkung 7.3. Die Janson-Ungleichung liefert eine gute Anndherung an die
Poisson-Wahrscheinlichkeit e *, wenn An und A § klein sind.

Beweis: 1. Schritt: Es gilt

P(W =0)=Palle I, =0) > [[(1 —ma) = [[ P(Za = 0).

acl’ acl

Per Induktion folgt: ist |I'| = 2, so gilt mit der FKG-Ungleichung

P(Ial = Iaz = 0) = E((_(l - Ial))(_(l - Iaz)))
> ]E(l - Ial)]E(l - Ia2) = (1 - 7T0£1) (1 - ﬂ-az)'

Ist ' =T, Uy mit I'y N 'y = 0, so folgt mit der FKG-Ungleichung

P(Nt=0) = 5 [Ta-m) - [Ja-1)

) > P(aga{el; = 0}) P(arje;a = 0})

(hier ben&tigt man [y > 1, |[I'y| > 1). Da |I'y| < |I'| und |Ty| < |[', liefert Induktion
das Resultat. Wir erhalten somit

P(W=0) > exp (Zlog(l - 7Ta))

acl’
2
= exp Z(—Wa—w—a—---) > exp —Z Ta ,
2 1—m,
acl’ ael
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denn "= = 7, + 72 + w3 + - --. Nach Definition von n folgt

“ P(W:O)zexp<—21”“ ):exp<_L>.

a€el - 1_77

Also ist die untere Abschétzung gezeigt.

2. Schritt: Es gilt immer
P(W =0) < 4(t) :==E(exp(—tW)), t > 0.

Die Funktion (t) heiit die Laplace-Transformierte von W. Wir wollen (¢) ab-
schitzen. Es gilt

d —tw —tW
—%@b(t):E(We > :;]E(Iae )
Fiir jedes « schreiben wir W = I, + Z, + W/ (siehe Kapitel 3),wobei

Zo=Y_ Is und W, =W — I — Za.

Berd

Damit ist W/ unabhéngig von I,. Es gilt

E(Ia e_tw) = wa]E(e—tZé—tWéua = 1)

mit Z! = Z, + 1,. Die Bedingung I, = 1 legt die (J;,7 € Q(«)) fest. Z! und
W! sind steigende Funktionen der verbleibenden (J;,i ¢ Q(a)). Also sind e~%a
und e~*"a fallende Funktionen dieser unabhingigen ZufallsgréBen. Satz 7.1 (FKG-
Ungleichung) liefert

]E(Ia etW) > waE<etZ&|Ia = 1)E(etWé|Ia = 1)
= 7Ta]E<e_tZ<”|Ia = 1>]E<e_tw<;)

> waE(e—tZ&ua = 1) W(t),

denn W > W' also e=™a > ¢~ Wir erhalten

d 1 —tw
_E(logw(t)) = W;E(Iae )

> ZwalE(etZ&ua = 1).
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Nun verwenden wir die Jensen-Ungleichung: ist f(z) eine konvexe Funktion, so gilt
E(f(X)) > f(E(X)) (siehe zum Beispiel die Monographie von Bauer, [Bau02, Satz
3.9]). Wir wenden Jensen fiir f(z) =e™'* ¢ > 0, an. Es gilt dann

d Jensen

—%(logw Zwa exp(—E(t Z,|I, = 1))
= /\Z ~ exp(—tE(Zo|la = 1))
> Aexp(—zw—/\at]E(Z('an = 1))
= )\exp(——ZlEI Z’))
(-

(ZE}2+Z > E(L. Ip) ))

[e% ,BEF+

= Aexp

> |

>/|<*

= A exp(

Integration und ¢ (0) = 1 liefern

A+A ) = Aexp(—t(1 +96)).

T
—logy(T)+0 > / A e 019 gy
0
— A 1— 67T(1+6)
1+
und somit 3

3. Schritt: Es gilt

fir Ad <1 und

fiir Anp <1. 0

Anwendungen: Wir betrachten zunéchst das Beispiel des Teilgraphenzéhlens bei
Zufallsgraphen. X (G) sei die Anzahl der zu H isomorphen Teilgraphen in G €
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G(n,p). H sei strikt balanciert mit £ Knoten und [ > 1 Kanten, I" wie in Kapitel 6.
Wenn Jy, ..., J(n) die Kantenindikatoren bezeichnen und
2

Q(a) := {Kanten in der Kopie « von H},

so ist I, := HieQ(a) J; die vertraute Zufallsgrofle. Wir betrachten den kritischen Fall
lim,, o0 p(n) n*/* = ¢ > 0. Wir wissen bereits, dass
!

C
AzEWzlE(ZIa) ~ =

acl

gilt. Weiter ist A = O(p®), wobei & der Balanceindex von H ist. Weiter ist n = p'.
Also ist Ad = A = O(p°) klein und Anp = Ap' = O(p') ebenfalls klein. Die Janson-
Ungleichung, Satz 7.2, liefert dann

P(X =0)=P(W =0)=¢*(1+0(p)),

denn p' < p* nach Definition von e. Wir erhalten P(X = 0) = exp(—c'/a) (1+O(p?)).
Dies ist vergleichbar mit den Resultaten mittels der Steinschen Methode (Satz 6.3).

Wir wollen nun die Situation untersuchen, in der A — oco. Wir wissen A ~ =,

Wir wihlen p(n) = n %/ mit v > 0. Dann ist A < n”!, also wichst A schnell. Es
folgt, dass n = p' = n %7 und somit A n < n 27!, Die rechte Seite ist klein, wenn
v < 2% gilt. Weiter ist

A=)\§= 0((nk pl)2—2/k ps) _ O(nw(2—2/k) n—%-l—'ys).
Nach Satz 7.2 impliziert A und A klein:
P(X=0)~e ™
Wir wollen den zugehorigen y-Bereich bestimmen:
(i) An klein bendtigt v < .
(ii) A klein benétigt v(I1 (2 — 2) +¢) < £, also y < W

In aller Regel ist die zweite Schranke fiir v mafigebend, sprich kleiner.

Bemerkung 7.4. Ist § < 1, so liefert Satz 7.2:

PW =0) < e*exp (—A(L - 1))
5
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Ist 0 > 1, so folgt

P =0 <exp( 1) =emn(-25),

Wir wollen diese Beobachtung fiir das obige Beispiel diskutieren: ¢ klein bedeutet
% klein oder (nf pl)l_%ps klein bzw. n?'(1=%) n=%"+¢7 Klein. Es geniigt

ek

fy<l (1—%)4—5) <7
< ek |
1(1(1—%)+5)

Wir vergleichen dies mit den Resultaten, die die Steinschen Methode lieferte:

also

_ vl
e A ~ e n const..

Fiir v > 0 ist die rechte Seite, also e™*, sehr klein. Stein lieferte
p° = n_(%_"’) ‘.
was viel grofler ist.

Im Fall § > 1 betrachte
2A k.
Sz =0 o)),
da n* p! ~ n7! und pf ~ n= "7+, folgt hier

2
A 290 | ke
& T

PW =0) <e 258 ~exp(—n .

Vergleiche dies mit

(- p)(g) ~ eXp(_W) ~ exp(—p_”2>

? 1
~  exp (—% n_k/lﬂ) = exp (—§n2_’;+7).

Der Exponent ist grofer als n?vV/ktke/l=e,

Wir betrachten eine weitere Anwendung der Janson Ungleichung. Wir gehen der
folgenden Frage nach:

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses, dass in einem G € G(n, p) jeder
Eckpunkt zu einem Dreieck gehort?
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Es sei I' = {1,...,n} und Jy,. "’Jg seien wieder die Kantenindikatoren. Wir
schreiben J;;, wenn der Kantenindikator zu den Knoten ¢ und j gemeint ist. Zu
i€ {l,...,n} sei I; = I(Eckpunkt i gehort zu keinem Dreieck). Formal bedeutet
dies mit Jijk = JiijkJikZ

i<k

jik#i
Sei weiter W = 7" | I;, dann ist {WW = 0} das Ereignis, dass jeder Eckpunkt zu
einem Dreieck gehort.

Wir versuchen, die folgende Frage zu beantworten: Gilt P(W = 0) ~ e * mit
A =EW = np, wobei p = P(I; = 1)? Erneut versuchen wir mittels einer Kopplung
die Steinsche Methode anzuwenden.

Zu j € {1,...,n} seien U;,V; so gewéhlt, dass L(U;) = L(W) und L(V; + 1) =
LWI|I; = 1) gilt. In unserer Situation sind die I; fallende Funktionen der un-
abhéingigen Kantenindikatoren Ji, ..., J(g) Sei ¢:R — R eine steigende Funktion.
Dann ist

E(¢(V;) = E@W - L) =1)
= w(s(T0) 1) /B
kg
Dabei ist ¢(D_,_; Ix) ebenfalls eine fallende Funktion der unabhéngigen Kantenin-
dika-toren. Satz 7.1, die FKG-Ungleichung, liefert E(¢(V;)) > E(¢(W —I;)) fiir jede
steigende Funktion ¢. Dann existiert ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf dem Produkt
der Raume, auf denen V; und W — I; definiert sind, mit Marginalverteilungen £(V}),
L(W — I;) und mit
pV; 2W—1;) =1
Also ist fast sicher V; > U; — I; erfiillt und somit kénnen wir Satz 6.8 anwenden:
dry (L(W), Po(EW)) < min(l, ﬁ) (V(W) —EW +2 ;(Efj)Q) .

Insbesondere ist dies eine Schranke fiir |[P(W = 0) — e *|. Die Existenz von u
entnehmen wir einem Resultat von Strassen, siehe [Str65]:

Satz 7.5. (Strassen, 1965) Eine Kopplung p wie beschrieben existiert genau dann,
wenn fir jede steigende Funktion ¢:R — R

E(6(V;)) > E(¢(W — I;))

erfillt ist (wir geben den Beweis hier nicht).
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Wir miissen EW und V(W) bestimmen. Dabei hilft die Janson-Ungleichung! Wir
bestimmen P(I; = 1) und P(I; = I = 1).

Es gilt I; = 1 genau dann, wenn Jij = 0 fiir alle 2 < 7 < k < n. Also ist
W1 = Z Jljk
2<j<k<n

(erinnere: Jyj, = JyjJjkJ1x). Wir wenden die Janson-Ungleichung fiir W, an. Es ist
m = maxEJy; = p?, A = [[4[p® = (";")p® und

Al = Z Z E(Jlkj Jlj’k:’)-
Py (5°K):{d,k3N{4" k' }=1

Eine kleine Uberlegung zeigt A; = (") p° 2(n — 3). Wir betrachten den Fall, dass

P(I; =1) ~ £, also A ~ ¢ wird. Wenn wir p = p(n) so wahlen, dass

(";l)p‘”’ =logn — logc, also e™™ =

=, 8o ist
Ay < n?p° < n(logn)®Pn=1% = n=3(logn)®® =: ¢,
(denn p < (log n/(nQ))l/3 ~n~2/3, vgl. Schwelle 2). Es ist also A; klein und
A mi = O(n~2 (logn)?) ebenfalls klein. Also ist nach Satz 7.2
P(Wy=0)=EL = e (1+0(e,)) = %(1 +O(en)).

Somit ist A =EW =nP(l; =1) =¢(1+ Olen)).

Wir betrachten nun ¢ := P(I; = I, = 1) (weder 1 noch 2 gehéren zu einem Dreieck).
Es sei

W, = Z (Jjk + Joji) + Z J12j,

3<j<k<n 3<j<n

dann ist P(I; = I, = 1) = P(W, = 0). Erneut wenden wir die Janson-Ungleichung
an. Es ist g, = p® = O(n~2 logn), also klein, und \y, = EW, = p? (2 ("% + (n—2)>
sowie

A, = (2 (“ N 2) (2(n—3) +1) +3(n — 2)(n — 3)) P = O p*) = O p \y).

Wir erhalten somit Ay = O((logn)n'/* (logn)*3) = O(n /3 (logn)>/?). Da also
sowohl A, als auch Ay 1y klein sind, liefert Satz 7.2

PWy=0) = e2(1+0(e,))

- (2)2(1 +O()).

n
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Somit fogt fiir die Varianz
V(W) =np(l=p) +n(n—1)(g-p*) = A+ O(en),

und somit

dry (L(W), Po())) < O(ey).
Insbesondere ist

IPW =0) —e ™| = O(e,).

In anderer Formulierung erhalten wir also insgesamt
PW=0)=e¢"“+ O((lognS/n)l/?’).

Ausblick: Einige Kommentare zur Janson-Ungleichung: Zunéchst kann man fest-
stellen, dass im Falle unabhingiger Zufallsvariablen die Schranke der Janson-Unglei-
chung auch auf direktem Wege (Tailabschéitzungen fiir eine Binomial-verteilte Zu-
fallsgrofle) erhalten werden kann: siehe etwa [JLR0O, Theorem 2.1]. Der Nachteil der
Janson-Ungleichung ist, dass sie nur im Fall einer Summe von Indikator-Variablen
mit einer sehr speziellen Struktur angewendet werden kann. Darunter fallen die Zahl-
statistiken bei Zufallsgraphen. Suen hat in [Sue90] eine wesentlich grofiere Klasse von
Indikatorvariablen zugelassen und dabei eine nur leicht schwéichere Ungleichung her-
leiten konnen. Janson wiederum hat in [Jan98] neue Versionen der Ungleichungen
von Suen hergeleitet. Man findet dies auch in Spencer [Spe98], sowie in der Mono-
graphie [JLR0O, Section 2.3].
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8. UNTERE ABSCHATZUNGEN BEI POISSON- A PPROXIMATIONEN

Wie gut sind die betrachteten oberen Schranken, die wir mittels der Steinschen
Methode gefunden haben? Haben wir nicht eventuell in den Beispielen schlechte
Kopplungen (U, V,) gefunden? Héufig war bisher die obere Schranke im wesentli-
chen von der Ordnung
VW)

€= (IAEW)‘ B

_ 1‘
(siehe Kopplungsansatz, Korollar 4.3 und Satz 6.8). Wir wollen in diesem Kapitel
kurz auf untere Schranken eingehen.

In der Literatur kann man untere Schranken fiir eine recht grofle Klasse von Indika-
torvariablen (I, € I') finden. In diesen hier nicht betrachteten Beispielen findet

man eine Konstante ¢, so dass
drv (L(W), Po(EW)) > ce |loge| >
gilt. Dieses allgemeine Resultat wollen wir nicht beweisen. Man findet es in Section

3.1 im Buch von Barbour, Holst, und Janson, [BHJ92|.

In der Situation von Korollar 4.3 (monotones Koppeln) ist dann & die korrekte
GroBenordnung, abgesehen vom |loge|~? Faktor. Poissonkonvergenz liegt in dieser
Situation genau dann vor, wenn ¢ — 0 gilt.

Wir wollen fiir die Falle der monotonen Kopplung genauere untere Schranken her-
leiten.

Fiir die Totalvariation zwischen P und @), zwei Wahrscheinlichkeiten auf Ny, gilt

in(P.Q) = s / fdp - / fdQ‘
1
= yum| [rar= [ raq)

Hier bezeichnet [ f dP den Erwartungswert von f beziiglich der Verteilung P.

Es sei g:Ny — R eine beschriankte Funktion und Z ~ Po()). Erinnere:
E{\g(Z +1) — Zg(Z)} = 0.

Setzt man nun

h(j) :==Ag(i +1)—3jg(j), j€N
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so folgt

EAg(W +1) = Wg(W))| = [E(h(W) —h(Z))]
< 2dyy (L(W), £(2)) |12]] oo
= 2dpy (L(W), Po(\)) sup|Ag(j + 1) — j 9(j)|.

720
Somit folgt

IE\g(W + 1) — Wg(W))]
drv (EOV), PolN) 2 5 = TG+ 1) = 7 907

fiir jede beschrinkte Funktion g : Ny — R. Es bezeichne k4(W) := E(W?) —
3(E(W?))2. Dann gilt (siehe [BHJ92, Section 3]):

Satz 8.1. Es seien (I, a € ') negativ zusammenhdngend (siehe Seite 37). Bezeich-

neA\:=EW,e_. =1-— ‘?E(—VVIZ) und y_ =1— %VY,V). Dann gilt:

e_
> .
~— 114+ 3 max (0,7 — /Ae_)

(1—eMe_ > dry (L(W), Po(N))

Beweis: Die obere Schranke folgt nach Korollar 4.3. Nun betrachten wir eine spezielle
beschriinkte Funktion g: Es sei f(z) = (z — A) e @ /02 mijt 9, A > 0. Setze nun
g(y) := f(y) fiir jedes j =0,1,2,.... Es gilt:

Lemma 8.2. Fir j =0,1,2,... und y > x gilt

(1) =22 < f(G+1) - f() <1
(i) fly+A) = fle+A) >y —a— L=
(iii) [Af(+1) — 4 f(5)] < Amax(1,2e7/% +fe7").

Wir beweisen das Lemma etwas spéter und fahren zunéchst im Beweis des Satzes
fort:

Es gilt mit Hilfe von (iii) des Lemmas 8.2:

[E(Ag(W +1) - Wg(W))|
dry (L(W), Po(A)) > 2M(2e73/2 + fe 1)
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fiir alle # > e. Wir verwenden die Notation V, := ZB 4o JBa mit den Jg, wie in
Kapitel 4. Dann gilt

EAg(W +1) = Wg(W)) = 7o (Eg(W +1) = E(g(W)|La=1))

= Zﬂ'aE(g(W +1) = 9(Vat1))

e S Mk ((W+ LN = (Vot1—n— I HL= A)?’O_A(V” Lo A)3>
= A=) _E(LW-Y) —%(A]E(W+1—A)3—ZE(Ia(W—A)3)>
- A—V(W) - %{/\]E(W 1= AP —EW(W — /\)3)}
= A=VW)- %{)\ — (E(W -\t = 3V(W)2) +3(\— V(W))V(W)}
_ Y-[Ae_+3(1 —¢€_)
= Ae_ (1 — 7 ) .

Damit folgt
1+ 357_ o 3+’776/)\5,

drv (EOV), PoV) 2 & =55 5 e

fir & > e. Wéhle nun # = 6 + 2 max(0,7_/(Ae_)). Man erhdlt nach ein paar
Rechenschritten das Resultat. O

Beweis von Lemma 8.2: Der erste Teil folgt mit

2
_geWQ<:£%teﬁ/wA>: (1__2tj>eﬁﬂew <1.

)

Da weiter (1 — 28) e~/ > 1 — 3¢2/(6 )), bekommen wir fiir alle y > =:

y 212 5
— 1= 20 ) et gy
.A ( 0A>e

y 342 v —
L(l—ﬂ)dt—y—x— P

N(FG+1) = £(5) = (G — A)? e GV/ON)
< /\max(l, 2732 4 96_1).

ye V0N _ g o=at/(03)

v

also folgt (ii). (i) impliziert
AfG+1) =350

I
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Damit ist das Lemma bewiesen. O

Ist in Satz 8.1 y_/e_ beschrinkt, so ist die Schranke (1 — e™*) e_ aus Korollar 4.3
scharf bis auf eine Konstante. Es gilt insbesondere (siehe [BH84]):

Korollar 8.3. (Barbour Hall, 1984) Sind die (I, € ') unabhingig, so gilt

1 1
1——6 j{:ﬂ' > dTV ) I%KA));E gilnhl<1fx) Ei:ﬂi.

aEF a€cl

Beweis: Die Unabhéngigkeit der I, impliziert

- % 3 Mol = Ma)(1 = 67 (1 — 7))

a€el’
und 1 1
_ _ 2
_=1- XZ?TQ(l—?Ta) = XZWQ.
a€el acl
Es folgt somit
€_
P —_ 1, M)

Die obere Schranke sahen wir in Satz 2.11. O

Ein dhnliches Resultat fiir positiv zusammenhéngende (I,,a € T') (siehe Satz 6.8)

wollen wir hier nur angeben. Den Beweis findet man in [BHJ92, Theorem 3.E].
Satz 8.4. Fs seien (I,,a € T') positiv zusammenhingend, A = EW, e, = VE(—VVJ,/) -1,

vy = —”4(W) — 1 sowie

Z o BV =N+ W - XY mala}

3
+_ A26+

Y :maX(O )1—1) +3€++

Sei e, > 0. Dann gilt:

(1=e?) (e+ +2) ma/A) 2 drv((L(W), Po(X)) 2 T?ﬂp
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9. CoMPOUND P0OISSON-APPROXIMATION

Der lokale Ansatz in Kapitel 3 lieferte die Abschétzung

. 1
dry (L(W), Po())) < m1n<1, X) {ng +Y maBZ,+ > Y E(L Iﬂ)},
a€cl a€cl a€l’ pel,
wobei Zy 1= ) 5, Ip und zu jedem o € I'ist I', die Menge der 8 € I'\ {a}, fiir
die gilt: I ist abhéngig von I,. Es soll also gelten: fiir jedes § € (I', U {a})¢ ist I3
unabhéngig von I,.

Der Ausdruck A™' Y 7o (7o + EZ,) beschreibt die erwartete Anzahl von 1’sen,
einschliellich der 1 in o (wenn dort eine ist), in einer typischen Nachbarschaft ', von
o € I'. Der zweite Summand A" Y"1 E([,Zy) = A7 Y cr Ta B(Zy |1 = 1) be-
schreibt die erwartete Anzahl von 1’sen, ausschliefilich der 1 in «, in einer typischen
Nachbarschaft I', von « € T', fiir die I, = 1 gilt. Er beschreibt also die Tendenz von
lokalen Klumpen von 1’sen. Diese Tendenz kann auch fiir kleine I', stark sein. Man
sieht schnell ein, dass lokales Klumpen die Poisson-Approximation schlecht machen
kann: Im Fall I; = Ipj, = I} fiir jedes j mit P([; = 1) = p = 1 - P(I; = 0),
unabhiingig gewdhlt, und W := Y7 | I; folgt: £(W) ist nicht nahe der Poisson-
Verteilung fiir p ~ A/n, wobei wieder A\ = EW bezeichnet. Dies erkennt man unmit-
telbar an dem zweiten Summanden A\~'Y""  pE(Z;|I; = 1), sobald T'; die néchsten
Nachbarn von ¢ enthélt! Wir halten fest: Mit der Tendenz lokaler Klumpungen er-
warten wir keine oder eine nicht mehr gute Poisson-Approximation. Eine natiirliche
Frage ist nun: kann bei Klumpungs-Tendenzen eine Verteilung gefunden werden,
die in geeigneter Weise diese Klumpung darstellt und durch die dann eine bessere
Approximation im Vergleich zur Poisson-Approximation erreicht werden kann?

Wir werden in diesem Kapitel die Approximation mittels einer sogenannten Com-
pound Poisson-Verteilung studieren und dabei die Steinsche Methode fiir diese neue
Klasse von Limesverteilungen entwickeln. Dazu gehort analog zu den Ausfithrungen
in Kapitel 2 zunéichst das Aufstellen geeigneter Steinscher Gleichungen und dann das
Aufsuchen von guten Abschétzungen fiir die Losungen der Gleichungen sowie fiir die
Zuwichse dieser Losungen. Als dann wird man versuchen, den lokalen Ansatz und
auch den Kopplungsansatz fiir die neue Situation zu entwickeln. Wir beschranken
uns hier auf den lokalen Ansatz und schliessen mit zwei eindriicklichen Beispielen.

Die erste Arbeit zur Steinschen Methode fiir Compound Poisson-Approximation ist
die von Barbour, Chen und Loh [BCL92]. Eine ganz hervorragende Ubersicht iiber
den beinahe aktuellen Stand der Forschung zu diesem Gebiet ist die Arbeit von
Barbour und Chryssaphinou [BCO01].
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Wir betrachten nun die folgende spezielle Klasse von sogenannten Compound Pois-
son-Verteilungen CP(\, u): Es sei p eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf N und
(Yj,j > 1) eine unabhéngige Folge von Zufallsgrofilen mit Werten in N, verteilt nach
1. Weiter sei M Poisson-verteilt mit Parameter A und unabhéngig von der Folge
(Y;,j > 1) gewahlt. Dann definieren wir

CP(\p) =L (i Yj> .

Wir setzen p; := u({i}) fiir alle 7 € N.

Lemma 9.1. Sind (M;,i > 1) unabhdngige Po(\ u;)-verteilte Zufallsgrifen, so gilt

ﬁ(éyj) :£<§iMi>.

Mit Ni == A ist also B(W) =325 i A fiir W ~ CP(A, p).

Bemerkung 9.2. Man interpretiert die Verteilung wie folgt: man hat eine Poisson-
Anzahl M von Klumpen (also eine zufillige Anzahl), deren GréSe Y; unabhéngig
jeweils nach der Verteilung p bestimmt wird.

Beweis von Lemma 9.1: Man betrachte die erzeugende Funktion

o m,—\
E(SZ?LYJ) — Z]E(SYl)m)\ el
— m!

= exp(—)\(l—]E( Yl )—exp( Z/\k l—s )

H /\k 8 - 1)) HE(Sk M’“) = ]E(SZI?;U“Mk)
k=1 k=1
fiir alle s € (0,1). Damit ist das Lemma bewiesen, denn ist G(s) := E(s¥), so ist
(n)
n!

Also bedeutet die Ubereinstimmung der erzeugenden Funktion von Z]]VilY; und
> i>11M;, dass diese Zufallsgrofien in Verteilung iibereinstimmen. O

Mit der Setzung A\; = A p; wollen wir im Folgenden
CP(A\) :=CP(\, p)
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schreiben. A steht dabei fiir (A1, A, ... ) und wir betrachten die Situation } ;5,9 A; <
oo. Fiir Ay > 0 und \; = 0 fiir 4 > 2 folgt CP(\) = Po()\y).

Wir entwickeln nun die Steinsche Methode fiir die Klasse CP()\). Wir stellen fest
(und rechnen dies nicht im Einzelnen nach, siehe [BCL92] und [BC01]):

(i) Ist g: Ny — R eine beschriinkte Abbildung und Z ~ CP()\) mit EZ =
o1 1A < 00, so gilt
ZzZl g

E{Zg(Z) - ng(zm)} =0.
i>1
(ii) Ist f : Ny — R eine beschrinkte Abbildung und gilt E(f(Z)) = 0 fiir
Z ~ CP()), so kann f immer in der Form
FG)=379G) =D ihiglG+1)
i>1
dargestellt werden. Wir verzichten auf die Angabe der Formel fiir g(j) =
gra(4)-
(iii) Erneut wihlen wir f4 x(j) :==1(j € A)—CP(A\){A} mit j > 0und A C N,.
Dann existiert eine beschrinkte Losung g4 der Stein-Gleichungen
G9ax(7) = Y i Xigan(G+1i) = 1(j € A) = CP(N){A}
i>1
fiir alle 7 > 0 und A C Np.
(iv) Es sei W eine Ny-wertige Zufallsgrofie, so folgt aus der Stein-Gleichung

E(W gar(W) — 2 i\ gar(W + i)) = P(W € A) — CP(\){A} (9.3)
und somit
drv (L(W),CP(X)) = sup {‘E(W gar(W) — Eoo: i A gap(W + i)) ‘}

i=1
Analog zur Poisson-Situation erhoffen wir nun fiir die linke Seite in (9.3) Schranken
der Form
lganll Hi + Agax Hy
mit
Agay :=sup |gar(d +1) — gan(d)|
720
und

[gaxl| = sup [gax(5)]-
>0
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Mit
c1(A) = sup |[ganl]
ACNp

und

CZ()\) = jélg AgA’,\
& No

wollen wir Schranken der Form
dTV (E(W), CP()\)) S C1 ()\) H1 + CQ()\) HQ
herleiten.

Tatsichlich kann man fiir die H; Schranken via eines lokalen Ansatzes oder eines
Ansatzes mit Kopplungsmethoden erreichen. Schranken fiir die ¢;() folgen universell
aus der Form der Losungen der Steingleichungen fiir CP()).

Nun geraten wir bereits in tiefe Wasser aktueller Forschungsgegenstinde. In den
letzten Jahren wurde sowohl der lokale Ansatz als auch der Kopplungsansatz ent-
wickelt. Eine gute Ubersicht ist [BCO1]. Wir stellen hier nur den lokalen Ansatz
und somit auch nur Beispiele mit lokaler Abhéngigkeitsstruktur vor. Auf die vie-
len eindriicklichen Beispiele zu beiden Ansétzen in [BC01] sei an dieser Stelle nur
hingewiesen.

Enorm problematisch ist die Analyse universeller Schranken fiir die ¢;(\). Dies ma-
thematisch genauer auszufiihren, fiihrt an dieser Stelle zu weit. Wir geben ohne
Beweis die in [BCL92]| hergeleiteten Schranken fiir die ¢;(A) an. Der Beweis des fol-
genden Satzes verwendet die Generator-Methode von Barbour, wie sie im Ausblick
in Kapitel 2 kurz vorgestellt wurde.

Satz 9.4. (Schranken fiir die Steinlésungen; Barbour, Chen, Loh, 1992)

(i) Es gilt immer

e(N) < (1/\ A%) exp<;Ai).

(i) Sind die Werte (i \;); in i monoton fallend, gilt also
iXi— (i 4+ DAipr > 0

fur allei € N, so folgt

0 < { 1, wenn A — 2 < 1,
C1 >

1 1 ..
\/)\1—2)\2 (2 - \/)\1_2A2> Y fur A]_ - 2)\2 > 1
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und

1 1
A) <1 log™ (2(A1 — 2X2)) | .
W <A 55 <4(A1—2)\2) +log” (2(M 2)))

Bemerkung 9.5. Wenn )., A; grof ist, so ist die erste Schranke nicht zu gebrau-
chen. Gilt ¢A; Y\ 0, so ist fiir A2 < A die Limesverteilung dicht bei der Poisson-
Verteilung und die Schranke fiir co(\) ist vergleichbar mit der im Poisson-Fall ge-
fundenen Schranke. Aber es gibt noch einen log-Term.

Bemerkung 9.6. In den letzten Jahren wurde in einigen Arbeiten an Verbesserungen
fiir die Schranken in obigem Satz gearbeitet. Wir geben im Ausblick am Ende dieses
Kapitels eine kurze Ubersicht. Es sei aber jetzt schon darauf hingewiesen, dass es A
gibt, fiir die die Bedingung
1A — (Z + 1))\1'—1—1 >0, fiiralle 1€N,
nicht erfiillt ist, und fiir die ein 8 > 0 und eine Konstante K (\) existieren, so dass
() 2 KO exp( 5 X0
i>1
gilt.
Wir entwickeln nun den lokalen Ansatz, der fiir Beispiele mit lokaler Abhéngigkeits-
struktur anwendbar ist (vgl. Kapitel 3).
Es sei I' eine endliche Menge und (I,)scr eine endliche Menge von Indikatorvaria-
blen. Sei W :=3" . I,. Zerlege I fiir jedes « in
I={a}ul»urturw,
wobei
I'vs .= {p el'\{a}:Is ist stark abhiingig von I,},
rew:= {BeTl\{a}:Is ist schwach abhingig von {I,,v € {a}UT}}.
und
=T\ {{a}ul»*urw}.
Bei der Wahl I'** = ) und I, = T, definiert wie in Kapitel 3, erhalten wir die
Struktur des lokalen Ansatz bei der Poisson-Approximation. Wir definieren weiter

Ly =1, + U, mit
Ua = Z Iﬂ,
pergs
Xo=Y Igund Yo=Y Ig=W—I,-U,— X,.

BETY, BeTgw
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Es gilt der folgende Satz, bewiesen von Roos in [R0094], sieche auch [Roo93]:

Satz 9.7. (Roos, 1993) Fiir jede Wahl von T'%* und T und fiir jedes beschrdinkte
g:N—= R gilt:

E{Wg(W)—ZMig(WH)H

i>1

< Ag)y (]Ela)2 +EI, B(U, + X,) + ]E(IaXa)> +|lgl[ ¢,

a€el

wobel

1
A. = — =1 ir 1=
i Z,Z]E([a [(Zy=1)) firi=1,...,G+1,
a€el’
G+1
EW = Zz/\i, G = rélealgcﬂFa D,

i=1

ITasl+1
¢ = > > bai
acl’ =1
bai = |E(la1(Za=1)|(Ip; 8 €13")) — E(la [(Za =1))]

(in Analogie zu Satz 3.4).

Korollar 9.8. FEs gilt in der Situation wie in Satz 9.7

drv (L(W),CP(X)) < ca(N) Z ((]Ela)2 +EI, E(U, + X,) + ]E(IaXa)> +c1(N) ¢.

a€el

In der praktischen Anwendung mufl man zunéchst I's* und I't" fiir jedes o € I' ge-
eignet wihlen. Die Wahl wird durch die jeweilige Abhingigkeitsstruktur bestimmt.
Dann mufl man die Terme Y~ _.(EI,)? sowie

> Y ELEIL

a€l’ Berysurt

und

D E(ldp)

a€l gert
berechnen. Sind die {I3, 8 € 'Y U {a}} unabhéngig zu {I,,v € I'’"}, so ist ¢ = 0.
Weiter mufl man die )\;’s fiir ¢ = 1, ..., G berechnen! Dies ist nicht so leicht, aber

natiirlich wichtig, da man nur so die Limesverteilung wirklich kennt. Abschlielend
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verwendet man die Schranken fiir ¢;(A) und cp(A) geméaf Satz 9.4 (oder aktuellerer
Arbeiten, siche Ausblick).

Beweis von Satz 9.7: Es sei Wy :=W — I, und Wy =W, -Uy =W -1, - U, =
Xo + Y,. Dann gilt

E(I,g(W)) = E(I,g(Wa+1))
T4

= > Bl (Zo=1) gWay +1))

e +1

= Z E(Io [(Zg = 1) (Yo +1))
Tgs|+1
+ E(IoI(Zo=1) (g(Ya+ Xo +1) — g(Ya +1))).

Weiter gilt

]E(Wg(W) - %z’Aig(W + i))

= ;E(Ia g(W)) — g}lMiE(g(W +1))

= ZE; |F§;L1E(Ia I(Zo =) (9(Ya + Xo +1) = g(Ya + 1))
+ 26; F%21;114:(104 I(Zo = 1) g(Ya+ 1)) —E(lo [(Zo = 1))E(g(Ya + 1))
+ 26; Fgl]E(Ia I(Zo =1))E(g(Ya + i) — g(W +1)).

Bemerke, dass
|E(Io1(Zo = 1) (9(Ya + Xa +17) — 9(Ya+ 1)) | < AgE(L I(Zs = i) Xa)

und
|E(g(Ya +14) — gW +1))| < AgE(Ls + Ua + Xa)

sowie

E(Iy [(Za = i) g(Ya + 1)) = E(la I(Za = i))E(g(Ya +4)) < ||9]| i
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gilt. Also folgt:

‘E{Wg(W)—iii/\ig(W‘f‘i)H

e +1

< AgDY Y E(LaI(Za =) Xa)

Tafl+1

+Ag > > E(IaI(Za=1))E(Iy+ Us + Xo)
acl’ =1
g +1

+ gl Z Z Pai

acl’ =1

= AgZ((]EIa)2 + EI, E(U, + Xo) + E(L, Xa)> + |1g]] -

acl’

Damit ist der Satz bewiesen. O

Der Vorteil der Compound Poisson-Approximation liegt darin, dass der Ausdruck
> acr 2pervs E(lalp) nicht vorkommt. Lokale Klumpen beeinflussen die Ordnung
der Abschétzung nicht, sind aber in der Limesverteilung beriicksichtigt. Wir be-
trachten zwei Beispiele:

Beispiel 9.9. (k-runs, Roos 1993). Das Modell ist gewihlt wie in Beispiel 3.9. Nun

wahlen wir
r* = {a-(k-1),...,.a-l,a+1,...,a+k—1}
‘Y = {a-2k-1),...,.a—k,a+k,...,a+2(k-1)}

und I =T\ {{a}UT?» UT?}. Dann ist [T'%*| = 2(k — 1) und |T%| = 2(k — 1) fiir
jedes o € I'. Es ist mit 7 := p*

S ((BL)? + EI, E(Us + X)) = (4k — 3) nn?

acl

und Y-, E(I, X,) = 2(k — 1) nn® sowie ¢ = 0. Also ist
drv (L(W),CP(X)) < ca(A) (6k — 5) na.

Wir bestimmen nun die \; fiir s =1,...,2k — 1.
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Lemma 9.10. Fiir obiges k-run Beispiel gilt

nrp (1 — p)?, i=1,...,k—1,
Ai=q 2 (1 -p)+ 2k—i-2)p" (1 -p)?), i=k,...,2k-2,
s P i =2k — 1.

Beweis: Es gilt

N = %ZE(LI 1(Z, = 1) = %E(Ik 1(Zy = 1))

acl

nm

= TP(II+---+Ik71+Ik+l+---+IQk71 =i— 1|l =1)
nm

= TP(Vk_l + Vi =i-1),

wobei V;,_; und V)/_, unabhéngige und geometrisch verteilte Zufallsgrofen zum Pa-
rameter p bezeichnen, die bei £ — 1 abgeschnitten sind:

I

pP(l—p), I=1,...,k—2,
PVii=1)=
Vir=10) {p’“_l, l=k-1.

Somit folgt

PWVici+ Vi =i—1)
i—1
= Y PV =0)P(W=i—1-1)
=0
i—1 . .
= > pA-pptA-p) =ipT (1-p)’
=0

firi=1,....,k—1. Fiiri=k,...,2k — 2 ist

PWVia+ Vi =i—-1)

k—1
= > PWVa=)PVi,=i-1-1)
I=i—1—(k—1)
k—2
= 2pF ' p 1 -p)+ D P-pp(1-p)
I=1—k+1

= 29 (1 —-p)+ (2k—i—2)p" (1 —p)?
und fiir 7 = 2k — 1 ist
P(Vioi + Vi =2k —2) =p™2.

Dies zusammen liefert das Lemma. O
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Um die Schranken aus Satz 9.4 anwenden zu konnen, miissen wir analysieren, ob
1A; \¢ 0 gilt. Wir erhalten:
Lemma 9.11. Es gilt

p<1/3,  fir k=2,

i N\ O falls § p< 5V fir k=3,
1 ..

p<g, fiir k> 4.

Weiter ist A1 — 2 o = nm(1 — p)*(1 — 2p).

Der Beweis geht via einfacher Fallunterscheidungen und soll hier nicht gefiihrt wer-
den, siehe aber [Ro093]. Wir erhalten in Abhéngigkeit von & nur fiir spezielle p-Werte
eine Verbesserung durch Compound Poisson-Approximation mittels der Verwendung
der Schranken in Satz 9.4:

Satz 9.12. (k-run, Compound Poisson-Approzimation) Wenn i \; \, 0 gilt, so ist
c2(A)

1 1 +
< {1 A nm(1—p)2(1—2p) {4n7r(1—p)2(1—2p) + lOg (2n7r (1 - p)2(1 - 2p))}}

Die Schranke hat fiir die Werte p und &, fiir die 7 \; \, 0 gilt, die Ordnung & p* und ist
somit eine deutliche Verbesserung gegeniiber O(p) bei der Poisson-Approximation.

Beispiel 9.13. Wir betrachten das Modell isolierter Knoten wie in Beispiel 3.12.

Hier wéhlen wir
I'?* = {8 # a: B ist Gitternachbarpunkt von o}
und
b = {fy # « : vy ist Nachbar von § mit g € Fgf}.
Dann ist [I'%*| = 4 und [I'| = 8. Weiter gilt Y (El,)* = n¢® und
D ELE(Us + X,) =12ng°
aer

und
Y E(l, Xo) =8ng".

a€l’
Wieder ist leicht zu sehen, dass ¢ = 0 ist. Also ist

dTv(ﬁ(W), CP()\)) S CQ(/\) 21 nqS.
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Nun bestimmen wir die Parameter \;: Es ist

N o= %Z]E(IQI(Za:i))

acl’
4
- %ZP(Z 13:¢—1|Ia=1>
acl’ BETYs

fir 4 = 1,...,5. Nun ist 35 r. Ig verteilt nach b(-, 4, ¢®) bei Bedingung auf das
Ereignis I, = 1. Daher folgt:

n 4 i i
A = —.q4< )q?’“ D1-¢%)°

) 1—1

n 4 ) i
— _< )q3z+1(1 _ q3)5

1\ —1
Es ist
Moo= ongt(l-¢Y)Y
Ay = 2ng"(1—¢*? und
A = O(ng") fiir 3<i<5.

Nun wenden wir einen kleinen Trick an: man kann die Anzahl der zu bestimmenden

Parameter A\; mit der folgenden Konstruktion reduzieren: Wieder bezeichne G =

MaXqer (\Fgg |) )

Satz 9.14. Definiere
Xeo= M+ N, fir 1< G+ 1,
o=, fir 7=2,...,1, und
A; =0, fir 7 >1+1.

Dann gilt in der obigen Notation:

dry (L(W),CP(X"))

< )] (B + BL B, + )+ B X.)

+ Y (i - 1)Ai} + e (V) 8,

i=I+1

wobei \* := (A}, ..., ).

Der Beweis ist nicht all zu schwer. Wir lassen ihn weg, wollen den Satz aber fiir
Beispiel 9.13 anwenden:
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Wir wahlen [ = 2. Dann ist

5

o= M) iN=EW - 2)
=3

A= d=2ng"(1- ¢

Da hier 3°°_ . i(i—1)\; = 6A3+12X4+20)5 eine Ordnung hat, die kleiner als 21ng® ist,
liefert der Zusatzterm in Satz 9.14 keine Probleme in Bezug auf die GroBenordnung.
Weiter gilt A7 N\ 0, denn

2) _ 4¢(1— ¢’
AT 1-4¢%(1—¢%)?

<1 fir0<g<l.

Es ist A7 — 205 = EW — 4\, = ng*(1 — 8 ¢3(1 — ¢®)3). Weiter ist

5

D (i = 1A =12nq"°(1 + O(¢%)).

=3
Wir erhalten mit Satz 9.14 unter Verwendung der Schranken fiir co(A*) aus Satz 9.4:
dry (L(W),CP(X)
: (
nq4(1 _ 8q3(1 _ q3)3)
< (1+41log™2ng*)21¢* (1+ O(g?)).

1+log" 2nq4) (21ng® + 12n¢'°(1 + O(¢?)))

Fiir limy, 00 1 ¢t = poo > 1 gilt insbesondere dpy (L(W),CP(X*)) = O(1/n). Ver-
gleiche mit Beispiel 3.12. Dort hatten wir dry (L(W), Po(X)) < O(1/n®*) fiir
lim, ;0o g = poo > 1 gezeigt. Analog zu Beispiel 3.12 ist die Zuverlissigkeit
P(W < m —1) des Systems approximiert durch

m—1
PW<m—1)~ Y P(X =i) mit X ~CP(X").
=0

Ist N; ~ Po(A}) und Ny ~ Po(A%), unabhiingig von Ny, so gilt

i/2] )\*z 2] *)
P(X =i)=P(N, +2N, = i) = Z

Jj=

mit A\ =ng*(1 —4¢*(1 —¢)® und X5 = 2nq"(1 — ¢%)3.

—(AT+A3)
(1—25)! 4!

Ausblick: Wir haben bereits darauf hingewiesen, dass es bei der Compound Poisson-
Approximation via der Steinschen Methode interessante Entwicklungen gibt. Wir

stellen hier kurz einige vor.
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Wir haben nur aus der Gewohnheit der Poisson-Approximation heraus und wegen
der ins Auge gefassten Beispiele Summen von Indikatorvariablen betrachtet. Die Me-
thode kann fiir die Beispiel-Klasse W = ) Y, fiir Zufallsgrofien Y, mit Werten
in Z, entwickelt werden. Weiter bestimmt man die Distanz zwischen der Verteilung
von W und der C'P(\, p)-Verteilung nicht immer in der Totalvariation. Man un-
tersucht auch den Kolmogorov-Abstand, der fiir zwei Verteilungen P und @ auf Z
durch

dx (P, Q) := sup [P{[m,00)} = Q{[m,c0)}|

mEZ
definiert ist. Entsprechend der Steinschen Gleichung hat man fiir den Kolmogorov-
Abstand nun die folgende Grofle abzuschétzen:

dix (L(W),CP(X)) = sup

meEZ 4

]E<_W g[m,oo),)\(W) + Z P A g[m,oo),,\(W + ’L)) ‘
i=1

Barbour und Xia haben 1999 in [BX99] das folgende Resultat bewiesen. Wir be-
trachten die Verteilung CP(), p). Es sei my := .o ip; und mg := Y, 4% j1;: wenn
die Bedingung B -

0 :=mi " (mg —my) <1/2 (9.15)

gilt, so folgt
1

(1 = 20)v/xm;

CI(A: ,U) S

und

1
M) <
M) S T

Diese Schranken sind in A von der gleichen Ordnung wie die Schranken in Kapitel 2.
Der Parameter # kann einfach ausgerechnet werden. In der Notation des lokalen

0=> E(YoUs)/D> EY,.

acl a€cl

Ansatzes gilt

Fiir die Kolmogorov-Distanz haben Barbour und Xia in [BX00] die folgenden Schran-
ken hergeleitet: Gilt die Monotonie-Bedingung

so folgt
2
K .
A < 1,4/ ——
Fom <oin(s 2 )
und

1 1

K < min| -, —— ).
s <min()
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Es gibt eine Reihe von Beispielen, in denen die Monotonie-Bedingung (9.16) aber
auch die Bedingung (9.15) nicht erfiillt sind. In diesen Fillen sind die Schranken fiir
die Stein-Losungen sehr unbefriedigend. Barbour und Utev haben in [BU98| und
in [BU99] Verbesserungen der Schranken unter anderen, technisch recht aufwendi-
gen Bedingungen hergeleitet. Eine kurze Darstellung dieser Resultate findet man in
[ER99] sowie in [BCO1].

Nun geben wir fiir das Beispiel des k-Runs den aktuellen Stand der Forschung an:
Die Schranke in Satz 9.12 gilt im Fall p < 1/3, denn in diesem Fall ist die Monotonie-
Bedingung (9.16) erfiillt. Die Bedingung (9.15) der Arbeit von Barbour und Xia ist
fiir alle p < 1/5 erfiillt, denn es gilt die Abschiitzung 8 < 2p/(1 — p). Dann liefert
die obige Abschitzung

drv (L(W),CP(A, ) < (6k —5)p* (1 —p)/(1 — 5p),

was also sogar besser ist als O(kp*). Ist keine Bedingung an p gestellt, so haben
Eichelsbacher und Roos in [ER99] gezeigt, dass die Abschétzung von Barbour und
Utev in der Totalvariation einen Fehler der Ordnung

(’)(kpk + e—const.(k)npk)

liefern. Hierbei ist die Konstante nicht ndher bestimmt. Schliesslich haben Barbour
und Xia in [BX99] den Fall k¥ = 2 genauer untersucht. Mittels eines recht aufwendigen
Arguments und unter Verwendung einer modifizierten approximierenden Compound
Poisson-Verteilung bekommen sie eine Fehlerschranke der Ordnung O (p* (np*)=1/2).
Die Schranke ist besser als alle anderen.

Schliesslich sei auf die Arbeit von Barbour und Mansson [BM02] hingewiesen, in der
die Steinsche Methode fiir die Compound Poisson-Approximation auf der Ebene der
Punkt-Prozesse entwickelt wird.
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10. NORMAL-APPROXIMATION VIA STEINSCHER METHODE

Charles Stein entwickelte 1972 in [Ste72] die nach ihm benannte Methode urspriing-
lich zur Untersuchung von Normal-Approximation bei abhéingigen Zufallsgrofien.
Er untersuchte speziell stationire, mischende Zufallsgrofien. Wir wollen in diesem
Kapitel die Normal-Approximation betrachten.

Zunéchst fiihren wir den Begriff der schwachen Konvergenz ein. Dann skizzieren
wir einen klassischen Beweis des Zentralen Grenzwertsatzes von Markov aus dem
Jahre 1898 fiir Summen von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsgroflen.
Klassisch heif3t, dass wir Fourier-Transformierte und ihre Eigenschaften verwenden.
Im Anschluss erfolgt die Steinsche Charakterisierung der Normalverteilung, die For-
mulierung der Steinschen Gleichung sowie die Abschétzung der Losungen der Glei-
chung und die Abschitzung der ersten und zweiten Ableitung dieser Lésungen. Wir
beweisen dann den Satz von Markov via Steinscher Methode und diskutieren die
Konvergenzrate, die ohne Aufwand aus dieser Beweis-Methode gewonnen werden

/4 Wir skizzieren im Ausblick, wie Bolt-

kann. Diese Rate ist von der Ordnung n~
hausen [Bol84] die optimale Rate n~*/? von Berry [Ber41] und Esséen [Ess45] via

der Steinschen Methode gewonnen hat.

Fiir Wahrscheinlichkeitsmafle auf N lieferte der Totalvariationsabstand einen geeig-
neten Konvergenzbegriff. Was ist ein geeigneter Begriff fiir Mafle auf (R, B(R))?

Wir erinnern an den Satz von de Moivre und Laplace: Es sei (X,),en eine Fol-
ge unabhéngiger Zufallsgrofen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) mit
P(X; =1) = pund P(X; = 0) = 1 — p fiir alle ¢ mit einem p € (0,1). Dann ist
Sp = X1+ ---+ X, b(-;n,p) verteilt mit Parametern n und p und es gilt fiir alle

teR
Sy — b
lim p | 222 <t| =%t :=/ —— ¢ g
n—r00 np(1 — p) —oo V2T
Konvergiert die Folge dieser Zufallsgréfen? In welchem Sinne meinen wir Konver-
genz? Eine inoffizielle Mitteilung ist: aus dem Kolmogorov’schen 0-1-Gesetz folgt,

dass lim sup(S,, — np)/+/np(1 — p) = oo fast sicher und

n—oo

liminf(S, — np)/y/np(1 —p) = —oc fast sicher ist. Die ZufallsgréBen konvergie-
rg; Oz‘;ulso nicht fast sicher! Tatséchlich konvergiert die Folge der Verteilungen von
(Sp —np)/+/np(1 — p). Dies wollen wir nun prézisieren. Sei p, die Folge der Vertei-
lungen von (S, — np)/y/np(1 — p) und p sei die Standard-Normalverteilung. Was
bedeutet u, konvergiert gegen p? Gilt u,(A) — p(A) fir alle A € B(R)? Nein,
denn fiir jedes n existiert eine endliche Menge A, mit pu,(A,) = 1. Setzen wir
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A = U2 A, so ist A abzdhlbar, und es gilt u,(A) = 1 fiir alle n, aber es ist
u(A) = 0.

Wir geben nun eine Definition eines geeigneten Konvergenzbegriffs: Es sei (5, d)
ein metrischer Raum und Bg die kleinste o-Algebra, die die offenen Mengen enthélt.
M (S) bezeichne die Menge der Wahrscheinlichkeitsmafe auf (S, Bs). C(S) bezeich-
ne die Menge der reellwertigen, beschrinkten und stetigen Funktionen auf S.

Bemerkung 10.1. Es seien v, € My(S). Gilt [ fdu = [ fdv fiir alle f € C(S), so
gilt p = v (ohne Beweis).

Definition 10.2. (i) Seien py,, u € M;(S) fiir n € N. Die Folge (jn)nen kon-
vergiert schwach gegen pu (Notation p, — ), wenn

lim | fdu, = /fd,u fiir alle f € C(S) gilt.
n—oQ

(ii) Esseien X, und X (5, Bg)-wertige Zufallsgrofien, die auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum (Q, F, P) definiert sind. Falls P o X! % P o X1, so sagt
man, die Folge (X, )nen konvergiert in Verteilung gegen X, und schreibt

L(X,) 2 L(X).
Es gilt:

Satz 10.3. (Zentraler Grenzwertsatz, Markov, 1898)
Es sei (X,)nen eine Folge unabhdngiger, reeller, quadratisch integrierbarer, iden-
tisch verteilter Zufallsvariablen mit EX, = 0 und V(X,) > 0. Es bezeichne 0? :=

0%(Xy) == V(X,) und S, :=Y_p_, Xi. Dann konvergiert L(jgg) schwach gegen die

Standardnormalverteilung.

Ein typischer Beweis verwendet charakteristische Funktionen. Fir p € M;(R) ist
J e u(dy) =: ji(z) die Fourier-Transformierte (komplexe Funktion). Fiir eine reell-
wertige Zufallsgrofe X heifit E(e”X) = px(z) charakteristische Funktion. Es gilt:
Die charakteristische Funktion der Summe unabhingiger R-wertiger Zufallsgrofen
ist gleich dem Produkt der einzelnen charakteristischen Funktionen (siehe zum Bei-
spiel Satz 22.5 in [Bau02]). Der Stetigkeitssatz von Lévy besagt: Ist die Folge (fin)nen
der Fourier-Transformierten einer Folge (un,)nen von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf
R punktweise konvergent gegen eine in z = 0 stetige komplexe Funktion ¢ auf R,
so ist ¢ die Fourier-Transformierte eines eindeutig bestimmten Mafles u € M;(R)
und die Folge (in)nen konvergiert schwach gegen u (siehe Satz 23.8 in [Bau02]).
Mittels dieser Informationen geht der Beweis von Satz 10.3 etwa so: z +— x/(0+/n)
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ist linear, somit folgt nach elementaren Rechenregeln (Satz 22.4 (d) in [Bau02]) fiir
die charakteristische Funktion von S, /o+/n:

n
T
[ EVA L) - 1 b E R’
D8, oy (T) u(g n) T

wenn g die Verteilung der X; bezeichnet. Es ist also zu zeigen (Anwendung des
Stetigkeitssatzes):

n—oo g

fiir alle x € R gilt: lim <L> = exp(—12°/2).
n

Die rechte Seite ist die Fourier-Transformierte der N (0, 1)-Verteilung (Ubung).
Da X,, quadrat-integrierbar ist, existieren fiir ;4 die Momente:
My:=EX?=1; M,:=EX, =0; M,:=V(X,)=o0d"

Fiir die Taylorentwicklung von fi(z) gilt allgemein:

koo

. _ (i z)~ z* ,

a(x) = ;TMn—i_@(x)H’ wobei

©(@@)] < sup [pP@z) - 1M (0)],
0<9<1

sobald alle auftretenden Gréflen existieren (siehe Kapitel 25 in [Bau02]).

Hier ist nun:
2

1
a(r) =1-— 502$2 + @(x)%
(© ist eine stetige komplexe Funktion auf R mit ©(0) = 0). Also folgt

oz \" 1+—x2/2+@nx2 "
a oyn) n

1 z
0, =—06(——].
202 (0\/5)
Es gilt lim,, o, ©, = O(0) = 0. Da |a"—b"| < n|la—b| fiir a,b € Cmit |a| < 1,[b] <1
(via Induktion), folgt fiir hinreichend grofie n

—z2/2 + ©,2%\" —22/2\"
‘<1+ v/t "x) —<1+ m/) <10, 22,
n n
und somit
—x?2/2\" —22/2 40, r2\"
exp(—2%/2) = lim <1+ v’/ ) = lim <1+ v/2 4 nx) ;
n—00 n n—00 n

also ist e **/2 tatséichlich der Limes fiir n — co und der zentrale Grenzwertsatz ist
bewiesen. Die Theorie der charakteristischen Funktion muf allerdings vollsténdig
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entwickelt werden. Ein zentraler Aspekt der Beweisskizze ist, dass bei unabhéngi-
gen Zufallsgrofen die charakteristische Funktion faktorisiert. So hat man lange Zeit
unabhéngige (X, ),en studiert. Ausfiihrlich wird der Fall unabhingiger Zufallsgrofien
in [Bau02, Kapitel 28] behandelt. Die Annahme, die ZufallsgréBen seien identisch
verteilt, kann deutlich abgeschwécht werden. Dies geht zuriick auf Lindeberg und
Feller. Der Satz von Lindeberg und Feller gibt notwendige und hinreichende Bedin-
gungen fiir die Giiltigkeit des zentralen Grenzwertsatzes fiir Folgen von unabh#ngi-
gen quadratisch integrierbaren Zufallsgroflen mit positiver Varianz an, siehe Satz
28.3 in [Bau02].

Die Steinsche Methode hat nun den Vorteil, dass schwach abhingige ZufallsgroBen
studiert werden kénnen. Dies betrachten wir im Kapitel 11. Wesentlich ist weiterhin,
dass die Methode Konwvergenzraten liefert. Fiir den in Satz 10.3 betrachteten Fall ist
bekannt (siehe [Ber4l], [Ess45]):

Satz 10.4. (Berry, Esséen, 1945) Gegeben sei die Situation aus Satz 10.3. Gilt
zusditzlich € := E|X;|® < oo, so ist

wober K eine universelle Konstante ist.

sup
teR

Dieser Satz gilt auch im Fall nicht identisch verteilter Zufallsgroflen und lautet:

Satz 10.5. (Berry, Esséen, 1945) Gegeben sei eine Folge (X,)nen unabhdngi-
ger quadratisch integrierbarer, reeller Zufallsvariablen mit positiver Varianz o2 :=
Var(X,,). Es sei

Sp 1= (0%-1—---—%—03)1/2
und 0, = E(X,). Dann gilt

P(i i(Xj —n;) < t) - ‘1’(75)‘ <6s,° > _E(1X; — ),

S
" =1 j=1

sup
teR

sobald die rechte Seite existiert.

Wir betrachten den originalen (und technischen) Beweis von Satz 10.4 bzw. Satz
10.5 nicht, sondern beginnen, die Steinsche Methode zu entwickeln:

Es gilt die folgende Charakterisierung der Standardnormalverteilung (siehe [Ste72]):
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Lemma 10.6. (Stein, 1972) Es sei Z eine Zufallsgrife mit Werten in R. Z ist
Standardnormalverteilt genau dann, wenn fiir jede stetige und stiickweise stetig dif-
ferenzierbare Funktion f:R — R mit [, |f'(z)|e="/?dz < oo gilt:

E{f(Z) - Z f(Z)} = 0.

Beweis: Es sei Z Standardnormalverteilt und [, [f'(z)|e""/2dz < oco. Dann gilt
mittels partieller Integration

1 2
E(f'(Z :—/'we_w/de
(7)) = 7= | 7w
1 2
= — =24y =K(Z f(Z
z)ze z :
NG /Rf ) (212)
Nun nehmen wir an, dass fiir jede stetige und stiickweise stetig differenzierbare

Funktion f mit [, |f'(z)le""/?dz < oo gilt E{f'(Z) — Z f(Z)} = 0. Dann gilt es
insbesondere fiir

y
ar®) = [* (hay(a) = N 2 o
mit
1, fir z <wyg
h,w — ’ f— ?
0($) { 0, fiir x > wy
und .
N(hyy) ;= — [ hy,(x e 2 dx = ®(wy).
() 1= == [ (@) (1)
Es gilt

Jao®) = &/ (hug(y) = N(hug)) e/

2 Yy 2
+yeY /2/ (huo (2) — N(huy)) €7 dx

—0o0

= h’wo(y) - N(hwo) + yf'on(y)
(also 16st fy,(+) die Differentialgleichung f'(y) — y f(y) = hy(y) — ®(wy)). Somit
folgt
0 = E{f,,(Z2) —Z fu,(2)}
= E{hwo (Z) - N(hwo)}
= P(Z < wo) — & (wyp).

Es bleibt zu zeigen, dass f,, stetig und stiickweise stetig differenzierbar ist sowie
Ji | fioo (@) e %12 dx < oo erfiillt. Wir stellen eine Bemerkung voran:
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Bemerkung 10.7. Ist h : R — R eine stiickweise stetige Funktion mit
Jo |h(x)| e7*/? dz < 0o und ist
y

U (h)(y) = /2 / (h(z) - N(h)) "2 da,

so gilt:
Un(h)(y) =y Un(h)(y) = h(y) = N(h).
Man sagt, Uy (h)(-) ist Losung der Stein-Gleichung

f'(y) =y fly) = hly) — N(h),

wobei

N(h) )e /2 dy.

_ 1 / b
Vv 2 R
Da f,, existiert, ist f,, stetig. Da h(y) — N(h) und yUy(h)(y) stiickweise stetige
Funktionen sind, ist Un(h)(-) stiickweise stetig differenzierbar, also insbesondere

fuwo- Wenn wir noch zeigen dass

/ |Up (h e ¥ dx < o0,

V2r

ist das Lemma bewiesen. [, [h(z) — N(h)|e ~#’/2 4z < oo gilt nach Voraussetzung.
Es gilt [, (h(z) — N(h))e*'/?dx = 0 nach Definition von N(h). Damit ist

Uv(h)(w) = e/ / " (hla) = N(W) 2 da

—00
o

N ‘ew2/2/ (h(z) = N(h)) e "/ da.

w

Mittels partieller Integration folgt hieraus:

< ol e - N ay) da

o0 2
— [ 1nts) = Ny e Lay,
0

Das letzte Integral ist fiir h = h,,, endlich. Eine analoge Abschétzung gilt fiir das
Integral iiber R_ und somit folgt das Lemma. O

Das Lemma 148t vermuten: wenn E{ f'(W)—W f(W)} klein ist fiir eine grofie Klasse
von Funktionen f, so ist die Verteilung von W dicht bei der Standardnormalver-
teilung. Zu einer glatten Funktion A finden wir nach Bemerkung 10.7 eine Losung
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Unh(-) der Steingleichung f'(z) — z f(z) = h(z) — N(h) und es gilt
E{Ux (h)' (W) = W Uy (h)(W)} = ER(W) — N(h).

Wir suchen Schranken fiir die linke Seite und werden dabei die spezielle Struktur
der Zufallsgrofie W sowie Schranken fiir die Losung Uy (h) verwenden. Das folgende
Lemma stammt aus [Ste86].

Lemma 10.8. (Stein, 1986) Angenommen h : R — R ist eine beschrinkte und
differenzierbare Funktion und Uy (h) die Losung der Steingleichung. Dann gilt:

1Un(R)I| < V/7/2]|h = N(R) (10.9)

[Un(B)]| < 2[[h— N(h)|| und (10.10)
1UN(R)"I] < 2|A1], (10.11)
wobei || f|| die Supremumsnorm bezeichne: || f|| := sup,cr | f(2)]

Wir geben den Beweis des Lemmas spéter und wollen zunichst die Funktionsweise
der Steinschen Methode fiir die Situation aus Satz 10.3 vorfiihren: es sei 0 = 1 und
¢ = E|X;|® < oo. Setze W, := S,,/+/n und sei h:R — R stetig differenzierbar mit
||| < 0o. Wir bezeichnen die Steinlosung Uy (h) mit f. Weiter sei

Xi

%.

Wir entwickeln f via der Taylor-Formel um W;:

W, =

Wy, —

i
n

FOV) = (V) + (W, = W) V) = [ "W =) (0 e
Daraus folgt
E{ TLIV) = SETO7) - Xﬁ?f'(Wé)} = E{ =

Nun kann die rechte Seite nach oben abgeschitzt werden durch

(W, — 1) £"(2) dt}.

Xi
Vvn
Die ZufallsgroBen X; und W sind stochastisch unabhingig, also ist E(X; f(W!)) =
EX; Ef(W?) = 0 und E(X? /(W) = EX2Ef'(W!) = Ef (W!). Somit erhalten

WIr':

e i ELX; [
[ - walsa] = 1 E

i

Xi 1 ! 7 " SC.
B Zerom)) - 2B 0| <1175
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Wir kénnen nun |[EA(W,,) — N(h)| wie folgt abschétzen:

B (W) = Wi £OV,)
DELUAEFS vEUANES T ES vAVUARS vk VUM

IN

< R ES V) = W)+

sy (07) ~ B 0% )|
Der erste Ausdruck ist mittels des Mittelwertsatzes durch

E[X;|

1

abschiitzbar. Jensen’s Ungleichung liefert B|X;| < 1/EX? = 1 und 1 = (EX2)!/2 <
3y1/3
(E|X;|*)"", also

]EIX | <

"

n
<117l
Wir verwenden nun die Abschi;itzung [lf"l| < 2||h|| aus Lemma 10.8 und erhalten
insgesamt

ER(W,) — N(R)| < 4 ||h'||%

als Schranke vom Berry-Esséen-Typ.

Man beachte bei den Rechnungen, dass wir tatséchlich nur von der Unabhingigkeit
der Zufallsgrolen Gebrauch gemacht haben. Zwar war die Rechnung iibersichtlich
bei der Annahme gleicher Erwartungswerte und gleicher Varianzen o = 1, doch
identische Verteilungen wurden nicht benétigt. Die obige Herleitung kann leicht
verallgemeinert werden fiir den Fall unterschiedlicher Erwartungswerte, Varianzen

und dritter Momente.
Das so elementar gefundene Resultat mufl noch eingeordnet werden:

Das klassische Berry-Esséen Resultat (Satz 10.4) erhalten wir nicht ganz: Zunéchst
kénnen wir aber aus der via Stein gezeigten schwachen Konvergenz die Konvergenz
der Verteilungsfunktionen folgern: Es gilt allgemein (siehe Satz 10.16 am Ende dieses
Kapitels): Es seien p,, p € M;(R) fiir n € N mit Verteilungsfunktionen F,, (von p,)
beziehungsweise F' (von p). Es gilt genau dann p,, — g, wenn fiir jedes ¢ € R, in dem
F stetig ist, lim,, o F,(t) = F(t) ist. Satz 10.3 (hier via der Steinschen Methode
bewiesen) besagt somit:
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Satz 10.12. Es sei (X, )nen eine Folge von Zufallsgrofien, die die Bedingungen von
Satz 10.3 erfiillen. Dann gilt fiir alle t € R:

tim P72 <t) = 20)

(denn ®(-) ist iberall stetig).

Wie kann nun die mittels Steinscher Methode gewonnene Abschéitzung der Gréfen-
ordnung ﬁ auf eine Abschéitzung fiir | P(S,/(v/no) < t)—®(t)| iibertragen werden?
Hier sind die Testfunktionen Indikatoren auf Halbgeraden, also keine geeigneten
Testfunktionen, um die Stein-Technik anwenden zu kénnen. Wir wenden |Eh(W,,) —
N(h)| <4 ||h’||% auf spezielle Funktionen h = hy, A an:

17 w S Wy,
hug,a(w) =4 1= 278wy <w < wo + A, (10.13)
0 w > wy + A.

I

Dann gilt P(W < wy) < Ehyya (W) und Ehyy—aa (W) < P(W < wyp). Nun folgt
P(W < ’LU()) < Eth,A(W) < N(hwo A) +4 ||h

¢
N

OAH\/—

IA

®(wg) + —— + 4||A!

A
\/2_ wO,
Da sup,eg |, A ()] < %, erhalten wir
L 48
A N/

Diese Abschitzung kénnen wir nun in A minimieren: Wihle dazu A = 2/¢ (7”
Es folgt

P(W < wp) — ®(wyp) <

ﬁ\

)1/4

2v/&(2m)/ 4

< Weem T, < = 0(1/n').
V2t 20/€(2m) Y/ At/

Wir erhalten die analoge Ordnung der Schranke fiir ®(wo) — P(W < wp). Somit

kommen wir an die optimale Ordnung 1/4/n im Berry-Esséen Theorem nicht heran.

P(W S ’U)()) — (P(UJO)

Tatséchlich gibt es modifizierte Techniken, die im Fall unabhéngiger Zufallsgrofien
via der Steinschen Methode 1/4/n als Konvergenzrate liefern. Bolthausen hat in
[Bol84] einen hiibschen induktiven Beweis vorgestellt, der im Ausblick skizziert wird.
Dieser Beweis liefert direkt den allgemeinen Fall aus Satz 10.5, also den Zentralen
Grenzwertsatz fiir unabhéngige, aber nicht notwendig identisch verteilte, Zufalls-
groflen und die Berry-Esséen Schranken! Wir beschréinken uns hier auf die obige
Diskussion und liefern nun den Beweis fiir die Schranken in Lemma 10.8:
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Beweis von Lemma 10.8: Es gilt [, (h(z) — N(h)) e=*’/? dz = 0 nach Definition von
N(h). Damit ist

U(h)(w) = ev'/2 / " (hw) = N(b)) =" dg

= = [T ) - N e P

Zum Beweis der ersten Abschétzung ||Un(h)|| < +/7/2||h — N(h)||: fiir w < 0 ist

Un(B)(w)] < sup |h(z) — N(B)| ( / Y e dx) o2

<0 —0

und fir w > 0 ist

Un (h)(w)| < sup |h(z) - N(h)|ew2/2/ 212 g
>0

2 (/ Lo dx) = L+we [* e /2 dr und

T -z /2 _
o W L dz = 5 |r’

mit wird das Maximum der Abschitzung fiir |[Uy(h)(w)| bei w = 0 angenommen.

UN ()] < @uh—m

Zum Beweis der zweiten Abschitzung ||Ux(h)'|| < 2||h — N(h)||: Mittels der Stein-
gleichung fiir Uy (h) folgt fiir w > 0:

sup |(Un (h))'(w)| < ||h — N(h)|| <1 +supwe®’/? /00 e/ dx).

d(w) <

folgt L ( w?/2 . e~/ da:) > 0. So-

Ausgerechnet liefert dies

w>0 w>0
Dal—®(w) < \/%—Wf;o %e’wZ/Q dr = %, folgt
sup |(Un (h))'(w)] < 2|lh = N(R)]]

w>0
Mit h*(w) := h(—w) folgt Un(h*)(w) = Un(h)(—w) und somit folgt die zweite
Ungleichung.

Zum Beweis der dritten Ungleichung ||Uyx(h)"|| < 2||F||:
Wir leiten (Uy (h))' (w) — w Un(h)(w) = h(w) — N(h) ab:

(Un(h)"(w) = Un(h)(w)+w(Un(h)) (w) + h'(w)
= (1+w?)Uyn(h)(w)+w (h(w) — N(h)) + K (w).
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Wir driicken nun (Uy(h))"” in Termen von A’ aus. Mittels partieller Integration folgt

h(z) — N(h)
= = [ (&) =)y
- \/Lz_w{/oo (/y B (z) dz) e V' dy — /:o </y B (2) dz> ey2/2dy}
S o) [ el

= /; B (2) ®(2) dz — /:o W(z)(1 — ®(2)) dz.

Somit folgt

(Un(h))(w)
= 2 /_ (h(z) — N(h)) e~/ dz

_ 2 /_: (/_Oo B (2) ®(2) dz—/:o h'(z)(1—c1>(z))dz>e—$2/2dx
= v’/ ( /_ : B (z) ®(z) ( / Y et da:) dz
Lon-s( [
_ /w TR ()1 = 0(2)) ( / : e da:) dz)

= - Qﬁem/?{(l—@(w))/_: K (z) ®(2) dz + ®(w) /jh’(z)(l—@(@)dZ}-

Wir erhalten

(Un(h)'(w) = h(w)+ (w=v2r(l+w’)e” (1 - @(w)) /w W(z) ®(z) dz
+ (—w — V21 (1 + w?) e /? B(w)) /00 B (2)(1 — ®(2))d=.

w

Nun verwenden wir
w4 V27 (1 + w?) e’ ®(w) > 0 (10.14)
und

—w + V21 (1 + w?) e? ?(1 — ®(w)) > 0 (10.15)
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Die erste Ungleichung gilt fiir alle w > 0. Man nehme also an, dass w < 0 ist. Mittels
partieller Integration stimmt dann die linke Seite in (10.14) iiberein mit

w
w + e”’2/2/ e~ 12 g 4 w2ev’/? <—w_16_“’2/2 — / 3:_26_‘”2/2613:)
—00

w 2
= ew2/2/ (1 - %)ew2/2dx > 0.

Wendet man nun (10.14) auf —w an, so erhélt man (10.15).

w

Weiter ist
w 6—w2/2
P(2)dz = wd(w) +
IRe () + S
und \
e~ /2

/ (1 - 8(2)) dz = —w(l — B(w)) +
Mit der Positivitat all dieser Ausdriicke folgt nun:

|| (Un (B))"]]

+[w+wﬁa+w%wm¢wﬂqu—@w»+i;;D)Wm

= 2|1,

womit die dritte Abschéitzung bewiesen ist. O

Wie angekiindigt geben wir nun einen zentralen Satz aus der Theorie der schwachen
Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsmaflen mit Beweis an.

Satz 10.16. FEs seien p,, i € M;i(R),n € N. Es bezeichnen F,,F,n € N, die
2u iy, und p zugehdrigen Verteilungsfunktionen. Dann sind die folgenden Aussagen
zueinander dquivalent:

(i) pn konvergiert schwach gegen .
(ii) Fir alle unendlich differenzierbaren Funktionen ¢, die auferhalb eines end-
lichen Intervalls verschwinden, gilt

lim (ﬁdun:/qbdu. (10.17)
R R

n—oo
(iii) Es gilt
lim F,(z) = F(x)

n—oo

fiir alle x, in denen F' stetig ist.
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Beweis: Zunichst zeigen wir, dass u, — p, wenn (10.17) fiir alle stetigen Funktio-
nen ¢, die auflerhalb eines endlichen Intervalls verschwinden, gilt. Sei dazu ¢ eine
beliebige, stetig beschriankte Funktion, |¢(z)| < ¢ fiir alle x € R. Zu & > 0 existiert
ein N € N mit

€
>N —.
pllel > N}) < o
Sei Oy und Oy gegeben durch
GN(x) = QD(|33, [_N7 N]D
und
On(z) = ¢(|z, [-N = 1, N + 1])),

wobei |z, [a, b]| den gewdhnlichen Abstand von x zum abgeschlossenen Intervall [a, b]

bezeichnet und

1, t<o,
0, 1<t
Dann gilt
5
1- 5 < ulllsl <ND < [ Ona)du)
¢ R
= liminf/ On(z) dpn(z) < liminf p, ({|z] < N +1}),
also

limsup pin ({|z| > N +1}) = 1 — liminf i ({|z| < N +1}) < =
n—,oo

n—o0 2c

Betrachte ¢y := ¢ ©'y, s0 ist ¢n = ¢ auf der Menge {|z| < N + 1} und |¢(z)| < ¢
auf {|z| > N + 1}. Somit erhalten wir:

/Rwun—/RczSdM‘
/Rcbzvdun—/Rde‘

+mmwQMMﬂ>N+m+wmﬂ>N+u0

lim sup
n—o0

< limsup

n—0o0

n—o0

= limsupcpu,({|z] > N +1}) + cu({|z] > N +1})

n—oo

€ €
< ¢c— +c— =g,

also folgt lim, o0 [ ddpn = [z ¢ dp. Nun zeigen wir mit der gerade bewiesenen
Hilfsaussage (ii) = (i):



109

Sei dazu € > 0 und

d(e) exp{ — m}, fiir |z| < e,

0, sonst.

0:(x) ==

Dabei ist d(g) so gewihlt, dass [ o.(z) dz = 1 ist. p.(z) ist unendlich oft differenzier-
bar (Ubung). Sei ¢ eine stetige Funktion, die auBerhalb eines endlichen Intervalls ver-
schwindet. So ist ¢ gleichmifig stetig, also §(¢) = sup{|p(z)—d(y)| : |[z—y| <e} — 0
fiir ¢ \( 0.

Definiere nun
¢°(z) :=/ o(z —y) o:(y) dy.

¢°(x) ist ein ,Durchschnitt“fiir Werte von ¢ innerhalb des Intervalls (z — ¢,z + ¢),
also |¢°(x) — ¢(x)| < 0(e) fiir alle . Daher ist | [, ¢ dp, — [ ¢° dpy| < 0(e) fiir alle
neNund | [ ddp— [ ¢°dpu| < d(e). Also

/Rqsdun—/RMM‘ < /Rwun—/R«fdun
A¢fdun—é¢sdu‘+ /R¢Edu—/R¢du‘

/Rcﬁgdun—/Rchdu‘ 5 26(e)

fiir n — 00. Da d(e) — 0 fiir € \, 0, folgt die Behauptung.

+

< 260(e) +

(i) = (ii) ist unmittelbar klar.

Nun zeigen wir (i) = (iii):

Sei xy ein Stetigkeitspunkt von F. Zu ¢ > 0 existiert ein n(e) > 0 mit |F(z) —
F(zo)| < € fir |z — x| < n(e). Sei nun ¢f(z) = 1 fir x < 25 und = 0 fir
x> xo+n(e) und Yt (x) fir zy < x < 9+ n(e) die lineare Interpolation. Sei analog
Y. (z) =1 fir x < zg —n(e), Y.(z) =0 fiir + > z( und die lineare Interpolation im
Intervall (zo — n(¢), zo). Dann gilt

limsup Fy,(zo) < lim sup/wzr (7) dpn ()

n—oo n—oo

_ / V(@) du(z) < Flzo +n(e)) < F(ao) + ¢
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und

n—00 n—00

liminf F,,(x¢) > liminf/ll);(a:) dpin ()

— [ 6@ duta) 2 Flao = 1) > Flaw) - .
Da ¢ > 0 beliebig, folgt

lim sup F,,(z¢) < F(z0) < liminf F, (),

n—00 n—00

also lim,,_, o Fy,(z0) = F(z0).

Bleibt (iii) = (i) zu zeigen: Sei f eine stetige Funktion, die auferhalb von [a, b
verschwindet und «a, b seien Stetigkeitspunkte von F'. Zerlege [a,b] in endlich viele
Teilintervalle, deren Endpunkte alle Stetigkeitspunkte von F' sind und approximiere
f durch eine Treppenabbildung, konstant in jedem Teilintervall. Dann folgt nach
Voraussetzung, dass (10.17) fiir die Treppenabbildungen gilt. Via Dreiecksunglei-
chung folgt dann wie gewohnt der Satz. O

Ausblick: Wir hatten bereits erwéhnt, dass Bolthausen in [Bol84] mittels der Stein-
schen Methode die optimale Konvergenzrate n~'/? bekommt. Tatsichlich ist der Auf-
wand seines Beweises fiir uns an dieser Stelle gar nicht mehr so grofi. Die wichtigsten
Vorbereitungen sind getroffen. Wir beschréinken uns trotzdem auf eine Skizze und
verweisen auf ein im WS 2003 /04 entstehendes Vorlesungsskript zur Wahrscheinlich-
keitstheorie, in dem der Beweis von Bolthausen ausgefiihrt wird. In der Monographie
von Stroock [Str93] ist Bolthausens Beweisidee dargestellt, jedoch nur schwerlich zu
verdauen!

Wie bereits erwihnt, wird in [Bol84] der Fall betrachtet, in dem die Zufallsgrofien
zwar unabhingig, aber nicht notwendig identisch verteilt sind. Man bezeichne mit
L(n,~y) die Menge der n-Tupel X = (Xi,...,X,) von unabhdngigen reellwertigen
Zufallsvariablen mit EX; = 0, EX? = 1 und E[X;[*> < 7. Mit der Jensenschen
Ungleichung gilt B|X; | = E(X?)32 > (EX?)%2. Also mufl man v > 1 annehmen,
damit die Menge L(n,7) nichtleer ist. Die Zufallsgroflen miissen nicht identisch
verteilt sein. Wir setzen wieder S, = ﬁ Z?:l X; und wéhlen die Funktion A, ) fiir
z € Rund A > 0 wie in (10.13). Weiter sei §(X, v, n) := sup{|Eh, (Sn) — ®(h, )| :
z € R X € L(n,v)} und 6(y,n) := §(0,7,n). Bolthausen beweist in [Bol84]:

Wenn v,n>1, sogilt 0(y,n) < 25%.
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Wir setzen h := h, 5 und analog fiir die Losung der korrespondierenden Steinschen
Gleichung f := f, x. Weiter setzten wir

= ZX

J#Z

Wie oben miissen wir die folgenden Gréfien abschitzen:

nz

BL(S,) — @(h) = Y E(/(S) — /'(5.0) (10.18)

- liE(Xf /1 (f’(sm‘i-tﬁ) - fI(Sni)) dt)-

no— 0 7 vn ’
Wieder wurde nur die Steinsche Gleichung, die Bedingungen EX; = 0, EX? = 1
und die Tatsache, dass X; unabhéngig von S, ; ist, verwendet. Weiter wurde die
Differenz f(S,,) — f(Sn;) als Integral der Ableitung von f in den Grenzen S, ; und
Sy, dargestellt. Bolthausen verwendet nun Teile von Lemma 10.8: Es gilt |f(z)| < 3
und |f'(z)| < 2. Anstelle einer Abschitzung der zweiten Ableitung von f leitet er
her:

1 [
If'(z+¢e)— fl(z)] < e (3 +2|z| + X/o Its x4 s¢) ds). (10.19)
Der Beweis ist ein Zweizeiler. Weiter zeigt er (ebenfalls ein Zweizeiler)
n
() (Sn L (b—a)+2(y,n—1 10.20
Blon(Si+ 0| € \[5ois (b= a)+2600m=1) (10:20)

fiir jedes Intervall (a,b] und jede Konstante c. Dies folgt einfach aus der Definition
von 4, aus der die Schranke

[Bheo () =7 Sni) = Bhao| < 3(v,m = 1)

folgt. Die Abschitzung (10.20) ist ganz zentral, wird sie doch eine Abschéitzung von
d(A, 7, n) mittels 6(,n—1) liefern. Dies fiihrt dann zu einem Induktions-Argument.
Weiter benétigt man noch §(y,n) < §(A,v,n) + \/Lz?’ was unmittelbar aus der Defi-
nition der Abbildung A, , und h, folgt. Fiir den ersten Ausdruck in (10.18) ergibt
sich somit unter Verwendung von (10.19) und (10.20)

(6+ —0(v,n 1)), n>2.

Fiir den zweiten Ausdruck erfolgt analog fiir alle n > 2

E|Xi2/01(f'( i \)/(%)—f( ni)) dt| < \/_<3+)\5(% 1)).

E[f'(Sn) = f(Sni)l <
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Dies liefert insgesamt fiir n > 2

S\, 7,n) < %(w 26(y,n 1)).

0% 3 A
d(y,mn) < %(9+ X(S(’y,n— 1)) + NS

Dabei ist A noch frei wihlbar. Setzt man A = 6v/2yn /2, so erhilt man

Somit folgt

d(y,n) < 125-— + L(5(’y,n —1).

Vo 2v2
Der Satz folgt nun einfach via Induktion: Es ist §(y,1) < 1 im Fall n = 1. Es gelte
der Satz fiir n — 1, dann folgt aus der letzten Ungleichung

25
i Y <195 L 41925 L

Wie bei der Poisson-Approximation erwartet man auch bei der Normal-Approxima-
tion die Unterscheidung des lokalen Ansatzes und des Kopplungsansatzes. Wir haben
hier den lokalen Ansatz vorgestellt. In der Ubersichtsarbeit von Reinert [Rei98] findet
man im zweiten Kapitel einen Uberblick zum lokalen Ansatz. Zentrales Anliegen
der Arbeit von Reinert ist die Vorstellung unterschiedlicher Kopplungsansdtze bei
Normal-Approximation und deren Anwendungen. Man betrachte dazu die Kapitel
3, 4 und 5 in [Rei98] und die vielen Referenzen.

Barbour [Bar90] und Gotze [G6t91] haben allgemeinere Resultate bewiesen. Barbour
untersucht Diffusions-Approximationen wihrend Gotze den multivariaten Fall der
Normal-Approximation mittels der Steinschen Methode untersucht. In beiden Arbei-
ten wird die Generator-Methode von Barbour verwendet. Dabei wird die linke Seite
der Steinschen Gleichung, also z f(z) — f'(z), umgeschrieben zu z f'(x) — f"(x), und
dies kann als A f geschrieben werden, wobei A der Generator des Ornstein-Uhlenbeck
Prozesses ist.

Jiingste Arbeiten von Chen und Shao [CS01], [CS03] beschéftigen sich mit der Her-
leitung nicht-uniformer Berry-Esséen Schranken, sowie mit uniformen und nicht-
uniformen Schranken fiir Normal-Approximation unter lokaler Abhéngigkeit. Nicht-
uniforme Berry-Esséen Schranken in der Situation des Satzes von Lindeberg und
Feller sind: Fiir alle z € R gilt

n

P(gi D (X —my) < Z) — ®(2)

n j:l

<C(L+2)) %, Y E(1X; — )

=1
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11. NORMAL-APPROXIMATION FUR ZUFALLSGRAPHEN

Fiir das Modell eines Zufallsgraphen G(n, p) ergab sich in den Kapiteln 5 und 6 das
folgende Bild:

Es sei H ein (strikt) balancierter Graph mit & Ecken und [ > 1 Kanten und X (G)
die Anzahl der zu H isomorphen Teilgraphen von G € G(n,p). Dann hatten wir
bewiesen:

(i) Die Grapheneigenschaft Ay, eine Kopie von H als Teilgraphen zu enthalten,
hat t(n) = n~*/! als Schwellenfunktion (gilt fiir alle H, die balanciert sind).
(ii) Ist p(n) < n*/! so ist L(X) = &. Dies gilt fiir alle balancierten Graphen
H.
(iii) Ist H nicht balanciert, so ist t(n) = n=*/" keine Schwellenfunktion fiir Ay.
(iv) Ist H strikt balanciert und p(n) so gewihlt, dass lim,_, p(n)n** = ¢ > 0
gilt, so folgt
lim dry (£(X), Po(E(X))) = 0.

Die Konvergenzrate hierzu wurde in Satz 6.10 im Detail beschrieben.

Was passiert nun oberhalb der Schwellenfunktion?

Mit Hilfe der Janson-Ungleichung hatten wir gesehen, dass sich in einem genauer
spezifizierbaren Bereich oberhalb der Schwelle die Poisson-Approximation erhalten
148t. Zumindest fiir die Approximation der Wahrscheinlichkeit P(X = 0) hatten wir
dies gesehen.
Wir betrachten jetzt
X —EX

V(X)
und wollen die Normal-Approximation beweisen. Ziel dieses Kapitels ist der Beweis
des folgenden Satzes, siche [BKR89]:

Satz 11.1. (Normal-Approximation, Barbour, Karonski und Rucinski, 1989) Fir
jede beschrinkte Funktion f:R — R mat beschrinkter erster und zweiter Ableitung
qgilt:
, P12, fiir p < 3,

‘E(W f(W) - f (W))‘ < Ck(H) { n_1(1 _p)—l/Z, fﬁ?" p> %

mit
= GQHI,IIB(DG)bo RV p|E(G)|}

und k(H) eine Konstante, die nur von H abhdngt; C := || f"||.



114

Wir werden zunichst die Aussage dieses Satzes genauer diskutieren. Im Anschluf}
stellen wir eine spezielle Zerlegung von Zufallsgrofien vor, die einem lokalen Ansatz
entspricht. Wir leiten ein allgemeines Resultat fiir sogenannte zerlegbare Zufalls-
groflen her und folgern Satz 11.1.

Zunichst betrachten wir Folgerungen aus Satz 11.1. Wir untersuchen den Fall, wenn
H balanciert ist. Dann ist o(H) = max{o(G) : G C H}. Also ist

V@U@ 5y > phity,

fiir alle G C H und |E(G)| > 0 und

: V@ /IE@)| v — ki
GchTE(%)po{" p} =n""p,

und somit ¢ = n¥ p' = (n*/'p)L. Tst p(n) nun so gewihlt, dass lim,_,, p(n) n*/* = oo,
so folgt 1) — ~+oo. Fiir p < 1 liefert der Satz Konvergenz: Zu geeigneten Testfunk-
tionen h: R — R (z. B. die Klasse der stetig differenzierbaren h, die aufierhalb
eines endlichen Intervalls verschwinden, mit [|A'|| < oo) ist die Steinlésung Uy (h)
beschrinkt und die erste und zweite Ableitung ebenfalls (siche Lemma 10.8). Also
folgt fiir diese Konvergenz-determinierende Klasse (vgl. Satz 10.16):

Korollar 11.2. Ist H balanciert und p(n) > n=*/" und 1 — p(n) > n2, so konver-

giert W schwach gegen die Standardnormalverteilung.

In Kapitel 10 hatten wir bereits diskutiert, wie man nun auf eine Konvergenzrate
fir |[P(W <t) — ®(t)| kommt. Wir diskutieren dies nicht weiter, sondern bemerken
ohne Beweis die folgende Konsequenz aus Satz 11.1: Es sei fiir h:R — R
||h]] == sup |h(z)| + sup | (z)]
T€R T€ER

und

bl

di (L(W,,),N(0,1)) := sup [|Al~

/ h(z) dF, (z) — / h(z) dd(z)

wobei F;, die Verteilungsfunktion von W, bezeichne. Das Supremum wird iiber alle

beschrinkten Funktionen mit beschrinkter erster Ableitung gebildet. Es folgt aus
Satz 11.1:

Satz 11.3. Sei W = XEX Gy jst
V(X)

P12, fiir p < 1/2,

di (L(W), N(0,1)) < k(H) { n (1 =p)~12, fir p>1/2

mit den Bezeichnungen aus Satz 11.1
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Fiir einen Beweis siehe [BKR89]. d; (-, -) ist eine Metrik auf M;(R) (ohne Beweis)
und es gilt: Gilt di (L(W), N(0,1)) — 0, so konvergiert W schwach gegen die Stan-
dardnormalverteilung (ebenfalls ohne Beweis).

Wir wollen nun Satz 11.1 beweisen. Dazu betrachten wir allgemeiner die folgen-
de Situation sogenannter zerlegbarer Zufallsgroflen. Wir schielen dabei etwas iiber
das Ziel hinaus; wir wollen ,nur“fiir unsere Zahlstatistik X einen zentralen Grenz-
wertsatz beweisen. Die Struktur, die hier betrachtet wird, hat vielseitige Anwen-
dungsmoglichkeiten. Dies kann man bei Interesse im Detail in der Arbeit [BKR89]
nachlesen.

Sei I eine endliche Menge und

W = Z X;, X, jeweils quadrat-integrierbar.

iel
Es sei weiter EX; = 0, ¢ € I, und EW? = 1. Weiter sei W = W; + Z;, wobei W; von
X; unabhéngig ist, und

Zi=Y Zgi€l,K CI,

kEK;

Wi := Wi, + Vig,t € I,k € K;, und Wy, sei jeweils unabhingig vom Paar (X;, Zi).
Dann gilt:

Lemma 11.4. Ist W zerlegbar wie oben und alle Zufallsgrofien der Zerlequng sei-
en quadrat-integrierbar. Dann gilt fiir jede beschrinkte Funktion f: R — R mit
beschrdinkter erster und zweiter Ableitung:

E(f (W)~ W (W) < Ce,

wobei C :=sup, | f"(z)| und

1
€= SOE(XZE) + ) (BIX ZiVia| + EIX Zi | B\ Z; + Vig]).

iel iel keK;
Wieder kann, wie oben angedeutet, gefolgert werden:
Satz 11.5. Ist W zerlegbar wie oben, so gilt
di (L(W),N(0,1)) < Ke

mit einer universellen Konstante K und € definiert wie in Lemma 11.4
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Wir werden Satz 11.1 aus Lemma 11.4 folgern und dann folgt Satz 11.3 aus 11.5.

Beweis von Lemma 11.4: Es gilt

SOSE(XZa) = S EXZ) =Y (E(X.W) - E(XiW))

i€l keK; €] i€l
i€l

So kann man schreiben:

BOV J07) - /07)) = {EOV £07)) - SBCGZ 0% |

{;EXZ;I Ze;kez; (XiZu) E (I/Vz'k))}
+§E;k§{ (X Zu) | f(m-k)—lE(f’(W))]}-

Taylor liefert

WiW) = Y X f(W)

el

- ZX{ D+ Zi (W, )+122f"(W+02)}

el

fiir 6; € [0, 1]. Nun ist nach Zerlegungs-Konstruktion

‘(Wf =) E(X:Z f'(W, ))‘

el

‘E(Z X; f(W») ‘ - % C Y E(1Xi|Z).

i€l i€l

Der erste Summand auf der rechten Seite verschwindet, da X; und W; stochastisch
unabhéngig sind. Erneut Taylor angewandt liefert

XiZi f'Wi) = Y XiZu f'(W,
kEK;

= ZXsz{f i) + Vii [ Wik + 0 Vik) }-

keK;
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Da Wj unabhéngig vom Paar (X, Z;) ist, folgt

N OEXGZ W) = Y 0> B(X Z) B(f (W)

el 1€l kEK;

<C Y Y EXiZiVil-

i€l keEK;

Da Wy, =W,; — Vi, =W — Z; — Vi, folgt nach Taylor
F'Wik) = F'W) = (Zi + Vi) f' W — 0i(Z; + Vir,)),

also
Ef' (W) —Ef'(W)| < CE|Z; + Vil

womit das Lemma bewiesen ist. O

Sei speziell I = {1,...,n}" und
Ki={kel:{ky,....k.}y0{ir,...,ir} #0}.
Wihle fiir die obige Zerlegung
Zg=Xeund Viy= > X, i€l k€K,

leKE\K;

Dann ist

(i (T ) (T 0)) <530 3 Bxx)

il keK; leK; i€l klCK;
und
Se(n( £ 1)) <5, 2, e
icl kek; leK\K; i€l keKileK;
sowie
Z Z EX; X, E Z X+ Z Xi| < Z Z (]E|X1Xk|E|Xl|)a
icl kekK; leK; IeK,\K; icl keK;leK;

also gilt in diesem Fall:

e < 2{2 Y E(IXXe X))+ > D ]E\XZ-X,C|]E|XI\}.

i€l k,leK; i€l kleK;
Diese Schranke wollen wir nun fiir die Zdhlstatistik im Modell des Zufallsgraphen
anwenden. Hier liegt die folgende Zerlegung vor:

Sei I',, die Menge der Kopien von H in K, kantenweise beschrieben:

Fn:{i:(il,...,il):1§i1< < < () {€iy,---,e;,} Kopie von H},
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wobei e; die Kante Nr. j bezeichnet. Es ist X = ) I; mit I; = I(die Kanten

zu i bilden eine Kopie von H). Bezeichnen J™, ... JE"; die Kantenindikatoren:

i€l

P(J,g") =1)=p(n) firalle k =1,... ( ), soist I; = [[,c; Ji" - Mit der Funktion
O(z1,...,3) = (Hizlxk —p')2 und ¢? := V(X) ist dann

X EX =Y (I

1€l

Diese Form nennt man unvollstindige oder gewichtete U-Statistik. Dazu am Ende
des Kapitels etwas nihere Informationen.

Um o? hatten wir uns in Kapitel 6 schon gekiimmert:

EECOVZ,J

1€ly, jJEK;

mit ¥; := [T,_, J”. Es gilt mit G, := {e;,,...,e;} und fiir i € T,
o2 = 3 3 plE@l  pEE)
GCH,|E(G)|>1  i,jeTn,GiNG;=G

N S Cont V@) p-EG) (1 _ plEE))
GCH,|E(G) 21

wobei C¢ eine kombinatorische Konstante ist, die von H und G abhéngt (siehe Be-
weis von Lemma 6.9). Wir erhalten nun fiir den letzten Ausdruck eine Abschitzung
nach unten:

o > (1—p)n*p* Z Cgn V@ pIE@G)
GCH,|E(G)|>1

Z (1 _ p) n2k p2lCG* ,(/J—l’

wenn G* der Graph ist, an dem das Minimum in der Definition von 1 angenommen

wird. Wir wollen wie in Lemma 11.4 vorgegeben abschétzen:

6SC<£ZZE(Y¢Y1€ )+2 )0 Y E(IXX) ]E|Xl|>

i€y, kyleK; i€l kyleK;
Nun gilt: [X;| = [E=24 ], also
!
olXi| =Y, ~EY| =[] 7" - # <1
k=1
und

oEX;| = BY; — BY;| = B[l - ¥; — E(1 - Y})| < 2(1 - Y;).
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Also ist E|X; X;| E|X;| < w und somit
32
< ZY Y rmmnja{S Y Y m-n)l
i€ly klEK; 1€l kJEK;

Der zweite Ausdruck ist fiir p > 1/2

< const. o2t (1 = ph)

< const. n*** (1 —p" (n2k72(1 - p))73/2 <n'(1-p)

(die Konstanten sind uniform in p > 1/2). Der erste Ausdruck liefert

e < % >N 3 Y pPE@EE)

GCH  ik€ln  KC(G;UG) I€D,:
|E'(G)‘Zl G;NGr=G |E(K)‘21 Glﬁ(GiUGK):K

32 ) ) .
FZZ Z cre pAIB@)| gk |V(E)] pi—|B(K)]

«“ “ KC(G;UGE):KCG! fir ein I
|E(K)[>1

IN

< const.o Lyt nFp

mit const. uniform in p < 1/2. Es folgt somit insgesamt ¢ < const. 1~/2 fiir p < 1/2
und Satz 11.1 ist somit bewiesen.

Ausblick:

Die Darstellung
— (n) (n)
w=> (", 5")
1€l
fithrt uns zu U-Statistiken. Es sei (X;);en eine Folge von unabhéingigen und identisch
verteilten Zufallsgrofen mit Werten in R und h:R! — R eine Funktion. Dann heifit

U;(h):=(17) > (X, X))

U 1<ii<<iy<n
U-Statistik zur Kernfunktion A vom Grad /. Das Wort U-Statistik kommt dabei von
der Bedeutung der ZufallsgréBe Ul (h) in der Statistik. Fiir / = 1 und h(z) = x ist
Ur(h) = = >°1 | X; der Mittelwert, ein erwartungstreuer Schiitzer des Erwartungs-
wertes der Verteilung der (X;);>1. Dies ist der Inhalt des starken Gesetzes der grofien
Zahlen. Nun gibt es, denkbar, noch andere erwartungstreue Schétzer fiir ¥ = EX;.
U!(h) zeichnet sich dadurch aus, dass unter allen erwartungstreuen Schiitzen von ¥
Ul(h) optimal in seinem Streuungsverhalten ist, also V (U.(h)) minimal ist. Allge-
mein gilt dies fiir U} (h) mit jedem h, welches Eh(X1, ..., X;) < +oo erfiillt. Unbia-
sed heift erwartungstreu, daher U-Statistik. Fiir A(z,y) = 3(z —y)? erhalten wir in
U2(h) einen erwartungstreuen Schitzer fiir die Varianz der Stichprobe, optimal in
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seiner Varianz V(U2 (h)) unter allen erwartungstreuen Schiitzern von o2. Es ist nun
naheliegend, dass man allgemeine Gesetzméfligkeiten fiir U-Statistiken hergeleitet

hat wie etwa starke Gesetze, zentrale Grenzwertséitze, Poisson-Grenzwertsitze usw..

Die Zihlstatistik fiir X (G) bei fest vorgegebenen Graphen H im Zufallsgraphen-
modell G(n,p) ist nun eine gewichtete U-Statistik mit h = ¢. Gewichtet bedeutet
formal einfach, das die Summanden ¢(JZ-(1"), ey Ji(l")) das Gewicht 1 bekommen, wenn

i = (i1,...,5) €T, C {i: (f1yceyfp) 1<y <+ <4 < (g))} und das Gewicht
0 sonst.

Allgemeine gewichtete U-Statistiken haben die Gestalt

Z w(il,...,il) h’(Xil:---aXil)

1<y <<y <n
mit w(i,-..,%) € {0,1} (oder der normierte Ausdruck).

Fiir eine spezielle Klasse von gewichteten U-Statistiken, den Z#hlstatistiken im Zu-
fallsgraphen-Modell, haben wir in dieser Vorlesung gesehen:

Unter Anwendung der Steinschen Methode fiir Poisson-Approximation (lokaler An-
satz, Kopplungsansatz, Kapitel 3 und 4): Ist H strikt balanciert, so liegt im Schwel-
lenbereich p(n) nk/t — ¢ die Poisson-Approximation der gewichteten U-Statistik vor
(siehe Kapitel 6).

Naheliegend sind zum Beispiel die Fragen:

Was passiert im Schwellenbereich fiir H balanciert, aber nicht strikt balanciert?
Was bedeutet die Eigenschaft, strikt balanciert zu sein, in Bezug auf die Gewichte
w(it, . ..,%4)? Gibt es fiir andere Gewichte eine Poisson-Approximation?

Via der Janson-Ungleichung (siehe Kapitel 7) konnten wir fiir strikt balancierte
H auch oberhalb der Schwelle t(n) = n~*/! Poisson-Approximation beobachten.
,Oberhalb“wurde dort genauer beschrieben. Da dort der Erwartungswert wéchst,
waren die Wahrscheinlichkeiten sehr klein. Die Janson-Ungleichung lieferte eine gute
Abschétzung sehr kleiner Wahrscheinlichkeiten. Man bekam eine Abschétzung nach
oben

und eine nach unten:
A
o2 ) <ror )

Bei exponentiellen Abschétzungen spricht man in der Literatur auch von Wahr-
scheinlichkeiten grofier Abweichungen. Eine Frage hier ist, was fiir H balanciert
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aber nicht strikt balanciert passiert? Wir erhalten fiir gewichtete U-Statistiken In-
formation iiber groie Abweichungen via der Janson-Ungleichung.

Nicht betrachtet haben wir den Aspekt, dass fiir eine spezielle Klasse H von ba-
lancierten, nicht strikt balancierten Graphen X im Schwellenbereich Compound
Poisson-verteilt ist fiir n — oo (Kapitel 9). Es handelt sich dabei um sogenann-
te lokale Graphen H, siehe die Arbeit von Stark [Sta01].

Es ergeben sich die Fragen: Was passiert oberhalb der Schwelle fiir lokale H? Hilft
wieder die Janson-Ungleichung? Was geschieht mit nicht-strikt balancierten und
nicht lokalen H fiir n — oo? Hilft die Steinsche Methode?

Immer sind die Z#hlstatistiken X gewichtete U-Statistiken. Welche Gewichte korre-
spondieren zu welcher Klasse von Graphen? Kann man aus der Interpretation der
gewichteten U-Statistiken als Zihlstatistiken im Zufallsgraphenmodell G(n,p) auf
Limesverteilungen fiir gewichtete U-Statistiken schlieflen?

Wir belassen es bei diesen offenen Fragen.

Neben der in Lemma 11.4 betrachteten Abhingigkeitsstruktur betrachtet man haufig
den sogenanten Abhdngigkeitsgraph: Angenommen (I, E) sei ein Graph mit endlich
oder abziihlbar vielen Ecken. Fiir ¢, j € I schreiben wir ¢ ~ j, wenn {3, j} € E. Fiir
i € I sei N; die Nachbarschaft von i, womit die Menge {1} U{j € I : j ~ i} gemeint
ist. Wir sagen, dass der Graph (I, ~) ein Abhéngigkeitsgraph fiir eine Familie von
Zufallsgroien (&;);c; ist, wenn fiir je zwei disjunkte Teilmengen I;, I, von Knoten aus
I, die durch keine Kante miteinander verbunden sind, die Familie (;);c;, unabhéingig
von (&)icr, ist.

Nun kann man zum Beispiel das folgende Resultat zeigen: (es geht auf Baldi und
Rinott [BR89] zuriick und hat seinen Ursprung in einer allgemeineren Form in Stein
[Ste86], siehe auch [Pen03, Section 2.3]). Es sei eine endliche Kollektion von Zu-
fallsgrofien (&;);c; mit Abhéngigkeitsgraph (I, ~) gegeben. Der maximale Grad des
Graphen sei D — 1. Ferner sei E¢; = 0 fiir jedes i € I. Fiir W = ), _; { nehmen wir
EW? =1 an. Dann gilt

POV < 1) — a(1)| < 2(27r>-1/4\/D22E|&|3 n 6\/D3 S Bl

i€l i€l
Viele Anwendungen dieses Resultats findet man in der Monographie [Pen03]. Neuste

Arbeiten und Diskussionen zeigen Anwendungen dieses Resultats fiir Probleme der
geometrischen Wahrscheinlichkeitstheorie.
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12. WEITERE ENTWICKLUNGEN

In diesem Kapitel werden kurz weitere Entwicklungen im Rahmen der Steinschen
Methode angedeutet, die in keinem der Ausblicke der bisherigen Kapitel Erwéhnung
fanden.

Eine natiirliche Frage ist, ob sich die Steinsche Methode nicht auch fiir andere be-
kannte diskrete und kontinuierliche Verteilungen herleiten l&sst.

Im Bereich der diskreten Verteilungen ist ein einheitlicher Blickwinkel zur Aufstel-
lung der Steinschen Gleichung und der Bestimmung der Losungen der jeweiligen
Gleichungen mittels der Generator-Methode entwickelt worden. Man muss nur einen
geeigneten Geburts-Todes-Prozess wihlen, der die in Betracht gezogene diskrete Ver-
teilung als invariante Verteilung hat. Probabilistische Methoden, aber auch der re-
kursive Ansatz aus Kapitel 2 fiihren dann zu Abschétzungen der Lésungen und der
Zuwichse der Losungen. Diese Abschétzungen sind nicht immer gut oder gar op-
timal. Probleme hiermit zeigte das Kapitel zur Compound Poisson-Approximation
eindriicklich. Eine Ubersicht iiber Arbeiten zu verschiedenen Verteilungen findet
man in [Rei98].

Der Gesichtspunkt der Geburts-Todes-Prozesse ist in Arbeiten von Brown und Xia
[BX01], von Holmes [Hol00] und von Eichelsbacher und Reinert [ER03] zu finden. Die
Arbeit von Holmes stellt die Steinsche Methode auch fiir Verteilungen vor, die nicht
einer bekannten Klasse entstammen, sondern deren diskrete Gewichte zum Beispiel
von einer Simulation stammen. Dahinter steckt der Simulationsaspekt der Markov
chain Monte Charlo Methode, die Diaconis, Holmes und Reinert mit der Steinschen
Methode, insbesondere mit der Generator-Methode in Verbindung bringen. In der
Arbeit von Eichelsbacher und Reinert werden Gibbs-Mafle betrachtet und es wird
die Steinsche Methode fiir diese Limesverteilungen hergeleitet. Dies erméglicht die
Untersuchung erster Beispiele aus der statistischen Mechanik.

Zu kontinuierlichen Verteilungen mit einer Dichte gibt es den sogenannten Dichte-
Ansatz von Stein, der bisher unveré6ffentlicht ist. Dabei wird angenommen, dass die
Dichte p strikt positiv ist und die Ableitung von p iiberall existert. Weiter sei

[ @l <oo

Es sei
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Dann hat eine Zufallsgrofle Z genau dann eine Verteilung mit Dichte p, wenn fiir
alle Funktionen f, deren Ableitung f’ die Bedingung

/R F()|p(z) dz < oo

erfiillt, gilt:
E(f'(2) +4(2) f(2)) =0.

Abschlielend sei nur noch exemplarische aufgezéhlt, dass neue Arbeiten zur Stein-
schen Methode zu den folgenden Themen entstanden sind oder gerade geschrieben
werden: Steinsche Methode fiir die Normal-Approximation von hierarchischen Fol-
gen, Steinsche Methode fiir Diffusionen auf Manigfaltigkeiten, Steinsche Methode
und die Theorie Palmscher Mafle, Steinsche Methode fiir das Wignersche Halb-
kreisgesetz, Steinsche Methode fiir Gibbsche Punktprozesse, Steinsche Methode und
Edgeworth-Entwicklungen von Summen abhéngiger Zufallsgrofien.
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