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1 Poissonprozesse
Grundraum (Z, Z) versehen mit einem Maf} p.

Annahmen

e 7 Polnisch (vollstdndig, metrisierbar und separabel)

4 nichtatomar

alle Mengen aus Z seien p-messbar

e N(Z) bezeichne den Raum der lokalendlichen ZahlmaBe (Werte in N) auf Z

N (Z) sei die o-Algebra, die erzeugt wird durch die Abbildungen

X—X(A), XeN©2), AcZz

Definition Ein Poissonsches Zufallsmaj ist eine Abbildung
mit
a) n(A) ~ Poisson(u(A)), wobei 25-e~* als oo interpretiert wird.
b) Sind A, ..., A, € Z disjunkt, so sind p(A;),..., u(A,) unabhingig.

Konvention Identifiziere 7 mit dem Trager supp(n) (das ist eine lokalendliche zufillige
abgeschlossene Menge).

(2)
=3 0., = plA)={z:zu €A} VAcZ
=1

oder
n=Az,2,...,mz}t = nNA={z: € A} VAcZ

Fakt
a) 1n(Z) < oo fast sicher & u(2) < oo.
b) P (3¢ mit n{z;} > 1) = 0 (nichtatomar).

Konstruktion Es sei A;, As, ... eine Zerlegung von Z in Mengen mit endlichem Ma#f,
N1, N, ... eine Folge unabhéngiger Zufallsvariablen mit N; ~ Poisson(u(A4;)). Es seien
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Abbildung 1: Zweidimensionaler Poissonscher Punktprozess (PPP)

weiter (X;; : i=1,2,...; j=1,...,N;) unabhéngige Zufallsvariablen mit Werten in Z
und Verteilung M,

) u(Ai)”
Dann ist

Poissionsches Zufallsmaf.

Parameter MaB p (Intensitatsmaf), denn

groffer Wert —  viele Punkte
kleiner Wert —  wenige Punkte

Satz (Campbell) Es sei f : Z — R nicht-negativ und messbar. Dann gilt

E [ / f(z)n(dz>] _E Zf(z)] - [ st

zen
Beweis: Es sei f =14, dann gilt

B| [ 1) = En] = ua) = [ sutas)

Rest: Standardargument!




Satz (Heraklion)

E Z fz,eosze) | = - | flz,oo o ze)uldz) .o p(dzg).
’ Ll

----- k)€,

Fakt (Mecke) Es sei n ein Poissonscher Punktprozess (PPP) mit Intensitédtsmafi p und
f:+ N x Z — R, messbar, dann gilt

> flzm)

zen

E - / E [f(z,n + 6.)] p(de).

Beweis: Es sei f = 1y, .xp mit B,C € Z und u(B), u(C) < oo. Dabei bezeichnet Ny ¢
einen Punktprozess ohne Punkte in C'. Dann erhalten wir fiir die linke Seite

s =& | [ 1) =B a0C) =0) n(p)
und fiir die rechte Seite
rits = | [ fe.n+ outan| =8 | [ 10480 = 0)n(an)
—E|[ 1+ 0@ = 0uan)] +E| [ 1(@+8)(C) = 0uta)]

~E| [ 10(C) = 0pulae)| = E[1(a(C) =) g5\ €)
L/ B\C ———
= E[l(n(C’) =0)n(B\ C)] = LHS.
——
=n(B)
Das geniigt, da diese Funktionen f die o-Algebra N (Z) bereits erzeugen (dank unserer

Annahmen an pu, Z, etc.)
Ul

Fakt Es sei f: Z — [0, 1] messbar, dann

Hf(Z)] = exp (/Z(f - 1)du> = exp (—/Z(l - f)dﬂ)

zEn

E




Beweis: Es sei A C Z kompakt mit pu(A) >0, f =1 in A° und p(A) < co. Dann gilt

I1r) 11 f(Z)] =Y PmA) =KE| [] /&)

ZEN zenNA zenNA

E =K n(A) =k

k

= Z M}j) e M (fl‘j(gl)/i) = exp (—M(A) + /Afdu>

— exp ( - 1)du) — exp ( - 1)du) — exp (— Ja- f)du) |

Der Rest ist Standardprozedur: A  Z und der Satz von der monotonen Konvergenz.
O

Fakt

E [exp <—/fdu>] _E

Hef(z)] — exp (_ /Z (1—c) du>.

zen



2 Stochastische Integrale

Definition Es sei f € L'(y™) mit n € N symmetrisch. Dann ist

I(f)=f
und
- —i(T n—i
L,(f) :Z(_U” (2> Z 7_f(zl,...,zi,ziﬂ,...,zn)du (Zit1,- -5 2n)
1=0 (Z15e0es zn)Gn; Z
fir n € N

Beispiel I (f) = Y f(z) — /Z Fdu.

zen

Bemerkung Ist f € L' N L2, so ist I,,(f) das n-fache Wiener-Ito Integral beziiglich n
(kompensiert).

Fakt E[,,(f)] = 0.

Beweis:

n n .
— (—1)”_’(,)1[3 Z F(z1y ez Zivts -y 20)AR" (Zig1s - oy Z0)
0

. Zn—1i
(21520 ) €N,

= (—1)""(2,) // Sz Zigay - 20) AT (Zins e 20)dp (21 20)
0 K n—1

= flz, . zn)dp™ (21, z0) Y (=10 (n) = 0.
Lz _ i=0

~
<oo, da Lt e

Fakt E [1,,(f)1.(9)] = n!(f,g), 1(n =m), fiir f € L' (") und g € L' (™) symmetrisch.

Ausblick F(n) = E[F] + i In(fn)



Beispiel n =2 :

]2(f) :/Z f(21,22)#2(d(2’172’2)) -2 Z/Zf(Zh ZQ)M(dZQ) + Z f(21,2’2)

z1€n (21,22)677;



3 Chaosdarstellung

Essei F: N(Z)—R

Definition Fiir z € Z definiere den Differenzenoperator
D.F(n) == F(n+6.) — F(n).

Fiir z1, ..., 2z, € Z definiere Analog
Dy F'(0) = Dsy,...o (D2 F(1) = Z (_1)n7U‘F (77+Z(5zj'> .

Es sei weiter

wobei Ty F' = F' gelte.

Es sei nun A € Z mit u(A) < co. Setze F(n) := exp (— [ vdn) fiir eine beschréinkte und
messbare Funktion v : Z — R mit v = 0 auf A°. Dann gilt

D.F(n) = F(n+0.) = F(n) = exp (—/vd(n + 5») — exp <—/vdn)

= exp (— / vdn — U(Z)> — exp (— / vdn) — exp <— / vdn> (e —1)
D, . ..F(n) =exp (—/vdn) (ﬁ (e7G) — 1)) :

=1




Betrachte nun Y °° L1, (T,F). Es gilt

nO'

1

n!]n(TnF) ()

WK

1
> —In(T,F) = Io(ToF) +
n=0

1

~ exp (_ / (1_6—1})@)
+exp<—/ (1—e™) )i%[n( o _ ®”>

Betrachte zunschst I, ((e7 — 1)*"):

fn((e—v_n@"):f}_l)n—i(:%) > /n__ﬁ(e_”(zl)—1)d,u”_i(zi+1,...,zn)

N
I

i=0 (10021) €N, f=1
_ (n) Z H (e—v(zl) 1)/ H _( —v(z;) 1) d’un i
im0 N e, =1 2" =il

g L(TuF) = exp (—/1 e vdu) ni:; > Z!ml_l),
ZH (e —1) ( /Z 1- e—“<2>du(z)>m

_ % l i (S_U(Zl) . 1) _ Z H (e—U(Zj) o 1)
= L e Il on(A) 5
n(A) o0 1
= ]1_[1 e V(%) = exp <— Udp)l =E[F]+ ; EIH(THF)
—F

10



Fakt Ist F' quadratintegrierbar, so gilt

1
F=E[F]+) —In(T,F).
n=1

Fakt V(F) = ||T.F|[}2(n) -
n=1

Insbesondere folgt aus dieser Tatsache

V(F) > |ILF|P.

Fakt V(F) < /Z E [D.F]? p(dz).

11



4 Malliavin-Operatoren

F= Zjn<fn)

n>0

e 2€Z D.F =Y nhi(falz)

n>1

==Y nl(f), LT'F ==Y %]n(fn) = LL'F=L'LF=F

n>1 n>1
° Z[ fn i) Z[n+1( )
n>0 n>0

4.1 Pfadweise Interpretationen
e D.F(n)=F(n+d.)—F(n)
o LF = / F(n—29.) = F(n)n(dz) — / F(n+6.) — F(n)u(dz)

z z
Interpretation (p < co0): L Generator eines Geburts-Todesprozesses auf Z

— Punkte haben iid Exp(1) Lebenszeiten

— Punkte werden gemif} einer Poissonuhr mit Rate p(Z) gemifl £ ¢ )) geboren

— Langzeitverhalten: PPP
o 30 = [ 1= 6.2 n(dz) ~ [ o, 2ute

Fakt D(F-G) = F - DG+ G- DF + (DF) - (DG).

Beweis: Es sei z € Z:

D, (F(n)G(n)) = F(n+6.)G(n+0.) — F(n)G(n)
=F(n+6.)Gn+9d.) — F(n+9.)G(n) + F(n+6.)G(n) — F(n)G(n)
= F(n+6.)D.G(n) + G(n)D.F(n)
= D.F(n)D.G(n) + G(n)D.F(n) + F(n)D.G(n).

Fakt E [G5(h)] = E (DG, h) { / D.G(n  2)u(dz) |,

12



Bewezs:
E[Go(h)] = E :G /Z hin— §z,z)n(dz)} _E [G /Z h(n,z)u(dz)}
~&[c0+a) [

Z

bl 2utas)| <6 [ win.2uta)

=E :DZG(n)/Zh(n, Z)M(dZ)} :

Fakt §(DF) = —LF.

Beweis:
D.F(n) = F(n+n.) — F(n)

und mit der Definition folgt die Behauptung.
Alternativ: F' = I, dann gilt

D.F = qly1 (f(2,-))

und
6(DF) = qly(f),

also

—LF = = (=q1,(f)) = 6(DF).

13



5 Steinsche Methode

Definition Es sei H eine Klasse von Funktionen und X,Y Zufallsvariablen, definiere

du(X,Y) = sup [E [2(X)] - E[p(Y)]].

Beispiele e H ={lp : BBorel } = dy=dry
o H={l(coq : TER} = dy=dko=dx

Fakt N ~ N(0,1) < E[f(N)— Nf(N)] = 0, Stein-Gleichung: h : R — R mit
h(N) < o0
h(z) = ER(N) = f'(x) — zf(x).

Fakt f,(z) = 6”2/2/ (h(s — E[h(N)]) e=*/2ds. Ist h fast iiberall differenzierbar mit

—00
beschrédnkter Ableitung, so ist f, zweimal differenzierbar und es gilt

filloo <P Mo 11 lloe < 2117 ] -
Definiere nun
Fw:={f: R—>R : fzweimal differenzierbar, ||f'[|_ <1, || /"]l <2},

dann folgt
E[h(X)] = E[A(N)] = E[f4(X) = X fun(X)]
und

dw (X, N) < Sup |E[f/(X) = Xf(X)]].

14



6 Malliavin-Stein-Schranke
Es sei E[F] =0 und Z ~ N(0,1).
Ziel Schranke fiir dy (F, N).

Mittels Taylorentwicklung gilt

D.f(F) = f(F(n+0d.)) — f(F(n))

f
f(F(n)D.F(n) + R(D.F(n))

Da ||f"]] <2, folgt |R(y)| < L2 = 4>
Mit E[GS(h)] = E (DG, h), h = DL'F, G = f(F) und §(DF) = —LF gilt

E[Ff(F)] =E[L(L'F) f(F)] =E [~6 (DL™'F) J(F)]
= —E[G6(h)] = —E (DG, h)
— —E(Df(F),DL"'F) = E(Df(F),~DL'F).

Wegen

E(Df(F),—DL™'F) =E(f'(F)DF,—DL'F)+E(R(DF),—DL™'F)

folgt
Sup [ELf(F) = Ff(F)]]
= sup |E [f'(F)— f'(F)(DF,—DL™'F) + (R(DF),-DL™'F)]]
< s Il E[]1 = (DF,—DL™'F)|] + |[E{((DF)*, —DL™'F)|
<E[1-(DF,—-DL'F)|] +E UZ(DZF)2 |D.L7'F| u(dz)] :
Satz [J]

dw(F,N)<E[|1 - (DF,—DL'F)|] +E UZ |D.F|”|D.L7'F| u(dz)] :
Es sei nun 1 = V(N), dann gilt
E(DF,~DL'F)=E [/Z(DZF) (~D.L7'F) p(dz)] . (%)
Mit

F= Zln(fn)

n>0

15



folgen dann

D.F = ann—l (fn(za )) )

n>1

==Y ()

n>1

und

—DzLilF = ZInfl (fn(zu )) :

n>1

Einsetzen in (x) liefert dann

E(DF,—DL™'F)=E

/Z (Z nl,—1 (fu(z, ))) <Z L1 (fulz, ))) u(dz)]

n>1 n>1
= [ S0 = Dl e )
Z n>1
= Z”! an”i?(;m) = V(F).
n>1

Beispiel F = I,(f). — D.F = f(2), L"\F = —L,(f) = —F und D,L"'F = — f()
= (DF,—DL'F) = {{, Fregy = ||f||i2(u)

= dw(EN) <1 (IfIP] + / £ uld2)

D.h: F, = I (f,) erfiillen einen CLT, falls || f,]|72(,) — L und || ful| s, — 0.

Beispiel Z = Geraden in der Ebene = £ (siehe Abb. 2).

/g(E)d,u,\:)\/ / g(Ey + x)dxdL
c Lo JEF

dabei sei 9, ein PPP mit Intensitidtsmafl uy. Ist K eine Konvexe Menge, so gilt F)\(n) =
I(maN K), also

Dh. F=E[F]+ L(f), g(E)=1(ENK), also

g, F=0 Vn>2.

77777

E[F] - /[K] U(E N K)ua(dE) = A+ |K|

und

V(F) = E[F —E[F] = |||}, = A /[K} U(E M K)*p(dE).

16



Abbildung 2: Zufillige Geraden in der Ebene

E[F]:A/ﬁ /ELZ((EO—}-x)ﬂK)dmdL

mit F_E[F] e
F:WZEU), f(E):W
gilt
)Hfl\m =
und
1 1 A

141, = sl = gt [ HED K = eti)- 555 > 0.

Also folgt

DW/K <F,N> S C(K) : )\_1/2
und damit die Giiltigkeit des CLT.

17



7 Geometrische Zufallsgraphen

Es sei n; ein stationirer PPP mit Intensitéit ¢ > 1 und (d;);>; mit & — 0 und 26 —
- —00
0. Definiere

t—o00

F := #Kanten mit Mittelpunkt in W C R?
1 r+vy
3 X 1(le-uza T ew).

(zy)€(ne)2

Mit u =z — y und v := ¥

= =% gilt dann

t2
E[F]:—/ / 1z —yl <6, “Y e W) dedy
2 Rd JRd 2

t? t?
= —/ / 1(Jul €8, v € W)dudv = —|W|dk g6
2 R4 JRd 2

Verwende nun die Darstellung F' = E[F] + 3 -, I,(fa), es gilt

o =EDA =38 X 1l-s<a Tl ew)

2
(wl,xz)G(m-Hsm)i

1 r+y
_§E Z 1<\x—y\§§t, 5 €W>

(z1 73”2)677?,;&

1
-E
2

Ye:

:t/ 1(|x—y|§5t, ijyEVV)dy
R4 2

1 x4+
o) =51 (le—vl <8 TH ew),
sowie f, =0Vn > 3. Also

221<\x—y\§6t, x;y €W>]

und

F=E[F]+ L) + L(f2)-

18



Mit u := 2 —y und v := ”"—;“y ergibt sich fiir die Varianz

V(F):l/ (/ (|:c— <8, L ew)tdx>2tdy
/Rd/Rd ('x_y|<5t> >tdxtdy

2
=3 (/ 1 (Jul <6, v e W)du ) dv + —|W!d/<;d5d
2 Rd Rd

t3 t? Wk
— §\W| (drad?)” + §\W|dnd5§l _ | 2' 4 (67" + 1%6)

CLT gilt also, wenn

F_E[F d/zmax —2¢-2d
dW(x/W )<5 (1,720,771

Ublicherweise ist 6, = O (t7%/4) und damit E[F] ~ ¢t und V(F) ~ ¢ und somit auch

dw (-, N) < t71/2,

Abbildung 3: Eine Symmetrische Menge A C R?

Ann#herungsdichten:k-dimensionale Ebenen im R? mit k < d/2.

1
™ () = 5 > 1(d(E,F) <6, m(E,F)eW).
(B,.F)en

Konkret

e innere Volumina (additiv, translationsinvariant)



e Potenzen innerer Volumina (nicht additiv, nicht translationsinvariant)
e Integrale beziiglich Oberflichenmaflen

e K C R% konvex und p = )\, das Lebesgue-Mafl und

H = Z 1(z1,...,x, sind Ecken von conv(zy,...,x,))

(wl,.l.,xn)én;‘é
dann ist

E[H]:/\"/ 1(...)dz; ... dx,

= \'P (21,...,x, sind Ecken von conv(zy,...,x,) =: \"p.

Also ist A™"H ein Schétzer fiir p. Dieser ist erwartungstreu mit V = ... und
asymptotisch normal.

20



8 Das Boolsche Modell

Es bezeichne K? die konvexen Teilmengen des R? und @ ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf
K4. Es sei nun 7 ein PPP im Raum der konvexen Mengen mit Intensititsmaf j gegeben
durch

u(-) :fy/lcg/Rdl(K-i—:EE ) dzQ(dK).

Es weiter

Z=|JK

Ken

und

F(n) =Va(ZnW).

Abbildung 4: Boolsches Modell mit Beobachtungsfenster W

(gnK) UK1] ﬂW) ~V (gnfmw)

=Va(ZUK)NW) =V (ZNW) =V (ZNW)U(KiNW)) = Vy(ZNW)
=Va(ZNW)+Vy(KinW) =V (ZNEK NW) =Vy(ZNW)
=Vy(KanW) =V (ZNnKiNnW).

DK1F<77):F<77+5K1)_F(77):Vd<

Induktiv erhalten wir dann

Dg,,..c, F(n) = (=1)"(Va(Z N Ky n - N K, N W) = Va(K N - N K, NIT))

21



Satz [2]
25 N(0,1)

Fiir eine Folge W 7 R? mit ri, (W) — oo. E[Vy(Zo)?] < oo, falls E [Vy(Z)3¢] < oo, so
folgt dy (-, N(0,1)) < er,”*. Und dies ist optimal.

Erweiterung auf innere Volumina (Minkowski-Funktionale)

g Vi (K)

=
=
!

=

=
!
o

| S
(d,i) /G VL)

Hadwiger ¢ : K¢ — R additiv, bewegungsinvariant, stetig oder monoton, dann gilt

¢ =coVo+ -+ caVa

22



9 Voronoi Approximation
Es sei K C R? konvex und 1 ein PPP mit Intensitit \. Fiir 2 € n definiere

V. ={yeR? : |ly—z|| < |ly—7|| V&' €n\d.}.

Abbildung 5: Ein zweidimensionales Voronoi-Mosaik

Dann heiit (V.(n)),c, Voronoi-Mosaik. Es sei weiter

AK,m) = [ Valn)

zennK

und
F(n)Va(A(K, 7)),

dann gilt

B1F] = BV, )] =B | [

:/]E
R4

dax € Vy(n+0,) & nn Bz, ||z —yll) =0, gilt

1(z € A(K,n)) dx}

d

Y. L(@eVin)

zennK

d:c:)\/ /P(xe%(wréy))dydx
Rd JK

P (z € Vy(n+46,) =P (B, |lz —yl)) Ny =0)

23



und damit

E[F]| = /\/Rd/Ke_’\“d|”_y||ddydx = )\d/fd/K/O rd_le_’\“drddrdy
1

Satz [I]
caS(E)A"1 70 <V (Va(A(K, 7)) < CaS(E)A 4.

Satz [!|] (F —E[F])/\/V(F) erfiillt einen zentralen Grenzwertsatz.

24
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