90 JAHRE LINDEBERG-METHODE

PETER EICHELSBACHER' AND MATTHIAS LOWE?

Zusammenfassung: Eines der wohl bekanntesten Resultate der Wahrscheinlich-
keitstheorie ist der zentrale Grenzwertsatz. Es geht um die Beobachtung, dass
in vielen verschiedenen Modellen der Stochastik im Limes die Verteilung von
ZufallsgroBlen gegen die universelle Gauf3-Verteilung mit Dichte \/%7 exp(—x2/2)
konvergiert. LINDEBERG publizierte in den Jahren 1920-1922 in drei Arbeiten ei-
ne Beweismethode, die im Vergleich zu anderen Beweismethoden iiberraschend
elementar ist. Sie kann vor allem auf tiefere analytische Werkzeuge sowie auf
knifflige kombinatorische Uberlegungen verzichten. In jiingster Zeit erlebt LIN-
DEBERGs Ansatz eine beeindruckende Renaissance. Erweiterungen seiner Me-
thode haben zu teilweise bahnbrechenden neuen Resultaten unter anderem in
der Theorie der Zufallsmatrizen gefiihrt. Wir stellen die LINDEBERG Methode

vor und geben einen Einblick in die jlingste Entwicklung.

1. EINLEITUNG

Die Bezeichung zentraler Grenzwertsatz wird relativ einheitlich seit der Arbeit [25] von GE-
ORG POLYA aus dem Jahre 1920 mit dem Titel Uber den zentralen Grenzwertsatz der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung und das Momentenproblem immer dann verwendet, wenn als Limesver-
teilung in einem stochastischen Modell die Gaufische Dichte auftritt. POLYA meinte mit seiner
Wortwahl durchaus die zentrale Bedeutung dieser Gruppe von Grenzwertsiatzen. Es gibt in der
Wahrscheinlichkeitstheorie auch eine andere Begriindung fiir die Wahl des Wortes zentral: die
GauBlsche Limesverteilung tritt etwa bei Partialsummen von unabhéngigen Zufallsvariablen im-
mer dann auf, wenn nicht Ausreifler das Verhalten der Partialsummen bestimmen, sondern das
Verhalten im Zentrum der Verteilung der Partialsumme dominiert. In der moderneren Wahr-

scheinlichkeitstheorie spricht man daher ganz allgemein von einem zentralen Grenzwertsatz,
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wenn das Verhalten des Zentrums der Verteilung in einem stochastischen Modell, und nicht
das Randverhalten (tail-Verhalten) beschrieben wird. Wir stellen in Kapitel 2 zunéchst die
LINDEBERG Methode fiir Partialsummen unabhéngiger Zufallsvariablen vor. Die Methode ist
sehr elementar. Im Wesentlichen verwendet man eine Taylor-Entwicklung. Es iiberrascht ein
wenig, dass dieser Beweis in nur sehr wenigen Lehriichern aufgenommen wurde, unter ihnen
das Buch von BILLINGSLEY [4] und das von BREIMAN [6]. Wir werben in diesem Artikel fiir
eine Auseinandersetzung mit der Beweis-Methode von LINDEBERG nicht nur, weil die Methode
elegant ist, sondern weil sich Modifikationen der Methode ebenfalls recht elementar darstellen
lassen, diese aber wiederum sehr viel mehr Informationen enthalten, als der urspriingliche Weg
von LINDEBERG es vermuten lasst. In Kapitel 3 geben wir eine kurze historische Einordnung
der Arbeiten von LINDEBERG im Kontext des zentralen Grenzwertsatzes. In Kapitel 4 zeigen
wir exemplarisch fiir zufdillige Partialsummen sowie fiir Martingale, wie die Methode in den
Jahrzehnten nach LINDEBERGs Grundlegung verwendet und ausgebaut wurde. Im Anschluss
wird in Kapitel 5 eine jiingere Arbeit von CHATTERJEE sowie in Kapitel 6 eine Arbeit von TAO
und VU vorgestellt, die zu bedeutenden Resultaten in der jungen Erfolgsgeschichte der Theorie
der Zufallsmatrizen fithrte. Beide Arbeiten basieren auf LINDEBERGs Methode und beschreiben
eindrucksvoll die Renaissance seiner Idee.

2. DIE METHODE IM EINFACHSTEN FALL

2.1 Ein verbliiffend einfacher Bewelis

Im Folgenden wollen wir den sehr eleganten Beweisweg von LINDEBERG in der denkbar
einfachsten Situation der Wahrscheinlichkeitstheorie vorstellen: Gegeben sind reellwertige Zu-
fallsvariablen X, X5, ..., die unabhéngig seien. Wir nehmen ohne Einschrinkung an, dass die
Erwartungswerte E(X;) = [ X;dP = 0 sind (P bezeichnet das WahrscheinlichkeitsmaB des
Wahrscheinlichkeitsraumes, auf dem die Zufallsvariablen definiert sind). Weiter bezeichnen wir
mit o := V(X;) = E((X; — E(X;))?) die Varianz der Zufallsvariable X;. Dann ist auf Grund
der angenommenen Unabhéngigkeit der Zufallsvariablen s2 := Y7 | 07 die Varianz der Summe

Z?:l Xi.
Die Frage nach der Giiltigkeit eines zentralen Grenzwertsatzes in dieser Situation ist die Frage
nach den Bedingungen an die Zufallsvariablen X, so dass fiir jedes z € R und fiir

1
W,=—X1+Xo+ -+ X,)

Sn

gilt:

(2.1) lim P(W, < z) = ®(z)

n—o0
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ABBILDUNG 1. Dichte ¢ und Verteilungsfunktion ® der Standardnormalverteilung.

mit ®(z) = [*_po1(t)dt und @oq(t) = \/szﬂexp(—t2/2). Wir bemerken, dass E(W,,) = 0 (da
E(X;) = 0 fiir jedes i) und V(W,) = V(X" , X;) = 1 gilt, also die Zufallsvariable W,
fiir jedes n > 1 in den ersten beiden Momenten E(W,,) und E(W?) mit den Momenten der

GauB-Verteilung iibereinstimmt. Wir kommen auf dieses ,, Momente-Matching®, spéater zuriick.

Um den Beweis nach LINDEBERG transparent zu halten, betrachten wir zunéchst den Fall,
in dem die Zufallsvariablen X; die gleiche Verteilung besitzen (P(X; < t) = P(X; < t) fir
jedes i) und die Varianz V(X;) = E((X; — E(X;))?) = 1 ist. Es seien Zj, Zo, ... unabhéngige,
identisch verteilte Zufallsvariablen, die N (0, 1)-verteilt sind. Dies bedeutet P(Z; < z) = ®(z)
fiir alle x € R. Dann gilt, dass

1
L=—=L1+ 22+ -+ Z
auch N(0, 1) verteilt ist. Dies ist eine bekannte Tatsache, die wir spater noch genauer kommen-
tieren werden. Es wird zentral sein, dass diese Beobachtung eine charakterisierende Eigenschaft
der Normalverteilung ist.

Die Idee (eine der Ideen) von LINDEBERG ist, in dem obigen W), sukzessive (Teleskop-Summe)
die Summanden X; durch die normalverteilten Z; zu ersetzen und somit W,, durch Z zu ap-
proximieren. Dieses Austauschverfahren (im Englischen replacement trick oder auch swapping
trick genannt) fiihrt schnell zum Beweis des zentralen Grenzwertsatzes. Dieser Ansatz fiihrt
dariiberhinaus zu der Moglichkeit, den zentralen Grenzwertsatz fiir nicht notwendig identisch
verteilte Zufallsvariablen zu beweisen, allerdings unter einer zusétzlichen Bedingung, die seit
den Arbeiten von LINDEBERG nach ihm benannt ist.

Eine kleine technische Vorbereitung ist die folgende: wir schreiben P(Wn < a:) = ]E(lwnga;)
mit der Notation der Indikatorfunktion 1y, <., die den Wert 1 auf dem Ereignis {W,, < z} an-
nimmt, und sonst den Wert 0. Wir wollen zeigen, dass lim,, E(ang) = ]E(l ng) gilt. Dazu
approximieren wir die Indikatorfunktion 1(_.,, durch eine hinreichend glatte Funktion f. Fiir
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ABBILDUNG 2. gute Approximierende einer Indikatorfunktion

unsere Ziele geniigt es ein f zu wihlen, welches dreimal differenzierbar ist und dessen Ableitun-
gen stetig und beschrénkt sind (diese Testfunktionen bilden eine Konvergenz-determinierende
Klasse fiir die Konvergenz in (2.1), siche auch Abbildung 2.1).

Zu zeigen ist fiir jede solche Funktion f

lim E(f(W,)) =E(f(2)).

n—o0

Mittels TAYLOR-Entwicklung existiert nun ein n und ein g(h) mit

(2.2) g(h) < n min(h?, [n[?)
mit
(2.3) |f(z+h1) — f(x+ha) — f/(2)(h1 — ho) — %f”(x)(h? — h3)| < g(hn) + g(ha).

Hierbei ist 7 eine Konstante, die durch die Werte M; := sup, g | f(z)] < oo fiir i =0,1,2,3
bestimmt ist. Alternativ ist

(2.4) g(h) < nlhf?

mit n = M3/6 eine simplere Abschétzung. Nun definieren wir T}, := X7 + -+ + X1 + Zpo1 +
<o+ Z,. Also ist T, + X,) = W, und (T1 + Z1) = Z und mittels Teleskop-Summen
Bildung folgt

7

E(f(W,) — /(2)) = [(74 LX) - ﬂ§#ﬂ+zﬂ

n+&» «—m+@ﬂ

&I

?S‘
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ABBILDUNG 3. Schema der LINDEBERG-Methode

Es folgt mit E(X;) = E(Zy) = 0 und E(X?) = E(Z%)(= 1) sowie der stochastischen Un-
abhéngigkeit von T, zu X und Z (fiir jedes k)

n

E(fWa) = F(2)] < >

k=1

1 1
Elf(—=Ty+ Xx)) — f(—=(Tx + Z
[f(\/ﬁ( i+ Xk)) f(\/ﬁ( )
— (22 —=(X — Zi) — = f" (=) ~(XE = ZD)||.
Die Unabhéngigkeit impliziert etwa E(f"(Ty) (Xx — Zi))=E(f'(T)) E((Xy — Z1)).

Die vorgestellte Abschétzung basiert alleine auf der Annahme an die Xj, in den ersten bei-
den Momenten E(X}) und E(X?) mit den Momenten einer N (0, 1)-verteilten Zufallsvariable
“bereinzustimmen. Es folgt mit der obigen TAYLOR-Vorbereitung (2.3) und der Annahme, dass
alle X; bzw. Z; identisch verteilt sind:

(25) B(/(V,) = /(2))| < nEg( 2 + nEg( ).

Nun wenden wir die Abschitzung (2.2) fiir g an und erhalten durch Zerlegung des Integrals
X1

X, { ’
nEg(—) <n 77/ dP—l—n/
(\/ﬁ) X |<evm | VT X |sevm | VI

Der erste Summand kann durch nne f‘ Xu|<eyi ‘%‘QdP < ne abgeschitzt werden, da
[ X?dP = 1 nach Voraussetzung. Weiter steigt die Folge der Ereignisse {|X;| > ey/n} fiir
wachsende n gegen die leere Menge ab, so dass der zweite Summand gegen Null fiir n — oo

konvergiert. Da die gleiche Uberlegung fiir den Term nEg(j—lﬁ) verwendet werden kann, folgt

X4

2
dP] |

bereits der Beweis des zentralen Grenzwertsatzes fiir Partialsummen unabhéngiger, identisch
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verteiler Zufallsvariablen mit existierendem Erwartungswert und endlicher Varianz. Wir schau-
en auf den Beweis zuriick:

2.2 Das Potential der LINDEBERG-Methode

1. Eine Inspektion des obigen Beweises zeigt schnell, dass die Annahme identisch verteilter
Zufallsvariablen nicht notwenig ist. Entlang der obigen Argumente entdeckt man die zweite
fundamentale Beobachtung von LINDEBERG, die sogenannte LINDEBERG-Bedingung. Sind die
Zufallsvariablen nicht identisch verteilt, so ergibt sich unmittelbar anstelle von (2.5):

(2.6) E(f(W, )| < Z(Eg +]E9(Z ))

TL

Hierbei sind nun die Z; unabhéngige, normalverteilte Zufallsvariablen mit Erwartungswert 0
und Varianz o7 = V(X;) und s? ist erneut die Varianz der Summe Y. X; bzw. >, Z; (Un-
abhéngigkeit). Die gleiche Zerlegung des Integrals fiihrt zu der Abschéitzung

(2.7) 772/ dP+nZ/

Der erste Summand kann nun analog durch ne abgeschétzt werden. Fiir den zweiten Summan-

i

Sn

dP.

Xi|>esn

den erhilt man

(2.8) siQ > / X2 dP.

n ;=1 | i|>55n

Man muss nun fordern, dass dieser Ausdruck gegen Null konvergiert fiir n — oo, und genau
dies ist die LINDEBERG-Bedingung. Wenn man dann noch zeigt, dass die Gauf}-Variablen Z;

diese Begingung erfiillen, was wir hier nicht ausfithren, so haben wir bewiesen:

Theorem 2.1 (Zentraler Grenzwertsatz von LINDEBERG, 1922). Gegeben seien unabhingige,
reellwertige Zufallsvariablen X1, Xo, ... mit E(X;) =0 und o7 := V(X;) > 0 fiir jedes i. Es sei
sz =y r  of. Gilt fir jedes e > 0

n

1 9
(2.9) Tlim = Z /X X2dpP =0,
dann folgt die Aussage (2.1).

WILLIAM FELLER hat in [12] bewiesen, dass eine Art Umkehrung des Satzes von LINDEBERG

gilt. Setzt man voraus, dass in der Situation des obigen Satzes (gegeben seien unabhéngige,
reellwertige Zufallsvariablen X, X5, ... mit E(X;) = 0 und ¢? := V(X;) > 0 fiir jedes 7 und
es sei 2 := Y "  07) die Aussage (2.1) gilt und dariiber hinaus o,/s, — 0 und s, — oo fiir
n — 00, so folgt die Giiltigkeit der LINDEBERG-Bedingung (2.9). Wir gehen auf dieses wichtige

Resultat (der Satz von LINDEBERG und FELLER) nicht weiter ein.



90 JAHRE LINDEBERG-METHODE 7

2. Eine weitere Inspektion des obigen Beweises zeigt, dass die LINDEBERG-Methode eine Info-
mation iiber die Konvergenzgeschwindigkeit im zentralen Grenzwertsatz enthélt. Dies betrach-
ten wir nur im Sonderfall identisch verteilter Zufallsgrofien X;. Tatséchlich hat LINDEBERG in
seiner ersten Arbeit im Jahre 1920 eine stiarkere Bedingung an die Zufallsvariablen X; gestellt.
Er forderte die Endlichkeit des dritten absoluten Momentes E|X;|? fiir jedes X;. Erst in den Ar-
beiten aus dem Jahre 1922 hat er diese Bedingung zur Bedingung (2.9) abgeschwécht. Schauen
3

wir auf den Spezialfall identisch verteilter Zufallsvariablen und nehmen wir E|X;|®> < oo an, so

kann jeder Summand in (2.5) mittels (2.4) wie folgt abgeschétzt werden:

Eg(X,/v/n) < qEIX,[? %

Wir erhalten also im identisch verteilten Fall fiir unsere Testfunktionen f mit || /| < n:

1

Jn

Dies ist eine schwache Version einer Konvergenzrate im Sinne der Theorie von BERRY und

E(f(Wa) = £(2))| = nO(—=E|X:[).

ESSEEN. Schwach bedeutet, dass dieses Resultat fiir die beschriebene Testfunktionen-Klasse
nicht impliziert, dass sup,cp |P(W, < z) — ®(z)| (der sogenannte KOLMOGOROV-Abstand)
ebenfalls in der GréBenordnung n~'/? liegt. Es ist aber bekannt, dass die optimale Konvergenz-
rate fiir den KOLMOGOROV-Abstand in unserer Situation O(n~1/2) ist. Dies nennt man die
BERRY-ESSEEN-Rate. Wir kommen darauf in Kapitel 4 zuriick.

Man kann dariiberhinaus leicht erkennen, dass bei Beriicksichtigung hoherer Ordnungsterme
der TAYLOR-Entwicklung von f und der Forderung der Endlichkeit und Ubereinstimmung
hoherer Momente der X; mit denen der Z; die Konvergenzrate verbessert werden kann. Dieser
Aspekt wird in unserem Kapitel zur Therorie der Zufallsmatrizen eine wichtige Rolle spielen.

3. Schliefllich mag man sich auch fragen, wieso im Zentralen Grenzwertsatz die Normalver-
teilung als Limes auftaucht und keine andere Grenzverteilung. Wesentlich ist dabei offensicht-
lich die Eigenschaft, dass die Summe unabhéngiger, normal-verteilter Zufallsvariablen wieder
normal-verteilt ist. Diese Eigenschaft ist in der Literatur als unbegrenzte Teilbarkeit der Normal-
verteilung bekannt. Es gibt allerdings eine ganze Klasse von Verteilungen, die diese Eigenschaft
mit der Normalverteilung teilen. Die Summe von n unabhéngigen N(0,1) verteilten Zufalls-
variablen ist N(0,n) verteilt. Was ist das ausgezeichnete der Normalverteilung? Wichtig ist,
dass mit den obigen Z; die Zufallsvariable \/iﬁ S, Z; wieder N(0,1)-verteilt ist, d.h. auf der
Verteilungsebene und der gewéhlten Skala 1/y/n ist die N (0, 1)-Verteilung ein Fixpunkt der
Abbildung

(2.10) 9(X1,...,X,) = %Zx
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Ihre herausragende Rolle resultiert in gewisser Hinsicht daraus, dass sie der einzige derartige
Fixpunkt ist. Die Inspektion des LINDEBERG-Beweises zeigt aber gleichzeitig, dass der telesko-
pische Austauschprozess auch fiir andere Vergleichssummen i > i Z; verwendet werden kann,
man wird nur eine andere Limesverteilung beobachten (was im Jargon der Wahrscheinlichkeits-
theorie ein nichtzentraler Grenzwertsatz genannt wird). Dieser Aspekt wird uns in Kapitel 4
und 5 begegnen.

3. HISTORISCHER ABRISS

Zum Thema Der Zentrale Grenzwertsatz gibt es umfassende Werke und Ubersichten zur Ge-
schichte, etwa das Buch von FISCHER [13] und die Referenzen dort. Zu Beginn steht ABRAHAM
DE MOIVRE und PIERRE SIMON DE LAPLACE und Vorarbeiten von den BERNOULLIS. DE
MOIVRE bewies 1733, dass im Falle einer binomialverteilten Zufallsvariable (die Anzahl der
Erfolge bei einem n-malig unabhéngig wiederholten Miinzwurf mit Erfolgswahrscheinlichkeit
p) diese standardisiert gegen die Normalverteilung konvergiert. Tatséchlich zeigt er nur den
symmetrischen Fall p = 1/2. LAPLACE zeigt etwa 1810 diese Aussage fiir jedes p € (0,1). In
einer einfithrenden Stochastik-Vorlesung ist es heute noch {iiblich, zunéchst im Detail diese spe-
zielle Situation P(X; =1) =p =1— P(X; = 0) zu betrachten. Dies liegt daran, dass man hier
lokal das Histogramm im Zentrum der Binomialverteilung durch die Gaulsche Glockenkurve
approximieren kann und somit einen anschaulichen Beweis eines zentralen Grenzwertsatzes vor-
an stellt. LAPLACE deutet an, dass er einen allgemeinen Grenzwertsatz beweisen kann (jenseits
des Miinzwurf-Modells), aber sein Beweis ist unvollstédndig. In der Folge hat PAFNUTII TSCHE-
BYCHEV mit Hilfe der Momente-Methode einen Beweis gegeben, der ebenfalls nicht vollstéandig
ist. Der erste bekannte rigorose Beweis eines zentralen Grenzwertsatzes, der universell fiir die
Partialsumme W,, (also unabhéngig von der konkreten Wahl der Verteilung der X;) gilt, stammt
von ALEKSANDR LYAPUNOV aus dem Jahre 1901. LYAPUNOV stellte an die Momente E(X ™)
die folgende heute nach ihm benannte Bedingung: sind n(X;); unabhéngige Zufallsvariablen
mit E(X;) =0, 0 < 07 = V(X;) < oo fiir alle s € Nund ist s2 = > | 07, so geniigt diese Folge
der LyAPUNOV-Bedingung genau dann, wenn ein § > 0 existiert mit

Aus der LyApUNnoOV-Bedingung folgt die LINDEBERG-Bedingung und somit die Giiltigkeit des
zentralen Grenzwertsatzes. LYAPUNOV fiihrte in seinen Arbeiten die Verwendung der charkte-
ristischen Funktion als Beweis-Technik in die Wahrscheinlichkeitstheorie ein. Seine Arbeit war
lange Zeit ausserhalb Russlands nicht bekannt. Methodisch kann man in der Historie nun zu
LINDEBERG iibergehen. Sein Beweis war, wie wir gesehen haben, wunderbar elementar. JARL
WALDEMAR LINDEBERG (1876-1932) war ein finnischer Mathematiker, Sohn eines Dozenten
am Polytechnischen Institut Helsinki. Er wurde in Helskinki geboren und starb dort auch. Er
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ABBILDUNG 4. Der finnische Mathematiker J.W. LINDEBERG

studierte in Paris und an der Universitit seiner Heimatstadt. Er beschéftigte sich mit partiel-
len Differentialgleichungen und promovierte 1902. Bei der Verfassung seiner ersten Arbeit [21]
zum zentralen Grenzwertsatz 1920 kannte er die Resultate von LYAPUNOV nicht, wohl aber
schwéchere Resultate von VON MISES. In 1922 schrieb LINDEBERG die Arbeiten [23, 22], in
denen seine Methode und die nach ihm benannte Bedingung vollstdndig entwickelt wurde. Der
schwedische Mathematiker HARALD CRAMER lernte LINDEBERG 1922 kennen und berichtete
iiber diese Begegnung (siehe [9], Seite 514): When he was reproached for not being sufficiently
active in his scientific work, he said well, I am a farmer. And if somebody happended to say that
his farm was not properly cultivated, his answer was of course my real job is to be a professor.
I was very fond of him and saw him often during the following years. Paul Lévy schrieb 1925
sein berithmtes Buch Calcul des probabilitiés, in dem er eine gewisse Form des LINDEBERG
Beweises reproduzierte. Er nutzte aber entscheidend charakteristische Funktionen, wie LYAPU-
Nov, und konnte so spéter einen zentralen Grenzwertsatz fiir Martingale (1934) beweisen. Dies
gilt als Ursache dafiir, dass die LINDEBERG-Methode in den Folgejahren kaum in Lehrbiichern
auftauchte. FELLER, der die erwdhnte Riickrichtung bewiesen hat, formulierte die Vermutung,
dass durch LEVYs Beweis die LINDEBERG-Methode durch die Verwendung der Fourier-Theorie
ersetzt werde. Eindriicklich ist die Wiirdigung der LINDEBERG-Methode durch LE CAM in [20,
Kapitel 3] sowie der Kommentar dazu von POLLARD am Ende des Artikels [20]. POLLARD
schliesst seinen Kommentar mit den Worten Lindeberg’s arqgument still has something to offer.
Uber 25 Jahre spéter kann man iiber eine Renaissance der LINDEBERG-Methode berichten, und
genau dieses Ziel verfolgen wir in den nun folgenden Kapiteln.

4. DIE LINDEBERG METHODE IN ANDEREN MODELLEN

In diesem Kapitel beschreiben wir punktuell Weiterentwicklungen der LINDEBERG-Methode.
Wir nehmen die Situation aus Kapitel 2 erneut in den Blick und betrachten Partialsummen
von unabhéngigen und nicht identisch verteilten Zufallsvariablen, wobei jetzt die Anzahl der
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Eine neue Herleitung des Exponentialgesetzes in der
‘Wahrscheinlichkeitsrechnung

Von

J. W. Lindeberg in Helsingfors (Finnland).

L In einer Arbeit ,,Uber das E: ial in der Wahrsches:
lichkeitsrechnung™*) habe ich einige Sitze bewiesen, die sich auf die
Frage beziehen, unter welchen Bedlngungen die Summe einer grofien Anzahl
von unabhiingigen Wal oBen dem GanBschen Gesetze folgt.
Zur Zeit der Redaktion dieser Arbeit hielt ich einen von Herrn v. Mises
angegebenen Satz?) fiir das schirfste bisher in dieser Frage gewonnene
Resultat. Nunmehr finde ich, daB schon Liapounoff?) allgemeine Re-
sultate dargelegt hat, die nicht nur iiber diejenigen des Herrn v. Mises
hinausgehen, sondern aus denen auch die meisten der von mir in der oben

Arbeit bewi Tatsach bgeleitet werden kdnnen.

Das Studium der Arbeiten von Llapmumﬁ hat mich veraniaBt,
die von mir angewandte Methode aufs neue zu priifen. Hierbei ist mir
der Umstand, daB meine Enbmckelunqen nur an endliche Reihen von
WahrscheinlichkeitsgréBen kniipfen, immer deuthcher als formale Uber-

legenheit gegeniiber der frilheren Darstell Man
bemerke in dieser Hinsicht, daB der Satz II der nachlolgenden Darstellung,
der mir fiir die h ische Stati dig scheint, aus

dem sllgemeinen Satze, in welchem Liapounotf seme Resultate zusammen-
188t4), nicht gefolgert werden kann, obgleich die Hilfsmittel Liapounofis

‘) Annales Ac‘demm Scxentnmm Fenmue 16 (1920), S. 1—23
der W

4 (1919), (8. 1-97), 8. 78.
% Sur une proposition de la théorie des probabilités, Bulletin de I'Académie
impériale des aciences de St. Pétershourg 13 (1900), S. 359-386. — Nouvelle forme
du théoréme sur Is limite do probabilité, Mémoires de I'Académie impérisle des sciences
de 8t Pétersbourg 12 (1902), S, 1-24.
%) Seite 3 der zweiten der soeben zitierten Arbeiten.

212 J. W. Lindeberg,

sehr wobl zur Ableitung desselben geeignet sind. Weiter habe ich ge-
funden, daB meine Methode noch erheblich vereinfacht werden kenn und
daB eine kleine Abéinderung derselben zu einer nicht unwesentlichen sach-
lichen Erweiterung aller mir jetzt bekannten fritheren Resultate fiihrt.

Im folgenden wird eine Darstellung meiner Methode und der daraus
herflieBenden Resultate gegeben. Hierbei wird zuniichst versucht, einen
méglichst einfachen Beweis des oben erwiihnten Satzes IT zu geben, denn
dies scheint mir die wichtigste Aufgabe der Theorie zu sein. Sodann
wird der Bewei so abgeiindert, daB ein moglich des Re-
sultat erreicht wird.

Hinsichtlich des all inen Charak der Wahrscheinlichkei ,
die wir in Betracht ziehen, machen wir von Anfang an keine andere
Voraussetzung, als daB sie Verte.llungsfunktmnen ) besitzen. Demnach wird
im folgenden von Integrslen 1mmer im Smne von Smeh]es die Rede sein.

Betreffs der im fo}, ise ist zu be-
merken, daBl wir die obere Grenze eines Integrals nicht hinschreiben, falls
dieselbe oo ist; desgleichen wird die untere Grenze — oo weggelassen.
Ferner werden wir uns durchgehend der abkiirzenden Bezeichnung

2
g

of2x
bedienen, wo o eine positive Za.hl bedeutet.

2. Es sexen U. (z), 2 (%), ..., U, (%) die Verteilungsfunktionen
von n i W' heinlichkeitagrd Uy Uyy ony Uy,e
Wir machen dchst die folgenden Vi 2

Die Mittelwerte der Groflen w, sind simtlich Null, d.h. es ist fiir
n=12...,n

»(@,0)=

J2dU (x)=0.

Wenn die Streuungen der Grofen w, mit o, bezeichnet werden, d. h.
wenn
Jz2dU. (z)=0]
gesetzt wird, so- st
37,
=

1.

Es sei U () die Verteilungsfunktion der Summe w,+ 4, ... 4 u, = u,
also die durch die Gleichung
) U@=J JU (5=t ty— e~ 4,)AU,_ (5, ,)...dU, (t,)

) Wegen des Begriffes der Verteilungsfunktion verweise ich auf die schon
ztierte Arheit des Herrn v. Mises und die Fortsetzung derselben in Bd. 5.

ABBILDUNG 5. Die ersten beiden Seiten der Arbeit [22] aus 1922 von LINDEBERG

Summanden zuféllig ist. Interessant wird sein, dass dabei nicht nur die Gauf-Verteilung als
Limesverteilung auftritt. Der Frage nach der Konvergenzrate mittels der LINDEBERG-Methode
gehen wir im Anschluss nach. Wir stellen einen Zugang von BOLTHAUSEN vor, bei dem BERRY-
EsSEEN-Raten fiir Martingal-Summen hergeleitet werden.

4.1 Zufillige Partialsummen und nicht-zentrale Grenzwertsitze

Gegeben seien unabhingige Zuvallsvariablen (X;); mit E(X;) = 0 und 07 = V(X;) < co.
Weiter sei N eine Zufallsvariable mit Werten in N = {1,2,...} mit V(N) < oo, und sie sei
unabhéngig von den (X;); gewiahlt. Wir betrachten

1
WN Ry —— (Xl —|— + XN)
E(sy)
mit s% := SV, 62 Diese zufilligen Summen sind ein viel studiertes Objekt in der Wahrschein-
lichkeitstheorie. Sie treten in Modellen der mathematischen Biologie (Theorie der Verzweigungs-

prozesse) sowie in der Okonomie (Risiko-Theorie) auf. Sei etwa N,, die Anzahl der ménnlichen
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Nachkommen in der n-ten Nachkommengeneration, und hat der j-te dieser Nahkommen X;-LH

Sohne, so ist
Np,
_ n+1
Ny = E X
Jj=1

Man nennt (N,,),, BIENAYME-GALTON-WATSON Prozess. Zu weiteren Modellen zufélliger Sum-
men siehe etwa [16] oder [19]. Unter welchen Bedingungen an die Momente der X; und N kann
Konvergenz in Verteilung bewiesen werden und wird ein zentraler Grenzwertsatz gelten? Um die

Argumente etwas zu vereinfachen, betrachten wir zunéchst den Spezialfall gleicher Varianzen
o7 = 1fiir alle 7. Dann ist E(s3) = 3,51 P(N = n) >, 07 = E(N). Wir untersuchen dann die

i=1"1

Limesverteilung von Wy := m (X1+4---+ Xy). Sind die (Z;); erneut unabhéngige N(0,1)-

verteilte Zufallsvariablen, unabhéingig von N, so untersuchen wir E(f(Wy) — f(Z")) mittels
der Teleskop-Summen Zerlegung von LINDEBERG. Hierbei ist ZV = —2 (Z1 + -+ ZN).

/E(N)

Nun kennen wir aber die Verteilung von Z¥ nicht. Fiir welche N ist ZV selbst (oder im Limes)

normalverteilt? Wir kiimmern uns um diese Frage zunéchst nicht, sondern wenden mechanisch
die LINDEBERG-Methode an. Wir erhalten fiir jede Testfunktion f, gewéhlt wie in Kapitel 2,
E(f(Wy) = f(Z")) = Y P(N =n)E(f(W,) - f(Z")).
n>1
Dies folgt via bedingter Wahrscheinlichkeiten bzw. bedingter Erwartungswerte. Wir bedingen
auf das Ereignis {N = n} fiir jedes n > 1. Fiir festes n > 1 gilt mit a := E(N) analog zu (2.6)

(1) (%) - 12 < 3 (Bol ) + Ba(5) ).

i=1
Die erste Summe kann nun durch (2.7) abgeschétzt werden, wobei s,, durch « zu ersetzen ist.
Analog wird die zweite Summe durch (2.7) abgeschétzt, wobei zusétzlich die X; durch die Z;
ersetzt werden miissen. Es folgt via Dreiecksungleichung [E(f(Wx) — f(Z%))| < Uy + Uy mit

n

(4.2) Ul§2ZP(N:n)775E(1N>Zai2:2n5,

n>1 i=1

wobei wir verwendet haben, dass wir nur den einfachen Fall 02 = 1 betrachten und E(N) =
> ns1 M P(N = n) nach Definition des Erwartungswertes. Weiter ist

n

n 2 2
Uy < 1 S™ p(N = n) (/ XidP+/ ZidP>.
(V) 2 2 Xi[>eva \Zi|>ev/a

n>1 i=1

Benotigte man fiir die Abschéatzung von U; nur die Existenz des Erwartungswertes von N, so
wird U; ohne eine weitere Voraussetzung an N nicht klein. Dies kann man schon im Spezialfall
von unabhéngig und identisch verteilten (X;); sehen: jetzt ist die endliche (innere) Summe gleich
n(fix,1seva Xt AP+ 5 oo s 28 dP), und somit folgt Us < ([ x, oo s XT AP+ [ o0 /s 21 AP).
Nur fiir @ — oo werden die beiden Integrale beliebig klein. Also muss @ = E(N) wachsen.

Dies sollte nicht verwundern, denn wir untersuchen eine zufillige Summe von N Summanden:



12 PETER EICHELSBACHER UND MATTHIAS LOWE

Die erwartete Anzahl der Summanden sollte bei unserer Grenzwertanalyse wachsen. Im nicht-
identisch verteilten Fall folgt nun durch Umsummation

1 o0
xX2ap=——% P(sz')/ X2dP
/|Xi|>e\/& E(N> i=1 |Xi|>€\/a

und analog fiir den Ausdruck mit Z; anstelle von X;. Die Bedingung ist nun, dass die Reihe
auf der rechten Seite klein wird mit E(N) — oo. Die Verteilung von N (und die der X;

sowie der Z; fiir jedes i) muss diese neue LINDEBERG-Bedingung erfiillen. Diskutieren wir

n

1
WZP(N:n)Z

n>1 i=1

noch den Ausdruck U; im Fall nicht-identisch verteilter X;. Wenn wir zusétzlich fordern, dass

lim, o0 = > i 07 = 02 > 0, so entnehmen wir im Fall unterschiedlicher Varianzen o7 der
Abschétzung (4.2): Uy < 2ne M fiir ein M > 0. Zu bemerken ist, dass im Fall nicht identisch
1
E(s%)
und nicht mit —~— skaliert werden. Wir bleiben aber bei der letzt genannten Skalierung und
VEN)

verteilter X; und Z; mit Varianz o? # 1 beide Zufallssummen Wy und Z N eigentlich mit

miissen dann in Kauf nehmen, dass die Limesverteilung von den o? abhiingt.

Zusammenfassend erhalten wir unter den Bedingungen, die wir im Laufe der Rechnungen
entdeckt haben, dass [E(Wy) —E(Z%)] klein wird. Zur Erinnerung: ist N deterministisch, also
P(N =n) = 1, so ist Z" normalverteilt. Fiir eine beliebige Zufallsvariable N mit Werten in
N haben wir diese Information nicht. Andere Limesverteilungen kénnen eventuell auftreten.
Aber entlang des Teleskop-Ansatzes von LINDEBERG haben wir zunéchst den folgenden Satz
bewiesen, den wir in dieser Form nicht in der Literatur gefunden haben.

Theorem 4.1. Gegeben seien unabhingige, reellwertige Zufallsvariablen X, Xo,... mit
E(X;) =0 und o} := V(X;) > 0 fir jedes i. Angenommen es gilt 0® :=lim, o0 = > i, 07 > 0.

Weiter sei N eine Zufallsvariable mit Werten in N, unabhdngig von den (X;); mit E(N) — oo.
Es gelte fiir jedes € > 0

o0

(4.3) Z PN 2 i)

/ X2dP — 0

und die gleiche Lindeberg-Bedingung, wenn die (X;); durch die (Z;); ersetzt werden (un-
abhingige, N(0,0?)-normalverteilte Zufallsvariablen), so folgt

[E(f (W) = F(Z™))] = 0.

Der Fall einer geometrisch verteilten Zufallsvariable N wurde jiingst in [28] betrachtet. N
heifit geometrisch verteilt, wenn P(N = n) = (1 —p)" 'p mit 0 < p < 1 und n € N gilt.
Dies ist im Modell des unabhéngigen Miinzwurfes die Wahrscheinlichkeit, dass zum Zeitpunkt
n zum ersten Mal Erfolg eingetreten ist. Es gilt E(N) = % und V(N) = %. Wir betrachten
also den Fall p — 0, um einen Grenzwert fiir die Verteilung von Wy finden zu kénnen. Da
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0.8 -
0.7 +
0.6 -
0.5 -
0.4 +
0.3
0.2 +

0.1 +

ABBILDUNG 6. Dichte einer LAPLACE-Verteilung

P(N > i) = (1 —p)" !, lautet die Lindeberg-Bedingung (4.3) hier (vergleiche [28, (2.1)]):

lim 1—pi_1p/ X2dP = 0.

In [28] wurde weiter gezeigt, dass (4.3) fiir die normalverteilten Z; gilt, wenn man zusétzlich

fordert, dass lim, ,,,n 702 = 0 fiir ein 0 < v < 1 gilt. Wenn wir den Fall identisch

verteilter ZufallsgroBen (X;); mit 02 = 1 betrachten, so folgt ohne weitere Bedingungen
lim, o [E(f(Wx) — f(Z"))] = 0. In [28, Proposition 2.4] Wurde gezeigt, dass die charakteristi-

sche Funktion E(exp(it Z) im Limes fiir p — 0 gegen konvergiert. Die charakteristische

1+t2 /2
Funktion einer Verteilung legt diese eindeutig fest. Die Limesverteilung mit der angegebenen
charakteristischen Funktion hat die Dichte

1
fx) = EGXP(—\/ﬁM)-

Dies ist eine spezielle symmetrische LAPLACE-Verteilung.

Die mogliche Klasse der Limesverteilungen ist im iibrigen mittels der charakteristischen
Funktion von Z%V wie folgt beschrieben. Sind die unabhingigen Z; N(0,0?)-verteilt, so ist
E(exp(it Z™)) = exp(— 21E(N) s2), und somit gilt

2
12
E(exp(it ZV) = ZP exp( EZV) g” 5)

n>1

Mit s2/n — o2 folgt (nicht unmittelbar), dass im geometrisch verteilten Fall die rech-

te Seite fiir p — 0 punktweise gegen “;2)52 konvergiert. Die zugehorige Dichte ist dann
=

f(x) = = exp(—2 |z]) (LAPLACE-Dichte).

Die LINDEBERG-Methode wurde also erfolgreich fiir einen nicht-zentralen Grenzwertsatz vor-
gestellt. Bleibt eine Andeutung, warum bei einer geometrisch verteilten Anzahl von Summan-
den kein zentraler Grenzwertsatz gilt. Die Varianz der Anzahl der Summanden betragt =L und
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wéchst somit fiir p — 0 schneller als der Erwartungswert. Die Streuung der Anzahl der Sum-
manden ist somit zu groff, um ein zentrales Verhalten im Sinne eines zentralen Grenzwertsatzes
zu ermoglichen. Abschliessend sei ergénzt, dass wir im Falle von zufélligen Partialsummen Wy
ebenfalls Konvergenzraten aus dem LINDEBERG-Beweis ableiten konnen. Fiir die Situation un-
abhingiger und identisch verteilter (X;); fordern wir v := E|X;|* < oo und betrachten erneut
nur den Fall 67 = 1. Bei der Abschitzung von Y., Eg(2%) in (4.1) verwenden wir nun (2.4).

Ja
Wir erhalten

5PN =)y 3 g = B

n>1 i=1
und daher folgt die Konvergenzrate

B(H W) = 120 = O 7a):

Im Fall der geometrischen Summen ist die Konvergenzrate folglich p'/2.

4.2 Zentraler Grenzwertsatz fiir Martingale via LINDEBERG

In der Wahrscheinlichkeitstheorie ist der Begrift des Martingals zu einem ganz Wesentli-
chen geworden. Urspriinglich diente der Begriff zunéchst nur der Formalisierung der Idee eines
fairen Spiels. Viele Folgen von Zufallsvariablen sind ein Martingal, etwa die eindimensionale
symmetrische Irrfahrt auf Z, Partialsummen unabhéngiger Zufallsvariablen, so wie sie in Ka-
pitel 2 betrachtet wurden, Produkte von unabhéngigen Zufallsvariablen (wenn die Faktoren
Erwartungswert 1 haben), die Belegungszahlen des Urnenmodells von POLYA, Gréfien von Po-
pulationen in diversen Verzweigungsmodellen oder auch Handelsstrategien in Finanzmérkten.
Zentral fiir die Definition eines Martingals ist der Begriff des bedingten Erwartungswertes. Fiir
eine Zufallsvariable X und eine diskrete Zufallsvariable Y (nimmt abzéhlbar viele Werte an)
ist E(X|Y = y) ganz simpel in Analogie zur bedingten Wahrscheinlichkeit durch

1
=y

erklart. In nicht-diskreten Situation kann aber P(Y = y) = 0 fiir alle Werte y gelten. Allgemei-
ner sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und F ein Unter-o-Algebra von A. Dann bezeich-
net E(X|F) zu einem integrierbaren X diejenige Zufallsvariable, die F-messbar ist und fiir die
JAE(X|F)dP = [, XdP fiir alle A € F gilt. Diese Zufallsvariable existiert und ist P-fast sicher
eindeutig bestimmt. Weiter sei zu einer Folge (X;); von Zufallsvariablen F; = o(Xj, ..., X;) die
von den ersten j erzeugte o-Algebra (man sammelt alle Informationen bis zum Zeitpunkt j ein-
schliefllich). Dann ist (X;); ein Martingal, wenn jedes X integrierbar ist und E(X,1|F;) = X
P-fast-sicher gilt. Es folgt dann unmittelbar, dass auch E(X; x| F;) = X, fiir jedes & € N
gilt und dass E(X;) = E(X3) = ---. Die Definition von Martingalen kann &quivalent durch
Martingaldifferenzen

Aj=X;— X501, Ar=Xy



90 JAHRE LINDEBERG-METHODE 15

erklart werden, denn die Bedingung E(X1|F;) = X ist dquivalent zu E(A;4|F;) = 0. Eine
Folge mit der letztgenannte Eigenschaft nennt man Martingaldifferenz-Folge. Bei Vorgabe einer
Martingaldifferenz-Folge (A;); liefert dann X; = A; + --- + A; ein Martingal. Daher wird
ein Martingal haufig in eine Partialsumme einer Differenzen-Folge umgeschrieben. Eine schone
Einfithrung in die Martingal-Theorie ist etwa [32]. Wir betrachten in der Folge die Situation:

Gegeben sei eine Folge X = (X7, ..., X,,) reellwertiger, quadrat-integrierbarer Zufallsvaria-
blen mit
E(X;|Fi—1) =0 P-fast sicher fir 1 <i<n,
wobei erneut F; = o(Xq, ..., X;) sei. Mit M,, bezeichne die Klasse aller solcher Folgen der Lénge
n. Wir wollen das Grenzverhalten des Martingals S, := >’ X; untersuchen und kénnen einen
Beweis fiir den folgenden Satz skizzieren, der so von BOLTHAUSEN in [5] gegeben wurde.

Theorem 4.2 (BOLTHAUSEN, 1982, [5]). Fir 0 < a < < 00, 0 < v < oo gibt es eine
Konstante 0 < L := L(a, 8,7) < o0, so dass fir alle X € M, mit o7 = E(X7|F;_1) =
E(Xf) =: 5]2- P-fast sicher und o < 5]2» < p firl <j <n und maxi<j<n || X;|ls < gilt

sup [ P(Sn/sn <t) — ®(t)] < Ln~"*,

teR

WO o (s
wobei s, =Y. 05

Die Beweisskizze wird daraufhin deuten, mit ihm keine bessere Konvergenzrate als n~'/*

erhalten zu konnen. Diese Rate ist im Vergleich zu der Rate bei einer Partialsumme unabhénging
und identisch verteilter Zufallsvariablen allerdings schwach, wie in Kapitel 2 bereits angedeutet.
Interessant ist nun, dass BOLTHAUSEN zeigen konnte, dass diese Rate im Falle eines Martingals

bereits optimal ist! Dies fithren wir hier allerdings nicht aus.

Beweisskizze zu Theorem 4.2. Neben X = (Xi,...,X,), gegeben wie im Satz, betrachten wir
unabhéngige normalverteilte Zufallsvariablen 7, ..., Z,, £ mit Erwartungswert 0 und Varian-
zen E(Z7) = 77, E(&?) = v/n. Die Bedeutung der Zufallsvariable £ wird im Laufe der Skizze
klar. Vorab schon diese Bemerkung: Wir werden S,,/s,, durch S, /s, + £/s, ersetzen, also eine
GauB-Variable £/s,, mit kleiner Varianz heranfalten (im Sinne der Faltung von Maflen): Nach
Voraussetzung des Satzes gilt ﬁﬁ < E((¢/sn)?) < —=. Die Zufallsvariable > i1 Zj/sn ist

e
N(0,1)-verteilt. Nun wenden ein Lemma in [5] an und erhalten:

sup |P(S,/sn <t) — ®(t)] < 2sup |P(Sp/Sn +&/sn < t) — D(t)| + en Vi V2,
teR teR

Das Lemma besagt, dass der Fehler durch ||E((¢/s,)?) H}Xéz angeschitzt werden kann. Nun schie-
ben wir via Dreiecksungleichung P(3_7_, Z;/s, + §/s, < t) dazwischen und erhalten mittels
des gleichen Lemmas

sup |P(S, /s, < t)—®(t)] < 2sup |P(Sp/s,+&/s0 < t)—P(Z Z;)sn+E)sn < t) ‘—i—cn_l/‘*oz_l/?
teR o

teR
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mit einer anderen Konstante c¢. Nun erfolgt der bekannte Teleskop-Summen Trick von LINDE-
BERG. Die ZufallsgroBe T, /s, aus Kapitel 2.1 zerlegen wir hier in den Teil, der von den (Xj);
gebildet wird, und den Teil, der von den normalverteilten Zufallsvariablen (Z;); gebildet wird,

und vergessen dabei das neue & nicht: Es sei fiir jedes 1 < k <n

k—1 n
Us ::ZXj/sn, Wy = Z Zi/sn+E&/5n.
j=1

j=k+1

Dann gilt

P(Sy/sp+E)sy <t) — P(sz/anré/sngt)

n

= Y (P(Ux + Wi+ Xi/sn < t) = P(Up + Wi + Zi/s, < 1)).
k=1

Nun schaut BOLTHAUSEN sehr raffiniert auf die LINDEBERG-Methode: er nutzt aus, dass Wy
normal-verteilt ist mit Erwartungwert 0 und Varianz A} = (3°7_, ;77 ++/n)/s7,, also ist Wy /A
standardnormal-verteilt. Da W}, unabhéngig ist von Uy, X, und Zj, kann die obige Summe auf

der rechten Seite geschrieben werden als

t — U, Xy t— U, Zy,
E —® — .
Z ( ( )\ksn> ( Ak /\ksn))

Nun ist & quasi eine Testfunktion und wir betrachen wie iiblich die TAYLOR-Entwicklung der

letzten Summe:

Zk t—Uk X2 Z2 t_Uk
4.4 E k k. k /
(4.4 Z (i) (50 + (- i) (5

X;j L (U X, z? t—Us ., Z
_ _ 9 /! _ 9/
GAZs3 F01 Ak esn) o o\ T T s

mit 0 < 6,60, < 1. Im Fall unabhéngiger Zufallsvariablen verschwanden die ersten beiden

Summanden bei der Bildung des Erwartungswertes. Hier kann nun mittels bedingter Erwar-

Nun ist U messbar beziiglich Fj,_;. Also kann ¢, 1( ) aus der bedingten Erwartung faktori-
siert werden. Da nach Voraussetzung E(Xy|Fr-1) =0 fast—sicher und E(Zy|Fr-1) = E(Z;) =0,
verschwindet der erste Summand in (4.4). Der zweite Summand in (4.4) verschwindet, da das-

tungswerte wie folgt argumentiert werden.

X Z t — U, X Z t — U,
E( (- —E(E( (-
(( AkSnJrAkSn)%’l( Ak )) ( (( Ak5n+)\k3n>gp01( Ak )

—Uyg

selbe Faktorisierungsargument verwendet werden kann und nach Voraussetzung E(X?|Fy_) =
o7 = E(Z}) gilt. Da ¢g; und seine Ableitungen beschrinkt sind und max;<;<, || X;[|3 < 7 nach
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Voraussetzung, folgt insgesamt

sup |P(Sy/s, <t) — ()| < ¢ Z/\,?s;?’ + n~Y4
k=1

teR

fiir Konstante ¢, ¢, die nur von «, § und ~ abhéngen. Nun erkennt man die Wahl der Varianz

E(£%) = y/n, denn es folgt die Aussage des Satzes. O

Erneut wurde ein elementarer Beweis eines zentralen Grenzwertsatzes, hier fiir Martingale,
vorgestellt, der gleichzeitig eine Konvergenzrate liefert (die hier sogar optimal ist, ohne dass
wir dies begriindet haben). Wohl kaum eine andere Beweismethode ist so elegant und wird von
uns daher fiir eine Vorlesung iiber Wahrscheinlichkeitstheorie empfohlen.

5. DIE LINDEBERGSCHE METHODE ALS INVARIANZPRINZIP

Die schon in Kapitel 4 beobachtete Robustheit der LINDEBERG-Methode unter Anderungen
der Limesverteilung ist der Ausgangspunkt zu einer weitreichenden Entwicklung in den vergan-
gegen fiinf Jahren, die man mit Fug und Recht als ein Renaissance der LINDEBERG-Methode be-
zeichnen kann. Diese Wiedergeburt geht unter anderem auf Arbeiten von CHATTERJEE zuriick
([7], [8]). Eine wesentliche Neuerung ist hierbei, dass CHATTERJEE die Grenzverteilung von all-
gemeineren Funktionen ¢ eines Zufallsvektors X = (X3,..., X,,) betrachtet. Diese Funktion ¢
kann die Gestalt wie unter (2.10) haben, muss es aber nicht. Zudem besteht dann natiirlich auch
keine Notwendigkeit, dass der Limesvektor eine Gauflsche Struktur aufweisen muss, auch wenn
dies in unserem wichtigsten Beispiel der Fall sein wird. CHATTERJEE formuliert den folgenden
Satz.

Theorem 5.1 (Chatterjee, 2006, [8]). Es seien X = (X1,...,X,) und Z = (Z, ..., Z,) zwei
Vektoren von unabhdngigen Zufallsvariablen mit endlichem zweiten Moment mit EX; = EZ;
und EX? = EZ? und g : R™ — R dreimal differenzierbar in jeder Komponente. Wir setzen
U=g(X)undV = g(Z). Dann gilt fiir jede dreimal stetig differenzierbare Abbildung f : R — R
und jedes K >0

[Ef(U) -Ef(V)] < Cl(f)ﬁz(g)Z[E(Xf; |Xi| > K) + E(Z}:1Zi| > K)]

(5.1) +Ca(f)r3(g) Z[E(X{o’a |1 Xi| < K) +E(Z};|Zi| < K)).

i=1
Hierbei verwenden wir die Notation E(X;|X| > K) = le|>KXdP. Weiter sind mit der
bereits verwendeten Notation M; := sup,.g |f®(x)| die Konstanten Cy(f) := M, + M, und

Cy(f) = %Ml + %Mg + %Mg, und firr=2,3

ki) = sup{|ePg(a) P 1 <i<n1<p<raeR).
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Die Funktionen f in diesem Satz iibernehmen die gleiche Rolle wie im Kapitel 2. Wahlt man
wie dort g(z) = \/iﬁ >oiq @, so lisst sich ky(g) =  und k3(g9) = —» bestimmen und man
erhalt fur (X;); und (Z;);, die sogar unabhéngig und identisch verteilt mit Erwartungswert 0

und Varianz 1 sind, und fiir alle dreifach differenzierbaren f:

< CLHEXT; [Xa] > ev/n) +E(Z1; | Z1] > ev/n)]+2Cy(f)e,

(=S X)-BA(=>0 2

wenn man K = ey/n wihlt. Dies ist bis auf Bezeichnungsunterschiede das Resultat des Teilka-
pitels 2.1. Wir werden nun sehen, dass sich Satz 5.1 dem Wesen nach ebenso beweisen lasst wie
der zentrale Grenzwertsatz von LINDEBERG.

Beweis von Satz 5.1. Wir betrachten die Funktion h = f o g und berechnen ihre partiellen
Ableitungen als

Oih(x) = f'(g(2)0}g(x) + f"(9(x))(Dig())*,
Oih(z) = f'(9(x))0}g(x) +3f"(9(2))0ig(x)0} g(x) + £ (9(x))(Dig(x))".

Mit den obigen Bezeichungen erhalten wir daher fiir alle ¢ und z: |02h(x)| < Ci(f)ra(g)
und |92h(x)| < 6Cy(f)r3(g). Nun wenden wir den Ersetzungstrick an, der das Herzstiick der
LINDEBERG-Methode bildet. Wir setzen fiir 0 < i < nY; := (Xy,..., Xi-1, Xs, Ziv1, .., Zn)
und W; := (X4,...,X;.1,0, Z;iy1,. .., Z,), und definieren

1
Ri: = h(Y;) = h(Wi) — Xi0;h(W;) — éxfafh(m) und
1
Ti: = h(Yia) = h(W3) = Zih(Wh) = S ZEOTh(W:).
In Kapitel 2.1 hatten wir immer Partialsummen der (X;); untersucht und dort die Summe
der Elemente in W; mit T; bezeichnet (womit in diesem Fall die Summe der Elemente in Y;

ibereinstimmt mit T; + X;). Ahnlich wie im zweiten Kapitel erhélt man mittels TAYLOR-
Entwicklung die Schranken

| Ry min{Cy(f)rs(9)| Xil?, C1(f)r2(g)|Xil*}  und
T;] < min{Cs(f)rs(9)|Zi*, C1(f)r2(9)| Zi|*}.

IN

Aufgrund der Unabhéngigkeit von X;, Z; und W; fiir jedes ¢ bekommt man

E[X;0ig(W;)] — E[Z:0ig(W;)] =0 und  E[X7079(W:)] — E[Z70}g(W;)] = 0.
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Zusammen erhalt man

Ef(U) -Ef(V)] =

> E(A(Y) - h(¥1)

Z E(X;0;h(W;) + %Xfafh(wi) + R;)
=1

S E(ZOK(W + 3 ZAER(W,) + T)
=1

Ci(f)k2(g) Z[E(Xf; Xi| > K) + E(ZF; | Zi] > K)]
+Co(f)r3(9) D [B(XD | Xi| < K) + E(Z%|Z,] < K)].

=1

IN

O

Man kann und sollte sich natiirlich fragen, was man mit einer solchen Verallgemeinerung ge-
winnt. Wir wollen eine Anwendung von Satz 5.1 kennenlernen, die ein in der modernen Wahr-
scheinlichkeitstheorie viel beachtetes Gebiet beriihrt, die Theorie zufdlliger Matrizen. Unter
einer zufilligen Matrix verstehen wir dabei eine Matrix, deren Eintrége reell- oder komplexwer-
tige Zufallsvariablen sind. Wir wollen uns in der Folge auf symmetrische N x N Matrizen My
beschréanken. Deren Eigenwerte sind offensichtlich alle reell und man kann sich nach ihrer Vertei-
lung fragen. Hierzu betrachten wir zunsichst Matrizen My := My(X) := (X (i,7)/VN)i<ij<n,
wobei die X (i,j) fir ¢ < j unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen sind. Man
definiert die empirische Eigenwertverteilung der Eigenwerte A\; < --- < Ay von My als

WIGNER betrachtete BERNOULLI-verteilte X (¢, j) und zeigte in [29], dass Fyy schwach in Wahr-
scheinlichkeit gegen das sogenannte Halbkreisgesetz mit Dichte %\/m auf [—2, 2] konver-
giert. Er erkannte in [30], dass dies auch fiir normal-verteilte X (4, j) und weitere Verteilungen
gilt. Die Giiltigkeit des Halbkreisgesetztes fiir unabhéngige und identisch verteilte X (i, 7) (un-
ter Momentebedingungen) geht auf ARNOLD [2] zuriick. In der Sprache der Physiker konnte
damit Universalitit des Halbkreisgesetzes gezeigt werden: zunéchst entdeckt man Gesetze fiir
spezielle Verteilungen der X (7, ) (in der Regel normalverteilte), dann untersucht man, ob die
Gesetze von der speziellen Verteilung abhédngen. Situation mit abhéngigen X (4, 7) wurden u.a.
in [3], [17] und [15], [14] studiert. Wir wollen uns hier fragen, unter welchen Bedingungen an die
X (i, 7) sich das WIGNERsche Halbkreisgesetz als Limesverteilung von Fy herleiten ldsst. Hier-
bei wird die Anwendung von Satz 5.1 zur Entdeckung einer geeigneten LINDEBERG-Bedingung

fiihren.
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0.35

ABBILDUNG 7. Dichte der Halbkreis-Verteilung

Es gibt verschiedene Arten, WIGNERs Resultat zu zeigen. Eine wichtige Methode beruht auf
der Resolventen G(X, z) := (My(X) — zI)~! der Zufallsmatrix My (X), wobei z =u+ v € C
und I die N x N-Einheitsmatrix ist. Man betrachtet g(X,z) = +Tr G(X, z), wobei Tr fiir die
Spur einer Matrix steht. Konvergiert ¢(X, z) fiir einen zufilligen Vektor X (in RNWV+D/2 " der
Symmetrie der Matrix wegen) und jedes feste z in Wahrscheinlichkeit gegen die STIELTJES-
Transformierte des Halbkreis-Gesetzes, so impliziert dies die behauptete schwache Konvergenz
in Wahrscheinlichkeit der empirischen Eigenwertverteilungsfunktion Fyy gegen das Halbkreisge-
setz. Genauer gilt: Fy konvergiert genau dann (in Wahrscheinlichkeit) gegen die Verteilungs-
funktion einer Wahrscheinlichkeitsverteilung @, falls fiir alle z € C\ R gilt

<1
9(X,z) — / Q(dx) wenn N — 00.
e T — 2

Der Ausdruck auf der rechten Seite ist die STIELTJES-Transformierte von ) in z. Man kann die
STIELTJES-Transformiere der Halbkreisverteilung ausrechnen und erhélt die Funktion —%(z —

22 — 4). Der Name fiir die obige Funktion ¢ ist nicht zuféllig gewihlt, denn auf genau dieses ¢
wollen wir Satz 5.1 anwenden. Dazu sei z = u+wv € C mit v # 0 fest. Da gemé&f der klassischen
Linearen Algebra die Eigenwerte von My (X) sdmtlich reell sind und daher det (Mn(X)—21) #
0 gilt und sich die Inverse einer Matrix in diesem Fall als rationale Funktion der Matrixeintrage
berechnen ldsst (adjungieren, Determinante bilden, etc. sind rationale Funktionen), ist G :
R" — CV*N mit n = N(N + 1)/2 beziiglich aller n Matrixeintriige differenzierbar. Weiter

setzen wir g : R™ — R als
1
9(w) = FTr((Mn(z) —2I)7").

Aus der definitionsgeméBen Identitédt (My(z) — I)G(x) = I fiir jedes = folgt %(MN(.T) —
IG(x) =0, und daher
oG OMy

ox(ig) ~Coa(i.g)
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Da zudem alle zweifachen Ableitungen von My (x) nach einem der Matrixeintrége identisch
verschwinden, ergibt sich

(5:2) oy N

82g 2 OMy OMy
(5.3) 526,77~ NGt %8G,

a3g B 6 aMN 8MN aMN 2
(5.4) s Tr(ax(z',j) ax(z‘,j)Gax(i,j) )

dx(i, j)3 N
Um diese Groflen zu beschrianken erinnern wir an die HILBERT-SCHMIDT-Norm einer Matrix
A = (a;;){;—, definiert als ||A]| :== (3, ; a?;)'/2. Fiir diese gilt fiir jede N x N Matrix A
ITr(AB)| < [|A[l[|B]],
|UA|l = [|AU|| = ||A]| fiir jede unitdre N x N Matrix U,

max{||BA||,||AB||} < max|\]|-||A|| fiir jede normale Matrix B mit Eigenwerten A1, ..., Ay

All dieses findet sich beispielsweise in [31]. Man iiberpriift nun, dass die Matrizen G sowie alle
Ableitungen von My (X) normal sind. Nach dem Satz von GERSCHGORIN sind die Eigenwerte
von G durch 1/|v| beschrankt, wobei v = Im(z). Zieht man zudem die einfache Struktur von
OMNOx (i, 7) in Betracht, so ergibt sich ||%||oo < ]W+\v\2 Ahnlich sieht man, dass
o? 4 0? 12

H@x(i,gj)QHoo < pepp d ”ax(@',gj)s”w S N
gilt. Damit ergibt sich

Ka(g) < 4max{|v\’3, |v|’4}]\7’2 und  k3(g) < 12 maX{]U|’4, ]U|’6}N’5/2.

Die Idee ist nun mithilfe von Satz 5.1 zu zeigen, dass unter einer LINDEBERG-Bedingung die
oben definierte Funktion g(X) nahe an der entsprechenden GroBe g(Z) ist, wenn man fiir Z
einen Vektor in R™ mit i.i.d. standard-normal-verteilten Eintrigen wihlt. Von letzterer wissen
wir nach dem Satz von WIGNER, dass sie gegen die STIELTJES-Transformierte des Halbkreisge-
setzes konvergiert. Es sei also X eine symmetrische Matrix mit unabhéngigen Eintragen X (i, j)
fiir ¢ < j. Weiter sei Z eine symmetrische Matrix mit standard-normal-verteilten Eintréagen
Z(i,j), die oberhalb der Diagonalen unabhéngig sind. Sei U = Re g(X) und V' = Reg(Z) und
f sei dreimal differenzierbar von R nach R. Re g ist eine differenzierbare Funktion und es gilt
kr(Reg) < k,(g) fiir alle 7. Setzt man (wie oben) K = ev/N, so ergibt Satz 5.1, dass es eine
Konstante C(v, f) gibt, sodass |Ef(U) — Ef(V)| beschrénkt ist durch

C(v, f) Ni > B(XP(0,5);1X (6, 4)] > eVN) + B(Z2%(6,4); | Z(i, 5)| > eVN)] +e.
1<i<j<N
Das Argument lésst sich fiir den Imaginérteil von g wiederholen. Damit der letzte Term gegen 0
geht, muss also genau das Verschwinden des ersten der beiden Summanden fordern. Also konver-
giert auch die empirische Eigenwertverteilung einer Matrix My (X) mit zentrierten Eintrigen
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X (i, 7) mit Varianz 1, die oberhalb der Diagonalen unabhéingig sind, gegen das Halbkreisgesetz,
wenn die folgende LINDEBERG-Bedingung gilt: Fiir alle € > 0 ist

N
1 e
J\}LH;O_QE 1[E(X (%])7|X<Z7]>|>5 N>_O
1<j=

In der Literatur ist diese Bedingung als die PASTUR-Bedingung bekannt, siehe [24]. Sie ist
etwa im Fall von identisch verteilten X (i, 7) erfiillt. Satz 5.1 findet weitere sehr interessante
Anwendungen, zum Beispiel in der Theorie der Spin-Gléser sowie bei der Untersuchung von
Maxima von Zufallsfeldern, siche [7]. Wir betrachten dies hier nicht.

6. DAS 4-MOMENTE THEOREM VON TAO UND VU

Wir erinnern an die Situation in Kapitel 5. Gegeben ist eine symmetrische Matrix My :=
My(X) = (X(i,7)/VN)i<ij<n, wobei die X(i,7) fir i < j unabhingige Zufallsvaria-
blen sind. Das Halbkreisgesetz liefert unter Momentebedingungen fiir die globale Statistik
Fx(t) = %#{z : A < t} universell eine Limesverteiltung. Seit Beginn der Untersuchung
von Zufallsmatrizen wurden viele andere Statistiken, gebildet aus den zufilligen Eigenwerten
(A\;);, untersucht. So interessiert etwa die Verteilung von Liicken aufeinanderfolgender Eigen-
werte (wie viele 1 <7 < N gibt es mit A1 — A; < s). Kann die Korrelation von k Eigenwerten
im Limes beschrieben werden (die sogenannte k-Punkt Korrelationsfunktion) ? Was ist die
Verteilung einzelner Eigenwerte );, kann die Limesverteilung der gemeinsamen Verteilung von
k Eigenwerten (\;,...,\; ) gefunden werden? Die genannten Statistiken nennt man lokale
Eigenwert-Statistiken, ihre Untersuchung ist in der Regel komplizierter als die der globalen
Statistiken. Beispiele weiterer globaler Statistiken sind die Determinante der Matrix My oder
die Anzahl der Eigenwerte (J;);, die in einem vorgegebenen Intervall liegen.

Wir betrachten nun eine N x N WIGNER-hermitesche Matrix Wx = (X (4, j))1<i<j<n: dies
ist eine hermitesche Matrix mit unabhingigen X (i, j) und X (i, 7) = X (i, 5). Fiir i < j seien die
X (i, 7) identisch verteilt mit Erwartungswert 0 und Varianz 1, fiir i = j seien die X (7, 7) ebenfalls
identisch verteilt mit Erwartungswert 0 und Varianz 2. Es seien Realteil und Imaginérteil der
Zufallsvariablen unabhéngig. Desweiteren existiere eine Konstante Cyy (unabhéngig von 4, j und
N) mit E|X (4, 7)|° < C fiir jedes i, j und eine Konstante C, die ebenfalls unabhingig von i, j
und N sei. Die Skalierung My = \/LNWN plaziert die Eigenwerte in das beschriankte Intervall
[—2,2], wihrend Ay := /N Wy die Abstiinde (spacings) zweier Eigenwerte grob konstant hélt.
Ein wichtiger Spezialfall einer WIGNER-hermiteschen Matrix ist die Wahl von normalverteilten
Eintrigen (auf der Diagonalen reelle N(0,1) verteilte Zufallsvariable, sonst komplexwertige
N(0,1) verteilte). Man nennt dies das Gaufsche unitire Ensemble (GUE), denn die Verteilung
von Wy ist dann invariant unter Konjugation durch unitéare Matrizen. Der wichtigste Vorteil des
GUE ist, dass nach der Formel von GINIBRE die gemeinsame Verteilung der nicht geordneten
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Eigenwerte geschlossen durch den Ausdruck

n

1
oA, .. ) = Zy! H ])\i—)\j|Qexp(—§Zx?)

1<i<j<N i=1

mit einer geeigneten Normierung Zy dargestellt werden kann. Viele grundlegende Gesetze fiir
GUE konnen in dem Buch [1] gefunden werden. Ein vereinfachter Riickblick auf viele Ar-
beiten der vergangenen Jahre besagt, dass die Formel von GINIBRE die Untersuchung der
Limesverteilung diverser lokaler Statistiken der Eigenwerte eines GUE ermoglichte, wobei hier-
zu diverse Tools (etwa die Theorie von Determinanten-Punktprozessen oder die Methode der
orthogonalen Polynome) verwendet wurden, die hier aber nicht dargestellt werden. Wir be-
schrianken uns auf die Nennung der folgenden Resultate fiir GUE Matrizen: bezeichnet Ay (My)
den kleinsten Eigenwert einer GUE Matrix, so konvergiert (A (My) + 2)N?/? gegen die so-
genannte TRACY-WIDOM Verteilung (lokale Statistik). Bezeichnet N;(My) die Anzahl der
Eigenwerte der GUE Matrix My, die im Intervall I liegen, so konvergiert die standardisier-
te Zufallsvariable (N;(My) —E(N;(My)))/\/V(N;(My)) gegen eine standard-normalverteilte
Zufallsvariable, wann immer V(N;(My)) — oo fir N — oo (globale Statistik). Es gilt sogar
lokal ein zentraler Grenzwertsatz: Fiir i(N) so, dass i(N)/N — ¢ fir N — oo und ¢ € (0,1),
konvergiert (Ajnv) —a(i(NV)))/(B(i(N)) gegen eine standard-normalverteilte Zufallsvariable, wo-
bei a(i(N)) und B(i(NN)) geeignete Skalierungen sind, die den erwarteten Ort von ;) sowie
die Standardabweichung dieses Ortes angeben. Fiir die genaue Wahl dieser Skalierungen siehe
[18].

Es wurde seit langem vermutet, dass diese (und viele andere) Verteilungsgesetze universell
fiir alle WIGNER-hermiteschen Matrizen oder fiir noch groflere Matrizenklassen giiltig sind.
Neben vielen mathematisch sehr anspruchsvollen Arbeiten auf dem Weg zu Beweisen dieser
Universalitidt betrachten wir hier die bahnbrechende Arbeit von TAO und VU [26], in der
einige der Universalitdtsfragen gelost werden konnten. Die Arbeit basiert auf der Methode
von LINDEBERG. Man betrachte zwei unabhingige WIGNER-hermitesche Matrizen My und
Mj,. Fiir diverse Statistiken F' soll E(F(My)) — E(F(My)) kontrolliert werden. Betrachte
die Matrix My, die aus My dadurch gebildet wird, dass entweder einer der Diagonaleintrige
X(i,i) von My durch den korrespondierenden Eintrag X'(i,i) von M}, ausgetauscht wird,
oder einer der nicht-Diagonaleintrdge X (7,7) von My durch den korrespondierenden Eintrag
X'(i,j) von M}, ausgetauscht wird (und damit auch X(j,7) durch X’(j,4)). Kann man nun
zeigen, dass E(F(My)) — E(F(My)) = o(1/n) bei Austausch eines Diagonalelements und
E(F(My)) — E(F(My)) = o(1/n?) bei Austausch eines nicht-Diagonalelements, so wiirde der
Teleskop-Ansatz von LINDEBERG

(6.1) E(F(Muy)) — E(F(My)) = of1)
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implizieren. In Riickblick auf Kapitel 2 wéhlen wir ein GUE-Element M}, tauschen also suk-
zessive die Matrixelemente durch GauB-verteilte Groflen. Kapitel 5 legt alternativ nahe, allge-
meiner M}, aus der gleichen Matrizen-Klasse zuzulassen. Das 4-Momente Theorem von TAO
und VU besagt nun grob, dass man (6.1) erreichen kann, sobald die beiden Matrizen My und
M} so gewihlt sind, dass die ersten 4 Momente der Matrix-Eintrége iibereinstimmen. Wie-
so 47 Man kann dies heuristisch bei einem Riickblick auf Kapitel 2.1 schnell motivieren: dort
konnte man bei der Annahme, dass die ersten beiden Momente der Summanden X; mit der
N(0, 1)-Verteilung iibereinstimmen, sehen, dass beim Austausch eines Summanden ein Fehler
der GroBe O(1/n3/?) entstand, und bei n-maligem Tauschen so die Rate O(1/n'/2) entstand. Je-
des weitere Moment der Ubereinstimmung mit N(0, 1) lieferte eine Verbesserung der Fehlerrate
um O(1/n'/?), bei 4 Momenten der Ubereinstimmung wire beim Austausch eines Summanden
ein Fehler der GroBe O(1/n%?) entstanden. Da wir bei Matrizen nun grob n? mal austauschen,
wére dies ausreichend, um (6.1) erzielen zu konnen. Es wundert somit im Folgenden auch nicht,
dass die Eintrage von My und M}, auf der Diagonale in den Momenten bis zur 2. Ordnung,
und bis zur 4.0rdnung ausserhalb der Diagonalen iibereinstimmen sollen. Zunéchst geben wir

eine genaue Definition der Ubereinstimmung von Momenten:

Definition 6.1. Zwei komplexwertige Zufallsvariablen X und Y stimmen in den Momenten

bis zur Ordnung k dberein, wenn
E(Re(X)*Im(X)") = E(Re(Y)* Im(Y)")

fir jedes a,b > 0 mit a +b < k. Unter der Annahme, dass Real- und Imagindrteil von X
und Y unabhdngige Zufallsvariablen sind, vereinfacht sich diese Bedingung zu E(Re(X)a) =
E(Re(Y)?) und E(Im(X)?) = E(Im(Y)?) fir jedes 0 < a,b < k.

Theorem 6.2 (4 Momente Theorem von TAO und VU). Es sei ¢ > 0 hinreichend klein
gewdhlt. Seien Wy und W) zwei WIGNER-hermitesche Matrizen. Die Momente der Nicht-
Diagonaleintrige beider Matrizen mégen bis zur Ordnung 4 und die der Diagonaleintrige bis
zur Ordnung 2 ubereinstimmen. Es sei Ay := VNWy und Ay = \/NW]’V, set 1 < k < N%
eine natirliche Zahl und Gy : R¥ — R eine glatte Funktion mit

(6.2) VG (@) < N
fiir alle 0 < j <5 und v € R*. Dann gilt fiir N hinreichend grop:
IE(G(ANiy(AN), .- A (AN))) — E(G(Ni (AN, - X (AN)) | < N7,
Eine aktuelle Ubersicht iiber eine ganze Klasse von diversen 4—Mom(3nte—Theoremen findet
man in [27]. Wir skizzieren den Beweis-Ansatz. Wir bilden die Matrix My aus My, indem ein

einzelner Eintrag X (p, q) fiir ein p < ¢ von My durch den Eintrag X'(p, q) von M}, ersetzt wird
und entsprechend X (g, p), um My hermitesch zu halten. Ein erster technischer Punkt ist, dass
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damit My keine WIGNER-Matrix mehr ist, da die Eintréige nicht mehr notwendig identisch
verteilt sind. Wir betrachten Ay = v/N My und wollen den Beweis von

E(G(Ai (AN, -, Mip(AN))) = E(G(Ni, (An), ..., Ay (An))) + O(INP/2+0())
skizzieren (denn der Teleskop-Ansatz verwendet O(n?) Abschitzungen dieser Bauart). Wir
schreiben Ay = A(X(p,q)) und Ay = A(X'(p,q)) mit A(t) := A(0) + tA'(t), wobei A(0) eine

WIGNER-Matrix ist, bei der ein Eintrag (und sein adjungierter Eintrag) Null ist, und A’(0) die
hermitesche Matrix A'(0) = eye; + ere,. Wir betrachten

F(t) :==E(G(\, (A1), ..., Ao (A(1)))
und wollen somit
(6.3) EF(X(p,q)) = EF(X'(p,q)) + O(N~>/270(0))

zeigen. Wie verdndert der Austausch eines Matrix-Elementes den Eigenwert? Angenommen,
wir konnen fiir jedes 1 <[ < k eine TAYLOR-Entwicklung der Bauart

(6.4) A (A1) = X;, (A(0)) + 24: cigt! + O(N /2ot

j=1

zeigen mit Koeffizienten ¢, ; = O(N—7/2+0(0)) dann liefert (6.2)
F(t) = F(0) + Z fit! 4+ O(N—5/2+00)y,

falls die Koeffizienten f; = O(N—9/2+0(«)). Wenn wir nun aber ¢ durch X(p,q) ersetzen und
den Erwartungswert bilden (und dabei darauf hoffen, dass f; nur von F' und A(0) abhéngt und
damit unabhénging von X (p, q) ist), folgt

4
EF(X(p,q)) =EF(0) + Y E(f;})E(X(p,q)’) + O(N*/>+0(0)),
j=1
Analog folgt dies fiir EF(X'(p,q)), und da die ersten vier Momente nach Voraussetzung
iibereinstimmen sollen, folgt (6.3). Die technisch grofle Leistung von TAO und VU ist es,
(6.4) hergeleitet zu haben. Dort liegt die eigentliche Schwierigkeit und wird mit Hilfe der
Anwendung von Variationsformeln von HADAMARD iiberwunden. Wenn mit u;(A(t)) der i-

te Vektor einer Orthogonal-Basis von Eigenvektoren von A(t) bezeichnet wird, so gilt etwa
FAi(AR)) = ui(A(1)" A'(0)ui(A(t)) und

- A0 40 LA
gENAD) = =20 s TS )

Mit tiefliegenden Resultaten zur sogenannten Delokalisierung kann gezeigt werden, dass im

letzten Ausdruck der Zahler zumindest mit sehr grofler Wahrscheinlichkeit von der Ordnung
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O(n~'*°M) ist. Der Nenner verlangt zu zeigen, dass mit hoher Wahrscheinlichkeit die Eigenwer-
te von My einfach sind. Dahinter steht eine so genannte Liickeneigenschaft der Eigenwerte sowie
eine lokale Variante des Halbkreisgesetzes. Formeln fiir die hohere Ableitungen von \;(A(t)) sind
bedeutend komplizierter. Die Details dazu wurden in [26] ausgearbeitet. Wir belassen es bei

diesen Andeutungen.

Bei geeigneten Wahlen von Abbildungen GG konnten TAO und VU zeigen, dass zum Beispiel
die zu Beginn genannten Grenzwertsétze von GUE Matrizen auf WIGNER-Matrizen {ibertragen
werden konnen. So hat man etwa das Gaufische Verhalten eines einzelnen Eigenwertes innerhalb
des Spektrums oder das GauBsche Verhalten der Anzahl der Eigenwerte in einem Intervall fiir
alle WIGNER-hermiteschen Matrizen mit E(X(p,¢)®) = 0 und E(X(p,¢)*) = 3/4, p < ¢.
Die TRACY-WIDOM Verteilung fiir den Limes des kleinsten Eigenwertes iibertrégt sich sogar
auf alle WIGNER-hermiteschen Matrizen. Details dazu betrachten wir hier nicht. In jiingster
Zeit konnten andere Fluktuationen universell hergeleitet werden, etwa so genannte Prinzipen
moderater Abweichungen fiir einzelne Eigenwerte, fiir die relative Anzahl der Eigenwerte einer
Matrix in einem Intervall oder fiir die Determinante von WIGNER-hermiteschen Matrizen, siehe
etwa [10], [11].

Wir stimmen POLLARD zu: LINDEBERG s argument still has something to offer.
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