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1. Aufgabe (8 Punkte):

Es sei ¢ eine symmetrische Bilinearform auf einem R-Vektorraum V mit Signatur
(ny,m_,ng). Die Form ¢ heifit negativ definit, wenn n, = ng = 0, sie heifit positiv
semidefinit, wenn n_ = 0, und indefinit, wenn n, > 0 und n_ > 0 gilt. Es sei
im folgenden V' = R? und auf R? sei eine Basis wie in Satz 16.9 (Tragheitssatz von
Sylvester) gewahlt, so dass die 2 x 2-Grammatrix von ¢ eine Diagonalmatrix ist. Sei
weiter ¢ = g, die zu ¢ gehorige quadratische Form. Beschreiben und zeichnen Sie die
Menge

{veR?*:q(v) =a}, ackR,

in den Koordinaten der oben erwahnten Basis fiir eine negativ definite, eine indefinite
und eine positiv semidefinite symmetrische Bilineraform ¢ auf R2.

2. Aufgabe (6 Punkte):

(a) Zeigen Sie, dass eine (nicht notwendigerweise Hermitesche) Sesquilinearform ¢ auf
einem C-Vektorraum V' vollstdndig durch ihre Werte auf der ,Diagonalen® be-
schrieben wird, indem Sie zeigen, dass fiir alle z,y € V und ein beliebiges w € C
mit w # w die folgenden Darstellungen gelten:

1 _
o(x,y) = _<w(wx+y,wx+y) —we(z+y,x+y)

1
o(y,x) = - w(so(wary,wary)—ww(fv+y,x+y)

— (@ = 1e(w,2) = (1= w)e(y,y) ).

(b) Seien ¢ und ¥ Sesqulinearformen auf einem C-Vektorraum V. Zeigen Sie: Falls
e(v,v) = Y(v,v) fiir alle v € V gilt, so ist ¢ = 1. Zeigen Sie ferner, dass die
entsprechende Aussage fiir Bilinearformen falsch ist.

3. Aufgabe (6 Punkte):
Mit H sei die Menge der Hermiteschen 2 x 2-Matrizen mit Spur 0 bezeichnet:

H::{( : _Z):aeR,beC}.

Dies ist ein R-Vektorraum.

Bitte wenden



(a) Zeigen Sie, dass die drei Matrizen

0 1 0 —i 1 0
“1::<1 0)’“2::< i 0) "3::( 0 —1)

eine Basis von H bilden.
(b) Fir A, B € H ist durch

(A,B)p = %Tr(AB)

eine positiv definite symmetrische Bilinearform gegeben. Zeigen Sie (A, Byy = 0
gilt genau dann, wenn AB + BA = 0 ist.

(c) Zeigen Sie: (01,09, 03) erfiillen (o, 0;) g = 6;; fiir i, j € {1,2,3}.

4. Aufgabe (Prasenz):
Fiir alle z = (21, 19, 73) € R? sei

q(z) = 227 + 23129 — 27173 + 35 + da973 + 373
Zeigen Sie, dass g eine quadratische Form auf R? ist, und berechnen Sie ihre Signatur.

5. Aufgabe (Prasenz):
Diskutieren Sie den positiv definiten Fall der Aufgabe 1 gemeinsam.

6. Aufgabe (Prasenz):

Es sei V' ein K-Vektorraum. Dann wissen wir schon, dass die Menge der linearen
Abbildungen f : V — K ein K-Vektorraum ist. Wir bezeichnen diesen Raum mit
V* also V* = hom(V, K). Weiter wissen wir, dass jede dieser linearen Abbildungen
durch die Vorgabe der Werte auf einer Basis eindeutig bestimmt ist. Sei im folgenden
V' endlichdimensional und V = (vq,...,v,) eine Basis von V. So gibt es zu jedem
i€ {l,...,n} genau eine lineare Abbildung v} mit

’U;((’Uj>:(51'j, jzl,,n

Zeigen Sie, dass (v],...,v}) eine Basis von V* ist.



