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Name und Vorname:

Geburtsdatum:

Matrikelnummer:

Hinweise:

e Uberpriifen Sie, dass Sie eine Klausur mit 10 Aufgaben erhalten haben. Tragen
Sie am besten sofort Thre personlichen Daten auf diesem Deckblatt ein.

e Die Losungen der Aufgaben sind auf den dafiir vorgesehenen Seiten (ggf. unter
Verwendung der Riickseiten) zu notieren. Weiteres Papier steht bei der Aufsicht
zur Verfiigung. Geben Sie bitte auf jedem Blatt Ihren Namen an!

e In jeder Aufgabe konnen Sie maximal 8 Punkte erreichen, insgesamt also ma-
ximal 80 Punkte.

Viel Erfolg!



Name: Vorname:

Aufgabe 1:

Es sei M(n, K) die Menge der n x n-Matrizen mit Eintrigen aus dem Korper K.

(a) Wann ist A € M(n, K) reguldr?

(b) Wann ist A € M(n, K) invertierbar?

(c) Was ist der Rang rang(A) der Matrix A € M(n, K)?
)

(d) Bringen Sie die drei Begriffe unter (a)-(c) in einen Zusammenhang und skizzieren
Sie einen Beweis fiir den Zusammenhang.

Loésung:



Name: Vorname:

Fortsetzung der Losung von Aufgabe 1:



Name: Vorname:

Aufgabe 2:

Es seien V' ein endlichdimensionaler K -Vektorraum mit dimV =n und f:V — W
eine lineare Abbildung in einen K -Vektorraum W . Formulieren Sie die Dimensionsfor-
mel und beweisen Sie diese.

Losung:



Name: Vorname:

Fortsetzung der Losung von Aufgabe 2:



Name: Vorname:

Aufgabe 3:

Gegeben seien die Mengen X, Y sowie eine Abbildung f : X — Y. Wir definieren auf
X die Relation ~ durch

zy = fe) = fy):
(a) Zeigen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf X ist.

(b) Zeigen Sie, dass fiir jedes x € X die zugehérige Aquivalenzklasse [x] gegeben ist

durch
2] = 7 ({F(2)}).
Hierbei bezeichnet f~! das Urbild.

(c) Sei zusitzlich f injektiv. Zeigen Sie, dass dann fiir alle x € X gilt:
[z] = {z}.

Loésung:



Name: Vorname:

Fortsetzung der Losung von Aufgabe 3:



Name: Vorname:

Aufgabe 4:

Wir betrachten den Raum M (2, K') der 2 x 2-Matrizen iiber dem Koérper K.

(a) Zeigen Sie, dass
U:={Ae M2,K):spur(A) =0}

ein Unterraum von M (2, K) ist. Erinnerung: die Spur einer Matrix ist die Summe
der Diagonalelemente.

(b) Zeigen Sie, dass die Familie

()

linear unabhéngig ist.

(c) Zeigen Sie, dass A eine Basis fiir U ist.

Loésung:



Name: Vorname:

Fortsetzung der Losung von Aufgabe 4:



Name: Vorname:

Aufgabe 5:

(a) Berechnen Sie die Inverse der Matrix A € GL(3,C),

A:

— N~
O . O
S0 = DN

Uberpriifen Sie zur Sicherheit Thr Resultat, indem Sie A A~! bestimmen.

(b) Seien V und W zwei C-Vektorraume mit dim(V') = dim(W') = 3. Sei (v1, v, v3)
cine Basis von V und (wy,ws,ws) eine Basis von W. Die lineare Abbildung
f:V — W sei gegeben durch

f(or) = iwi + 2wy +ws, f(v2) =tws, f(vs) = 2w +ws +iws.

Zeigen Sie: f ist ein Isomorphismus.

(c) Sei g: W — V die Umkehrabbildung zu f. Geben Sie g(w,), j =1,2,3, an.

Loésung:

10



Name: Vorname:

Fortsetzung der Losung von Aufgabe 5:
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Name: Vorname:

Aufgabe 6:

Betrachten Sie den reellen Vektorraum R* und den Unterraum U, welcher durch fol-
gende Gleichungen definiert wird:

T+ X9+ T3 = 0
To — Xy — 0.
(a) Bestimmen Sie eine Basis von U.

(b) Es sei f:R* — R* der Endomorphismus von R*, welcher alle Elemente von U
fixiert (d.h. f(u) = w fiir alle w € U), den Vektor (1,0,0,0) auf sein additiv
Inverses und den Vektor (0,1,0,0) auf den Nullvektor abbildet. Bestimmen Sie
die darstellende Matrix von f beziiglich einer geeigneten Basis und geben Sie
diese Basis auch an.

Losung:

12



Name: Vorname:

Fortsetzung der Losung von Aufgabe 6:

13



Name: Vorname:

Aufgabe T:

Sei V' der Vektorraum der Polynome mit reellen Koeffizienten und Grad kleiner gleich 4.
Sei D : V — V gegeben durch D(p) = p”, wobei p” die zweite Ableitung des Polynoms
p bezeichnet.

(a) Zeigen Sie, dass D eine lineare Abbildung ist.

(b) Geben Sie die darstellende Matrix von D beziiglich der Basis (vy,...,v;) mit
v =109 = 2,03 = 2%, 04 = 2>, 05 = !

von V an.

(c¢) Bestimmen Sie ker(D) und im(D).

Losung:

14



Name: Vorname:

Fortsetzung der Losung von Aufgabe 7:

15



Name: Vorname:

Aufgabe 8:

Gegeben sei die rekursiv definierte Folge der Fibonacci-Zahlen mit dem Bildungsgesetz

fn+2 = fn-l—l + fn

fiir n € N und den Startwerten f; =1 und f; = 1. Weiter seien gegeben die Matrizen
A, mit

1 7 0
/) 1 .
A, = € M(n,C) fir n e N.
1 2
0 1 1

Zeigen Sie: det(A,) = fny1 fir n € N.
Hinweis: Beweisen Sie die Aussage durch vollsténdige Induktion. Entwickeln Sie det(A,,,1)
zunéchst nach der (n + 1)-ten Zeile.

Loésung:

16



Name: Vorname:

Fortsetzung der Losung von Aufgabe 8:

17



Name: Vorname:

Aufgabe 9:

Es seien V' ein K-Vektorraum und f:V — V eine lineare Abbildung. Zeigen Sie:

(a) fof=0 <= im(f) C ker(f).

(b) fof=f = V =ker(f)@im(f) (also V = ker(f)+im(f) und ker(f)nN
im(f) = {0}.)

Hinweis: Fiir v € V gilt v = (v — f(v)) + f(v).

Loésung:

18



Name: Vorname:

Fortsetzung der Losung von Aufgabe 9:

19



Name: Vorname:

Aufgabe 10:
Es sei f: Q" — Q™ eine Abbildung mit

flo+w) = fv)+ f(w)

fiir alle v, w € Q™. Zeigen Sie, dass f eine Q-lineare Abbildung ist.
Hinweis: Betrachten Sie zunéchst Skalare aus N, dann aus Z und dann aus Q.

Loésung:

20



Name: Vorname:

Fortsetzung der Lésung von Aufgabe 10:

21



