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Einleitung

In der ersten Halfte des zwanzigsten Jahrhunderts bestand die Wahrscheinlich-
keitstheorie im Wesentlichen aus der Formulierung und dem Beweis der klassi-
schen Grenzwertsitze, wie dem zentralen Grenzwertsatz, dem (starken) Gesetz der
groffen Zahlen oder auch dem Gesetz vom iterierten Logarithmus und zwar stets
fiir unabhdingige Zufallsvariablen. Die Aussagen dieser Sitze waren dabei stets so
formuliert, dass ,,ijm Limes* fiir n — oo das entsprechende Grenzwertresultat gel-
ten solle. Der zentrale Grenzwertsatz, zum Beispiel, spielt eine wesentliche Rolle in
der mathematischen Statistik fiir die asymptotische Verteilung gewisser Teststatis-
tiken. Da dem (statistischen) Anwender aber in der Praxis stets nur endlich viele,
sagen wir n € N, Beobachtungen vorliegen, ist durch diese Formulierung des zen-
tralen Grenzwertsatzes nicht klar, ob das Ersetzen der Verteilung der gegebenen
Teststatistik durch die Normalverteilung gerechtfertigt ist. Fiir solche Anwendun-
gen braucht man also ein Maf fiir die Konvergenzgeschwindigkeit (in n € N),
eine sogenannte Konvergenzrate. Fin solches Resultat wurde, weiterhin unter der
Annahme der Unabhéngigkeit der beteiligten Summanden, erst in den vierziger
Jahren des vorigen Jahrhunderts von Berry und Esséen gefunden. Die Beweistech-
nik bestand aus einer Kombination der Technik der charakteristischen Funktionen
oder Fourier-Transformierten und einer sogenannten Gldttungs-Ungleichung. Lei-
der hangt jedoch der Erfolg der Methode der Fourier-Transformierten erheblich
von der Unabhéngigkeit der Summanden ab, da eine wichtige Faktorisierungsfor-
mel nur in dieser Situation gilt. Jedoch l&sst sich die Annahme der Unabhéngigkeit
gerade in vielen statistischen Szenarien nicht aufrechterhalten, bzw. wird sogar
durch dem Modell zugrunde liegende Relationen ausgeschlossen. Die in den siebzi-
ger Jahren von Charles Stein gefundene und nunmehr Steinsche Methode genannte
Technik zur Herleitung von Verteilungskonvergenz ist grundsétzlich dazu geeignet
sowohl Konvergenzraten zu liefern, als auch gewisse Abhangigkeitsstrukturen zu
behandeln. Wir werden diese Technik fiir den Fall der Normalapproximation im
ersten Kapitel dieser Arbeit ausfiihrlich vorstellen und einen von Erwin Bolthau-
sen gefundenen Beweis des klassischen Resultats von Berry und Esséen vorstellen
und beweisen (vgl. [Bol84]). Hierbei gelingt uns eine Verbesserung der universellen
Konstante im Grenzwertsatz von 25 auf 13 gegeniiber der Ausarbeitung von Mann
(vgl. [Man94|) von Bolthausens Arbeit.

Das zweite Kapitel fithrt umfassend in die Theorie der Darstellungen endlicher
Gruppen und insbesondere in die Darstellungstheorie der symmetrischen Gruppen
ein und motiviert dies durch die Ermittlung der Konvergenzgeschwindigkeit eines
random walk auf der symmetrischen Gruppe gegen die Gleichverteilung. Dort wird
auch der Begriff des character ratio eingefiihrt und seine Bedeutung fiir diese Kon-
vergenzgeschwindigkeit verdeutlicht.

Im dritten Kapitel schliefslich werden wir, der Arbeit An Inductive Proof of the
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Berry-Esséen Theorem for Character Ratios von Jason Fulman folgend, einen zen-
tralen Grenzwertsatz vom Berry-Esséen-Typ fiir character ratios ausgewertet in
der Konjugationsklasse der Transpositionen formulieren und beweisen. Im Gegen-
satz zu Fulmans Arbeit werden wir auch eine explizite universelle Berry-Esséen-
Konstante berechnen. Der Zufall kommt in diesem Szenario durch das sogenannte
Plancherel-Majf$ zur symmetrischen Gruppe S,, ins Spiel. Dieses Wahrscheinlich-
keitsmak auf der Menge aller Partitionen von n, entspricht der Gleichverteilung
auf S,, geméf der von Robinson, Schenstedt und Knuth gefundenen Eins-zu-eins-
Korrespondenz (RSK-Korrespondenz) zwischen der Gruppe S, und der Menge
aller Paare von Standard-Young- Tableaux gleicher Form, welche eine Partition von
n € N ist.

An dieser Stelle mochte ich noch einigen Personen meinen Dank sagen: Zuallererst
bedanke ich mich aufs Herzlichste bei meinen Eltern, Karin und Manfred Dobler,
die mich wahrend meiner gesamten Schul- und Studienzeit sowohl finanziell als
auch moralisch unterstiitzt haben, indem sie mir immer wieder Mut zugesprochen
haben. Weiterhin danke ich meiner Schwester, Simone Samp, und Nora Kories, dass
sie mich immer wieder zur Weiterarbeit ermutigt haben. Ferner gilt mein Dank
dem Betreuer dieser Arbeit, Prof. Dr. Peter Eichelsbacher, der in mir durch seine
Vorlesungen das Interesse an der Stochastik weckte und mir bereits als Student
das Mitwirken in seiner Arbeitsgruppe ermoglichte, sowie den (mir begegneten)
Dozenten der Fakultét fiir Mathematik an der Ruhr-Universitdt Bochum fiir die
sehr gute Ausbildung, die ich dort erfahren habe. Schlieflich danke ich der BDO

Deutsche Warentreuhand fiir die Gewahrung eines Studienabschlussstipendiums.
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1 Die Steinsche Methode

Die Steinsche Methode, benannt nach dem Mathematiker Charles Stein, ist ein effi-
zientes Mittel, um den ,,Abstand” der Verteilung einer gegebenen Zufallsvariablen
W und einer festen sogenannten target-Verteilung pg zu messen. Stein entwickel-
te diese Methode urspriinglich zur Untersuchung der Normalapproximation einer
Summe von abhéngigen Zufallsvariablen im Jahre 1972. Seitdem wurde die Me-
thode in verschiedener Hinsicht weiterentwickelt. Zum einen wurden neben der
N (0, 1)- Verteilung auch andere target-Verteilungen, wie zum Beispiel die Pois-
sonverteilung oder die mehrdimensionale Normalverteilung, untersucht und zum
anderen wurden verschiedene Zuginge entwickelt, wie man mit Hilfe der Stein-
schen Methode ein Approximationsproblem angehen kann. Da es in dieser Arbeit
ausschliefslich um Normalapproximation geht, beschranken wir uns in diesem Ka-
pitel im Wesentlichen auf diesen Sachverhalt, werden aber verschiedene Zugénge
innerhalb der Steinschen Methode vorstellen und schliefslich einen Induktionsan-
satz von Bolthausen nutzen, um den Satz von Berry-Esséen zu beweisen. Zum
Schluss wollen wir noch auf die allgemeine Steinsche Methode eingehen. Das Ka-
pitel ist genauer wiefolgt gegliedert:

In Abschnitt 1.1 erlautern wir ausfiihrlich die Steinsche Methode fiir die Normal-
verteilung und stellen Ansétze vor, die sich mit Summen unabhéngiger Zufallsva-
riablen (vgl. Unterabschnitt 1.1.1 ) und mit der Situation, dass wir ein austausch-
bares Paar zu unserer gegebenen Verteilung finden kénnen (vgl. Unterabschnitt
1.1.2), beschéftigen.

In Abschnitt 1.2 beweisen wir nach Erwin Bolthausen den klassischen Satz von
Berry-Esséen mit Hilfe der Steinschen Methode, gepaart mit einem sehr geschick-
ten Induktionsargument. Zudem werden wir die Berry-Esséen-Konstante gegen-
tiber der Arbeit von Bolthausen (vgl. [Bol84|) oder auch der Ausarbeitung von
Mann (vgl. [Man94]) von 25 auf 13 verbessern, indem wir die optimale obere
Schranke fiir die Supremumsnorm der Losungen der in diesem Beweis auftreten-
den Stein-Gleichungen finden.

Schlieflich 16sen wir uns in Abschnitt 1.3 von der Annahme, dass die Grenzvertei-
lung die Standardnormalverteilung sein muss und diskutieren kurz die abstrakte
Steinsche Methode.

In den Anhéngen zu Kapitel 1 geben wir zum einen die etwas langlichen Beweise
wichtiger Aussagen aus Abschnitt 1.2 und zum anderen stellen wir einige Grund-
tatsachen iiber reelle Funktionen bereit, die wir héufig stillschweigend verwenden
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werden und die an einige Fakten erinnern sollen und andere, die nicht unbedingt
zum Kanon des Studiums gehéren, kurz vorstellen sollen.



1.1 Normalapproximation mit Hilfe der Steinschen Methode

1.1 Normalapproximation mit Hilfe der
Steinschen Methode

Im Folgenden sei Z stets eine N(0, 1)-verteilte Zufallsvariable, (Q, A, P) sei ein
Wahrscheinlichkeitsraum und W : 2 — R sei eine reellwertige Zufallsvariable. Wie
bereits in der Einleitung dieses Kapitels erwahnt wurde, ist die Steinsche Methode
eine Technik, um den Abstand der Verteilung PV zur standardnormalen Verteilung
N(0;1) zu messen. Um diesen Begriff zu prézisieren, sei H eine Klasse von Borel-
messbaren Funktionen i : R — R mit E[|h(W)|] < oo und E[|h(Z)|] < co. Dann
liefert die Grofe

dy (P N(0;1)) = sup |E[M(Z)] = E[h(W)]]

ein Abstandsmals.
Beispiel 1.1.1. (i) Es sei H := {Ig|B € B'}. Dann ist
dy(PY, N(0;1)) = dry (P", N(0;1)) = sup |[P(W € B) — N(0; 1)(B)]

BeB

der sogenannte Totalvariationsabstand von PY und N(0;1).

(ii) Sei H := {I(_oop|2 € R} Dann ist
dw(PY N (0;1)) = sup |®(z) — P(W < 2)|

z€R

der Kolmogorov-Abstand von PY und N(0;1).

(111) Sei H := {h : R — R|h ist Lipschitzstetig mit Konstante 1}. Dann nennt

man
dn (P, N (0;1))

den Wasserstein-Abstand von PV und N(0;1).

Leider ist die Grofke sup,cy |E[h(Z)] — E[h(W)]| in dieser Form héufig nicht gut
abzuschétzen. Dies liegt vor allem daran, dass der Ausdruck |E[h(Z)] — E[h(W)]]
zwei Zufallsvariablen, namlich Z und W, also zwei Verteilungen enthélt. Die Stein-
sche Methode basiert auf folgendem Ausweg aus diesem Problem:

Dazu setzen wir von nun an voraus, dass alle h € H beschriankt und stiickweise
stetig sind (vgl. Definition 1.6.1 (i)). Dann betrachte man zu jedem h € H die

Funktion f;, mit
x

falw) == —— / (h(y) — N(h)e(y)dy .

— 00
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92 . . .
wobei N(h) := = Jah(W)e(y)dy = \/%IR Je~ 2 dy sei. Dabei sei ¢
wie iiblich die (emmge stetlge) chhte der Standardnormalvertellung, das heift fiir
r € Rgilt p(z) =

Es ist fp ,Losung® der nunmehr Stein-Gleichung genannten Differentialglei-
chung

f'(@) = xf(x) + h(z) = N(h), (1.1)

wobei , Losung® so zu verstehen ist, dass f, genau in den Stetigkeitspunkten von h
stetig differenzierbar ist und dort die Differentialgleichung (1.1) 16st. Die Losungs-
menge der zu (1.1) gehorigen homogenen Differentialgleichung ist gegeben durch
die skalaren Vielfachen der Funktion

z2
Rozx—e? eR,

so dass man samtliche Losungen von (1.1) durch Addition einer solchen Viel-
fachen zu f; erhélt. Es wird sich herausstellen, dass die Funktion f; unter den
Losungen von (1.1) als die einzige beschrankte Losung ausgezeichnet ist, wobei

die Eindeutigkeit aufgrund der Unbeschrénktheit von eé klar ist. Ist speziell fiir
z € R h, := I(_,), so schreiben wir einfach f, statt f, . Wir werden weiter unten
sehen, dass mit den Funktionen h auch die Losungen f; (und deren Ableitungen)
beschrankt sind, so dass Erwartungswerte wie etwa E[f,(WW)] oder E[W f,(W)]
existieren.

Ersetzt man nun das Argument x durch die Zufallsvariable W und bildet man
den Erwartungswert, so folgt aus (1.1) die Identitét

|E[h(W)] = E[h(2)]] = |E[f;,(W)] = E[W fr(W)]] (1.2)

Der Erfolg der Steinschen Methode im Rahmen der Normalapproximation beruht
hauptséchlich darauf, dass die rechte Seite in (1.2) unter der Voraussetzung, dass
eine Normalapproximation fiir W Sinn macht, hdufig viel leichter (im Supremum)
abgeschétzt werden kann, als die linke. Aber worin ist dies begriindet? Zum einen
gilt fiir die exakt standardnormalverteilte Zufallsvariable Z aufgrund der Definition
von N(h):

ELf1(2)] - E1Zfi(2)] =0,

so dass fiir W ~ A (0;1) dieser Ausdruck ungeféhr gleich 0 sein sollte. Aber dies
wiirde fiir jede Losung einer (linearen) Differentialgleichung

n—1

FP (@) =Y ay(@) fO () = h(x) = N(h) (1.3)

J=0

10
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gelten!
Eine etwas befriedigendere Antwort lautet wiefolgt :

(1) Fur Z ~ N(0;1) ist die Klasse aller Funktionen f mit
E[f(2)] - E[Zf(Z)] =0
viel ,,grofer” | als die Menge der Losungen von (1.1) und

(2) Die Funktionen fj, und ihre Ableitungen konnen effizient im Supremum abge-
schatzt werden.

Zur Préazisierung von (1) stellen wir nun die folgende von Stein gefundene Charak-
terisierung der Standardnormalverteilung vor (vgl. [Ste86]).

Satz 1.1.2 (Lemma von Stein). Fir eine reellwertige Zufallsvariable W sind die
folgenden Bedingungen dquivalent:

(i) W~ N(0; 1)

(i) Fir jede stickweise stetig differenzierbare Funktion f : R — R (vgl. Defini-
tion 1.6.1 (ii)) mit

Ef(2)]] = / F(@)]p(e)dz < +oo

ezistieren die Groflen E[f'(W)] und E[W f(W)] und stimmen tberein.
Damit der Beweis iiberschaubarer bleibt, stellen wir zunéchst ein Lemma voran,
welches garantiert, dass die Stein-Losung f, := fj,, zur Funktion h, = I(_,) die

Voraussetzung aus Satz 1.1.2 (ii) erfiillt:

Lemma 1.1.3. FEs sei die Funktion S : R — R definiert durch

- fiir x #0
— { =]

Dann gilt fir alle xz,z € R:

|[fo(x)] < S(x) .

Insbesondere gilt [, | fL(y)|¢(y)dy < +oo.

11
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Beweis: Wir zeigen zunéchst die erste Behauptung. Sei z € R. Nach Definition
von N (h,) gilt fiir alle z € R:

Wegen 0 < h,(xz) <1 fiir alle z € R gilt 0 < N(h,) < 1 und somit auch
||hz - N<hz)||oo <1
Fiir x > 0 folgt daraus:

L@l = / (h-(y) — N(h2))e(y)dy
< 5 7 e = Nl |soludy < — jwy)dy
< ﬁ]%s@(y)dy ¢<i>x fyw(y)dy
- o W) = 5 = T
Fiir 2 < 0 folgt analog
@) = ﬁé (h-(y) — N(h2))p(y)dy
< ﬁé In. N<hz>mso<y>dy<$z o(y)dy
< ﬁmi (v)dy ﬁé Y o(y)dy
- =5 / (“Del)dy = s () = o

Schlieflich gilt fiir x =0

12
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5

mwﬂzﬁwj@m»~mmmeMgwﬁ!ﬂwwziﬁ ™

Damit ist die erste Behauptung gezeigt. Fiir die zweite beachten wir, dass nach
dem gerade Bewiesenen und, da f, die Stein-Gleichung 16st, fiir x # 0 gilt

wmﬂ:mu@+m@—wmms%%wm—Nwmagm

so dass

/Ifé(y)lw(y)dy = / |f2()|e(y)dy <2 < +oo.

R R\{0}

]

Beweis von Satz 1.1.2
(73) = (i): Wir zeigen, dass P(W < z) = P(Z < z) = ®(z) fiir alle z € R gilt. Da
eine Verteilung auf (R, B) durch ihre Verteilungsfunktion charakterisiert ist, folgt
hieraus die Aussage von (i). Sei also z € R. Betrachte die Funktion h, = [(_
und die dazugehorige Stein-Losung f,. Nach Lemma 1.1.3 gilt

wamuz/uawW@My<+m,

so dass wir auf die stiickweise stetig differenzierbare Funktion f, die Aussage
von (ii) anwenden konnen. Es folgt:

0 = E[fL(W)] - E[W f.(W)] = E[h.(W)] - N(h.) = P(W < 2) - &().

z

(1) = (ii) : Es sei f : R — R stiickweise stetig differenzierbar (vgl. Definition
1.6.1 (ii)) mit

Bl (D)) = Ellff W] = / ' (@)]e(x)dr < +o0.

R

13
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Dann gilt:
B0V = o= [ rwe
_ V%Z F(w) Z(z)efdz dw
+ \/%77']0/(10) 7Ozez22dz dw (1.4)

Behauptung: Die Abbildungen F*, F~ : R? — R mit

22
F+(w7 z) = I[O;-&-OO)(w)I[WH-OO)('Z)f/(w)zei7
und

22

F~(w, 2) := I(_oo;0) (W) [(—ooyu) (2) [ (W) (—2)e™ =

sind \s - integrierbar.
denn: Nach den Sétzen 1.6.3 und 1.6.7 sind die Abbildungen Lebesgue-messbar.
Weiter gilt nach dem Satz von Fubini fiir den nicht-negativen Integranden |F | :

/|F+(w,z)|d)\2(w,z)

RQ

— [ [t @) s @l @ bz | du

R R
— [ 1fw) Tz | dw = Oolf’( ) (—e 7 [5) d
0/ w w/ze z | dw 0/ w ( e ) w

= [1rwle Faw < [17@le  do
— VERE[£(2)]) < +o0

Analog zeigt man, dass [g, |[F~(w, z)|dX2(w, 2) < 400 ist.
Somit konnen wir in (1.4) nach dem Satz von Fubini die Integrationsreihenfolge

vertauschen und mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung wei-
terrechnen:

14
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E[f'(W)]
0 0 00 z
= %/ /f’(w)dw (—z)e_z;dz—l—%o/ O/f’(w)dw e 7 dz
0 00

O

Die durch Satz 1.1.2 gegebene Charakterisierung der Standardnormalverteilung

ist eine erste Rechtfertigung fiir die Wahl der Stein Gleichung (1.1) aus der grofsen
Klasse von Differentialgleichungen des Typs (1.3).

Eine weitere Rechtfertigung ergibt sich aus dem folgenden Lemma, welches im

Wesentlichen schon in [Ste86] bewiesen wird. Wir verzichten an dieser Stelle auf

einen Beweis dieser Aussage. Ein vollstdndiger Beweis lasst sich z.B. in [BCO05|
finden.

Lemma 1.1.4. Es sei h : R — R eine beschrankte, absolut stetige Funktion und
es sei f die durch

—00

gegebene Liosung der Stein-Gleichung (1.1). Dann gilt:

(@) |Ifnlloe < min (/1A = N ()|, 2017[|)
(0) [[filloo < min (2[[2 = N (h)[|oo, 4[[7]]oo)
(¢) [filloe < 2{IA'[|o0

Schranken dieser Form kénnen natiirlich universell fiir die Normalapproximation
verwendet werden, das heifst wann immer eine gegebene Zufallsvariable W auf
Normalapproximation untersucht werden soll. Hat man solch eine Zufallsvariable
W gegeben, so verwendet man dann ihre spezielle Struktur, um die rechte Seite

15
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von (1.2) (moglichst gleichméfig in A € H) nach oben abzuschétzen. Dies soll im
Folgenden fiir verschiedene Zusammensetzungen der Zufallsvariablen W vorgefiihrt
werden. Die Darstellung folgt dabei in grofsen Teilen derjenigen aus [BC05|. Dabei
werden wir sehen, dass wir fiir den Fall, dass W eine Summe von unabhéngigen
und identisch verteilten Zufallsvariablen ist, explizite Konvergenzraten erhalten,
wobei unsere Rate fiir den Kolmogorov-Abstand in diesem Abschnitt stets von der
Ordnung n~1 und somit nicht optimal ist. Jedoch werden wir in Abschnitt 1.2
die optimale Rate mit Hilfe der Steinschen Methode erhalten. Wir beginnen mit
einem Resultat, welches eine obere Schranke fiir den Kolmogorov-Abstand liefert,
wenn wir eine obere Schranke fiir den Wasserstein-Abstand haben.

Satz 1.1.5. Sei W eine reellwertige Zufallsvariable. Es gebe ein § > 0, so dass
fiir alle beschrdankten und Lipschitz-stetigen Funktionen h : R — R mit minimaler
Lipschitz-Konstante L, = ||h'||o (vgl. Bemerkung 1.6.2 (ii)) gilt:

[ETR(W)] = N(h)| < d]|h]| -
Dann gilt
sup |IP(W < z)—®(2)| < V0.

Beweis: Fiir A > 0 und 2z € R sei die Funktion £, : R — R gegeben durch

1 firx < z
hoa(z) =91 -2 firz<z<z4+A
0 firz > 2+ A

1

Dann ist A, » Lipschitz-stetig mit minimaler Lipschitz-Konstante [|A] [l = §

(vgl. Beispiel 1.6.6). Man hat nun die punktweise Ungleichung

hz—)\,)\ S hz S hz,)\ S hz-l—)\

und somit gilt fiir jedes A > 0

P(W <2z)—®(z) = E[h.(W)]— E[h.(2)]
< §+/ 1—y;Z) o(y)dy

Es ist

16
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z+A z+A

also
) A
PW <2)—d(z2)< =+ )
W <2) = 0(:) < {4 o
Ebenso gilt
P(z) = P(W <z) < @(2) = Elhean(2)] + E[h.aA(Z)] = E[hzxA(W)]
)
< ()~ Blhoan(2)] + 5
5 y— (2=
< 2 1—(1—
< 4+ [ (- a=-=EE ) vy
Z—A
Es ist
[y— (=N L [y—(z-N
d d
/ ) ply)dy < Nors ) y
zZ—A Z—A
A
1 / p A
= xzdr = ,
V2T A ) 24/ 21
also auch
) A
P(z)—PW <z2)< =+
(2) = PV <2) < S+ o
fiir alle z € R und A > 0 und somit auch
()= POV < ) < S 2
su z) — -
zeg B B A 2 QW

17
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fiir alle A > 0. Sei fur A >0

Wir wollen g in A > 0 minimieren! Es gilt:

) 1
"\ = —— + =
g\ SRS,
& A2 =682V2r
& )\z\/%(%r)%

0

und
" 20 s
g (/\):F>0furalle/\>().
Somit hat g in A = v/26(27)% ein lokales Minimum und wegen

lim g(A) = +oo = lim g(})

ist A = /20 (27T)i globale Minimalstelle von ¢g. Eingesetzt liefert dies, dass

itel]g |B(2) — P(W < z2)| \/%fgw)}l n \/?52_7;)4

V6 N V6
V2(2m)i - V2(2m)s
- ﬁlﬁzo,s%\/g

(2m)1

Ve

IN

IN

O

Bevor wir die Normalapproximation in konkreten Féllen betrachten, beweisen

wir noch einige Hilfsaussagen, die wir fiir die Betrachtung der Situation von unab-

héngigen Summanden verwenden werden. Es soll nicht verschwiegen werden, dass

man diese Aussagen, gepaart mit einer sogenannten Konzentrationsungleichung,

auch fiir einen anderen Beweis des Satzes von Berry-Esséen, als wir ihn vorstellen
werden, verwenden kann. Dazu sei auf das Buch [BC05] verwiesen.
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1.1 Normalapproximation mit Hilfe der Steinschen Methode

Lemma 1.1.6. Seien n € N und Yy,...,Y, seien recllwertige Zufallsvariablen,
definiert auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P). Es gelte
ElY;]=0 firi=1,...,n, sowie Y, EY?| =" Var(Y;) = 1. Weiter definie-
ren wir W =" Y; sowie firi=1,....nW; =W =Y, = Z#in. SchliefSlich
seien firi=1,...,n die Funktionen K; : R — R definiert durch

Ki(t) := ElYi (Lpzisyvy — Ivizicoy)] -

Dann gelten die folgenden Aussagen firi=1,...,n:

(i) K;(t) >0 fir allet € R

(it) Jo Ki(t)dt = E[Y7]
(iii) [q [t1Ki(t)dt = S E[|Yi]*]

Beweis: Sei i € {1,...,n} beliebig. Fiir jedes ¢t € R ist die Zufallsvariable

Zi(t) = Y; (Ijo<i<viy — Tivi<i<oy)

nicht-negativ und somit auch K;(t) = E[Z;(t)] (wohldefiniert und) nicht-negativ.

Somit gilt (i).
zu (ii): Da Z;(t) > 0 ist, folgt aus dem Satz von Fubini

/K / ([{0<t<Y} - I{Y <t<0}) dt] E[Y;Q] :
R

zu (iii): Die Abbildung (t,w) — |t|Z;(t)(w) ist messbar und nicht-negativ. Somit
folgt aus dem Satz von Fubini

/|t|Ki(t)dt _ / (14 Z,(1 /|t|Z Dt

= E[Yi/!ﬂ (Tto<t<viy — Tivi<t<oy) di]

R
Y; 0
= E[Yif{mo}/tdt—Yz’]{n<0}/(_t dt
0 Y;
1.4 L3
= E[I{YZZQ}§Y; + I{Yl<0}(_§y; )]

1
= —E[|Yi]?].
SEIYil)

19



1 Die Steinsche Methode

O

Sind in der Situation von Lemma 1.1.6 die Zufallsvariablen Y7, ...,Y,, stochas-
tisch unabhéngig, dann konnen wir folgende Identitéaten herleiten:

Satz 1.1.7. Seien zusdtzlich zu den Voraussetzungen aus Lemma 1.1.6 die Zu-

fallsvariablen Y, ...,Y, stochastisch unabhdngig. Weiter sei h : R — R eine be-

schrinkte, absolut stetige Funktion und fy, sei die dazugehirige Losung der Stein-
Gleichung. Dann gelten die folgenden Identitdten:

(a) E[W fr(W)] =321, [ ELfi (Wi + )] K;(t)dt

(b) EThM(W)] = N(h) =320, Jg El — Ja(Wi + D] K(t)dt

Beweis: Sei h : R — R beschrankt und absolut stetig. Dann gilt wegen der
Unabhéngigkeit von Y; und W; und wegen E[Y;] = 0:

BW W)L = 3 BIYifu(W) ZE = [u(W2))]

n w n
- ZE[Y;/f,g(t)dt] =ZE[K~/f;§(Wi+t)dt]
- ZE /fh W + t)Y (]{0<t<Y} - I{Y<t<0}) dt]

i=1

_ ZE[/ Jo (Wi + ) Zi()d

Es ist fiir ¢ = 1,...,n nach Lemma 1.1.6

/!fh (Wi + 1) Z,(t)

IN

TA: [/ (0dt] = |11 / \Zi(t))dt

R R

= £l / Ki(t)dt = || f}] | E[Y?] < +o0
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1.1 Normalapproximation mit Hilfe der Steinschen Methode

und somit folgt aus dem Satz von Fubini

EWAOW) = > [EGOV+0z

Wi;,Z;(t)unabh.

2t S [ B+ OBz (O
=Y [Enwi oK,

Wegen »°7° | [ Ki(t)dt = >"" | E[Y?] = 1, folgt weiter

BV =Y [ BULW)K (b,

Somit erhalten wir insgesamt, dass
EIBOV)) = N(h) = 3 [ EULOV) = £+ DK (0 gil.
i=1 %

]

Nun wollen wir in einigen Féllen obere Schranken fiir beschréankte, Lipschitz-
stetige Funktionen h ausrechnen. Nach Satz 1.1.5 liefern diese unmittelbar obere
Schranken fiir den Kolmogorov-Abstand.

1.1.1 Summen unabhangiger Zufallsvariablen

Satz 1.1.8. Seien Yi,...,Y, unabhingige Zufallsvariablen mit EY;] = 0 fir i =
L,...,n und mit Y i E[Y? =31  Var(V;) = 1. Es sei W := >_"" | 'Y;. Dann
kann man Satz 1.1.5 anwenden mit

§=33 EVifY.
=1

Beweis: Es sei h : R — R beschriankt und Lipschitz-stetig mit minimaler
Lipschitz-Konstanten ||'||o.. Dann gilt nach Satz 1.1.7 mit den dort giiltigen Be-
zeichnungen
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1 Die Steinsche Methode

3

Mit Hilfe von Lemma 1.1.4 (c¢) kann man nun wegen || /|| < 2||1/||s fiir jedes
1 abschétzen:

V) = foWi + O < 1 fi ool Yi — £ < 2010 ||oo (1] + [£])

Daraus folgt mit Hilfe von Lemma 1.1.6

IN

[E[R(W)] = N(h)] 2||h’||ooZ/E[le~| + [¢[] K (t)dt

= 2wl Y [ B / K(t)dt + / K (£)dt

n

= 2wl 3 (BN + 5

i=1

Nach der Jensen-Ungleichung gilt:

o E[Y]] < (E[[YiP])* sowie

2
o EV?] < (E[IYi]’])?,
so dass wir insgesamt

ER(W)] — N(R)| < 3]I|| 3 E[|YiF] erhalten.

i=1

Bemerkung 1.1.9. Satz 1.1.8 ist natirlich nur dann niitzlich, wenn
E|Y;|?] < +oo fiir allei € {1,...,n} gilt.

Im unabhéngig und identisch verteilten Fall erhalten wir sofort das folgende
Korollar aus den Sétzen 1.1.8 und 1.1.5:

22



1.1 Normalapproximation mit Hilfe der Steinschen Methode

Korollar 1.1.10. Es seien Xy, ..., X, unabhdingig, identisch verteilte reellwertige
Zufallsvariablen mit E[X,] = 0, 0? := Var(X;) > 0 und mit £ := E[|X;]’] <
+o00. Seien firi=1,...,nY; = \/% und W := >"" | Y;. Dann gelten folgende

Aussagen:

(a) Ist h: R — R beschrinkt und Lipschitz-stetig mit minimaler Lipschitz-
Konstanten ||W ||, so gilt

(b)

O

Offenbar folgt aus Aussage (b) von Korollar 1.1.10 direkt folgender zentraler

Grenzwertsatz fiir eine Folge unabhéngig, identisch verteilter Zufallsvariablen mit
existierendem dritten Moment:

Satz 1.1.11. Es sei (X;);en eine Folge unabhdngiger, identisch verteilter, reell-
wertiger Zufallsvariablen mit E[X,] =0, 0% := Var(X;) > 0 und

§ = B[Xi]’] < +oo. Bs sei firn € N S} = =537 | X;. Dann gilt:

also
fur alle z € R.

1.1.2 Der Zugang mittels austauschbarer Paare

Esseien X4, ..., X, Zufallsvariablen, definiert auf einem gemeinsamen Wahrschein-
lichkeitsraum (€2, .4, P). Diese heifen austauschbar, wenn fiir jede Permutation
T e s, gilt:

D
(X17 o 7Xn) = (Xﬂ(l)a S 7X7r(n))

Im Folgenden wird fiir uns vor allem der Fall n = 2 von Interesse sein. In diesem
Zusammenhang spricht man auch von austauschbaren Paaren von Zufallsvaria-
blen. So bilden zwei Zufallsvariablen W, W’ auf (2, A, P) ein austauschbares Paar,

wenn (W, W) 2 (W', W) gilt. Der in diesem Abschnitt vorgestellte Zugang iiber
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1 Die Steinsche Methode

austauschbare Paare geht direkt auf C. Stein zuriick und wird in [Ste86] durchweg
verwendet.

Wir nennen weiter eine Funktion F' : R?> — R anti-symmetrisch, wenn fiir alle
z,y € R gilt, dass F(y,z) = —F(z,y) ist. Wir beginnen mit einem ersten Lemma:

Lemma 1.1.12. Es seien (W, W) ein austauschbares Paar auf dem Wahrschein-
lichkeitsraum (2, A, P), sowie F : R?> — R eine anti-symmetrische B*> — B'-
messbare Funktion mit E[|F(W,W')|] < 4o00. Weiter sei TF eine Version von
w — E[F(W,W")|W = w|. Dann gilt:

(i) E[F(W,W")] =0
(i) E[TF(W)] =0
Beweis: zu (i):
Aus (W, W) 2 (W', W) folgt
F(W,W") 2 F(W',W), also auch E[F(W,W')] = E[F(W',W)].
Andererseits folgt aus der Anti-Symmetrie von F:
E[F(W'\W)] = E[-F(W,W')] = —E[F(W,W')],

so dass insgesamt E[F (W, W’')] = 0 folgt.
zu (ii): Es ist TF(W) eine Version von E[F(W,W')|W], so dass wir mit den Re-
chenregeln fiir bedingte Erwartungen nach (i) erhalten:

0= E[F(W,W')] = E[E[F(W,W")|W]] = E[TF(W)]

O
Der folgende Satz ist von zentraler Bedeutung fiir den Zugang mittels austausch-
barer Paare und findet sich im Wesentlichen schon in [Ste86].

Satz 1.1.13. Es sei (W, W') ein austauschbares Paar von Zufallsvariablen auf
(2, A, P). Es gelte E]W?] < 400 und es gebe ein X € (0;1) mit
EW'|\W] = (1-XW. Dann gilt:

(i) E[W] =0 und E[(W — W")?] = 2AE[W?2].

(i1) Ist f : R — R Borel - messbar und gibt es ein C' € (0;+00) mit
|f(w)] < C(1+ |w|) fir alle w € R, so ist

EW (W) = S BV = W(F(V) ~ F())
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1.1 Normalapproximation mit Hilfe der Steinschen Methode

Beweis: zu(i): Es ist
EIW) = EW') = E[EW'|WI] = E[(1 — )W) = (1 — N EW],
also E[W] = 0. Weiter gilt nach den Rechenregeln fiir bedingte Erwartungen:
E(W - W'Y = B
= F
= 2EB[W?| - 2E[WE[W'|W]]

[
= 2E[W? —2E[(1 - \)W?
E[W?)(1 - (1 —=)\) = 2AE[W?]

W/)2 - 2le + WQ]

[(
(W2 + E[W?] — 2E[E[W'W|W]]

DN

zu (ii): Wegen |wf(w)| < Clw| + Clw|? fiir alle w € R und E[W?] < 400 gilt
E[|W f(W)|] < +o0. Sei g : R? — R gegeben durch g(x,y) := (z —y)(f(x)+ f(y)).
Dann ist g Borel - messbar und anti-symmetrisch und es gilt

EllgW, W] < E[(IW]+ WO+ W[+ 1+ [W'])]
= CERIW|+2|W'| + W2+ 2]W||W'| + (W')?]

Cauchy-Schwarz

< ACE[|W|] + 2CE[W?] + 2C\/E[W?2|E[(W')?] < 400

Nach Lemma 1.1.12 (i) folgt nun

0 = E
= F

lg(W, W] = E[(W = W) (f(W) + f(W))]
It (f(W') = f(W)
= E(W =W)(F(W') = f(W)
= E[( (fF(W') = fF(W)
[

| +2E[(W = W) f(W)]

|+ 2E[f(W)EW — W|W]]
|+ 22E[W f(W)]
)

O
Wir wollen nun einen allgemeinen Satz beweisen, der fiir die Situation der aus-
tauschbaren Paare obere Schranken fiir |E[h(W)] — N(h)| liefert.

Satz 1.1.14. Es sei (W,W’) ein austauschbares Paar, das die Voraussetzungen
von Satz 1.1.13 erfullt. Dann gilt:

(i) Man kann Satz 1.1.5 anwenden mit

§ = 4B[|1 — SB[ — W2W]] + o5 BIW — W
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1 Die Steinsche Methode

(i1) Fir jede beschrinkte, Lipschitz-stetige Funktion h : R — R mit minimaler
Lipschitz-Konstante ||h'|| o ist

[E[R(W)]=N(h)| < !E[fé(W)(l—%E[(W—W/)QIW])]H 17| EIW =W

Beweis: Sei h: R — R beschrankt und Lipschitz-stetig und sei f;, die dazuge-
horige Losung der Stein-Gleichung. Fiir ¢ € R definieren wir die Zufallsvariablen
Z(t) durch

Z(t) == (W = W) (Li—w-wn<t<oy — Toct<—w-wn})
Dann gilt Z(t) > 0 fiir alle £ € R und w € Q. Weiter hat man
/Z(t)dt = (W —W")?, (1.5)
R

was man wie im Beweis zu Lemma 1.1.6 sieht.
Die Stein-Losung f, erfiillt nach Lemma 1.1.4 die Voraussetzung von Satz 1.1.13
(ii) und somit gilt:

W (V)] = o BIOV = W)(fa(W) — fu()]
— SB[V =W fioa

_ iE / FLW -+ 8)(W — W]
—(W-Ww")

Nach (1.5) hat man weiterhin

ELW)) = BRI = 5OV = W)+ 5 EL[ i) z(eyas

Insgesamt ergibt sich somit
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1.1 Normalapproximation mit Hilfe der Steinschen Methode

|E[R(W)] = N (h)| = [E[f(W) = W fu(W)]]

= BV = 53V = WP+ B[ (W) = £V + )2 0)ae)
< IBL{ V(L= 5L BV = WWDI + 51 B[ (OF) = OV + ) Z(0)at)
< IEUH (W)L~ 52 BV = WHWD) + 52 EL 10V) = 0V + 0120
‘ (1.6)
Nach Lemma 1.1.4 gilt
510 = W + 01 < [1711elt] < 2001l
also
B[ 10V) = W + )| 2(0)ae

< 2wllwBl f 20

= 2L 110V = W)U rcoy — Toeis—qr-w)

= 2z BIW — W) = [ BN~ WP (1.7

Aus (1.6) und (1.7) zusammen ergibt sich sofort (ii). Fiir (i) schdtzen wir nun noch
den ersten Summanden in (1.6) wiefolgt ab: Nach Lemma 1.1.4 gilt
1f4lloe < 4l17[loc und e folt

/ 1 N2 / 1 N2
[BLf(W)(Q = o5 B[(W = WTW]| < 4[IW| E[I1 = o3 E[(W = W)W,

woraus mit Hilfe von (1.7) sofort

[A]oo

BIRW)] = N()| < 41|l E(L — o~ EL(W = W] + N

o 713
) E[W — W'
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1 Die Steinsche Methode

folgt.

]

Wir wollen nun an einem Besipiel zeigen, wie sich der (sehr abstrakte) Satz
1.1.14 im konkreten Fall zur Normalapproximation anwenden lésst. Die folgenden

Sétze stellen einige Hilfsresultate zusammen, welche wir dafiir benotigen.

Satz 1.1.15. Es seien Xy,..., X, X5, ..., X, I unabhingige Zufallsvariablen, de-

finiert auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P). Es gelte X; 2 X}

firi=1,...,n und es habe I eine beliebige Verteilung auf {1,... ,n}.

Seien W =300 Xy und W= W+ X7 = Xy =32, X+ Xj. Dann ist (W, W)

ein austauschbares Paar von Zufallsvariablen.
Beweis: Es seien A, B € B. Dann gilt:
P(W e A W' e B)

= P(O{I:z’}ﬂ{W e A}n{W' e B})

i=1
= iP(I:z’,in €A, i X;+ X; € B)
i=1 j=1 j=1,j#i

= iP(]:i) ~P(in € A,iXﬁXZ‘ € B)
i=1 j=1 J=1
JFi

Sei jetzt ¢ € {1,...,n} fest gewdhlt. Wir definieren die Funktionen
S, 8" : R — R durch

n
S(l’l, ‘e ,Zl,’n+1) = ZIJ'
j=1

und

n
/ o
SN (@1, ) = E Tj+ Tpt1
=1
J#

und weiter die Funktion 7 : R**!1 — R**! durch

T(T1, ooy Tpg1) = (L1, oo Ti1, Tl Tigly - - -5 Ty Ti) -

Dann gilt:

S' = Sorund 72 = idgnt

28
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1.1 Normalapproximation mit Hilfe der Steinschen Methode

Weiterhin gilt nun nach Voraussetzung

= PYg®. . ®P%gpPX
= PY®..@P"gph
= PYg.. . ePY% 1@PX PNy, P g PY

PrXi..Xn X) (1.10)

Insgesamt folgt somit:

P(Zn:Xj €A, Zn: X;+ X! e B)
j=1

Il
SR

= = = =

=1,

Ii(S(X1, -, X, XN (S (X1, ..., X0, X[))dP

IA(S(CCl, e ,$n+1))[B(S,(.fL'1, Ce ,$n+1))dP(X1 """ Xn’Xi*)(.Z'l, Ce ,$n+1>

La(S 0 7)1 (S)d P XnX0)

IA(S/(xh s 7In+1))13(5($1, cee 7xn+1>>dP(X1 .... XmXi*)('rh cee JxTH—l)

= P(in € B,in + X € A)
i=1 j=1

J#i

Eingesetzt in (1.8) ergibt dies sofort

also

PWeAW' eB)=P(WeBW €A,

(W, W' 2 (W', W).
Il

Nun wollen wir zeigen, dass sich fiir unabhéngige Zufallsvariablen die Voraus-
setzungen von Satz 1.1.14 stets erfiillen lassen.
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Satz 1.1.16. Es seien Xi,...,X,, X7,..., X} I unabhdingige Zufallsvariablen,
definiert auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P). Es gelte X; 2 X} sowie

E[X;] =0 firi=1,...,n. Weiter besitze I eine Verteilung auf {1,...,n} und es
seien W =300 Xy und W =W + X7 — X; =3 ; X; + Xj. Dann gilt

(i) EW'\W] =W =52, P(I =) E[X;[W]

(i) Ist I gleichverteilt auf {1,...,n}, so gilt sogar

EWW] = (1 = )W

Beweis: zu (i): Es ist

E[W'|W] = E[W + X} — X;|W]
= W+ E[X;|W] - E[X;|W]
= W+ E[X]] - E[X,[W],

denn X; =>""  Ir;—4X; und W sind unabhéngig.
Man hat nun wegen der Unabhéngigkeit von X; und I und, da E[X}] = 0 gilt

EIX]] = BIY_ Iu=gXi] = Y Bllu=nX) = Y. PU = DEIX] =0 (L11)

Weiter gilt:

E[X|W] = E[_ Iy—yX;|W]
=1

= Y E[I—yX;|W)

=1

= Y E[E[Iy—y Xi|W, I]|W]
=1

= Z Ell =y E[X;|W, I]|W]
=1

Es ist o(X;, W) unabhéngig von o([), also gilt nach einem Resultat aus der
Theorie bedingter Erwartungen, dass E[X;|W, I] = E[X;|W] ist und diese Zufalls-
variable ist o (W )-messbar. Somit folgt
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1.1 Normalapproximation mit Hilfe der Steinschen Methode

EIX W] = Z Ellg—a E[X;|W]|W] = Z EX;WIE[I1=i|W]

W Eiabh

ZE (X WIE[I =] ZP E[X;|W] (1.12)
Insgesamt erhalten wir aus (1.11) und (1.12) die Behauptung von (i):
EW' W] =W — ZP E[X;|W]

zu(ii): Nun gilt zusétzlich P(I =) = =+ fiir alle i € {1,...,n}, so dass nach (i)

1 — 1 —
EW' W] = W—-=Y E[X,|Wl=W—-=-E[) X,|W
W'w] n; [Xi| W] - [; W]
1 1 1
= W—=—EW|W]=W—--W=(»1-)W
n n

n

folgt.
O

Satz 1.1.17. Es seien Xy, ..., X,, X7, ..., X, I unabhingige Zufallsvariablen, de-

finiert auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P). Es gelte X; 2 X/, E[X;] =0
firi=1,...,n sowie >, | E[X?] = 1. Weiter sei I gleichverteilt auf {1,...,n}
und es seien W =3 00| Xy und W= W + Xj — X =3, Xj + X7. Dann gilt

E[(W — W) W] = 1+ZEX2|W])

Beweis: Es sei X := (X3,...,X,). Dann gilt zunéchst

B(W -W)?X] = E[(X;—X])*|X]
= E[X7 - 2X/X7 + (X7)*|X]
= E[X7|X] - 2B[X;X]|X] + E[(X7)*|X]

Wegen der Unabhéngigkeit von X7 und X, folgt
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1 Die Steinsche Methode

EIX]PI1X) = EI(X7)?) = BIY Ty (X7)”
= > Bl (X)) R Y PU = DE(X;))
= S BI = 5 S B = (113)

Weiter ist

EIX;X7|X] = E[E[X X7|X, 1]|X] = E[X;E[X7|X, I]]X].

Nun ist o(X7, ) unabhéngig von o(X), also ist E[X}|X, ] = E[X;|I]. Wegen
der Unabhéngigkeit von I und X7, ..., X folgt weiter, dass gilt:

EX;|1) = Y BEllg_ag X1 =Y iy E[X;|]]

i=1 i=1

= Y I —yE[X;]=0.
=1
Somit ist auch

E[X;X7|X] = E[X;E[X]|I]|X] = E[X,0|X]=0. (1.14)
Schlieflich hat man

E[X7|X] = E[Z I—y XP1X] = Z Bl -3 X} X]

i=1 =1

- X;,I unabh. -
= Y XPE[py|X] 2T Y XPE[I ]

i=1 =1
n 1 n

= PI=)X?==-) X? 1.15
g (I=14)X; nZ ; (1.15)

Setzt man (1.13), (1.14) und(1.15) oben ein, so erhdlt man
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1.1 Normalapproximation mit Hilfe der Steinschen Methode

E[(W - W')?|X] = %ix}-zm L_ %(1+iE[Xf]).

n

Da W messbar ist bzgl. o(X) folgt (W) C ¢(X). Somit gilt

[E[(W = W) W] = E[[E[(W-W)*X][W]

= B+ Y X)W

1 n
= —(1 E[X2WY).
21+ DB
O
Wir konnen nun mit Hilfe der Methode des austauschbaren Paares einen mit
Satz 1.1.8 vergleichbaren Satz beweisen:

Satz 1.1.18. Seien Xi,..., X, unabhingige Zufallsvariablen mit E[X;| = 0 fir
i=1,...,nund >; | E[X?] = 1. Weiter sei W := >_"" | X;. Dann gilt fiir jede
beschrankte, Lipschitz-stetige Funktion h : R — R:

[E[h(W)] = N(h)| < 6]|1]]o ZE[|XZ'|3]

Beweis: Nach evtl. Ubergang zu einem anderen Wahrscheinlichkeitsraum diirfen
wir annehmen, dass zusatzliche Zufallsvariablen X7,..., X I existieren, so dass
X1, ..., X, X7, ..., X}, ] unabhéngig sind, dass X 2 X, fire=1,...,n gilt und
dass I gleichverteilt auf {1,..., n} ist.

(Gegebenenfalls betrachte man auf dem Raum R**x {1,...,n} mit der o - Algebra
B> @ P({1,...,n}) das Produktmaf

PY®.. . @PY@PY®.. .. @ PX@U({l,...,n}) und wihle als Zufallsvariablen
die 2n+1 Projektionen 7y, ..., mo,11.)

Sei W' := W + X7 — X;. Nach Satz 1.1.15 bildet (W, W’) ein austauschbares Paar,
welches nach Satz 1.1.16 (i) die Bedingung E[W'|W] = (1 — L)W erfiillt. Daher
konnen wir Satz 1.1.14 (i) mit A = 1 anwenden und erhalten fiir beschrénktes,
Lipschitz-stetiges h : R — R:

n

[E[RW)] = N(0)| < [E[fL(W)(1 = SE(W = W) W] + g\lh'llooEHW - WP

Nach Satz 1.1.17 ist [E[(W — W')2|W] = L(1 + Y7 | E[XZ|W]), also folgt fiir

den ersten Summanden
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1 Die Steinsche Methode

[BIf(W)(1 = SEIW = W) W)

= IBRONG- S+ S B

_ %|E[f,’l(W)(1—ZE[Xi2\W])]|

=1

= —|E 1-2){2 W]

totale Erwartun,
= : —|E frW)(1 = E X

n

SIELV) S (B - X))

=1

P
E[X2]=1

Da fi(W — X;) und E[X?] — X? unabhiingig sind mit F[E[X?] — X?] = 0 ist

dies gleich

%’E[Z(ﬂl(w) — (W = X))(B[X?] - X))

i=1

1 n
< Sl DD EIXIXF — BIXF)
=1
< Il S EIXDER? + BIX)
=1
Jensen
I ||ooZ?E|X| = |If IIOOZE|X|
Lemma 1.1.4

< 2||h'||ooZE[lXi!3]
i=1

Fiir den zweiten Summanden berechnen wir zunichst E[|[W — W'|3]:
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1.1 Normalapproximation mit Hilfe der Steinschen Methode

EIW W/ = E(X ~ X[ = B[ ol X~ X7
=1
=Y Elly—g|Xi — X ZP E[X: — X7
=1

Z BlIX; — X1,

=1

denn die Zufallsvariablen I{;—; und | X; — X/ ]3 sind stochastisch unabhéngig fiir
i=1,...,n. Fiir jedes i € {1,...,n} gilt nun:

E[|X; — X’
< E[(|Xi] +|X]])’]
BlIXi]* + 31XG* X7 ] + 31Xl X [* + X7
= BIXi’] + 3E[|X:P|X7 1) + 3E[1X:]| X7 ] + B[ X )
B(1X:)%] + 3E(IXPIE[1X7 ] + SB[ X E(IX] ] + E[IX71],
denn X; und X/ sind unabhéngig fiir 7 = 1,...,n. Da sie auch identisch verteilt
sind, folgt

E(|1X; — X7’ < 2E[|X]°] + 6 B[ X[ E[| X[

und nach der Jensen-Ungleichung gilt

E[IXi[] < (B[IX:["))5 und [E[X:P] < (B|X[*])3

so dass wir

E(|X; — X[ "] < 8E[|Xi|]

und damit

E[W — W')?] ZE |1 X;)°] (1.17)

erhalten. Insgesamt erhalten wir somit aus (1.16) und (1.17), dass
[ERW)] = N(h)| < 2||h’||o<>z:E | Xal] + ||h'||oo——E[|X| ]

= 6[[M]l Z E[|IX;[]
=1
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1 Die Steinsche Methode

O
Das folgende Korollar liefert, abgesehen von einer etwas schlechteren Konstan-
ten, dasselbe Ergebnis wie Korollar 1.1.10:

Korollar 1.1.19. FEs seien Y1,...,Y, unabhdngig, identisch verteilte reellwertige
Zufallsvariablen mit E[Y1] = 0, 0® := Var(Y1) > 0 und mit £ := E[|Y1]’] < +o0.

Seien firi = 1,...,n X; = \/% und W := " | X;. Dann gelten folgende
Aussagen:

(a) Ist h: R — R beschrinkt und Lipschitz-stetig mit minimaler Lipschitz-
Konstanten ||h'||o0, so gilt

6l[/]]c€ 1
< o Jn
(b)

sup |[P(W < z) — ®(z)| < V6

z€R g

N
S
= —

Aus diesem Resultat folgt sofort wieder die Aussage von Satz 1.1.11.
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1.2 Der Satz von Berry-Esséen

1.2 Der Satz von Berry-Esséen

Es seien (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X;);en eine Folge stochastisch
unabhiingiger, reellwertiger Zufallsvariablen aus Lo (Q, A, P) mit 0,2 := Var(X;) >
0 fiir alle i € N. Sei weiter n; := E[X;], ¢ € N, und s,, := (012 +... +an2)%, n € N.
Der zentrale Grenzwertsatz besagt, dass unter gewissen Zusatzbedingungen fiir
alle z € R gilt:

» (Z?zl(Xi —m) Z) T ()

Sn

Dabei ist ® wie iiblich die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung.
In den Anwendungen liegen aber stets nur endlich viele zufillige Beobachtungen
vor, so dass man an Stelle dieses Grenzwertresultats lieber eine konkrete obere
Schranke vor allem in Form des Kolmogorov-Abstands hétte:

sup | P (Z“Xi —) o ) ()| < K,

z€R Sn

Dabei sollte (K,)nen eine Nullfolge nichtnegativer reeller Zahlen sein, die man
mit Hilfe der Verteilungen der X; berechnen kann.
Berry und Esséen konnten eine derartige Aussage beweisen, sofern die dritten
Momente aller X; existieren:

Satz 1.2.1 (Berry-Esséen, 1945). Es gibt eine universelle Konstante K € [0; +00)
mit folgender Eigenschaft: Sind (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, n € N
und X1,..., X, € Ly(Q, A, P) unabhingig mit o> := Var(X;) > 0 fir alle i €
{1,...,n}, so gilt mit ; := E[X,], sowie s, = (01° + ...+ 0,2)2, dass

Sup|P (Z?=1(X1—771) §Z> _q)(z)| S%ZE[’XZ_HZP]

z€R Sn

Die Aussage des obigen Satzes ist natiirlich trivialerweise erfiillt, falls es ein
i€{l,...,n} gibt mit E[|X; — n;|*] = +o0.
Im Spezialfall, wo die Zufallsvariablen X, ..., X, unabhéngig und identisch ver-
teilt sind mit 02 := Var(X;) und £ := E[|X; — m|*)] < 400, so folgt s, = o/n
und es gilt das folgende Korollar:

Korollar 1.2.2 (Berry-Esséen, 1945). Es gibt eine universelle Konstante
K € [0;400), so dass gilt:

i (X — s K
igg’P (Zzzl(sn m) Z) —d(z)| < 03\%
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1 Die Steinsche Methode

In diesem Fall kann man also K, = %ﬁ wahlen. Man kann zeigen, dass n-2

die optimale Konvergenzrate ist, d.h. zu jedem o > % und jedem K € [0;+00) gibt
es unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariablen X7, ..., X, mit existierendem
dritten Moment & und

sup | P (ZHXZ‘ /O z) _ a0 > BE

z€R Sn 0-3na

Nachdem man eingesehen hat, dass die Konvergenzrate optimal ist, versucht
man die Konstante K so klein wie mdoglich zu machen, da eine kleine Konstante
fiir den Anwender eine Approximation durch die Normalverteilung natiirlich eher
rechtfertigt, als eine groffe. Van Beeck hat im Jahre 1972 bewiesen, dass man
K = 0,7975 nehmen kann. Weiter ist bekannt, dass K > \/LTW sein muss, siehe
|GS77]. Kolmogorov vermutete, dass man K = \/%7 nehmen kann, das heift, dass
dies die optimale Konstante ist.

Der , klassische” Beweis des Satzes von Berry-Esséen benutzt die Theorie der
charakteristischen Funktionen und eine sogenannte Glattungs-Ungleichung, sie-
he [GS77]. Wir wollen im Folgenden eine Aussage vom Berry-Esséen-Typ mit
Hilfe der Steinschen Methode beweisen, die etwas schwécher ist als Satz 1.2.1,
aber allgemeiner als die Aussage von Korollar 1.2.2. Dieser Beweis geht auf Erwin
Bolthausen zuriick und verwendet auf eine sehr geschickte Weise ein induktives

Argument, vgl. [Bol84].

1.2.1 Bolthausens Beweis des Satzes von Berry-Esséen

In diesem Abschnitt wollen wir einen Beweis des Satzes von Berry und Esséen
geben, der im Jahre 1984 von Erwin Bolthausen gefunden wurde und durch Ver-
wendung eines Induktionsarguments die optimale Rate n=2 liefert (vgl. [Bolg4]).
Dieser Beweis wurde von Mann in [Man94| ausgearbeitet.

Wir beginnen mit einigen Definitionen:
Fiir n € N und v € [1; +00) sei

L(n,vy) = {X=(Xy,...,X,) : Xi,..., X, sind unabhéngige, reellwertige
Zufallsvariablen mit F[X;] = 0, F[X,;*] = 1 und
E[|XiP] <y firi=1,...,n}

Der Grund dafiir, dass man nur solche ~ mit v > 1 zuldsst, ist, dass aus

der Jensen-Ungleichung ansonsten L(n,7y) = ) folgen wiirde: Die Funktion 1) :
[0; +00) — [0; 4+-00) mit ¢ (z) := 2 ist konvex, so dass gilt:
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1.2 Der Satz von Berry-Esséen

1=9 (E[|X:)?]) < E[Y (1X:]*)] = E[|X:]"] <~

Wir betrachten weiter fiir = € R und A € (0;+00) die uns bereits bekannte
Funktion A, ) : R — R mit

1 firz <z
hoa(z) = 1-52 firz<o<z+A
0 firx>z+ A

sowie die Funktion A, : R — R mit h.(x) = [(_sc;.j(2). Wir definieren weiterhin

5()‘a’yv n) = Sup{|E[hz,)\(% ZXz)] - N<hz,)\)| RS R,
X = (X1,.... X)) € L(n,7)}

und
5(v,m) = Sup{|E[hz(% S XN 5 2 €R, X = (X, Xa) € L)}

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun die zu beweisende Aussage wiefolgt
formulieren:

Satz 1.2.3 (Bolthausen, 1984). Es gibt eine Konstante K € [0; +00) mit

K~y
d(y,n) < N
Die weiter oben erwédhnte Ausarbeitung von Mann des Originalbeweises von
Bolthausen fiihrt zu einer Konstanten K = 25, was natiirlich viel schlechter ist,
als das Ergebnis von Van Beeck. Ein ,, typischer Beweis, wie er etwa in [GS77] zu
finden ist, liefert die Konstante K = 6. Wir wollen zeigen, dass man, Bolthausens
Beweisidee folgend, eine Konstante K < 13 erhalten kann.

Bevor wir den Satz beweisen, wollen wir jedoch das Ergebnis noch einordnen:
Der Satz ist leider nicht so allgemein wie Satz 1.2.1, da wir in der Definition von
L(n,v) E[X;?] = Var(X;) = 1 vorausgesetzt haben und dies eine echte Einschréin-
kung bedeutet, wohingegen man natiirlich stets ohne Einschrankung annehmen
kann, dass die Zufallsvariablen zentriert sind und sich ihre Varianzen zu Eins auf-
summieren. Jedoch ist der Satz offenbar allgemeiner als Korollar 1.2.2.
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1 Die Steinsche Methode

Nun zum Beweis des Satzes:

Zuz e Rund A > 0 sel

x

forle) = @ / (hon(y) — N(hon))o(y)dy

—00

die aus Abschnitt 1.1 bekannte Losung der Stein-Gleichung

flx) —af(r) = hoa(x) = N(h.)

Da h, , stetig ist, ist f, » stetig differenzierbar. Weiter seien

1 & 1 ¢ Xi
Sn = — Xz und Sn,i = — X:Sn__z7
i
so dass
n—1
Var(S,) =1 und Var(S,;) = -
gilt.

Wir fixieren nun z € R und A > 0 zunichst und schreiben daher der Uber-
sichtlichkeit halber einfach h statt h, ) sowie f statt f, .. Da f eine Losung der
Steingleichung ist, gilt

EINS) = N(B) = EIF(S,) = 5, /()
= SIS - VXif(S,)

_ % > EU(S0) = f(Su)]
. % > B (Sus) = VXL (S)

Man beachte, dass die jeweiligen Erwartungswerte existieren, da man Schranken
fiir die Steinlosungen f und deren Ableitungen f’ hat (vgl. Lemma 1.2.4).
Ferner gilt:

o E[f'(Sui)] = EIX?] B[f'(Sn3)] = E[X:® f'(Sy.,)] und
o E[VnXif(Sn:)] = VnE[X)|E[f(Sn:)] =0,
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1.2 Der Satz von Berry-Esséen

denn X; und S5, ; sind unabhéngig. Somit konnen wir schreiben

BIR(S) = N(H) = = 37 B () = /(S0

_% > EWRXi(£(Sn) = F(Sn) = X2 F/(S0)]

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt nun punktweise
in w

Sn 1
o X [
F(50) — £(Sua) y / Fludu = = / (S0t
und
X2 f(Si) = X5 / F(Sna)dt,
so dass
BIR(S)] = Nk = = 57 BLF(S,) = /(S0

1 ZE[XiQO/ (f’(Sm - t\)/(%) - f/(Sn,i)) dt] (1.18)

Der Philosophie der Steinschen Methode folgend verwenden wir nun (in z und
A) gleichméfige Schranken fiir die Losungen f, ) , ihre Ableitungen und fur die
Zuwéchse der Ableitungen. Von nun an seien

Cy = sup{||foalle : 2 € R, A >0} und Cy == sup{||f. y|loc : 2 € R, A >0}.
) Z,A\

Das folgende Lemma stellt die gewiinschten Schranken bereit. Die Verbesserung
der Berry-Esséen-Konstante von 25 auf 13 gelingt uns im Folgenden aufgrund der
Aussage (a) des Lemmas, dass ] < \/g gilt. Diese Schranke ist optimal, wie
wir in Abschnitt 1.4 zeigen werden. B. Mann verwendet an dieser Stelle die grobe
Abschéatzung C7 < 3.

Lemma 1.2.4. Fir alle z,z,u € R und alle X € [0; +00) gilt:
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1 Die Steinsche Methode

(@) [|fonllo <
(b) HidR ’ fz,AHoo <1

(¢) [I[f1xllee <2

(@) 1fiale+u) = Al < Jul (I Foalloe + 1 allslel + 3 3 Teen(e + su)ds)
(e) Fir alle a,b € R mit a < b, alle n € N>y und jede reelle Konstante c gilt

n

E\l,. ; <,/—
[ (a,b](sn;z + C)] — 27_[_(n _ 1)

(b—a)+25(y,n—1)

Beweis: (a), (b) und (c) werden im Anhang (siehe Abschnitt 1.4) bewiesen.
Wir schreiben weiterhin £ statt h, \ sowie f statt f, y:

zu(d): Nach der Steingleichung gilt

[f'(z+u) = )] = l(z+u)f(z+u)+h(z+u) = Nh)—zf(z) - hx) + N(h)|
uf(z+u) +2(f(z +u) = f(z)) + h(z +u) = h(z)|

Fiir alle v € R gilt nun

1
1
h($ + U) — h(l’) = —X / [(z;z+u = Tu/j(z z+u] T+ SU)dS,
0

denn h = h,, ist als Lipschitz-stetige Funktion absolut stetig (vgl. Anhang 1.6).
Auferdem ist ebenfalls fiir alle u € R

[f(@+u) = (@) < |If2xlloo - Jul < Cilu|
also gilt

1

! ! ! 1
£ru)=F@] < ful | Wealle+ bl ol 5 [ Tiser + su)ds

0

1
< Jul € falCat [ Tevalar+ suds
0

> =
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1.2 Der Satz von Berry-Esséen

Somit ist insbesondere (d) gezeigt.

u (e): Nach Definition von 4(-,-) gilt fiir alle z € R

b ({80 )1 = N0 < 80— 1),

n—1
also
|E[I(a;b}(sn7i + C)” - |E[I(a—c;b—c](5n,i)]|
[ T n
- ‘E[I(*OO»\/%U’*C)}( msn’zﬂ o E[I(foo, e (a— c)]( n— 1571,%)”
<

R ooy g 5ol = Nk jmm )

+ |N(h\/g(b—c)) - N(h\/%(a—c))l

[k o (1 = Sni)] = N )

< 2007 =D+ [N ) = Nh )]
Es gilt

n n

{h o # by} € [\ o= 0500

sowie ||¢||eo = ¢(0) = W’ so dass der gesamte Term nach oben durch

2W(v.m — 1) + \/1_<\/:b—c Fa—c)

= —1) (b—
(v, n n—l a)

abgeschétzt werden kann.

Wir beginnen nun damit, (1.18) abzuschétzen: Es gilt
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1 Die Steinsche Methode

|E[f'(Sn) = f'(Snd)]l < E[lf'(Sn) = f'(Sni)l]
| X

IA

El

)ds |1

1
1 X;
Cl+CQ|S,y+)\/ (23247 (S, —i—s\/ﬁ
0

1
i 1
— E[E[’ | Cy+ 02|Sn,i| + X /I(z;z+>\}(5n7i + s
0

f%ws 11X

1
— E[uE[Cl + Co| S| + X /I(Z;ZH](SM + s—=)ds]| X;]
0

v v

1]
NG

1
X.
[ Heon(Suit s 10513 |
0 ﬁ

1

= F| Cy + CoE[|Sn,| | Xs]) + E|

> =

X; 1 X;
Iﬁl cl+02E[|sn,i|]+—E[/ T (S + 5 )ds| X1 |

= F] S NG

Dabei haben wir die Aussage von Lemma 1.2.4 (d), die Tatsache, dass S, ; und
X; unabhéngig sind (fiir E[|S,;||X;] = E[|S.,]), die Linearitéit der bedingten
Erwartung sowie den Satz von der totalen Erwartung ausgenutzt.

Wir benétigen nun das folgende Resultat aus der Theorie bedingter Erwartungen,
welches ebenfalls im Anhang (siche Abschnitt 1.5) bewiesen wird:

Satz 1.2.5. Seien (52, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (X, Ax) und (Y, Ay)
Messraume und seien X : (2, A, P) — (X, Ax) und Y : (Q, A, P) — (), Ay) zwei
stochastisch unabhdngige Zufallsvariablen.
Sei weiter f: (X x Y, Ax®Ay) — (R, B) messbar mit E[|f(X,Y)]] < +00. Dann
i1st die Menge

G:={zeX : f(z,Y) ist P-integrierbar } € Ax
mit P(X € G) =1 und die Abbildung hy : (X, Ax) — (R, B) mit

hy(2) = {E[f(x,Y)] fiirv € G

o sonst

ist eine Version von x — E[f(X,Y)|X = z].

Wir wollen Satz 1.2.5 nun anwenden auf den Term
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1.2 Der Satz von Berry-Esséen

1

X,
B / e i

Nach diesem Satz gilt also wegen der Unabhangigkeit von X; und S, ;

0

T

vn

1 1
X,
E] / T (Sus + 52 )ds| Xo = 2] = E| / T (Ss + 52 )ds)
0

Jn

T

- O/E[I(z;z-‘r/\}(sn,i + Sﬁ)]ds (119>

Die letzte Identitat folgt dabei aus dem Satz von Fubini, welcher anwendbar ist,
da der Integrand I(...4(Sn; + 3\%) nicht-negativ ist. Durch diese
,, Derandomisierung® haben wir also die Zufallsvariable X; durch die Konstante x
ersetzt, was es uns ermdglicht, unterm ds-Integral Lemma 1.2.4 (e) anzuwenden.
Wir erhalten, dass fiir jedes x € R gilt

1

xXr
E[/ ](z;z+)\](sn,i + S—n)ds] =

x
El (2242 (Sni + s—=)]ds
J \/_ ( + }

NG

IN

O\H O\H

( ﬁ)\ +25(y,n — 1)) ds

n
= — 2 -1
27m(n — 1))\+ otyn—1)

Nach (1.19) ist dann aber auch

1

Xi n
Ell I, - X< ,/]— 2 -1
| [/ (z,er/\}(Sn,Z‘{'S\/ﬁ)dSl 2]|— 27r(n—1))\+ 6(y,n )
0

Nach der Jensen-Ungleichung gilt ferner

1
T

E[|Suil) < \E[S..% = \/Var(S,.,) =

E[|Xi]] </ E[X? =1.

n

sowie
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Somit konnen wir weiter abschatzen:

|E[f'(Sn) = f'(Sn

IN
&

< _
- Vn
A Cit Gyt —— 4 25 1)

il
[|\)/(ﬁ| (C’l—l—Cz-l-%(MQWn_ A+ 25( 7,n—1)))]
(014—024—1/ (1) —|—2(57, )

(1.20)

Fiir die Summanden des zweiten Terms in (1.18) ergibt sich nun auf analoge

Weise:
/ X
EX'2 / ) i ! )
px [ (f( ) f(snﬂ)) at)
0
1
2 X /
S E[ i (Snz+t ) f(Sn,z) dt]
e 1 X
t .
< X2 d I.. 4 St
< i t\/ﬁ (Cl + CQ’San’ + - O/ (z,z—i—)\](Sn,z + \/ﬁ )ds) dt]
1 1 i X,
st i
— |X |3/t (Ol +CQ|Sn’Z’| + X/I(z;z—i-/\](sn,z’_" W)dé‘) dt]
0 0
1 1 ; X
st i
= E[E[|X¢|3/t7 (Cl + Co| Sl +X/f(z;z+A](5n,z’+ W)dé‘) di]| Xi]]
0 0

1
1

vn

1 StXZ
— E[|Xi|3E[/t% C1 + Co| Sl + X /I(Z;ZW(Sn,i + —)ds) dt]| X;]]
0 0
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1.2 Der Satz von Berry-Esséen

Dies konnen wir weiter umformen zu

1 1 1
X3 / 1// stX;
=2l E 1) dt| X, + E[~ I.. 2t X;
i | P 6+ ClSa XD+ B3 [ f Ko+ s )
1 1

| X2 [ Cy + CoF||Sn.]| Xi] 1

El

%)ds a1 |

0 0
1 1
[ NG 5 + [)\ t (% Z+>\](Sn,z + NG )ds dt| X;] |]
13 . 3 .
vn 2 G
7(Ch + 02) |X ’3

StXZ
< I — X; 1.21
> 2\/5 //t (zer)\] nz \/ﬁ)d‘gdﬂ z] ] ( )

Fiir den zweiten Summanden in (1.21) erhalten wir nun wie oben geméfs Satz
1.2.5, dass fiir alle x € R gilt:

1 1
tX;
E[//ﬂ(z;z+xl(5n,z’ + Sﬁ)ds dt|X; = x]
stx
= //t[zz+)\ n,0 ﬁ)det]

= //tE (=242 ( St\/—;)]det

0

//t(‘/% n_l))\+2(5('y,n—1)) ds dt

0

(‘/ 1 /\+2(5(7,n—1))

Dabei haben wir wieder die oben erwéhnte ,, Derandomisierung” sowie den Satz
von Fubini fiir den nicht-negativen Integranden verwendet, um die Aussage von
Lemma 1.2.4 (d) anwenden zu kénnen. Es folgt, dass auch

IN

| — 2
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1 1
1< = = _
E[//ﬂm+A \/ﬁ)dsdﬂXz]_Q( i 0 1))
0 O

ist. Wir erhalten somit

BIX? / (f'( ) = 5] ]

= NG A\/ﬁi( 27T(nn A+257’n_1)>
- s T (% TRt J0m - ”)

o o) a

Insgesamt erhalten wir somit aus (1.18), (1.20) und (1.22), dass fiir alle z € R
und A € [0; +00) gilt

’E[hz,/\(sn)] - N(hz,)\>|

< Ln (01—1-02—1-%4-%5(7,71—1))
+ % ((Cl ;Cz) + 2\1/7? + %5(%7% - 1))
= % @(Cl +Cy) + % + 0(y,n — 1))
- 3—1 (01;02 4 2\1/7_?+ ié(%n— 1))
Somit erhalten wir auch
S\, y,n) < % (Cl ; C 2\1/7? + id(w,n - 1)) (1.23)

Wenn wir nun §(y,n) nach oben durch einen Term ,,in“ §(\,~,n) abschéitzen
konnen, so konnen wir hoffen, durch ein induktives Argument fiir §(v,n) die ge-
wiinschte Schranke der Form f{ﬂ zu erhalten! Dazu das folgende Lemma:
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1.2 Der Satz von Berry-Esséen

Lemma 1.2.6. Fir allen € N, A € (0;400) und v € [1;+00) gilt

A
24/ 21

Beweis: Punktweise gilt h,_y\ < h, < h, y, also

Elhzaa(Sn)] = N(h2) < E[h2(5,)] = N(h:) < ElhzA(Sn)] = N(h-)

Daraus folgt, dass

|E[h.(S5)] — N(h.)]

max (|E[h.-xx(Sn)] = N(h2)|, |Elh.A(Sn)] = N(h)|)
max(|E[h.-x(Sn)] = N(hooxp)| + [N (haoxn) — N(h2)],
|E[ho\(Sn)] = N(ha)| + [N(hep) — N(R:)|)

IA A

< 5N v,n) +max(|N(h.-xx) — N(h)[, [N(h.x) — N(h.)|)
Nun gilt
zZ+A 1 Z+A
—z —z
Nhea) =N = [ (1= ety < = [ (12057 ) ay
A 2 A
B 1()\_i2k)_1é_ A
- er N ARG R W=
und
|N(hzf/\,>\) - N<hZ)| = N(hZ> - N(hz#\)\)
/ —(z—A
= / (1—(1—y (A ))) o(y)dy
Z—A
L [y—(-N
< d
o \/27r/)\ A
A
B 1 / Ju— A
V27 / YW= e
also auch
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1 Die Steinsche Methode

O
Insgesamt folgt somit fiir jedes A > 0 und alle n € N aus Lemma 1.2.6 und
(1.23)

v (3 3 3 A
d(v,n) < NG (5(01 + Cy) + NG + Xd(’y,n — 1)> + W (1.24)

Um eine Schranke der Form % fiir 0(,n) zu bekommen, miissen wir somit

A= \L/—% mit einer Konstanten L > 0 wéihlen. Wie sollte man L moglichst passend
wahlen?

Da der Term %5 (7,n — 1) auftritt und wir induktiv vorgehen wollen, sollte ,, die
Hélfte* der Konstanten K von d(,n — 1) her kommen, so dass man zunéchst an
die Wahl L = 6 denken konnte. Nun hitten wir aber nach Induktionsvoraussetzung

(y,m—1) < \/% und es ware der Term %(5(% n — 1) nur durch %\/% nach oben

abschatzbar! Da aber ! < \/Lﬁ fiir alle n > 2 gilt, wahlen wir L = 6v/2 und

v/ 2(n—1)
6v2

somit A = e Nun gilt folgendes Lemma.

Lemma 1.2.7. Fir alle v > 1 und alle n € N gilt

9
5(y,n) < (3(01 +Cy) + ﬁ) %
wobei C'y und Cy wie oben definiert sind.

In Lemma 1.2.4 hatten wir C < \/g sowie Cy < 2 gesehen. Nun gilt

s 9
34W/=+2)+—=12,957... < 13
a2+ =12 ,

so dass wir das folgende Korollar erhalten:

Korollar 1.2.8. Fiir alle v > 1 und alle n € N gilt

2
<13——.
d(y,n) 13\/5

Beweis von Lemma 1.2.7: Wir beweisen die Behauptung fiir festes v > 1
durch vollstandige Induktion nach n € N:

20



1.2 Der Satz von Berry-Esséen

Induktionsanfang: n = 1. Da die Funktionen %, ) nur Werte zwischen 0 und
1 annehmen und sowohl E[h, (S51)] als auch N(h, ) nicht-negativ sind, folgt

9 9 v
5(%1)§1§ﬁ§ (3(01+02)+ﬁ)ﬁ

Induktionsschritt: n — 1 — n fiir n > 2. Mit obiger Wahl \ = \F fy gilt nach
(1.24) und der Induktionsvoraussetzung:

o(y,n)
. %(S(Cﬁ@) j;) W 1)+%
o %(;(01+C2)+m+%) \/_( (Ch+C) + \;) T
2 %(S(Cﬁ@) j_+L\/_+ S(Ci+Cy) + 2\95)
— (3(01+C2)+%)ln
0
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1 Die Steinsche Methode

1.3 Die abstrakte Steinsche Methode

Bisher haben wir stets versucht, die Verteilung einer uns gegebenen Zufallsvaria-
blen W durch die Standardnormalverteilung N (0; 1) zu approximieren, indem wir
mit einem geeigneten Abstandsmafi gemessen haben, wie weit die beiden Ver-
teilungen voneinander entfernt sind. Dabei haben die Stein-Gleichung (1.1) und
die Schranken fiir ihre Losungen eine entscheidende Rolle gespielt. Was passiert
nun, wenn wir als ,Grenzverteilung gar nicht die Normalverteilung im Sinn ha-
ben, etwa wenn wir schon wissen, dass W mit Wahrscheinlichkeit 1 positive Werte
annimmt und wir daher lieber den Abstand von W zu einer auf (0;+o00) konzen-
trierten Verteilung, etwa einer y2-Verteilung messen wollen? Aufgrund der Stein-
Charakterisierung der Standardnormalverteilung (vgl. Satz 1.1.2) ahnen wir, dass
wir dann zunéchst eine Stein-Gleichung fiir unsere neue Grenzverteilung beno-
tigen. Wir wollen in diesem Abschnitt zum einen eine in diese Richtung gehende
Verallgemeinerung der Steinschen Methode vorstellen, zum anderen aber auch kurz
den ,Original-Zugang* von Stein, der in seiner Monographie [Ste86] ausfiihrlich
beschrieben ist, vorstellen.

1.3.1 Der algebraische Zugang von Stein

In seiner Monographie ,,Approzimate Computation of Expectations” aus dem Jahre
1986 behandelt Charles Stein die approximative Berechnung von Wahrscheinlich-
keiten und allgemeiner von Erwartungswerten von einem abstrakten Standpunkt
aus.

Gegeben sei eine reellwertige Zufallsvariable Y, deren Erwartungswert existiere
und (zumindest approximativ) berechnet werden soll. Dazu schldgt Stein die fol-
gende Strategie vor:

(1) Bestimme den Kern ker F des Erwartungswert-Operators.

(2) Suche eine Konstante ¢ € R, so dass Y —c~ Y und Y € ker E, d.h. es gilt

E[Y] = 0.
Dann gilt (unter gewissen Umsténden) E[Y] = c.

Die Situation, die Stein betrachtet, ist dabei stets die folgende: Sei (£2,.4, P) ein
Wabhrscheinlichkeitsraum, (X, D) ein Messraum und X : 2 — X eine Zufallsvaria-
ble. Dann liefert das Bildma® P* ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (&X', D). Ist jetzt
h : X — R eine Borel-messbare Abbildung und interessieren wir uns fiir deren
Erwartungswert Epx[h| = E[h(X)], so sollten wir nach obiger Strategie zunéchst
den Kern ker Epx bestimmen. Dazu schlégt Stein die Konstruktion einer weiteren
Zufallsvariablen X’ vor, so dass (X, X') ein austauschbares Paar bildet.
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1.3 Die abstrakte Steinsche Methode

(Um dies zu erreichen, muss man eventuell auf einen anderen Grundraum als
(©, A, P) und somit auch auf eine andere Zufallsvariable als X zuriickgreifen, die
dann aber natiirlich dieselbe Verteilung hat. Dies macht insofern nichts aus, als
Erwartungswerte von Funktionen A(X) nur von der Verteilung von X abhéngen.)
Ist unter dieser Voraussetzung F : X? — R eine Borel-messbare und anti-
symmetrische Funktion (beziiglich der Produkt-o-Algebra D ® D auf X x X') mit
E[|F(X,X")|] < oo, so gilt, wie wir schon gesehen haben, F[F (X, X’)] = 0. Aus
dem Satz von der totalen Erwartung folgt somit, dass die Funktion f : X — R,
definiert durch f(z) := E[F(X, X’)|X = z] im Kern von Epx liegt. Somit bildet
die Menge aller Funktionen f, die von dieser Form sind, einen Untervektorraum
U von ker Epx. In [Ste86] wird gezeigt, dass unter gewissen Bedingungen an X
sogar U = ker Epx gilt, wobei eine dieser Bedingungen die Endlichkeit von X ist
und die Bedingungen somit ziemlich restriktiv sind. Stein behauptet jedoch, dass
auch in dem Fall, dass & unendlich ist hinreichende Bedingungen fiir U = ker Epx
existieren sollten.

Wir wollen (analog zu [Ste86]) die bisherigen Ergebnisse in einem Diagramm fest-
halten. Dazu seien

F:={F:X* > R: F Borel-messbar, antisymmetrisch und E[|F (X, X")|] < oo}
sowie V = Li(X,D, P¥). Weiter sei T : F — V definiert durch TF(z) :=
E[F(X,X’)|X = z]. Dann ist T linear und man hat das Diagramm
FLVIESR (¥
mit BildT C ker Epx, oder Epx oT = 0.
Um das zweite Teilproblem in Steins Strategie, namlich das Auffinden einer Kon-

stanten ¢ € R mit h — ¢ & h, wobei h € ker Epx ist, zu losen, schligt Stein vor,
das Diagramm (*) um eine ,,Approximation®

Fo 22V 2L R

zu einem Diagramm
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1 Die Steinsche Methode

Zu erweitern.
Dabei seien Fy ein R-Vektorraum, Vy C V' ein R- Untervektorraum, o, Ty, Uy
und FEj seien lineare Abbildungen und ¢ : Vj — V sowie g : R — Vj seien
die kanonischen Inklusionen (wobei die reelle Zahl ¢ unter ¢y mit der konstanten
Abbildung Vy — R, die iiberall den Wert ¢ annimmt, identifiziert wird).
Die Abbildungen sind dabei so zu wihlen, dass

(a) Ep: Vo — R eine ,Approximation an Fpx o ¢ ist und
(b) ¢ oTj eine ,Approximation® an 7 o « ist.

Ferner gelte Ty o Uy = idy, — 1o o Ey. Dann hat man fiir beliebiges h € V;:

0 = (EpxoT)((awoUp)(h))
= Bprl(00 Ty o Un)(h)] + Bps[(To a0 Uy — 10Ty o Uy) ()]
= Epx|[(to (idy, — 90 Ep))(h)] + Epx[((T o aw — 1 0 Tpy) o Up) (h)]
= Epx[(h)] — Epx[(totgo Ey)(h)] + Epx[((T o« — L0 Ty) o Up)(h)]
— Bpx[h] — Eo(h) + Bpx[(T o o~ 10 Ty) o U)(h)]
= E[h(X)] — Eo(h)+ Epx[((Toa— 10 Tpy) o Upy)(h)]

Aquivalent dazu ist die Gleichung
E[W(X)] = Eo(h) = Epx[(toTy =T o) o Up)(h)] ,

welche die Differenz zwischen dem zu errechnenden Erwartungswert E[h(X)]
und dessen ,Approximation FEy(h) durch den Korrekturterm

Epx[(toTy —Toa)oUp)(h)]

zum Ausdruck bringt. Dieser sollte bei geschickter Wahl der Abbildungen ,klein*
sein!

Mo6chte man nun als Anwendung dieses abstrakten Konzepts die Approximation
einer festen Grenz- oder target-Verteilung p durch die Verteilung einer gegebe-
nen Zufallsvariablen W betrachten, so muss man zunéchst fiir diese Grenzvertei-
lung die in obigem Diagramm vorkommenden Rdume und Abbildungen angeben
und insbesondere zeigen, dass die Abbildungen wohldefiniert sind, das heiftt in
die entsprechenden Rdume abbilden. Wie dies fiir die Standardnormalverteilung
geschieht, steht ausfithrlich in [Ste86] und soll hier nicht weiter verfolgt werden.
Es sei nur bemerkt, dass uns einige dieser Abbildungen schon geldufig sind, zum
Beispiel gilt
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1.3 Die abstrakte Steinsche Methode

sowie

Uo(h) () = filx) = L) / 1) (y)dy
und -
To(f)(@) = f'(x) - ef(z).

1.3.2 Verallgemeinerung der Stein-Charakterisierung und
Stein-Gleichung

In Verallgemeinerung zur Normalapproximation auf dem Messraum (R, B) be-
trachten wir nun die folgende allgemeinere Situation:

Gegeben seien ein Wahrscheinlichkeitsraum (&X', D, ) und ein Unterraum V4 von
V := Ly(pt). Angenommen, wir wollen fiir alle h € V; die Integrale [, hdu aus-
rechnen. Wenn die Verteilung p eine komplizierte Struktur hat, etwa wenn u die
Verteilung einer Summe abhéngiger Zufallsvariablen ist, so ist diese Aufgabe im
Allgemeinen schwierig zu 16sen. Angenommen, wir haben Anlass zur Vermutung,
dass die Verteilung p ,nah“ an einer ,, einfacheren” uns besser bekannten Vertei-
lung s ist, fiir die wir die entsprechenden Integrale | + dpg leicht ausrechnen
kénnen. Dann wiirden wir uns unter Umstdnden mit der Approximation f ¥ o
zufrieden geben, wenn wir denn sicher wiissten, dass der dabei gemachte Fehler
nicht zu grofs ist.

Die Steinsche Methode ist eine Technik, welche obere Schranken fiir den bei
dieser Approximation begangenen Fehler

| [ i~ [ ho
X X

liefert. Diese Schranken sind meistens sogar gleichméfig in h € V4.
Die Grundidee ist dabei stets die folgende:

Sei Vp ein Untervektorraum von Lq(u) N Ly (po). Finde einen Unterraum Fy C

Lo(X, D) und einen (linearen) Operator Tp : Fo — Li(u), so dass fiir jedes h € Vj
ein f € Fy existiert mit
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/

Dann gilt offenbar

[ [ bl = [ osdal, (1.26)
X X X

sowie
/Tofduo =0. (1.27)
X

Man nennt Tj einen Stein-Operator, die Gleichung (1.25) eine Stein-Gleichung
und die Funktion f eine Steinlosung von (1.25). Das Ziel ist es nun, einen Stein-
Operator Tj zu finden, fiir den gute Abschitzungen fiir | [ + Tofdp| gefunden wer-
den konnen. Wie lésst sich nun zu einer gegebenen ,target-Verteilung ‘g ein ge-
eigneter Stein-Operator finden? Dafiir gibt es prinzipiell zwei verschiedene Vorge-
hensweisen:

(i) Der Stein-Operator kann durch ad-hoc-Uberlegungen gefunden werden. Dies
haben wir am Beispiel der Normalverteilung gesehen.

(ii) Es konnen systematische Verfahren angewendet werden, um einen geeigneten
Stein-Operator zu erhalten:

(a) Das erste Verfahren &hnelt dem Original-Zugang von Charles Stein, siche

Abschnitt 1.3.1. Man wéhle einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P), auf
dem ein austauschbares Paar (X, X’) von Zufallsvariablen mit Randver-
teilung pq existiert, d.h. es gilt (X, X’) 2 (X', X) und PX = py (= PX").
(Im Gegensatz zu Steins Original-Zugang gilt hier nicht P* = pu!)
Es seien F der R - Vektorraum aller messbaren, anti-symmetrischen
Funktionen F': (X x X, D®D) — (R, B) mit E[|F(X, X")|] < +o00, Fo C
Ly(X, D) ein Untervektorraum und « : Fy — F eine lineare Abbildung.
Weiter sei T : F — Li(p) gegeben durch TF(z) := E[F(X, X")|X = z]
und Ty := T o . Dann gilt fir alle f € Fy mit F := «f) wegen
F(X,X") z F(X', X) und wegen der Antisymmetrie von F'
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1.3 Die abstrakte Steinsche Methode

[ Trdn =

X

T(a(f))dpo = / E[F(X, X")|X]dP

Q

F(X, X')dP = / F(X', X)dP

:Q/F

also [, To(f)dpo = 0.

SO .

Wie der Raum Fy, das austauschbare Paar (X, X’) und die lineare Ab-
bildung o gewahlt werden sollten, muss dabei im Einzelfall entschieden
werden. Auferdem erhélt man auf diese Weise im Allgemeinen nicht zu
jedem h € Vg ein f € Lo(X,D) mit Tpf = h — [ hdpo.

Das zweite Verfahren zur Konstruktion eines Stein-Operators T} ist die
sogenannte Generator-Methode, welche von Barbour (vgl. [Bar88|) und
Gotze (vgl. [G6t91]) entwickelt wurde. Die Grundidee dieses Verfahrens
ist es, den Operator Ty als den Generator eines zeithomogenen Markov-
Prozesses (X;):>o mit stationdrer Verteilung py zu wihlen. Man definiert
dann fiir alle ¢ > 0 und alle ,geeigneten Funktionen f

Tif(x) := E[f(X¢)| Xo = 2]

Dann ist der Generator Ty des Markov-Prozesses (X;);>0 gegeben durch

1
Ty (x) = lim 1 (Tif ) = f(@)).

Ergebnisse aus der Theorie der zeitstetigen Markov-Prozesse besagen
dann:

(1) Eine Zufallsvariable X hat genau dann die Verteilung 9, wenn
E[Tof(X)] = 0 fiir alle f gilt, fir die Ty f deﬁniert ist.

(2) Fiir alle t > 0 ist Tyh — h = Tygs, wobei gy(x fo T h(x)du.
Lésst man auf beiden Seiten der Glelchung (formal) t— —|—oo gehen,
so folgt also [, hdug — h = Tog, wobei g(x) == [~ T,h(x)du.

Somit liefert die Generator-Methode nicht nur einen Stein-Operator, son-

dern auch einen Kandidaten fiir die Losung der zugehdrigen Stein-Gleichung,

némlich die Funktion fy,(z) := — [;° T,h(z)du.
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1.4 Anhang: Beweis von Lemma 1.2.4

zu (a): Wir wollen sup,cp supysg || forlleo < \/g zeigen. Da wir zundchst z € R
und A > 0 festhalten, schreiben wir vorerst f statt f, y sowie h statt h, . Es gilt:

xT

f@) = ﬁz (h(y) — N(1)p(y)dy
o _NW) |
= gp(x)_l h(y)e(y)dy 2(2) _z o(y)dy
b _ o)

—0o0

1.Schritt: Berechnung von N (h)
Es ist

z z4+A

Ny = [ ey = [ e+ [0 e

R —00 z

Z+A

— O(2)+ (14 ;)(@(z + ) —®(2)) + % /(—W(y))dy

z

= O(z)+(1+ ;)(@(z + ) —d(2)) + %(tp(z + ) —p(2)) (1.28)

= BN BN~ B(E) + ez 4N —(z)  (1.29)
= BN+ [ G-y (1.30)

z

2.Schritt: Berechnung von

o Fir z < zist G(z) = [7_ p(y)dy = O(x).
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o Fir z <z <z+ \ist

Ga) = o)+ [(1- L 0wy

o Firxz > z+ Mist

z+A

Gla) = 2(2)+ [ (1= E)elu)dy = N(h).

z

Somit erhalten wir fiir die Funktion f die beiden Darstellungen

ig(l — N(h)) fir xr < z
flz) = ig;(l — N(h)) + Wl(z) (2(®(x) — P(2)) + p(x) —p(z)) firz<z<z+A
1;2(;”)]\7@) fiirz > 2+ A
(1.31)
und
21— N(h) . - fiir v < 2
f(z) = ig;(l —B(z+ )+ z(z—y)w(y)dy—iéﬂgi)z Goy)e@dy o <r<z4A
_1;‘(1)36(5)]\7@) firx > 2+ A
(1.32)
Wir definieren die beiden Hilfsfunktionen H;, Hy : R — R durch
P(x
()

und
1= 2(x) d(-x) P(-2)

Hy(x) := = =
=T T e e
Diese sind offenbar beliebig oft differenzierbar. Ferner gelten die folgenden Aus-
sagen:

= H(—x).
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Lemma 1.4.1. (a) Die Funktion Hy erfillt Hi(x) > 0 fir alle x € R, das heifit
sie ist insbesondere streng monoton wachsend. Ferner ist sie strikt positiv mit
lim, o Hi(z) = 0 und lim,_, 1, H1(x) = +oo. Weiter gilt H{(z) > 0 fiir alle
r € R, so dass Hy auch strikt konvex ist.

(b) Die Funktion Hy erfillt Hy(x) < 0 fir alle x € R, das heifit sie ist insbesondere
streng monoton fallend. Ferner ist sie strikt positiv mit lim,_._ ., Ho(z) = 00
und lim, o Ho(z) = 0. Weiter gilt H)(x) > 0 fir alle x € R, so dass Hy
auch strikt konvex 1st.

Beweis: zu (a): Offensichtlich ist H; iiberall strikt positiv und erfiillt

lim H,(z) = +o0.
Wegen
lim &(x) = lim ¢(z)=0,

r——00 r——00

folgt aus den Regeln von de 1" Hospital

(b/
lim H(z) = lim /<x> = lim P(r) =
T——00 r——00 gp (_Qj') Tr——00 —x(p(x)

Weiterhin ist

p(r)? +zp(@)b(z) () + 2P(x)
p(r)? ()
Sei Z : R — R gegeben durch Z(z) := ¢(x) + 2®(z). Dann gilt

Hi(z) = =1+azH(x).

o
lim Z(x) = 0+ lim 2®(z) = lim (lac)
P'Hospital xl_i)_oo QOS) _ xl_if_noo ()
2
= 0

und
Z'(x) = —zp(x) + zp(x) + P(x) = &(z) >0
fir alle x € R. Somit ist Z(x) > 0 fiir alle € R und daher auch

A
Hi(x) = % >0 firallez € R,

60



1.4 Anhang: Beweis von Lemma 1.2.4

so dass H; insbesondere streng monoton wachst.
Weiter gilt

Hi@) = L1t 2By (@) = (o ()

dx x
p(2)(P(z) + zp(2)) + zp(2)2P ()
p(z)?

O(z) + wp(x) + 2°®(v)
p(z)

Sei Zy(x) := ®(z) + zp(x) + 2°®(x). Es gilt wieder nach 1’'Hospital

o
lim Zy(r) = lim 2°®(zx) = lim (lac)
r——00 r——00 r——0Q0 m_2
3
o(z —x
- Jim 23~ i St
3
= 0

und weiter

Zy(x) = ¢(z)+ (@) — 2%p(x) + 2°¢(z) + 22®(z)

fir alle € R. Somit ist auch Z(z) > 0 fiir alle € R und damit auch

at(a) = 25

fiir alle z € R und insbesondere ist H; strikt konvex.

zu (b): Wegen

>0

Hy(z) = Hi(—x)
ist auch Hs strikt positiv. Ferner gilt:

lim Hy(z) = lim Hi(z)=0

T—+00 r——00

und
lim Hy(z) = lim Hi(z)=+o0.

T——00 T—-+00
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Nach der Kettenregel gilt:

Hé(x) = —H{(—x) <0
sowie
H}(x) = H}(~z) > 0

fir alle z € R nach (a). Somit ist Hy streng monoton fallend und ebenfalls strikt
konvex.

U
Wegen 0 < N(h) < 1 und

fa) = {Hl(x)(l — N(h)) firz <z
Hy(x)N(h) firz > 2+ A
kénnen wir bisher festhalten:

® fi(=o0sz] ist strikt positiv, streng monoton wachsend und strikt konvex.
® filz+Ai+00) st strikt positiv, streng monoton fallend und strikt konvex.
o lim, . o f(z)=0

e lim, ., f(z)=0

e f nimmt an einer Stelle 2* € [z; z + )] sein globales Maximum an.

Somit miissen wir die Funktion f nur noch auf dem Intervall [z;z + A], wo sie
beliebig oft differenzierbar ist, auf ein Maximum hin untersuchen. Bisher haben
wir z und A als feste Parameter angesehen und es war x variabel. Unser Ziel ist es
zu zeigen, dass \/g eine obere Schranke ist von

supsup sup f.a(z) = sup sup far(2)
2z€R A>0 z€[z;2+)] zeR (z,\) €M \{(z,0)}
< sup sup f.a(x),

z€R (2 \)eM,

wobel wir fir x € R

M, ={(z,\) e Rx (0;400) : z<z<z+A}

definieren sowie f, o := f, setzen. Die Mengen M, sind offenbar offen in R2. Wir
verdndern nun unsere Betrachtungsweise und fassen x € R als (zunéchst festen)
Parameter auf und untersuchen die Funktion
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gy : M, — R mit 9:(2,A) = foa(x)

fiir zunéchst festes x als Funktion von (z,\) € M,. Es ist g, auf M, stetig,
wobei man die Stetigkeit von g, im Punkt (z,0) € 0M, mit Hilfe des Satzes
von der majorisierten Konvergenz und der Definition der Funktionen f, ) oder
Mithilfe des Mittelwertsatzes (fiir Funktionen einer Verénderlichen) angewandt
auf die Darstellungen (1.29) von N(h. ) und (1.31) von f,  sehen kann. In den
anderen Punkten ist sie aufgrund der Darstellungen fiir die Funktionen f, ) evident.
Anhand der Darstellungen der Funktion f, ) im Intervall [z;z + A] erkennen wir
ferner g, auf M, als beliebig oft stetig partiell differenzierbar. Ist somit (z,\) € M,
eine lokale Maximalstelle von g, so folgt

Vg.(z,A)=0.

Wir berechnen somit die partiellen Ableitungen
2 und 2

onJ 027"

und setzen diese gleich 0. Es gilt fiir (2,\) € M,

N(hop) = Bz +0) + 2(8(= +3) = B(2)) + 5 (p(= + 3) — ()

ist. Wir berechnen zunéchst die partiellen Ableitungen von N(h, )) nach z und
A.

Lemma 1.4.2. Fiir alle z € R und A > 0 gilt:

(a)

Whas) — 5 =2
= (el 4 N) — () 2Bz )~ B(=) > 0
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(b)
8Ng;z,,\) _ %/g@(t)dt
_ %((I)(z+)\)—<l>(z))>0

Beweis: zu (a):
ON(h.)
oA\

> 0

Es ist anschaulich klar, dass N(h, ) eine wachsende Funktion sowohl von A als
auch von z ist!

]

Nun koénnen wir auch die partiellen Ableitungen von ¢, nach A und z berechnen:

Satz 1.4.3. Es gqilt

(a)
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(b)

A .
0g:(2,N) _ L [ a0
9z Apla) ( O )Z/@(t)dt+z/cp(t)dt)

(c) Ist insbesondere (z,\) € M, ein Punkt mit Vg,(z,\) =0, so erhalten wir die
zueinander dquivalenten Gleichungssysteme

Z4+A T

() / o(t)dt = / o(t)dt
z+A T

A D) / to(t)dt = / to(t)dt (1.33)

und

(1.34)

>
&
=
5
N
>
|
5
I
[
5
&
|
5
&

Beweis: Es ist

gz n) = 20Ny + L (@) - 9(2) + ole) - l2)) -

Somit folgt

0g:(2,\) _ @ ON(h) 2 gy (s
i _ oo W ) —2()
1
- o P@) — ()

Lemma 1.4.2 (a)  ®(7)

1
= _@(m) 32 Z/(t — 2)p(t)dt — W Z/(Z —1)p(t)dt
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und
- v LR R R
Lemma 1.4.2 () _iégi 7/\g0(t)dt+ o) j p(t)dt
_ )\gpl(:z:) _®(a) 7Ago(t)dt+ / o()dt

Damit sind (a) und (b) gezeigt. Ist jetzt (z,\) € M, mit Vg,(z,A) = 0, so gilt
09:(2,\)  0g.(z,\)

ON 0.
Daraus folgt
Z+A @
O(x) / p(t)dt = /ap(t)dt
und Z+A @
0= | ®(z) / (t — 2)p(t)dt — /(t — 2)p(t)dt

Setzt man die erste in die zweite Gleichung ein, so erhélt man das zu diesen beiden
Gleichungen dquivalente Gleichungssystem

z+A

B(z) / S(t)dt

z
z4+A

A D) / b (£)dt

z

xT

/ o(t)dt

z

xT

/ b (1)t

z

welches das System (1.33) ist. Das dazu dquivalente Gleichungssystem (1.34) erhalt
man hieraus durchs Auswerten der Integrale.
[
Wir geben nun eine Konstante S € (0; +00) an mit

9u(2,A) <8
fiir alle z,z € R und A > 0.
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Satz 1.4.4. Fir jedes x € R gilt

o(t)

sup  gz(z,A) < S :=sup —=(1 — D(1)).
(5N M, wer P(t)
Beweis: Wir machen die folgende Fallunterscheidung;:
Fall 1: Die Funktion g, nimmt ihr globales Maximum in einem Punkt (z, \) € M,
an.
Dann gilt

Vg.(z,A) =0.

Indem wir in die Gleichung fiir g, die Gleichungen aus dem System (1.34) ein-
setzen, die ja in solch einem Punkt nach Satz 1.4.3 erfiillt sind, erhalten wir

ga(2)) = igi (1= N(ho) + 55 ((8(e) = B() + 0(2) = (2)
= 28 (1042 = 20+ )~ 00:) — 5otz 0~ 6l )
4—A&@0M@@@+A%4Mdh+i$;W@+M—¢®»
_ ig%1—¢@+xn

— Hy(z)(1 - ®(z+N).

Da nach Lemma 1.4.1 (a) die Funktion H; streng monoton wachsend ist und
xr < z+ A gilt, folgt hieraus

9z(2,\) < Hi(z+ N1 —=P(2+ ) = %(1 —d(z4+ M) <SS,

wie gewiinscht. o
Fall 2: Die Funktion g, nimmt ihr Maximum auf dem Rand 0M, an.
Es gilt:

OM, = 0M, = {(z,\) : z=z2}U{(z,\) : 2 =2+ )}
(a) z = a: Dann gilt nach Gleichung (1.31):

gw(zv )‘) = iéi; (1 - N(hz,)\>> = igzi (1 - N(hz,)\))
) | g
< ZH50-e()<s
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(b) & = z+ A: Dann gilt nach Gleichung (1.31):
1—®(z4+ )

1—-®(z+ ) B
B EESY O(z+ )
< S

Fall 3: Die Funktion g, besitzt kein Maximum.
Da die stetige Funktion g, auf jedem Kompaktum K C M, ihr Maximum an-
nimmt, geniigt es, das Verhalten von g,(z, A) fir ||(z, A)|| — +00 zu analysieren.

Es sei also ((zn, An))nen eine Folge in M, mit

lim ||(zp, \n)|| = +00.

Wegen der Bedingung

<z <z,+ A, fuiralle neN

sind nur zwei Situationen denkbar:
(a) (2n)nen beschrinkt und A, "= 400
(b) zn " —cound N\, > — 2, — 400

Wir wollen nun zeigen, dass in beiden Situationen (a) und (b) jeweils

lim g,(z,, A\n) =0

n—oo

und damit insbesondere

lim sup gx(zna )\n) < S

n—oo

gilt.

Beweis: zu (a):

Ist y € R, so gibt es wegen der Eigenschaften der Folgen (z,)nen und (A,)nen
ein ng € N, so dass fiir alle n > nyq gilt:

Yy <z, oder z,<y<z,+A\,
Ist y < 2z, s0ist h,, z,(y) = 1. Fir z, <y < z, + A, gilt

th,/\n(y) =1- Z”)\_ / = 1

n
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Somit erhalten wir fiir jedes y € R, dass

lim h,, 5, (y) =1

n—oo

gilt. Es ist ¢ eine integrierbare Majorante fiir die Folge von Funktionen (%, x, ¥)nen,
so dass nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz folgt:

Ntz = [ oo 0el)y =3 [ o)y =1

R R
Indem wir nun wieder den Satz von der majorisierten Konvergenz anwenden auf

die Folge ((hz, r, — N(hz,.1,))¥)neny und wieder mit der gleichen Majorante ¢, so
ergibt sich

Gl de) = ol :{Lézm N n))o(w)dy

/uﬂwww

—0o0

n— o0 1
o(r)
0

zu (b): Es sei y € R. Dann gibt es ein ng € N mit
2 SY < Znt Ay

fiir alle n > ng. Fiir n > ng ergibt sich:

Y — Zn Y — Zn
Y
P n—oo 0_1
= 1-— = l———=0
z _ 0—1

so dass

lim h,, », (y) =0

n—oo

gilt. Wie bei (a) erhélt man hieraus durch majorisierte Konvergenz zunéichst

lim N(h,, ) =0

n—oo

und dann auch
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lim g, (2, An) = lim —— / (oo (9) = N () o)y = / (0-0)p(y)dy = 0.

n—o00 n—0o0 gp ($) E

Dies beendet den Beweis von Satz 1.4.4

Es muss somit nur noch gezeigt werden, dass S < \/g gilt!

Satz 1.4.5. Definiere die Funktion g : R — R durch

9(2) = )(1 —®(2)).

S = llgllo = I9(0)] = @

Beweis: Offenbar ist g auf ganz R strikt positiv. Wegen

()0 = 0(2) | (- RENPE)

90=2) = =5 o(2)

geniigt es, z > 0 zu betrachten. Es gilt weiter

Dann gilt:

lim ¢g(z) = lm Hy(z)- lim ®(z) =0.

z—-+00 z——+00 z——+00

Fiir jedes z € R gilt weiterhin

g(z) < r 9(0)

Es ist

hi(0) =0 = lim hy(z)

zZ—-+00

und weiter
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—iha(2)
Weiter ist
T
e = -5+ 200
>0 fir z < 2z
= — Z—i— 2 e_é =0 firz=1z
] ,_27'{' ) 0 >
<0 fir z > 2z
wobei

/ 4
20 ‘= 210g(%) )

wie man leicht nachrechnet. Somit ist hgp..,) streng monoton wachsend und
R2|[z:+00) Streng monoton fallend. Wegen hy(0) = 0 und lim, ., ho(2) = —o0
muss es ein z; > 2o geben mit hy(z) > 0 fiir alle 0 < z < z; und hs(z) < 0 fiir alle
z > z1. Wegen b} = ¢ hy ist z; die einzige Nullstelle von A} und daher eine lokale
Maximalstelle von hy. Wegen hy(0) = lim,_ ;. h1(z) = 0 gilt somit hy(z) > 0 fiir
alle z € [0;+00), so dass g(z) < /7 fiir alle z € R folgt.

zu (b): Wir wollen

]

HZdR fz,)\||oo S 1

fiir alle z € R und A > 0 zeigen. Dies geht genauso wie der Beweis von Lemma
1.1.3. Wir werden zunéchst (allgemeiner) zeigen, dass fiir beliebiges beschranktes
und absolut stetiges h : R — R mit zugehoriger Stein-Losung f;, gilt:

|lide - falloo < [Ih = N(h)[loo

Fiir f;, haben wir die beiden Darstellungen

x —+o00
mmzj%lmw—NWM@@z—iajmw—NWM@@.
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Fir z > 0 haben wir

o0

p(z)

T

o)z / yo(y)dy

T

= Nl

T

] / (h(y) — N(0)o(y)dy]
< 7 1h = N (W)l (w)dy <
. Hh—wf(v;)hmoo 7% )y — =Nl
- 10 MOl iy
[

|

Analog ergibt sich fiir x < 0

falz)] = @% (h(y) — N(h)p(y)dy]

IN

T

IN

() |z]

= M/(—y)w(y)dyz

Wir haben fiir z = 0 die Ungleichung

72
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M_i || — N (h)[| ot (y)dy <

1A = N (W)l

p(z)

/x e(y)dy

—0oQ0

||h—N(h)Hoo/M (y)dyzl\h—N(h)Hoo [

@) / :—iw(y)dy

—0o0

1A = N (W)l

2] ()
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(0)] = @ré (h(y) — N())p(y)dy g@i / Ih(y) — N(B)le(y)dy

1
< Vb - Nl 5

_ \@Hh—m)nm.

Insgesamt haben wir somit gezeigt, dass fiir alle x € R gilt:

[fn(@)] < [lh = N(h)llooS(2),

wobei

S(z) = {%I fir . #0

g firz=0

ist. Fiir  # 0 gilt somit

[z fu(@)| < |[h = N(h)]]o
und fiir x = 0 gilt

|z fn(z)] =0 < [|h = N(h)]| -
Insgesamt folgt

|lide: - falloo < [l = N(h)[| -

Ist nun h = h, y, so ist

lh = N(W)llo <1,

woraus sofort die Behauptung folgt.

zu (c): Wir mochten ||f] [ < 2 zeigen. Fiir jedes » € R gilt nach der Stein-
Gleichung;:

fox(@) = 2 for(@) + hoa(z) = N(hen)
so dass aus (b) und ||k, x — N(h, )| < 1 folgt:

|f;,)\<37)| < ||idR fz,/\Hoo + th,A - N(hz,A)Hoo <l+1=2
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Bemerkung 1.4.6. (i) Es ist nicht schwierig zu sehen, dass die Konstante
in der Aussage (a) optimal ist. Dazu betrachte man fir z € R die Funktio
h. und die zugehorige Steinlosung f,, welche gegeben ist durch

3 ool

fla) = ﬁ / (ha(y) — N(h))o(y)dy

— 00

{%(1 — () firz<z {Hl(x)(l _3(2)) fire <z
0 (p(2))  firz >z | Ha(2)(®(2)  firz >z,

()

wobei Hy und Hy die Funktionen aus dem Beweis von Lemma 1.2.4 (a) sind.
Aus den Eigenschaften dieser Funktionen folgt, dass die Funktion f, thr glo-
bales Mazimum im Punkt z annimmt mait

fo(z) = (1—9(2)) = g(2).

Wir haben weiter oben gesehen, dass

52£9(2> =g(0) =

ool 3

ist. Fiir jedes z € R qilt ferner:

lim N(h,,) = 9{% O(z+ )+ ;((I)(z +A)=D(2)) + %(go(z +A) —p(2))

= B(2)+ 20 (2) + () = B(2) + 20(2) — 2(2)
= ®(2) = N(h.)

Sei x* = x*(z, \) die Mazimalstelle der Funktion f, . Wir wissen, dass dann
x* € [z;2+ A gilt. Es gibt somit ein ty € [0;1] mit

rt=1a"(z,\) = 2+ 1HA.

Auflerdem wissen wir, dass

(@) = (1 —=N(h.p)) +
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gilt. Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung existieren ferner &, my €
[0; 1] mit

O(z") —P(z) = P(z+t\) —D(2)
= t,\/\¢>'(z + f)@f))\) = t)\/\QO(Z + 5)\15)\)\)

und

(x*) —p(z) = w(z+tA) —e(2)
= HAP (2 + M) = =LAz + Mt @(z + mataN)

Fiir die beiden letzten Summanden in f, \ ergibt sich somit, wenn man noch
die Stetigkeit der Funktion ¢ sowie die Tatsache, dass

lim 2" (2, \) = 2
AN0

gilt, ausnutzt:

lim o) (2(2(z%) = @(2)) + p(2") — ©(2))

1
- o(2) i{% tr (zp(z + EitAN) — (2 + mtaN) (2 + mataN))

= 0,

denn die Zahlen ty,&\ und ny sind allesamt im Intervall [0; 1] eingesperrt. Fir
den ersten Summanden erhalten wir nach obigem Resultat fiir den Grenzwert
von N (h, ) wieder aus Stetigkeitsgrinden

T P 1 PRSRRY ' PR
}\\0 (,O(Jf*> (1 N(hzy)\)) QO(Z)( N(h‘z)) QO(Z) (1 (I)( ))7
so dass
N O PP

gezeigt ist. Fiur z = 0 ergibt sich somit insbesondere
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: ooy = 20, _
;%fo,A(x ) = fo(0) = 90(0)“ ®(0))

und daraus die Optimalitdt dieser Schranke.

ool 3

(ii) Es lisst sich zeigen (vgl. [BC05]), dass fir die Familie (f,).cr das Supremum
der Ableitungen gegeben ist durch

sup || f2lloo = 1.
z€R
Dies ldsst vermuten, dass in Analogie zur Aussage (a) von Lemma 1.2.4 auch

sup [ f2 1]l = 1
z€R

gilt. Unter Verwendung derselben Methoden wie fir die Familie der Funktio-
nen selber, habe ich dies leider (noch) nicht zeigen kénnen.
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1.5 Anhang: Beweis von Satz 1.2.5

Beweis: Wir definieren zunéchst fiir nicht-negatives, messbares

f: (X xY Ay ® Ay) — (R,B) die Abbildung g; : (X, Ax) — (R,B) durch
g¢(z) == E[f(z,Y)]. Da die Abbildung Y > y — f(z,y) € R fiir jedes feste x € X
Ay — B -messbar ist, ist g; wohldefiniert fiir jedes nicht-negative, messbare f. Wir
zeigen durch algebraische Induktion, dass gy Ay — B -messbar und eine Version
von z — E[f(X,Y)|X = z] ist.

1.Schritt: Sei f = 1445 mit A € Ay und B € Ay. Dann gilt fiir alle z € X

95(x) = E[La(2)1p(Y)] = 1a(x) - P(Y € B)

Somit ist gy Ay — B -messbar. Ist ferner {X € F} = X Y(F) € o(X) mit
F e Ay, so folgt

/ gleB(X>dP = / 1A(X)P(Y S B)dP
{Xxer} {XeF}
— P(Y€eB)-P(Xec FNA)"™" P(X e FNA,Y € B)

= POGY) € ((Fn )% B) = [ Linayen(X. V)P

— /1m4(X) : 1B(Y)dP=/1F(X)1A(X>1B(Y)dP
Q Q

_ /1A(X)13(Y)dP= / f(X,Y)dP

{XeF} {XeF}
Insgesamt ist gf daher eine Version von z — E[f(X,Y)|X = z].
2.Schritt: Sei
D:={C e Ax® Ay : g1, erfiillt die gewiinschte Eigenschaft}

Wir behaupten, dass D ein Dynkin-System ist:
e Nach dem ersten Schritt gilt X x Y € D.

e Essei C' € D. Dann gilt fiir alle x € X

Gice () = Elloe(2, V)] =1 = Ello(z,Y)] = 1 = g1.(2)
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und somit ist auch gy, messbar. Ist wieder {X € F'} € o(X), so folgt

/ G (X)dP = / (1— g1 (X))dP = P(X € F) - / g (X)dP

{XeF} {Xer}) (Xer)
P pXeF) - / 16(X,Y)dP = P(X € F) — / (1—1ee(X,Y))dP
{XeF} {XeF}
= P(XEF)-P(XeF)+ / lee(X,Y)dP = / lee(X,Y)dP

{XeF} {XeF}

Somit gilt auch C°¢ € D.

e Sei (C))nen eine Folge paarweise disjunkter Mengen aus D und sei
C := U,en Cn- Dann gilt fiir alle x € X

gic(x) = Elle@Y)]=E[° ¢, (2,Y)]

neN ~n
= ED_lg,(z,Y)]
n=1
mon.:Konv. Z E[lcn (.T, Y)}
n=1

= Z J1c, (z),
n=1

so dass g;,. als Reihe messbarer Funktionen wieder messbar ist. Weiter gilt
fir alle {X € F'} € 0(X)
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/ G0 (X)dP = / S 16(X) i, (X)dP ™o 3 / 1r(X)gre,, (X)dP
(XeF) Q =1 n=1g
=Y / i, (X)dp TP / 1c, (X,Y)dP
"=lixer "=lixer

=Y / 10(X)1c, (X,Y)dP mEo / 1p(X) > e, (X,Y)dP
n=1 Q Q n=1

= / le, (X, Y)dP = / 1o(X,Y)dP
(xery ™! (XeF}
Somit gilt auch C' = |J,cy Cn € D und D ist ein Dynkin-System, welches

den durchschnittstabilen Erzeuger R := {Ax B : A € Ay,B € Ay} von
Ax ® Ay enthilt und somit folgt D = Ay @ Ay.

3.Schritt: Sei f eine nicht-negative Treppenfunktion, d.h. es gibt ein s € N,
Mengen C,...,Cs € Ay @ Ay und oy, ..., a5 > 0 mit f = 25:1 a;lc,. Dann gilt
fir alle x € X

9y(@) = Elf@Y)] = B[y asle, (@, Y)

= ZO&jE[le (QZ,Y)] = Zajglcj (l’)

D.h. gf ist als Linearkombination messbarer Funktionen messbar. Ferner gilt
wegen der Linearitit der bedingten Erwartung

EFCYVIX] = BIY ayle (X, V)IX] = 3 ayElle (X, V)]

2.Schritt -
2N g1, (X) = gp(X),
j=1

so dass gy als Version von z — E[f(X,Y)|X = z] erkannt ist.
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4.Schritt: Sei f messbar und nicht-negativ. Dann gibt es eine monoton wach-
sende Folge (f,)nen nicht-negativer Treppenfunktionen, die punktweise gegen f
konvergiert. Dann gilt aber auch fiir alle x € X, dass f,(x,:) / f(x,-), so dass
aus dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt:

95 (@) = Elfu(z,Y)] /" E[f(2,Y)] = g¢(x)

Somit ist g; als punktweiser Limes messbarer Funktionen wieder messbar. Weiter
gilt fiir beliebiges {X € F} € 0(X)

g5(X)dP = / 1p(X)gy(X)dP

{XeF} Q
mon.zKonv. lim 1F(X)gfn (X)dP = lim gfn(X)dP
Q {XeF}
3Schritt . fo(X,Y)dP = lim /1F(X)fn(X, Y)dP
{XeF} Q
- /1F(X)f(X,Y)dP: / f(X,Y)dpP
Q {XeF}

Dabher ist g eine Version von z — E[f(X,Y)|X = z].

Sei jetzt f so wie im Text des Satzes. Nach Voraussetzung gilt:

+o0 > BV = [IfCnY )l

= [ 1FelaP e y)

XxY

2 [\l dPY © P )
XxY

Fubini

: )P () | dP¥ (o),
Y

d.h.esist [, |f(z,y)|dPY (y) < +oo fiir PX - fa. z € X Wegen
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[15wlaP’ @) = [ 15 Y)ldP = Elf@.Y)) = g (2)
y Q

ist die Abbildung « — [}, |f(z,y)[dP" (y) = g)si(z) nach dem oben Gezeigten
Ax — B - messbar und somit ist

G = {gm < +oo} € Ay
mit P¥(G) = P(X € G) = 1.
Da G,G° € Ay sind und die Nullfunktion messbar ist, muss fiir die Messbarkeit
von hy nach einem Resultat aus der Mafstheorie nur noch gezeigt werden, dass die

Einschréankung h¢|G messbar beziiglich der Spur-o - Algebra Ax|G ist. Fiir z € G
gilt aber

hy(e) = Elf(x,Y)] = E[(f(z,Y))"] = B[(f(2,Y))"]
= E[f"(@,Y)] = Elf (2,Y)] = gp+(x) = gp-(2),

so dass h¢|G = gs+|G — g¢-|G als Differenz zweier messbarer Funktionen wieder
Ax|G — B - messbar ist, denn die Einschrénkungen gs+|G und g¢-|G sind messbar
beziiglich Ax|G.

Sei schliefslich wieder {X € F'} € o(X) beliebig. Dann gilt wegen P(X € G) = 1:

[ mar = [ m0ap [ (g0 - g (X)aP
{XeF} {XeFNG} {XeFNG}
= / gp+(X)dP — / g5 (X)dP
{XeFnG} {XeFNG}
= /gf+(X)dP— / g5 (X)dP
{XeF} {XeF}
St / FHX,Y)dP — / f(X,Y)dP
{XeF} {XeF}
— / F(X,Y)dP,
{XeF}

d.h. es ist hy(X) eine Version von E[f(X,Y")|X] und somit hy eine Version von
z+— E[f(X,Y)|X = z|. Damit ist der Satz bewiesen.
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1.6 Anhang: reelle Funktionen

In diesem Abschnitt wollen wir an die Definitionen bestimmter Klassen reeller
Funktionen erinnern, einige Resultate vorstellen und Zusammenhénge zwischen
diesen Klassen beleuchten. Es sei I C R ein Intervall, das mehr als einen Punkt
enthalt.

Definition 1.6.1. Eine Funktion f: I — R heifit
(i) stickweise stetig, wenn es zu jedem kompakten Teilintervall J = [a;b] C I

Punkte xg,x1,..., 2, € J gibt mit a =29 < 21 < ... < T, = b und so, dass
alle eingeschrinkten Funktionen f|(x;_1;x;), ¢ € {1,...,m}, stetig sind.

(i) stiickweise stetig differenzierbar, wenn es zu jedem kompakten Teilintervall
J =la;b] C I Punkte xg,x1,...,Tm € J gibt mita =x¢0 < x1 < ...<xp=>
und so, dass alle eingeschrinkten Funktionen fl|lx;_1;z], i € {1,...,m},
stetig differenzierbar sind.

(111) absolut stetig, wenn es fir jedes kompakte Teilintervall J = [a;b] C I und zu
jedem € > 0 ein § > 0 gibt, so dass folgendes gilt:
Sindn € N und xg,x1,...,2, € J mit xo <1 < ... < x, und
Yo (w —ximq) <6, soist

Z |f(x:) — flwia)| <e.

(iv) Lipschitz-stetig, wenn es ein L € [0;400) gibt mit

|f(z) — f(y)| < Llz — y| fir alle x,y € I.

Man nennt L dann eine Lipschitz-Konstante zu f.

Bemerkung 1.6.2. (i) Nach unser Definition ist eine stickweise stetig diffe-
renzierbare Funktion automatisch auch stetig, da wir gefordert haben, dass
die auf das abgeschlossene Intervall [z;;x;11] eingeschrinkte Funktion ste-
tig differenzierbar ist.

(i1) Ist f : I — R Lipschitz-stetig, so heifst

Ly :=inf{L € [0;+00) | L Lipschitz-Konstante fir f}
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1.6 Anhang: reelle Funktionen

die minimale Lipschitz-Konstante zu f. Es ist Ly stets auch eine Lipschitz-
Konstante zu f. In der Tat, ist € > 0, so ist L. :== Ly + ¢ eine Lipschitz-
Konstante zu f. Somit gilt fiir alle z,y € I:

f(x) = fy)] < Lz —yl=(Ly+e)|z—yl
e\.0
= Lyslo —y|+elr —y| — Lglz —yl,

also
|f(x) = f(y)] < Lglz —yl.

(111) Ist f: 1 — R Lipschitz-stetig mit Konstante L, so ist f auch absolut stetig.
denn: Sei e > 0. Wahle § == LLH Sind dann xo < x1 < ... < x, Punkte aus
ITmit Y (@, —x_1) < 0, so folgt

Z [f(@i) = flaima)| < Z Llz; — x| = LZ(% — Ti1)
=1 1=1 1=1

€
L) =L—— .
< L+1<€

O

Die Klasse der absolut stetigen Funktionen ist deshalb so bedeutsam, weil sie
genau aus den unbestimmten Integralen der Lebesgue-integrierbaren Funktionen
besteht. Dies ist eine Teilaussage des Haupsatzes der Differential-und Integralrech-
nung fiir das Lebesgue-Integral (vgl. Satz 1.6.4 ). Es gilt zunéchst:

Satz 1.6.3. Jede absolut stetige Funktion F : I — R ist X\ - f.i. differenzierbar.
Setzt man F'(z) := 0, wenn F in x nicht differenzierbar ist, so ist die Abbildung
F' . I — R Lebesgue-messbar.

Wir formulieren nun den Haupsatz der Differential-und Integralrechnung fiir das
Lebesgue-Integral.

Satz 1.6.4 (HDI fiir das Lebesgue-Integral). Seien a < b reelle Zahlen und I :=
[a; b]. Dann gilt

(i) Ist f: I — R Lebesque-integrierbar und definieren wir F : I — R durch

Fla) = [ f(0yt,

so ist F' absolut stetig und es gilt F'(z) = f(x) fir \ - fast alle v € I.
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(i1) Ist F': I — R absolut stetig, so ist F' : I — R Lebesque-integrierbar und es
qilt fir alle x € T

xT

m@:m@+/ﬁ@w

a

Fiir einen Beweis dieses wichtigen Satzes sei auf die Literatur verwiesen, vgl.
etwa [Els05] oder [HS75].

Wir verwenden die Aussage (ii) von Satz 1.6.4 in dieser Arbeit des Ofteren still-
schweigend, indem wir fiir eine absolut stetige Funktion A : R — R eine Differenz
als Integral iiber die Ableitung schreiben, also

Y

m@—mw:/w@ﬁ.

Es sei darauf hingewiesen, dass dies fiir stetige Funktionen h, deren Ableitung
fast iiberall existiert und Lebesgue-integrierbar ist, nicht gelten muss. Als Ge-
genbeispiel lasst sich etwa die stetige Cantor-Funktion anfiihren, die fast iiberall
differenzierbar ist mit Ableitung 0. Daraus erhdlt man auch Beispiele streng mono-
ton wachsender stetiger Funktionen, deren Ableitungen fast iiberall exisitieren und
integrierbar sind, aber obige Eigenschaft nicht besitzen. Fiir Details und Beweise
dieser Tatsachen sei wieder auf [Els05] verwiesen.

Wir wollen nun noch zeigen, dass fiir Lipschitz-stetige Funktionen i die minimale
Lipschitzkonstante L;, mit der Supremumsnorm der Ableitung A’ iibereinstimmt.

Proposition 1.6.5. Sei h : I — R Lipschitz-stetig mit minimaler Lipschitz-
Konstante Ly. Dann ist h \ - f.i. differenzierbar und es gilt

Ly, =[]l -

Beweis: Nach 1.6.2 (iii) ist ~ absolut stetig, also nach Satz 1.6.3 f.i. differen-
zierbar. Wir setzen wieder h'(x) := 0 fiir alle € I, in denen h nicht differenzierbar
ist. Dann gilt nach Satz 1.6.4 (ii) fur alle z,y € I:

Ih(z) — h(y)] = | / W(t)dt] < | / ()t < |1W]| 1o — 9]
Yy Yy
also

Ly < (|7 ]l -
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Fiir die andere Ungleichung wahle man zu beliebigem ¢ > 0 ein x. € I mit
| (z)] = |7 ]| — € -
Sei weiter 0 # t. so gewdhlt, dass x. + t. € [ ist und, dass

h(z: +t.) — h(x.)

h'(x.) — <e
le
ist. Dann gilt
h(z. +t.) — h(z.
podl-e <« [Hestid b
le
|t
< Lyt =L,
|t

also insgesamt:

[[W[|so < | (x)| + € < Ly + 2.

Da ¢ beliebig klein gewéhlt werden kann, folgt auch ||A/||o < Lp.
O
Nun behandeln wir noch als Beispiel die Klasse der Funktionen h, y:

Beispiel 1.6.6. Fir A > 0 und z € R sei die Funktion h, 5 : R — R gegeben durch

1 fir x <z
hoa(z) =1 -2 firz<z<z4+A
0 firx>2z+ A\

Dann ist h, \ Lipschitz-stetig mit minimaler Lipschitz-Konstante
Ly = |1, \lloo = 5-

Abschliefsend wollen wir noch zeigen, dass eine stiickweise stetig differenzierbare
Funktion f immer auch absolut stetig ist.

Satz 1.6.7. Es sei f : I — R eine stiickweise stetig differenzierbare Funktion.
Dann ist f auch absolut stetig.

Beweis: Sei J = [a;b] C I ein kompaktes Teilintervall von I. Nach Vorausset-
zung existieren Punkte

a=xg<r1<...<T, =0,
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so dass fiir jedes i € {1,...,m} die Einschrénkung

9i = filwi_is]

stetig differenzierbar ist. Somit ist

M := max [|g}]|ec < +00.

i=1,....m

Wiéhle nun zu vorgegebenem ¢ > 0

€
0= )
M+1
Seien dann
a<tog<t1<...<t,<b

mit

Z(tj — tj—l) <90.

j=1

Dann gibt es fiir jedes j € {1,...,n} genau ein ¢; € {1,...,m} mit

tj < [371']-—1; $ij) .

Ist i; = 4;_1, so folgt aus dem Mittelwertsatz die Abschétzung

[F(t5) = (-0 = 1gi,(t5) = g5, (L—1)| < |19, ooty — tj—1) < M(t; — t5-1) (1.35)

Ist andererseits i; > 7;_1, so folgt:

£ = Pl = 1£(t5) — Foy1) + Z (Fla) = Fr)
b fa) ~ S
< 1) — Flwy )|+ Z f ) — Flana)
b ) — Ft)]
= 19i;(t;) — gs;(wi;-1) | + Zl |gi(z1) — gi(@1-1))
T S (1.36)
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Wieder mit dem Mittelwertsatz kann man nun (1.36) wiefolgt weiter nach oben
abschétzen:

ij—1
1F(t) = ft-)] < Mg ot — i)+ D [lgillso(zr — 21-1)

l:ij_1+1
+ ||g;j_1||oo(l‘ij—l - t]_l)

ij—1
< M| (G—m0)+ Y, (=) + (@, —t)

l:ijfl"rl

= M(t; —tj-1) (1.37)

Aus (1.35) und (1.36) ergibt sich nun, dass

Z |f(t;) = f(t;)] < ZM(%' — i) =My (t;—t;)

M
< Méb=

e<e

ist.
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2 Darstellungstheorie und der
random walk auf endlichen
Gruppen

In diesem Kapitel geben wir eine umfassende Einfiihrung in die Theorie der Dar-
stellungen endlicher Gruppen. In diesem klassischen Teilgebiet der Mathematik
versucht man eine Gruppe G dadurch besser zu verstehen, dass man sich die Ak-
tionen dieser Gruppe auf (endlich-dimensionalen) Vektorrdumen ansieht. Wir be-
trachten hier nur den Fall, dass der dem Vektorraum zugrunde liegende Korper
der Korper C der komplexen Zahlen, also ein algebraisch abgeschlossener Korper
der Charakteristik 0, ist. Diese Einschrankung ist jedoch fiir viele der vorgestellten
Resultate nicht notwendig. Auch die geforderte Endlichkeit der Gruppe G wird fiir
manche Satze nicht benotigt. Wir werden jedoch nicht darauf aufmerksam machen,
welche Resultate auch unter schwéicheren Bedingungen gelten, sondern verweisen
auf die Literatur, wie zum Beispiel [Ser77| fiir die allgemeine Darstellungstheo-
rie endlicher Gruppen bzw. [Sag01] oder [Jam78]| fir die Darstellungstheorie der
symmetrischen Gruppe. Nachdem wir in Abschnitt 2.1 die allgemeine Darstellungs-
theorie endlicher Gruppen relativ ausfiihrlich entwickelt haben, betrachten wir in
Abschnitt 2.2 den uns am meisten interessierenden Fall der symmetrischen Gruppe
S». Die Motivation, sich im Rahmen der Stochastik mit Darstellungstheorie (insbe-
sondere der symmetrischen Gruppe) zu beschéftigen, geben wir erst in Abschnitt
2.3, wo wir uns ein konkretes Modell fiir das Mischen von Kartenspielen ansehen
werden, welches uns zu einem sogenannten random walk, einer Markov-Kette auf
der S,, fiilhren wird. Die Analyse dieses Modells, welche auf Persi Diaconis und
Mehrdad Shahshahani (vgl. [DS81] und [Dia88|) zuriickgeht, verwendet schlieflich
Begriffe und Resultate aus der Darstellungstheorie der symmetrischen Gruppe.
Desweiteren wird der titelgebende Begriff des character ratios vorgestellt und sei-
ne Bedeutung fiir die Konvergenzgeschwindigkeit des random walk auf S, gegen
die Gleichverteilung erlautert.
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2 Darstellungstheorie und der random walk auf endlichen Gruppen

2.1 Darstellungstheorie endlicher Gruppen

Falls nicht ausdriicklich anders erwéahnt, bezeichne im Folgenden stets GG eine end-
liche Gruppe der Ordnung n := |G| € N und alle auftretenden Vektorraume seien
endlich-dimensional {iber dem Korper C der komplexen Zahlen.

2.1.1 Definitionen, erste Eigenschaften und Beispiele

Definition 2.1.1. (a) Es sei V' ein endlich-dimensionaler C-Vektorraum. Eine

(b)

Darstellung von G in 'V ist ein Gruppenhomomorphismus

0:G— GL(V)
Dabei ist
GL(V):={f:V =V . fist C-linear und bijektiv}

die Gruppe aller C-Vektorraum-Automorphismen auf V.

Die Zahl d, := dimc (V') nennt man die Dimension oder auch den Grad der
Darstellung o. Manchmal nennen wir auch das Paar (V, o) eine Darstellung
von G.

Es sei d € N. Unter einer Matriz-Darstellung von G der Dimension d verste-
hen wir einen Gruppenhomomorphismus

X:G— GL(d;C),

wobei GL(d; C) die Gruppe aller invertiebaren d x d-Matrizen mit Eintrigen
in C bezeichnet.

Bemerkung 2.1.2. (i) Wir wollen uns davon tberzeugen, dass Darstellungen

90

und Matriz-Darstellungen von G im Wesentlichen dasselbe bedeuten:
Sei zundchst

0:G— GL(V)
eine Darstellung von G im Sinne von Definition (2.1.1) (a) und es sei

B:(U17"'7Ud>

eine Basis von V. Fiir einen Endomorphismus ¢ € Endc (V') bezeichne Mg(y)
die darstellende Matriz von ¢ beziglich der Basis B. Ist ¢ € GL(V'), so gilt



2.1 Darstellungstheorie endlicher Gruppen

bekanntlich Mg(p) € GL(d;C), das heifst man kann Mg (genauver die Ein-

schrankung davon) auffassen als Abbildung

Mp: GL(V) — GL(d;C)
FEine wichtige Rechenregel besagt, dass fiir @, v € Endc(V) gilt:

Mp(y o) = Mp(y) - Ms()
Dies heifit gerade, dass die Abbildung
Mg : GL(V) — GL(d;C)

ein Gruppenhomomorphismus ist und dieser ist bekanntlich sogar ein Iso-
morphismus. Indem wir nun die Darstellung o mit Mg verkniipfen, erhalten
wir eine Abbildung

X :=Mgop:G— GL(d;C),

welche als Komposition zweier Gruppenhomomorphismen wieder ein Grup-
penhomomorphismus, also eine Matriz-Darstellung von G ist.
Es sei umgekehrt

X :G— GL(d;C)

eine gegebene Matriz-Darstellung. Dann setzen wir

V.=’
und bemerken, dass fir jedes A € GL(d;C) durch

0a:C' = C? z— Az

ein Automorphismus @ € GL(V') gegeben ist. Weiterhin ist die Abbildung

& :GL(d;C) — GL(V) A o4

offensichtlich ein Isomorphismus von Gruppen, so dass die Verkniipfung

0:=Po0X:G— GL(V)

einen Gruppenhomomorphismus, das heift eine Darstellung von G 1m Sinne
von Definition 2.1.1 (a) liefert.
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(i1) Ist o + G — GL(V) eine Darstellung von G, so ist fir jedes g € G der
Endomorphismus o(g) diagonalisierbar. In der Tat, wegen n = |G| < oo gilt
nach dem kleinen Satz von Fermat

g" =1 fir jedes g € G

und somit auch

idy = o(1) = o(g") = o(9)",

das heifst das Polynom

fi=X"—1€C[X]

wird von dem Endomorphismus o(g) annuliert. Da C algebraisch abgeschlos-
sen ist, existiert die Jordansche Normalform von o(g) und das Polynom f
wird vom Minimalpolynom myg von o(g) geteilt.

Nun hat f wegen

nur einfache Nullstellen, ndmlich genau die n-ten Einheitswurzeln in C. So-
mit sind auch alle Nullstellen in myg) einfach und, da die Vielfachheit einer
Nullstelle im Minimalpolynom der Grofle des grifsten Jordan-Kdistchens zu
dieser Nullstelle entspricht, folgt, dass die Jordansche Normalform von o(g)
eine Diagonalmatrix ist.

]
Wir schauen uns zwei Beispiele fiir Darstellungen an:

Beispiel 2.1.3. (a) Sei G =S,, und d = n. Wir betrachten die Matriz-Darstellung
X :S, — GL(n;C) mit

X(m) = (ex)| - - - |€n(n))-

Dabei bezeichnen eq, . . ., e, die Standardbasisvektoren des C". Dass X wirklich
eine Matriz-Darstellung definiert, lisst sich leicht nachrechnen:
Seien o, € S,,. Dann gilt:

(X(m00))ij = i, (mo) ()
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und

n n

(X(m) - X(0))ig = D _(X(M)ir(X (@) = D Gink)Ohios) = Finlo(s)) -

k=1 k=1

Wegen X (id) = E, folgt hieraus auch, dass X in die GL(n;C) abbildet. Insge-
samt erkennen wir X als Matriz-Darstellung von S,,, welche die definierende
Darstellung der S,, genannt wird.

(b) Sei wieder G =S, aber diesmal d = 1. Offenbar kénnen wir GL(1; C) mit der
Gruppe C* identifizieren. Dann betrachten wir die Abbildung

X:S,—=C* 7 sgn(m)

Dies ist bekanntlich ein Gruppenhomomorphismus und die Darstellung X wird
als sign-Darstellung bezeichnet.

Die Notation p(g)(v) fiir g € G und v € V ist leider etwas sperrig. Auch ist es von
Vorteil, einen C-Vektorraum V', versehen mit einer Darstellung ¢ von G, als Objekt
mit einer gewissen algebraischen Struktur aufzufassen, wobei diese algebraische
Struktur genau der Darstellung p entsprechen soll. Dies fiihrt uns zum Begriff eines
G-Moduls. Bevor wir die Definition geben, erinnern wir an ein analoges Vorgehen
in der Theorie der Gruppenoperationen.

Definition 2.1.4. Es seien S eine Menge und G eine (nicht notwendig endliche)
Gruppe. Unter einer Operation von G auf S verstehen wir eine Abbildung

GxS—=8, (9,8)—g-s
mit den folgenden beiden Figenschaften:
(a) 1-s=s5
(b) g-(h-s)=1(gh)-s
jeweils fir alle s € S und g, h € G.

Wenn Verwechslungen ausgeschlossen sind, unterdriicken wir manchmal auch
den Punkt in ¢ - s.
Ist G x S — S eine Operation von G auf S, so ist fiir festes g € G die Abbildung

Ag: S —=8, sr—g-s
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eine Bijektion auf S, das heifst A, € S(S). Ferner ist die Abbildung

A:G—=S(5), g—A

ein Gruppenhomomorphismus, das heifst eine Operation von G auf S induziert
einen Gruppenhomomorphismus G — S(S).

Ist umgekehrt A : G — S(S) ein gegebener Gruppenhomomorphismus, so wird
durch die Abbildung

GxS53(g,8)— (Ag))(s)eS

eine Operation von G auf S erklart, wie man leicht nachrechnet. Diese beiden
Zuordnungen sind invers zueinander und insbesondere bijektiv so dass sich also
Operationen von G auf S und Gruppenhomomorphismen G — S(S) auf diese
Weise 1 : 1 entsprechen.

Ist nun (V, o) eine Darstellung von G, so ist ¢ nach Definition ein Gruppenho-
momorphismus von G nach GL(V'). Ein G-Modul wird nun das Analogon zu einer
Gruppenoperation G x S — S sein, das der Darstellung o entspricht:

Definition 2.1.5. Fin G-Modul der Dimension d € N ist ein Paar (V,-), wobei V
ein d-dimensionaler C-Vektorraum und - : G X V. — V' eine Abbildung ist, so dass
die folgenden Bedingungen fir alle v,w € V, alle g,h € G und alle A € C erfillt
sind:

(i) 1-v=w

(i) g - (h-v) = (gh)-v
(iti) g-(w+w)=g-v+g-w
(i) g- (Av) = Ag - v)

Wir wollen uns davon iiberzeugen, dass ein G-Modul (V) -) und eine Darstellung
(V, ) von G im Wesentlichen dasselbe sind:
Sei zunéchst o : G — GL(V) eine Darstellung von G. Definiere die Abbildung

GV =V

durch
g-v:=0(g)(v).

Wegen o(1) = idy gilt (i) und (ii) folgt aus o(gh) = o(g) o o(h). Schlieklich folgen
(iii) und (iv) daraus, dass p(g) fiir jedes feste g € G eine C-lineare Abbildung ist.
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Somit ist (V,-) ein G-Modul.
Sei jetzt umgekehrt (V,-) ein G-Modul. Wir definieren die Abbildung

0:G— GL(V)
o(g)(v) :=g-v.

Um einzusehen, dass o tatséchlich nach GL(V') abbildet, miissen wir zeigen, dass
fiir jedes g € G die Abbildung o(g) : V' — V linear und bijektiv ist. Nach (iii) und
(iv) in Definition (2.1.5) gilt fiir alle v,w € V und A € C:

o(g)(v+Aw) =g (v+AIw) =g-v+g-(Aw) =g-v+A(g-v) = o(g)(v) +Ao(g)(w),

d.h. o(g) ist C-linear. Weiter ist fiir jedes v € V

so dass

o(g7) o o(g) = idy
folgt. Analog folgt auch

o(g) o o(g™") = idy ,

so dass o(g~1) die Umkehrabbildung von o(g) ist und insbesondere o(g) € GL(V)
gilt. Es muss somit nur noch gezeigt werden, dass fiir alle g, h € G gilt:

o(gh) = o(g) o o(h)

Dies folgt jedoch sofort aus Bedingung (ii) in Definition 2.1.5:
Fiir jedes v € V' gilt

o(gh)(v) = (gh) -v=yg- (h-v) = 0(g)(h-v) = 0(g)(e(h)(v)) = (a(g) o o(h))(v),

so dass

o(gh) = o(g) o o(h)

folgt. Insgesamt ist das Paar (V) eine Darstellung von G. Man sieht leicht,
dass die beiden Zuordnungen zueinander inverse Bijektionen sind und sich somit
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die G-Moduln und die Darstellungen von G 1 : 1 entsprechen.

Es sei S eine nichtleere Menge. Dann kann man stets einen C-Vektorraum V' kon-
struieren, in dem (im Wesentlichen) die Elemente von S eine Basis bilden. Man
betrachte namlich den Untervektorraum

V:=C®:={f:8—C: f(s)#0 fiir hochstens endlich viele s € S}

von CS. Die Standardbasis von C®) ist gegeben durch die Familie (I1sy)ses
die man vermoge s — I,y mit den Elementen von S identifiziert. Sei von jetzt an
zuséatzlich eine Operation von G auf S gegeben und sei S als endlich vorausgesetzt.
Dann stimmen natiirlich C¥ und C®) iiberein. Im Folgenden nehmen wir an, dass
S1,...,8q die paarweise verschiedenen Elemente von S sind und schreiben, wie
in der Darstellungstheorie iiblich, C[S] statt C®). Dann kénnen wir unter obiger
Identifikation jedes Element v € V' eindeutig als Linearkombination

vV =MAS + ...+ A\iSq (2.1)

mit Aj,..., Ag € C schreiben. Indem wir fiir ¢ € G und v wie in (2.1)

g-v:=XA(g-s1)+ ...+ (g 5q)

definieren, erhalten wir eine Fortsetzung der Operation von G auf S auf V. Wir
behaupten, dass V' = C[S] dadurch zu einem G-Modul wird. Die Eigenschaften
(i)-(iv) aus Definition 2.1.5 lassen sich alle leicht nachrechnen.

Definition 2.1.6. Es sei S = {s1,...,8q4} eine d-elementige Menge und G ope-
riere auf S. Dann heifst der G-Modul C[S] der Permutations-Modul zur Ope-

ration von G auf S. Die dazugehirige Darstellung o : G — GL(C[S]) heifst
Permutations-Darstellung.

Bemerkung 2.1.7. (i) Wir wollen erkldren, woher die Bezeichnung Permutations-
Modul kommt: Dazu betrachten wir die Standardbasis B = (sq,...,54) von
C[S] und schauen uns fir festes g € G die darstellende Matrix

X(g) == Mg(o(9))

an. Da G auf S operiert, bewirkt g eine Permutation der Basisvektoren
S1y...,8q, das heifit es gibt ein von g abhdingiges ™ € S,, mit

g 8i = Sx(y)
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fur allei=1,...,d. Somit gilt

X(g) = (eﬂ'(l)l s |67T(d))

und dies ist eine sogenannte Permuations-Matriz. Man beachte, dass 1 €
{1,...,d} genau dann ein Fizpunkt von 7 ist, wenn g-s; = s; gilt.

(i) Im Falle G = S,, mit der gewéhnlichen Operation 7 -1 = w(i) auf S =
{1,...,n} erhalten wir als Permuations-Darstellung wieder die definierende
Darstellung von S,,.

Wir kommen nun zu einem im Folgenden sehr wichtigen Beispiel eines Permuations-
Moduls:
Die Gruppe G operiert auf sich selbst vermoge der Links-Translation

GxG—G, (g,h)—gh

Der dazugehorige Permutationsmodul

C[G] := {Z/\igi N eCfirallei=1,...,n}
i=1

hat die Standardbasis g, . . . g,, welche genau aus den Elementen von G besteht
und heifit die Gruppen-Algebra von G. Die dazu korrespondierende Darstellung
nennt man die (links-) requlire Darstellung von G und bezeichnet sie mit g,
Wir werden noch sehen, dass die Gruppen-Algebra C[G] entscheidend ist, um die
Darstellungen von G zu analysieren.
Es soll noch erklart werden, woher der Begriff Gruppen-Algebra riihrt:
Indem man fiir v =77 | Aig; und w = 377 p1;; aus C[G] das Produkt

veow =Y Y Niigigs

i=1 j=1

erklart, wird C[G], wie man leicht nachpriift, zu einer C-Algebra. Insbesondere
liefert diese Multiplikation die Struktur eines (im Allgemeinen nicht-kommutativen)
Ringes auf C[G]. Hat man weiter einen G-Modul (V,-) gegeben, so kann man die
Abbildung

GV =V

fortsetzen zu einer Abbildung

2 CGI XV =V (O Xigiv) = > Ailgi - v)
=1 =1
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und mit dieser Skalar-Multiplikation und der vorhandenen Vektoraddition auf
V wird V' zu einem C[G]-Links-Modul im Sinne der Algebra. Insofern ldsst sich im
Nachhinein die Bezeichnung G-Modul mit der bekannten algebraischen Struktur
eines R-Moduls iiber einem Ring R in Verbindung bringen.

2.1.2 G-Invarianz, Irreduzibilitit und Aquivalenz von
Darstellungen

Definition 2.1.8. Sei 9 : G — GL(V) eine Darstellung und set W C 'V ein
Untervektorraum. Dann heifit W G-invariant, wenn fir jedes g € G und jedes
we W gilt:

o(g)(w) e W,

das heifit, wenn W fir jedes g € G ein o(g)-invarianter Unterraum ist. Man
nennt gegebenenfalls W auch einen Untermodul des G-Moduls (V,-), welcher zur
Darstellung (V, 0) gehort.

Bemerkung 2.1.9. (a) Jeder G-Modul (V,-) hat die sogenannten trivialen Un-
termoduln {0} und V.

(b) Sei (V,p) eine Darstellung von G und sei W C V' ein G-invarianter Unter-
vektorraum. Dann induziert fir jedes g € G die Einschrinkung o(g)w einen
Automorphismus von W und somit auch eine Darstellung o' von G in W :

o :G—GLW), g~ o(9)w

Definition 2.1.10. Ein G-Modul (V,-) (bzw. die zugehorige Darstellung o : G —
GL(V')) heifit irreduzibel, wenn V # {0} ist und die trivialen Untermoduln {0}

und V' die einzigen Untermoduln von V' sind.

Wir wollen im Folgenden zeigen, dass die irreduziblen Darstellungen von G in
gewisser Hinsicht die Bausteine fiir alle Darstellungen bilden. Dazu miissen wir
etwas ausholen und einige Ergebnisse aus der linearen Algebra rekapitulieren.

Es seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und Uy, ..., U, seien Untervektor-
rdume von V. Dann war die Summe Z:Zl U; der Unterrdume Uy, ..., U, definiert
durch

ZUi::{ul—i—...—i—ur s, €U firi=1,...,r}
i=1

und dies war wieder ein Untervektorraum von V.
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Erinnerung 2.1.11. In obiger Situation sind fir U := . _ U; die folgenden
Bedingungen dquivalent:

(i) Sind uy € Uy, ..., u, € Uy, so gilt:

wm+...+u,,=0 = wy=...=u,=0

(ii) Jedes u € U besitzt eine eindeutige Darstellung

U=U+ ...+ U
mit uy € Uy, ..., u, € U,.
(ii1) Fir jedes i€ {1,...,r} gilt
U;NY_U; = {0}
JFi
() Fir jedes i€ {1,...,r} gilt

U;N Z U; ={0}

j=i+1

Gegebenenfalls heifst U die direkte Summe der Unterrdume Uy, ..., U, und man
schreibt dafiir

=1

In der Situation von Erinnerung 2.1.11 spricht man auch genauer davon, dass U
die innere direkte Summe der Unterrdume Uy, ..., U, ist. Eng damit verwandt ist
der Begriff der sogenannten konstruierten direkten Summe:

Seien Uy, ..., U, K-Vektorraume, die nicht notwendig Untervektorrdume eines be-
stimmten Vektorraumes V' sein miissen. Bekanntlich wird dann das kartesische
Produkt

U:—f{Ui—le...er

durch komponentenweise definierte Addition und Skalar-Multiplikation zu einem
K-Vektorraum. Diesen nennt man das direkte Produkt oder auch (da wir es nur
mit endlich vielen Vektorrdumen zu tun haben) die konstruierte direkte Summe
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der Vektorrdume Uy, ..., U,. Die Verbindung zwischen innerer und konstruierter
direkter Summe liefert der folgende Satz.

Satz 2.1.12. (a) Seien Uy,...,U, Untervektorriume eines K-Vektorraumes V,

so dass die Summe §
U:=> U
i=1

direkt ist. Dann ist die Abbildung

go:f[UiHU, (ul,...,ur)Hzr:ui
i=1 =1

ein Isomorphismus von K -Vektorraumen.
(b) Seien Uy, ..., U, K-Vektorrdume und sei U := []._, U; die konstruierte direkte
Summe der Raume Uy, ..., U,. Sei firi=1,...,r
U :={0,...,u;0,...,0) : u; € U;}.

Dann sind Uy, ..., U. Untervektorrdaume von U mit U; = U] fir jedes i =
1,...,r und esist U die innere direkte Summe der Untervektorrdaume Uy, ... U.:

U:éU;.
=1

Satz (2.1.12) beeinhaltet, dass man, wenn es um wesentliche Eigenschaften
geht, nicht zwischen inneren und konstruierten direkten Summen zu unterscheiden
braucht. Direkte Summen spielen in der Theorie der G-Moduln eine grofse Rolle:

Definition 2.1.13. (a) Sei (V;-) ein G-Modul und seien Uy, . .., U, G-Untermoduln
von V. Falls im Sinne von C-Vektorraumen

V= EBU
=1

gilt, so sagt man auch, dass der G-Modul V' die (innere) direkte Summe der
Untermoduln Uy, ..., U, ist.

(b) Seien (Uy,-),..., (U, ) G-Moduln und sei
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die konstruierte direkte Summe im Sinne von C-Vektorraumen. Dann wird V
durch die Zuordnung

g (U, u) = (g -up,...,q u)

ebenfalls zu einem G-Modul, den man die (konstruierte) direkte Summe der
G-Moduln Uy, ..., U, nennt. Man schreibt hierfir ggfs. ebenfalls

i=1

Die Aussage, die in Teil (b) von Definition 2.1.13 steckt, ist leicht zu beweisen
und der Beweis wird daher an dieser Stelle ausgelassen.
Das Konzept der direkten Summe gibt der Aussage, dass die irreduziblen Darstel-
lungen die Bausteine aller Darstellungen von G sind, prézisen Sinn. Als Hilfsmittel
fiir den Beweis dieser Aussage miissen wir zeigen, dass es zu jedem Untermodul U
eines G-Moduls V' einen weiteren G-Untermodul W von V' gibt, so dass

V=UacW

gilt. Einen solchen Untermodul W nennt man dann auch ein Komplement zu U.
Um diese Hilfsaussage zu beweisen, fithren wir ein geeignetes Skalarprodukt auf V'
ein:

Sei dazu B = (v1,...,v4) eine beliebige Basis von V. Fiir v = Y%, \v; und
w = Z(;:l piv; aus V setzen wir

/\Z'/,Lj .

d d
=1

o(v,w) = Z A

=17

Dann ist, wie man leicht nachpriift, o ein Skalarprodukt auf V. Dieses Skalar-
produkt erfiillt leider nicht die folgende wiinschenswerte Eigenschaft, welche man
G-Invarianz nennt: Es gilt nicht

o(g-v,g-w)=oc(v,w)

fiir v,w € V und g € G. Indem wir aber nun setzen

(v, w) ::Za(h-uh-w)

heG

erhalten wir ein G-invariantes Skalarprodukt (-, -), denn fiir g € G gilt:
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(g-v,g-w) :ZU(hg-v,hg~w) = ZO‘(S-U,S-U)) = (v,w),
heG seG
denn G 3 h — hg € G ist bijektiv fiir jedes g € G.
Sei jetzt o : G — GL(V) die zu dem Modul (V,-) gehorige Darstellung von G.
Wegen

{e(9)(v), o(g)(w)) = (g -v,9 - w) = (v, w)
fir alle v,w € V und alle g € G ist jedes p(g) ein unitdrer Endomorphismus
(eine Isometrie) des unitidren Vektorraumes (V, (-, -)). Da unitdre Endomorphismen
endlich-dimensionaler C-Vektorraume stets diagonalisierbar sind, folgt hieraus ins-
besondere wieder die Aussage von Bemerkung (2.1.2) (ii). Aus der linearen Algebra
ist ferner bekannt, dass fiir jedes g € G alle Eigenwerte von ¢(g) auf dem Einheits-
kreis

St:={z€eC: |z| =1}
liegen. Wir kommen nun zuriick auf die Zerlegung der G-Moduln:

Lemma 2.1.14. Sei (V,-) ein G-Modul und sei U ein G-Untermodul von V. Dann
exiztiert ein weiterer G-Untermodul W von V', so dass gilt:

V=UaoW

Beweis: Es sei

W:=U"={weV : (wu) =0 fir alle u € U},

wobei (-,-) das oben konstruierte G-invariante Skalarprodukt bezeichne. Aus
der linearen Algebra ist bekannt, dass dann (wegen dimV < oo) im Sinne von
C-Vektorraumen

V=UaoW

gilt. Es verbleibt somit zu zeigen, dass W ein Untermodul von V' ist:
Seien dazu w € W und g € G beliebig vorgegeben. Dann gilt fiir jedes u € U

G-Invarianz -1 1

(g7 (g-w), g -u)y=((g""g) - w,g7" -u)

- <w7g_1'u>:0a

<g ' w7u>

denn g~ - u € U. Somit ist g - w € W und das Lemma bewiesen.
O
Der folgende Satz liefert die versprochene Zerlegung eines G-Moduls in irredu-
zible G-Moduln:
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Satz 2.1.15 (Maschke). Es sei (V,-) ein G-Modul. Dann gibt es irreduzible
G-Untermoduln Uy, ..., U, von V mit

i=1

Beweis: Ist V' der Nullmodul, so gilt die Behauptung trivialerweise mit der lee-
ren Familie von Untermoduln. Andernfalls fithren wir Induktion iiber
d = dim¢(V) € N:
Induktionsanfang: d = 1: In diesem Fall ist V' selbst irreduzibel und die Be-
hauptung gilt mit » =1 und U; = V.
Induktionsschritt:< d — d: Ist V selbst irreduzibel, so folgt wieder die Be-
hauptung mit » = 1 und U; = V. Andernfalls wéhle man einen nicht-trivialen
G-Untermodul

{ycUcVv.

Nach Lemma (2.1.14) existiert ein weiterer Untermodul W von V' mit
V=UaoW.

Wegen

d= dlm(c(v> = dlm(c(U) + dlm(c(W)

folgt aus dimc(U) > 0, dass auch dimc(W) < d ist, das heift wir kénnen
sowohl auf U als auch auf W die Induktionsvoraussetzung anwenden und erhalten

irreduzible Untermoduln Uy, ..., U, von U und Uyyq,...,U, von W mit
k r
U=Uu; md W= U.
i=1 i=k+1

Dies sind offenbar auch Untermoduln von V' und es gilt

V:é}Ui,
=1

wie behauptet.
m
Natiirlich stellt sich auch die Frage nach der Eindeutigkeit einer solchen Zerlegung
in irreduzible Moduln. Wir werden darauf spater noch zuriickkommen.
Der Satz von Maschke lehrt uns, dass sich jeder G-Modul in irreduzible Bausteine
zerlegen lasst. Es stellt sich nun die Frage, wie viele verschiedene Bausteine es
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geben kann. Um diese Frage befriedigend beantworten zu konnen, miissen wir
klaren, wann wir zwei G-Moduln als ,,im Wesentlichen gleich® ansehen kénnen und
daher miteinander identifizieren kénnen. Dieses Vorgehen ist natiirlich aus vielen
Bereichen der Mathematik bekannt. Mathematisch bedeutet dies, dass wir uns
[somorphismen oder allgemeiner Homomorphismen, das heifst strukturerhaltende
Abbildungen, in der Kategorie der G-Moduln anschauen miissen.

Definition 2.1.16. Seien (V,-) und (W, -) G-Moduln und es seien o : G — GL(V)
und 0 : G — GL(W) die dazugehorigen Darstellungen.

(a) Eine C-lineare Abbildung T : V. — W heifit ein G-Modul-Homomorphismus,

wenn

T(g-v)=g-T(v)

fir allev € V und alle g € G gilt. Sie heifit ein Isomorphismus von G-Moduln,
wenn T zusdtzlich bijektiv ist.

(b) Falls ein G-Modul-Isomorphismus T' : V. — W euxistiert, so heiflen die G-
Moduln V' und W isomorph, in Zeichen

Vew.

In diesem Fall nennt man auch die Darstellungen o und 6 isomorph oder
daquivalent.

Zwei Darstellungen (V, ) und (W, ) sind somit genau dann dquivalent, wenn
ein C-Vektorraum-Isomorphismus 7" : V' — W existiert, so dass

Too(g)=0(g)oT

fir alle ¢ € G gilt. Wir bezeichnen mit Homg(V, W) den C-Vektorraum al-
ler G-Modul-Homomorphismen von V' nach W. Die nichste Aussage sollte nicht
iiberraschen:

Proposition 2.1.17. IstT : (V,-) — (W,-) ein Isomorphismus von G-Moduln, so
auch die Umkehrabbildung T : W — V.

Beweis: Bekanntlich ist 77~ C-linear. Seien ¢ € G und w € W. Dann gilt

T g-w) = T g T(T " (w)) =T (T(g-T ' (w)))
= 9T '(w)
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Bemerkung 2.1.18. Wir haben am Ende des letzten Abschnitts gesehen, dass G-
Moduln (V,-) und (W,-) auf natirliche Weise zu C|G]-Moduln werden. In diesem
Zusammenhang wollen wir noch kurz erwdihnen, dass eine Abbildung T : V — W

genau dann ein G-Modul-Homomorphismus ist, wenn sie ein Homomorphismus
von C[G]-Moduln ist.
Begriindung: Sei T' € Homg(V, W) und sei

d

Z Aigi € C[G

=1
Dann gilt firveV:

T(z-v) = T(Z Ai(gi - v)) = Z NT(gi - v)
= Z)‘i(gi T(v)) = (Z Aigi) - T(v

]

Wir wollen nun auf ein einfaches aber sehr niitzliches Hilfsresultat der Darstel-
lungstheorie, das sogenannte Lemma von Schur, hinarbeiten. Dazu bendtigen wir
das folgende Lemma.

Lemma 2.1.19. Seien (V,:) und (W,-) G-Moduln und sei T € Homg(V,W).
Dann sind ker(T') und im(T") G-Untermoduln von V' bzw. von W.

Beweis:

(a) ker(7T") G-invariant: Sei v € ker(7"). Dann gilt fiir jedes g € G-

T(g-v)=g-T(v)=g-0=0.
Somit gilt auch g - v € ker(T).

(b) im(7") G-invariant: Sei w € im(7") und sei v € V mit T'(v) = w. Dann gilt fur
jedes g € G:

T(g-v)=9g-Tv)=g w,

also ist auch g - w € im(7T).
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Nun konnen wir das Lemma von Schur formulieren und beweisen:

Satz 2.1.20 (Lemma von Schur). Seien (V) und (W, ) irreduzible G-Moduln und
sei T' € Homg(V, W). Dann gilt:

(a) Entweder ist T' =0 oder T ist ein Isomorphismus von G-Moduln.
(b) Gilt zusdtzlich V- =W, so gibt es ein A € C mit
T = Nidy
das heifst T ist eine Homothetie.

Beweis:

(a) : Ist T'= 0, so kann 7" wegen dimc(V) > 1 kein Isomorphismus sein. Somit
folgt (a) in diesem Fall. Sei jetzt T" # 0 angenommmen. Nach Lemma 2.1.19
ist der Unterraum

U:=ker(T)CV

G-invariant. Da V irreduzibel ist, folgt

U={0} oder U=V.

Da T # 0 ist, folgt notwendig U = {0} und 7T ist injektiv. Wieder nach Lemma
(2.1.19) ist das Bild

U':=im(T) CW

ein G-invarianter Untervektorraum von W. Da auch W irreduzibel ist, folgt

U ={0} oder U =W.

Wegen T' # 0, kann nicht U’ = {0} gelten, also ist U’ = W und T ist auch
surjektiv und somit insgesamt bijektiv. Daher ist 7" ein Isomorphismus von

G-Moduln.
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(b) : Da C algebraisch abgeschlossen ist, existiert ein Eigenwert A € C von T'. Sei

T/ =1 — /\Zdv .
Dann ist auch 77 € Homg(V, V'), denn fiir alle v € V und g € G gilt:

T'(g-v) = T(g-v)=ANg-v)=g-T(v)—g-(\)
= g-(T(v) =) =g-T'(v).

Wegen ker 7" # {0} ist 7" kein Isomorphismus und somit folgt aus (a), dass

T =0 also T = \idy
gilt.

]
Wegen seiner grofsen Bedeutung formulieren wir das Lemma von Schur nun noch
in einer Version in der Sprache von Darstellungen:

Korollar 2.1.21. Seien o : G — GL(V) und 0 : G — GL(W) zwei irreduzible
Darstellungen von G und sei T :' V. — W eine C-lineare Abbildung mit

Too(g)=0(g)oT
fiir alle g € G. Dann gilt:
(a) Entweder gilt T =0 oder T ist ein C-Vektorraum-Isomorphismus.

(b) Gilt zusdtzlich V=W, so gibt es ein A € C mit

T = \idy .
Zu Teil (b) des Lemmas von Schur gilt auch die folgende Umkehrung:

Satz 2.1.22 (Umkehrung des Lemmas von Schur). Es sei o : G — GL(V) eine
Darstellung von G mit der Figenschaft, dass die einzigen C-linearen Abbildungen
T:V =V, die

Too(g) =0(g)oT

fur alle g € G erfiillen, die Homothetien T = Xidy, A € C, sind. Dann ist die
Darstellung o irreduzibel.
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Beweis: Wir gehen indirekt vor und nehmen an, dass ein G-invarianter Unter-
modul U von V existiert mit

o cucv.

Dann wéhlen wir geméf Lemma (2.1.14) einen weiteren G-invarianten Unter-
raum W von V mit

V=UaoW.

jedes v € V hat dann eine eindeutige Zerlegung

v=u+w mitueUundweW.
Definiere nun eine Abbildung 7" : V' — V fiir solch ein v durch
Tw)=T(u+w) :=iu+w.
Wie man leicht einsieht, ist dann 7 linear und wir behaupten, dass auch

Toolg)=0(g9)oT

gilt. Sei dazu wieder v = u + w die Zerlegung eines beliebigen Elements v € V'
wie oben. Dann gilt fiir jedes g € G:

u'=o(g)(u) €U und w':=p(g)(w) € W,

denn beide Unterrdume sind G-invariant. Es folgt somit nach Definition von 7"

(Too(g)(v) = TW +w') =1 +w

also auch

Too(g) =o0(g)oT

fiir jedes g € GG. Da aber sowohl U als auch W nicht-trivial sind, kann T keine
Homothetie sein, was der Voraussetzung widerspricht.

]

108



2.1 Darstellungstheorie endlicher Gruppen

2.1.3 Charaktere von Darstellungen

Fir die Darstellungstheorie ist es dufserst wichtig, dass man wesentliche Informa-
tionen iiber eine Darstellung o von G in einer Funktion

Xo:G—C

kodieren kann, die man den Charakter der Darstellung o nennt. Bevor wir die
Definition geben und elementare Eigenschaften herleiten, miissen wir uns an einige
Tatsachen aus der linearen Algebra erinnern:
Es seien K ein Korper und A € M(d x d; K) eine quadratische Matrix. Dann ist
die Spur von A definiert durch

d

Tr(A) = Z @i -

=1

Ist B eine weitere d x d-Matrix mit Eintrdgen in K, so gilt

Tr(AB) =) i aipb; = i i briag, = Tr(BA).

i=1 k=1 k=1 i=1

Daraus folgt, dass fir jedes S € GL(d; K)

Tr(STtAS) = Tr((AS)S™) = Tr(A(SS™)) = Tr(4)

gilt, das heifst die Spur ist invariant unter Konjugation mit der Gruppe G L(d; K).
Insbesondere kénnen wir die Spur eines Endomorphismus 7" eines d-dimensionalen
K-Vektorraumes sinnvoll als Spur einer beliebigen darstellenden Matrix A von T’
definieren, denn je zwei solche Matrizen sind bekanntlich &hnlich. Sind ferner V'
und W endlich-dimensionale K-Vektorraume, ¢ € Endg (V) und ist v : W — V
ein K-Vektorraum-Isomorphismus, so gilt die Formel

Te(¥ ™ op o) = Tr(yp),

wie man mittels darstellender Matrizen verifiziert.
Nun kommen wir zu der versprochenen Definition des Charakters.

Definition 2.1.23 (Charakter). Sei o : G — GL(V) eine Darstellung von G in
V. Dann heifit die Funktion x,: G — C mit

Xo(9) = Tr(o(g))

der Charakter der Darstellung o.

109



2 Darstellungstheorie und der random walk auf endlichen Gruppen

Sind g, h € G, so heikt g konjugiert zu h, wenn es ein s € G gibt mit s~ 1gs = h.
Konjugiertheit ist offenbar eine Aquivalenzrelation auf G. Die Aquivalenzklasse
von ¢ € G nennt man die Konjugationsklasse von g und bezeichnet diese mit
C(g). Eine Funktion F' : G — C nennen wir eine Klassen-Funktion, wenn fiir je
zwei konjugierte Elemente g, h € G F(g) = F(h) gilt, das heifit, wenn F' auf den
Konjugationsklassen der Gruppe G konstant ist. Den C-Vektorraum aller Klassen-
funktionen auf G bezeichnen wir im Folgenden mit K(G).

Proposition 2.1.24 (elementare Eigenschaften des Charakters). Sei

0: G — GL(V) eine Darstellung von G vom Grad d € N mit Charakter x. Dann
qilt

(a) x(1) =d
(b) x ist eine Klassen-Funktion.

(c) x(97") = x(g) fiir alle g € G.

(d) Ist die Darstellung 0 : G — GL(W) dquivalent zu o, so gilt
X0 = Xo -
Beweis: zu (a): Es ist p(1) = idy, also
¥(1) = Tr(idy) = dime(V) = d.

zu (b): Seien g, h € G konjugiert und sei s € G mit h = sgs~*. Dann gilt:

x(h) = Tr(o(h)) = Tr(o(sgs™")) = Tr(o(s) o o(g) o o(s)~")
= Tr(o(s) " o o(s) o 0(g)) = Tr(e(g)) = x(g) -

zu (c): Wir haben schon in der Passage vor Lemma 2.1.14 gesehen, dass wir ein
Skalarprodukt (-, -) auf V' finden kénnen, bzgl. dessen jedes o(g) ein isometrischer
Isomorphismus von V' ist. Sei B eine bzgl. (-,-) orthonormale Basis von V. Fiir
festes g € G sei ¢ := p(g) und A := Mpg(yp). Dann gilt

olg™) =olg) " =¢
und A € U(d), das heifst

Mps(p™") = (Mp(p)) ' = A7 = AT,
Daraus folgt
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X(g™) = Ti(p™!) =Tr(A™) = Tr(A")

d d
— Za_ﬁ = Zan = Tr(A)
= Tr(p) = x(9)

zu (d): Sind p und @ dquivalente Darstellungen, so gibt es einen C-Vektorraum-
Isomorphismus 7" : V' — W mit

Topo(g)=0(g)eT
fiir jedes g € G. Es folgt fiir jedes g € G:

xolg) = Tr(0(g)) = Te(Too(g) o T 1)
Te(T~' o T o o(g)) = Tr(e(9)) = xol9) -

O

Wir wollen im Folgenden beweisen, dass in Proposition 2.1.24 (d) auch die Um-

kehrung gilt. Dazu betrachten wir auf dem Raum C¢ aller C-wertigen Funktionen
auf G das Skalarprodukt

(W, ) = é S 0(9)e0)

geG

sowie die symmetrische Bilinearform

B p) = ﬁ S v(o)elo).

geG

Dass diese beiden Abbildungen tatséchlich die geforderten Eigenschaften besit-
zen, ist leicht zu sehen. Man beachte, dass nach Proposition 2.1.24 (c) stets

(W, 0) =B, )

gilt, falls ¢ der Charakter einer Darstellung von G ist. Wir beginnen mit der
folgenden Folgerung aus dem Lemma von Schur 2.1.20.

Satz 2.1.25. Seien (V1, 01) und (Va, 02) zwei irreduzible Darstellungen von G und
T : Vi — V4 sei C-linear. Sei weiter die C-lineare Abbildung Ty : Vi — Vs definiert
durch
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0: ’G|ZQ2 OTOQl(g).

geG

Dann gilt:
(i) Sind o1 und gy nicht dquivalent, so ist Ty = 0.

(i1) Gilt Vi = Vo =V sowie o1 = gy =: 0, S0 ist

1
To = )\Zdv mit A= ETI'(T) s
wobei d = dime (V) sei.
Beweis: Behauptung: Es gilt fiir jedes h € G

Ty o 01(h) = 0a(h) o Tp.
Begriindung: Wir haben

_ 2(h) ™! linear
() o Ty ar(h) "= |G|Z@2 Lo 0u(g) 0T o a1(g) 0 or(h)
geG

— |G| Z 02(gh)™ LoTo 01(gh)

geG
ghzu Z 02(u) "t o T o oy (u)
€]
= Tp .
Im Falle von (i) liefert das Lemma von Schur direkt 7, = 0 und im Falle von
(ii) Th = Midy, wobei gilt:
d-\="Tr(Ty) = Te(T),
also

1

O
Nun betrachten wir die Aussage von Satz 2.1.25 fiir den Fall, dass wir es mit
irreduziblen Matrix-Darstellungen

A:G— GL(d;;C) und B :G — GL(dy;C)
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zu tun haben. Den linearen Abbildungen 7" und 7y entsprechen dann Matrizen
X = (z5),Y = (y;5) € M(da x dy;C)
mit

|G|ZB )" X Ay

geG

Korollar 2.1.26. Unter den obigen Bedingungen gilt:

(i) Sind A und B nicht dquivalente Matriz-Darstellungen von G, so gilt fir
belibige Indizes 1,7, k, [

ﬁ(al]; zk |G|Zal] :0

geG

(ii) Ist A= B, so gilt fir alle Indizes i,7,k,l € {1,...,d}

ﬁ(al_ﬂ 'Lk Zal] d(sk‘lélj

gEG

Beweis: zu (i): In diesem Fall folgt nach Satz 2.1.25 (i), dass fiir jede Matrix X
die Matrix Y = 0 ist. Insbesondere sind alle Eintrdge y;; von Y gleich 0. Es gilt
somit nach den Regeln fiir die Matrizenmultiplikation

do di

= Yij = |G| Z Z Z bie (g™ ") riar;(g) -

geG k=1 I=1

Die rechte Seite kann man (fiir jede Wahl von 4, j) auffassen als eine Linearform
in der Matrix X, also als ein Element von

M(d2 X dl, (C)*

und diese Linearform verschwindet. Somit muss der Koeffizient von jedem zy,
gleich 0 sein. Wir erhalten somit fiir alle Indizes 1, j, k,

Z al] ﬁ(alj, bik) .

gEG

zu (ii): In diesem Fall ist nach Satz 2.1.25 (ii) die Matrix Y fiir jede Matrix X
eine Homothetie
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(d = d1 = dg) mit

Wie oben sind die linke und die rechte Seite Linearformen in X und deshalb
genau dann gleich, wenn die Koeffizienten von jedem x;; ibereinstimmen. Daher
gilt fiir alle Indizes 1, j, k, [:

5k 15” |G| Z az] ﬁ(alj, bik)

geG

O

Man beachte, dass Korollar 2.1.26 gerade besagt, dass die Funktionen, die durch

die Eintrage der paarweise nicht dquivalenten Matrix-Darstellungen von G gegeben

sind, orthonormal sind im Raum C% bzgl. der symmetrischen Bilinearform . Fiir

das G-invariante Skalarprodukt auf dem Raum K(G) erhalten wir zunéchst das
folgende Resultat:

Satz 2.1.27. Seien o1 : G — GL(V}) und 09 : G — GL(V3) zwei nicht dquivalente,
irreduzible Darstellungen von G mit Charakteren x1 und xo. Dann gilt:

(i) (x1,x1) = B(x1,x1) =1

(i1) {(x1,x2) = B(x1,X2) =0

Mit anderen Worten: Die Charaktere der paarweise nicht dquivalenten, irre-
duziblen Darstellungen von G bilden ein Orthonormalsystem im unitdren Raum

Beweis: Wir konnen Matrix-Darstellungen A : G — GL(d;;C) und B : G —
G L(ds; C) finden, so dass A dquivalent zu ¢, und B &quivalent zu g, ist. Die Cha-
raktere dndern sich dadurch nach Proposition 2.1.24 (d) nicht. Die ersten Identi-
taten in (i) und (ii) wurden auch bereits begriindet.

zu (i): Es gilt
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dq
X1 = E Q45 ,
i=1

also nach Korollar 2.1.26 (ii)

di dy
XlaXl Zzﬁa”’a” Zd =1.

i=1 j=1 1
zu (ii): Wir haben

d1 d2
xi=> a; und yo=Y by,
=1 7=1
also folgt wegen der Bilinearitéit von § aus Korollar 2.1.26 (i)

dy  do

B(X1, X2) ZZﬁ (@i, b ]]

=1 j=1

O
Im Folgenden sei stets R := ((U;, 0i) )icr €in vollstandiges Reprisentantensystem
fiir die irreduziblen Darstellungen von G. Nach Satz 2.1.27 ist dann mit x; := X,
das System (x;)ies ein Orthonormalsystem im Raum (K(G), (-,-)). Wir werden
sehen, dass es sogar eine Orthonormalbasis von K (G) bildet, insbesondere stimmt
|| mit der Dimension dim¢ K (G) iiberein, welche gleich der Anzahl der verschie-
denen Konjugationsklassen von G ist! Zunéchst werden wir jedoch andere wichtige

Folgerungen ziehen:

Satz 2.1.28. Sei (V,-) ein G-Modul mit Charakter x und es sei

V:Ul@@Ur

eine Zerlegung von V in irreduzible Moduln. Sei weiter (U, -) ein gegebener irre-
duzibler Modul mit Chrakter ¢. Dann ist die Anzahl der Moduln U;, die G-isomorph
zu U sind, gegeben durch

(. ¢)
und insbesondere unabhdngig von der gewdhlten Zerlequng. Man nennt diese

Zahl auch die Vielfachheit von U in V.

Beweis: Fiir ¢ = 1,...,r sei x; der Charakter der zu (U;,-) gehorigen Darstel-
lung. Indem man Basen der Moduln U; zu einer Basis von V' vereinigt und die
darstellenden Matrizen der o(g) bzgl. dieser Basis betrachtet, erhdlt man, dass
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X = ZX@'
i=1

gilt. Nach Satz 2.1.27 gilt firi=1,...,r:

1 falls U; =2U
(Xirp) = 0
sonst

Somit gilt:

T T

06y = (i 9) = ZI{UZ-%U}

i=1

O

Satz 2.1.28 gibt uns also eine Antwort auf die Frage, inwieweit die Zerlegung

eines gegebenen (G-Moduls in irreduzible G-Moduln eindeutig ist. Nun kénnen wir

die folgende Verallgemeinerung des Lemmas von Schur (vgl. Satz 2.1.20) formulie-
ren und beweisen:

Satz 2.1.29 (Verallgemeinerung des Lemmas von Schur). Seien (V,-) und (W, )
G-Moduln, wobei V' irreduzibel sei. Dann ist

dim¢ (Home(V, W))
gleich der Vielfachheit von V in W.

Beweis: Es sei k € N die Vielfachheit von V in W und es seien Vi, ..., V, CW
zu V isomorphe Untermoduln von W und W’ sei ein weiterer Untermodul von W
mit

W=Vie..eoV,oWw'.

Dann gilt:
k
Homg (V, W) = (@ Homg(V, V;)) @ Homg(V, W) (2.2)
i=1
im Sinne von C-Vektorrdumen. Nach dem Lemma von Schur ist fiir jedes i =
1,....k
Homg(V,V;) = C (2.3)
und es ist
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Homg(V, W') = {0}, (2.4)

denn ein 7' € Homg(V,W’) ist entweder injektiv, oder gleich 0, da ker T ein
Untermodul des irreduziblen Moduls V' ist. Ware aber T injektiv, so gélte

W 2OT(V)2V

im Widerspruch zur Wahl von k. Aus (2.2), (2.3) und (2.4) folgt

Homg(V, W) = C*

und daraus durch die Betrachtung der Dimension die Behauptung.
O
Wir haben in Proposition 2.1.24 (d) gesehen, dass dquivalente Darstellungen
denselben Charakter besitzen. Nun kénnen wir auch die Umkehrung dieser Aus-
sage beweisen und damit insbesondere im Nachhinein die Bezeichnung Charakter
rechtfertigen.

Satz 2.1.30. Zwei Darstellungen (V1, 01) und (Va, 02), die denselben Charakter x
besitzen, sind dquivalent.

Beweis: Nach dem Satz von Maschke, Satz 2.1.15, lassen sich beide G-Moduln
Vi und V5 als direkte Summen irreduzibler G-Moduln schreiben. Fiir jeden be-
liebigen irreduziblen G-Modul U mit Charakter ¢ ist die Anzahl der irreduziblen
Summanden, die isomorph zu U sind, nach Satz 2.1.28 in beiden Zerlegungen gleich

(X, ). Daraus ergibt sich unmittelbar die G-Isomorphie von V; und V5.
O

Ist R = ((U;,))icr ein vollstdndiges Représentantensystem fiir die irreduziblen
G-Moduln, so ist es iiblich, die Zerlegung eines gegebenen G-Moduls V' als

zu schreiben. Dabei sind die m; nicht-negative ganze Zahlen, von denen héchs-
tens endlich viele von 0 verschieden sind. Ist wie oben y; der Charakter von U;, so
folgt in dieser Situation fiir den Charakter y von V' die Gleichheit

X = ZmiXi

€1

und weiter gilt nach Satz 2.1.27
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Oex) = ) mam(xi xs)

igel
= MO s = 2
= mm;0;; = m;
ijel icl

Daraus erhalten wir sofort den folgenden Satz:
Satz 2.1.31. Sei (o, V) eine Darstellung von G mit Charakter x. Dann gilt:
(i) Es ist (x,x) eine nicht-negative ganze Zahl.

(ii) Die Darstellung o ist genau dann irreduzibel, wenn

(xx) =1 gilt.

2.1.4 Zerlegung der Gruppen-Algebra C[G]

Das Hauptziel dieses Abschnitts ist es zu zeigen, dass es genauso viele paarwei-
se nicht dquivalente Darstellungen wie Konjugationsklassen von G gibt. Daraus
folgt unmittelbar, dass die Charaktere dieser Darstellungen eine Orthonormal-
basis fiir den Raum K(G) der Klassen-Funktionen auf G' bilden. Es sei wieder
R = ((U;, 0i))icr ein vollstandiges Reprasentantensystem fiir die paarweise nicht
dquivalenten, irreduziblen Darstellungen von G. Weiter seien d; := dim¢(U;) und
Xi der Charakter von p; fiir 7 € I. Ferner bezeichnen wir mit g, die zur Gruppen-
Algebra gehorige regulére Darstellung von G und mit x,., ihren Charakter. Wir
beginnen mit dem folgenden einfachen, aber sehr wichtigen Satz.

Proposition 2.1.32. (a) Es sei ) # S eine endliche Menge, auf der G operiere.
Weiter sei C[S| der dazugehorige Permutationsmodul mit Darstellung o. Dann
qgilt:

Fir jedes g € G ist x,(g) die Anzahl der Fizpunkte der Abbildung

Sos—g-seS.

(b) FEs st fir g € G

Yreol) = {|G| firg=1

0 sonst
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Beweis: zu (a): Sei B := (sy,...,s4) die kanonische Basis von C[S]. Dann gibt
es zu jedem g € G eine Permutation m € S,, mit 0(g)(s;) = sz fir i = 1,...,d.
Somit gilt fiir die Darstellungs-Matrix A von o(g) bzgl. dieser Basis

A= (ex)-- - lex)

und weiter ist

d

Xo(9) = Tr(o(g)) = Tr(A) = Y dixo)

i=1

und dies ist die Anzahl der Fixpunkte von 7.

zu (b): Die Operation von G auf sich selbst, welche der regularen Darstellung
zu Grunde liegt, ist die Linkstranslation

(9,5) — gs.
Ist g # 1, so hat die Abbildung

G3>s—gselG

keinen Fixpunkt , denn aus gs = s folgt ¢ = 1. Fiir ¢ = 1 hingegen ist diese
Abbildung gleich ids und hat daher |G| Fixpunkte. Die Behauptung folgt nun aus

Teil (a).
O

Satz 2.1.33. Jede irreduzible Darstellung (U;, 0;) aus dem obigen Vertretersystem
tritt in der Zerlegung von C|G| mit Vielfachheit d; auf, das heifst es gilt

ClG) = @ dU;.
el

Insbesondere ist I eine endliche Menge.

Beweis: Nach Satz 2.1.28 ist diese Vielfachheit gegeben durch

(Xregr Xi) = ’—aZXreg(g)xi(g‘l)

geG

- ﬁxreg(l)xi(l)

= xi(1) = dimg(U;) = d; .
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Daraus erhalten wir unmittelbar die Identitat
Xreg = Z d'LXz )
icl

aus der wir sofort weitere Folgerungen ziehen:
Korollar 2.1.34. Mit den obigen Bezeichnungen gilt:
(i) Yierdi =G|
(ii) Fiir jedes g € G\ {1} ist .., dixi(g) = 0.
Beweis: zu (i): Es gilt nach Proposition 2.1.32
|G| = Xreg(l) = ZdiXi(l) = de :

el el

zu (ii): Nach derselben Proposition gilt

0= Xreg(9) = ZdiXi(g) :

el

]

Definition 2.1.35. Fir eine Funktion f : G — C und eine Darstellung (V, o) von
G definieren wir die Fouriertransformierte von f in o als die C-lineare Abbildung

~

flo): V=V mit

flo)=>_ flg)elg).

geG

Der folgene Satz wird sich als sehr niitzlich erweisen, um die Anzahl || der
paarweise nicht dquivalenten Darstellungen von G zu bestimmen.

Satz 2.1.36. Es seien f € K(G) eine Klassen-Funktion sowie o : G — V eine
irreduzible Darstellung von G vom Grad d und mit Charakter x. Dann ist ihre
Fouriertransformierte f(o) in o eine Homothetie, das heifst es gilt

A

f(0) = Xidy .
Ferner gilt
=23 roie = S
geG
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Beweis: Nach dem Lemma von Schur, vgl. Satz 2.1.20, geniigt es zu zeigen, dass
fiir jedes h € G gilt:

o(h) o f(e) o o(h)™" = f(0)
Wegen der Linearitét von o(h) gilt

o(h)o flo)oom)™ = D flg)e(h)ool(g)oe(h™))

geG

= > fg)olhgh™

geG

TN (b uh)o(w)

ueG

denn

Gog— hgh™ted

ist ein Automorphismus von G. Somit gilt also f(0) = Aidy mit

A = Tr(Nidy) =Tr(f(e)) = f(9)Tr(e(g))

geG

= > _flo)x(9) = GI(}. %),

geG

woraus unmittelbar die Behauptung folgt.
O
Nun koénnen wir den folgenden Satz beweisen!

Satz 2.1.37. Die Familie (x;)icr bildet eine Orthonormalbasis des C-Vektorraums

(K(G), ()

Beweis: Nach Satz 2.1.27 ist dies ein Orthonormalsystem. Wir miissen somit
nur zeigen, dass

U :=span(x;, i € I) = K(G)
gilt. Es ist
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I = dimc(U) < dime K(G) < |G| < 40
und daher
KG)=UgU™*.
Wir miissen zeigen, dass U+ = {0} gilt. Es sei
W :=span(x;, i €1I).
Wegen

dimc(W) = dim¢(U) = |1

ist U+ = {0} dquivalent zu W+ = {0}, was wir nun zeigen werden.

Sei also f € W, Ist (V, o) eine irreduzible Darstellung von G vom Grad d, so
ist nach Satz 2.1.37 die Fouriertransformierte f (o) von f in p eine Homothetie
f(o) = Nidy mit

1 Gl,, _
A= 23 roxe) = S =0,

geG

denn f € W+ und ¥ ist Teil einer Basis von W. Es ist somit

~

f(e) =0 € Endc(V).

Ist o nicht irreduzibel und dann

die Zerlegung von V' in die paarweise nicht dquivalenten irreduiblen Darstellun-
gen (U;, 0;), so gilt

flo) = > F9)e9),- - 0:(9),es

geG ™

o m; el
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Nun wahlen wir speziell p = g,¢,. Dann ist also f (0reg) = 0, also gilt fiir den
Vektor 1 € G C C[G]

0= f(0reg)( (Zf 9)0reg 9 ) (1) =Y fl9g) = f(9)g

geG geG geG

Da die Elemente von G eine Basis der Gruppen-Algebra C[G] bilden, folgt
hieraus f(g) = 0 fiir alle g € G und somit ist f = 0. Somit haben wir

= {0}
bewiesen.
Die folgende Aussage ist wenig tiberraschend.

Proposition 2.1.38. Die Dimension des Vektorraumes K(G) aller Klassen-
Funktionen auf G ist gleich der Anzahl der verschiedenen Konjugationsklasen von

G.

Beweisskizze: Seien (', ..., C, die verschiedenen Konjugationsklassen von G.
Definiere die Funktionen f; : G — C durch f; := I, fir « = 1,...,r. Dann sind
fi,-.., fr € K(G) und man rechnet leicht nach, dass sie sogar eine Basis dieses

Raumes bilden, woraus die Behauptung unmittelbar folgt.
O

Korollar 2.1.39. Die Anzahl |I| der paarweise nicht dquivalenten irreduziblen
Darstellungen von G entspricht der Anzahl der verschiedenen Konjugationsklassen
von G.

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus Proposition 2.1.38 und Satz 2.1.37.
O

Satz 2.1.40 (Charakter-Relationen 2. Art). Es seien g1,92 € G mit Konjugati-
onsklassen C(g1) und C(ga). Dann gilt

16l
ZX& gl XQI |C( )| C(91),C(g2) -

el

Beweis: Sei s := |I| die Anzahl der paarweise nicht dquivalenten irreduziblen
Darstellungen von G, die nach Korollar 2.1.39 mit der Anzahl der Konjugations-
klassen von G iibereinstimmt. Seien Y1, ..., xs samtliche irreduziblen Charaktere
von G und seien C1,...,C, die Konjugationsklassen von G. Dann definieren wir
die Matrix A € M (s x s;C) so, dass deren Eintrag in der k-ten Zeile und j-ten
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Spalte gegeben ist durch ay,; := */||c§||X’f(O')v wobei xx(C;) den Wert von xj in

einem beliebigen Element der Konjugationsklasse C; bezeichne. Nach Satz 2.1.27
gilt fiir alle k,1 € {1,...,s}

> C;
Zak,jal] ZHk g |ZXk Xl

j=1 geG

Dies heikt gerade, dass die Zeilen von A eine Orthonormalbasis des C? bilden,
so dass A € U(d) gilt. Dann sind aber auch die Spalten von A orthonormal, so
dass fir j,m € {1,..., s} gilt

il [1Cnm
= Z’” Z\/ |\c \/’m

\/IC|IC Z

B

woraus sich durch Umstellen unmittelbar die Behauptung ergibt.

Im Folgenden werden wir mit

Irr(G) == | J{(U1, 00)}
iel
die Menge der paarweise nicht dquivalenten Darstellungen aus unserem gewahl-
ten Vertretersystem bezeichnen. Nach Korollar 2.1.34 (i) gilt

o€lrr(G)

wobei d, den Grad der Darstellung ¢ bezeichne. Somit erhalten wir durch die
Festlegung

d2
P} = 1

fir o € Irr(G) und eindeutige Ausdehnung fir A € P(Irr(G)) ein
Wabhrscheinlichkeitsmaf P auf dem Messraum (Irr(G), P(Irr(G))).

(2.5)

Definition 2.1.41. Das durch Gleichung (2.5) definierte Wahrscheinlichkeitsmafs
P auf (Irr(G), P(Irr(G))) heifit das Plancherel-Maf zur endlichen Gruppe G.

Der folgende Satz wird sich noch als sehr niitzlich erweisen:
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Satz 2.1.42. (a) Sei f: G — C eine beliebige Funktion. Dann gilt
die Fourier-Umkehrformel: Fiir jedes g € G ist

=@ | > d,Tr(e(g™") o flo))-

o€lrr(G)

(b) Seien f,h : G — C zwei beliebige Funktionen. Dann gilt die Plancherel-Formel:

> fgHh(g) Z dyTx(f(0) o h(0))

geG QEIT‘T‘ QG)

Beweis: zu (a): Beide Seiten sind linear in f = > _. f()[{z). Somit geniigt
es, die Behauptung fiir f = I,y zu zeigen. Es gilt zunéchst

= f(9)ely) = ol)

geG

und somit

Z d,Tr(o(g™") o f(0)) = | | > d,Tr(e(g "))

QGIT’T‘ (G) o€lrr(G)
_ 1 _
- Z doxo(g™ ) = @Xreg(g tz)

I | o€lrr(G)
Prop.2.1.32(b)

= f(g).

zu (b): Wieder sind beide Seiten linear in f. Sei also wieder ohne Einschrénkung
[ = Izy. Dann gilt nach (a)

Q- Ql-

S flghlg) = h(x*):ﬁ S d,Te(e(x) o hio))
geG o€lrr(Q@)
- & X Ao k).
QGITT’G)
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2.1.5 Induktion und Restriktion von Darstellungen

Sei G eine Gruppe der Ordnung n € N und es sei H eine Untergruppe von G. Ist
0: G — GL(V) eine Darstellung von G, so erhalten wir eine Darstellung ¢ von
H, indem wir g einfach auf H einschrinken, das heikt ¢ = g/5.

Definition 2.1.43. Die Darstellung o = o heifit die Einschrinkung von o auf
die Untergruppe H und wird mit Res$(o) bezeichnet. Ihren Charakter bezeichnen
wir mit Res$G(x,)-

Ist umgekehrt eine Darstellung 6 : H — GL(W) von H gegeben, so wollen wir
daraus auf moglichst natiirliche Weise eine Darstellung o von G gewinnen, welche
wir dann die von 6 induzierte Darstellung nennen werden. Wir wollen zunéchst
erkldren, was es heifst, dass eine Darstelllung o : G — GL(V) von G von einer
Darstellung 0 : H — GL(W) induziert wird. Dazu miissen wir etwas ausholen:

Es bezeichne G/H die Menge der Linksnebenklassen von H in G und wie tib-
lich sei s := [G : H] := |G/H| = % der Index der Untergruppe H in G.
Ferner sei stets xq,...,x, ein vollstandiges Reprisentantensystem fiir die durch
die Linksnebenklassen gegebene Aquivalenzrelation auf G, wobei wir ohne Ein-
schrankung z1H = H voraussetzen. Wir bezeichnen im Folgenden mit o; := x;H
die Linksnebenklasse von z;. Es sei nun ¢ : G — GL(V) eine Darstellung von
G und es sei W C V ein H-invarianter Untervektorraum von V', das heifst es
gilt o(h)(w) € W fiir alle h € H und alle w € W. Dann bezeichnen wir mit
0 : H— GL(W) die Darstellung von H, die sich durch Einschrénkung von o auf
H und W aus dieser ergibt. Die Untervektorrdume W, := o(x;)(W) hingen nicht
von der Wahl der Représentanten z; € o; ab, denn fiir h € H und w € W ist
o(xzjh)(w) = o(x;)(o(h)(w)) = o(x;)(w), wobei w := p(h)(w) € W nach Voraus-
setzung gilt. Auberdem werden die Rdume W, ,j = 1,...,s fiir jedes g € G von
der Abbildung o(g) permutiert, so dass insbesondere Z;:l W, ein g-invarianter
Unterraum von V ist.

Definition 2.1.44. Mit den obigen Bezeichnungen heif$t die Darstellung o von
G wvon der Darstellung 0 von H induziert, falls V als C-Vektorraum die direkte
Summe der Untervektorrdume W, , ..., Wy_ ist, das heifit, falls

V=P,
j=1
wm Sinne von C- Vektorrdaumen gilt.

Proposition 2.1.45. Wird die Darstellung (V,0) von G wvon der Darstellung
(W,0) von H induziert, so gilt

dimc (V) =[G : H] - dim¢ (W) .
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Beweis: Wir haben

dim¢(V) = dimc(@ W) = s-dime(W) =[G : H| - dimc(W),

Jj=1

denn jedes W, ist vermdge der Abbildung o(z;) isomorph zu WW.
]

Wir benétigen spéter einige Figenschaften induzierter Darstellungen, wollen
aber zunéchst zeigen, dass diese stets existieren und im Wesentlichen eindeutig
bestimmt sind. Dazu benétigen wir das folgende Lemma:

Lemma 2.1.46. Seien W ein H-Modul und seien V und U G-Moduln, so dass V'
von W induziert werde. Dann besitzt jeder H-Modul-Homomorphismus ¢ : W — U
(U ist offenbar auch ein H-Modul!) genau eine Fortsetzung ¢ : V — U zu einem
G-Modul-Homomorphismus.

Beweis: Nach Voraussetzung gilt V' = @;:1 W, . Ist ¢ wie im Text des Lemmas,
so gilt fir v = ;- w € W,

P(zj - w) = x5 p(w) = x5 - p(w), (2.6)

so dass ¢ eindeutig bestimmt ist. Fiir die Existenz definieren wir nun ¢ fiir v =
x;-w € Wy, durch Gleichung (2.6) und setzen linear auf V' fort. Wir zeigen noch,
dass diese Definition nicht von der Wahl des Représentanten z; € o; abhangt: Sei
h € H, dann gilt v = (z;h) - (h™' - w) mit A~ - w € W und somit

(2jh) - o(h™" - w) = 2 - ((hh™1) - w) = z; - p(w),

so dass die Definition von ¢ unabhéngig von der Wahl der Vertreter ist. Offen-
sichtlich ist ¢ eine Fortsetzung von ¢, so dass wir nur noch zeigen miissen, dass
es ein G-Modul-Homomorphismus ist: Dazu sei v = Z;Zl x; - w; das allgemeine
Element in V mit w; € W fiir j = 1,...,5 und es sei g € G beliebig. Wir setzen
firi=1,...,s

Ji = {je{l,...,S} . giL'j:fEZhJGIEZH}
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Dann gilt:

Plg-v) = Z% w;) = ngj

i=1 jeJ; jed;
ew
= Zwiwp(Zhj-wj le Zh w;)
=1 JjEJ; JjEJ;
= 3 (@ )= (gx;) - p(w;)
i=1 jed; j=1
ij : @(Z Ty - Wj
j=1 j=1
= g-¢(v)

]

Satz 2.1.47. Sei § : H — GL(W) eine Darstellung von H. Dann gibt es eine
Darstellung o : G — GL(V) von G, welche von 0 induziert wird. Ferner sind je
zwet solche induzierten Darstellungen daquivalent.

Beweis: Es ist bequemer, den Satz in der Sprache der G- bzw. H-Moduln zu
beweisen!
zur Existenz: Es sei also W ein H-Modul. Wir betrachten die konstruierte direkte
Summe

V=Wao..oW=Wx...xW.
—_———

s— mal
Jedes v = (wy,...,w,) € V lésst sich dann eindeutig als Summe
v = 0, ,0,...,0)
Z i,
j -te Stelle

schreiben. Indem wir linear fortsetzen, geniigt es die Operation von G auf den
Elementen der Form v = (0,...,0,w,,0,...,0) anzugeben, wobei w; € W gelte.
Ist g € G und gilt gz; = x;h; mit h; € H, so sei
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2.1 Darstellungstheorie endlicher Gruppen

g-(0,...,0, w; ,0,...,0):=(0,...,0, hj-w;,0,...,0).
N——

~—
j -te Stelle i -te Stelle

Es ist nicht schwierig nachzupriifen, dass dadurch (und durch lineare Fortset-
zung) ein G-Modul fiir die induzierte Darstellung der durch den H-Modul W
gegebenen Darstellung definiert wird.

zur Eindeutigkeit: Seien V und V' zwei G-Moduln, die von dem H-Modul W
induziert werden. Sei ¢ : W < V' die kanonische Inklusion. Diese ist offenbar
ein Homomorphismus von H-Moduln und kann daher geméf Lemma 2.1.46 auf
eindeutige Weise zu einem G-Modul-Homomorphismus ¢ : V' — V' fortgesetzt
werden. Da ¢ ein Homomorphismus von G-Moduln ist, der ¢ fortsetzt, liegen die
Untervektorrdume o-W C V', o0 € G/H, im Bild von ¢ und es folgt die Surjektivi-
tidt von g aus V' = @, cq/y 0-W. Wegen dime (V') = [G : H]-dime(W) = dime(V)
folgt daraus, dass ¢ auch injektiv und somit ein G-Modul-Isomorphismus ist.

O

Aufgrund der Eindeutigkeitsaussage in Satz 2.1.47 macht es Sinn, fiir die von

6 : H— GL(W) induzierte Darstellung die Bezeichnung Ind$(6) und fiir ihren

Charakter die Bezeichnung Ind$(xy) einzufithren. Im Kontext eines H-Moduls

W schreiben wir ebenso Ind%(W) fiir den dadurch induzierten G-Modul V. Der

folgende Satz zeigt, wie man den Charakter einer induzierten Darstellung mit Hilfe
des Charakters der urspriinglichen Darstellung berechnen kann.

Satz 2.1.48. Seien 6 : H — GL(W) eine Darstellung von H mit Charakter xg
und es werde die Darstellung o : G — GL(V') mit Charakter x, von 6 induziert.
Dann gilt fir jedes g € G:

s

W= 3 m(asglga:n:‘% S ol o)

j:l ‘ zeG
xjflngEH xztgzeH

Beweis: Wir beweisen zunéchst die erste Identitiat. Es sei g € G ein beliebiges
Element. Um die Spur x,(g) = Tr(o(g)) zu berechnen, betrachten wir die dar-
stellende Matrix A von o(g) beziiglich einer Basis von V', die durch die geordnete
Verkettung von Basen der Untervektorrdume W, = o(z;)(W), j = 1,...,s, ent-
steht. Da die Spur die Summe der Elemente auf der Hauptdiagonalen ist, leisten
nur diejenigen x; einen Beitrag, fiir die gz; € x;H gilt, denn fiir gz; = z;h mit
h e H ist o(g)(o(z;)(W)) = o(z;)(W). Somit erhalten wir
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2 Darstellungstheorie und der random walk auf endlichen Gruppen

S

Xel9)= Y Tele(@w,)= >, Tr(elg)w,)-

jigwj€x; H 7=1
x}lga:j €H

Es bleibt somit nur noch zu zeigen, dass fiir .CEj_lg.CEj =-heH

Tr(o(9w.,,) = xo(z; 'gx;) gilt. Die Abbildung o(z;)w : W — W,, ist ein C-
Vektorraum-Isomorphismus und es gilt

o(x;)w o 0(h) = o(9)w,, © o(z;)w

wie man leicht nachrechnet. Daraus folgt

(9w, = e(z)w 0 0(h) o (e(x;)w) ™"

und damit aus den Eigenschaften der Spur

Tr(o(g)ws,) = Te(0(h)) = xala} 'gz)

wie gewiinscht. Nun zur zweiten Identitét: Ist © € G mit x = ;A und h € H
und gilt 27 'gz € H, so folgt

Xo(v ™ gz) = xo(h™ (a7 g25)h) = xo (2] g7;) ,
denn yy ist eine Klassenfunktion. Wegen |z;H| = |H| fiir j = 1,..., s folgt die

Behauptung.
m

Satz 2.1.49 (Frobenius-Reziprozitit). Seien ¢ bzw. x Charaktere von Darstellun-
gen von H bzw. von G. Dann gilt:

(Ind(¢), x)a = (¢, Res§(X)) 1 »

wobei wir durch den Indexr zum Ausdruck bringen, bzgl. welcher Gruppe das
Skalarprodukt berechnet wird.

Beweis: Wir haben
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(Ind§(p). e = Zde )

gEG

Satz 2.1.48 .
= ]GHH\Z Z (2™ gz)x(97")

geG  zeG
z~tgxeH

AL > o)

zeG  geG
z~tgxeH

y=1_lga |L Z Z o(y)x(zy tz™h)
1
| |H

zeGyeH

122 el

zGG yeH

- e

yeH

= (¢, ResG (X)) u

1G]
xek@ 1
B |G|

O
Der néchste Satz sagt aus, dass das Bilden der induzierten Darstellung transitiv
ist.

Satz 2.1.50 (Transitivitdt der Induktion von Darstellungen). Es sei H C G C K
eine Kette von Untergruppen. Ist 6 : H — GL(W) eine Darstellung von H, so gilt

Ind(6) = IndE(Ind5(6)) .

und

1 1 o
Ind(xo)(y) = |—G|m Z Z xo(z 2"y
z_zlgegﬁ{EG x_lzaji’fzzeH

fuir jedes y € K.

Beweis: Es seien s := [G': H| und r := [K : G] und es seien 1 = x, 29, ..., 25 €
G ein vollstandiges Vertretersystem fiir die Linksnebenklassen von H in G sowie
1 =9y1,v2,...,y, € K ein vollstandiges Reprisentantensystem fiir die Linksneben-
klassen von G in K. Dann gilt [K : H|] = r - s und genauer ist das System y,z;,
t=1,...,r,5=1,...,s ein vollstdndiges Vertretersystem fiir die Linksnebenklas-
sen von H in K. Gibt es nédmlich ein h € H mit y;x; = yixih, so folgt
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yi =y (zpha') € yG,
G
S

also 7 = [. Dann folgt ; = zh und daraus dann j = k. Somit sind die Linksne-
benklassen y;z;H, = 1,...,r, j = 1,...,s paarweise verschieden. Ist umgekehrt
y € K beliebig, so wihle man zunéchst ¢ € {1,...,r} und g € G mit y = y;g
und dann ein j € {1,...,s} sowie ein h € H mit g = z;h. Dann folgt y = y,g =
yixjh € yix;H. Wir werden zeigen, dass ¢ := Ind&(Ind$(0)) : K — GL(V) die
definierenden Eigenschaften der induzierten Darstellung Ind%(0) erfiillt, so dass
die erste Behauptung aus der Eindeutigkeitsaussage in Satz 2.1.47 folgt. Es sei
0 = Indfj(0) : G — GL(U). Dann gilt ¢ = Indf(o) sowie U = @;_, o(z;)(W).
Ferner folgt:

V=Pew)w) = Dew) (@mj)(vv))
= DD vl ela) W)

Man sieht nun leicht ein, dass die Untervektorrdume W;; := o(y;)(o(z;)(W))
fiir jedes y € K unter der Abbildung ¢(y) permutiert werden und dass Wy ; = W
ist. Weiter gilt nach Definition von ¢ und p fiir alle h € H undw e W CU C V:

heq heH
o(h)(w) "= o(h)(w) "= O(h)(w),
so dass ¢ tatséchlich eine von 6 induzierte Darstellung von K ist. Fiir die zweite
Behauptung bemerken wir zunédchst, dass nach Satz 2.1.48 fiir alle g € G gilt:

xg<g>=fnd§<x9><g>=i| S (e o) (2.7)

|G zeG

z lgrcH

Aus Gleichung (2.7) erhalten wir wieder mit Satz 2.1.48 fiir alle y € K

Ind&(xo)(y) = % > Xe(z'y2)

| ‘ zeK
2 lyzeG

1 1 1
— CITH Z Z xo(z ™tz yza) |

z€EK el
27 lyzeG \z~ 'z lyzacH
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also die Behauptung.
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2.2 Darstellungstheorie der symmetrischen
Gruppe S,

In diesem Abschnitt wollen wir die allgemeinen Resultate des letzten Abschnitts
am konkreten Beispiel der symmetrischen Gruppe

S, :={r:{1,....,n} — {1,...,n} |7 bijektiv}

betrachten und insbesondere alle irreduziblen Darstellungen der S,, bestimmen.
Wir wissen aus Korollar 2.1.39, dass es genauso viele irreduzible Darstellungen
wie Konjugationsklassen von §,, gibt. Die Konjugationsklasse einer Permutation
ist durch ihren Zykeltyp bestimmt:
Bekanntlich l&sst sich eine Permutation 7 € §,, bis auf die Reihenfolge eindeutig
als Produkt paarweise Elemente-fremder Zykel darstellen:

T=(T1, . Tny) O (Tpyt1s v s Tny) OO (T 141y vy Ty ) (2.8)

Dabei ist ein Zykel 0 = (y1,...,yx) eine Permutation von {1,...,n} mit

U(yk) = U
oly) = y firye{l,....n}\{y1,..., v}

Ist 7 wie in (2.8) und ¢ € S, beliebig, so ist

pomop (2.9)
= (Qp(xl)> R 90<mn1)) o (90(1‘711-1—1)7 R 90<xn2)) ©...0 ((p(xnrfl'i‘l)’ s 790(xnr))

die kanonische Zykelzerlegung von o := ¢ o 7o ¢!, Aus dieser einfachen Be-
obachtung folgt, dass zwei Permutationen 7,0 € S,, genau dann konjugiert sind,
wenn sie denselben Zykeltyp im folgenden Sinne haben:

Definition 2.2.1. Die Permutation w € S,, hat den Zykeltyp

(1™, 2m2 . g

wenn in der kanonischen Zykelzerlegung von m genau my Zykel der Ldinge 1,
genau meo Zykel der Linge 2,. .., und genau m,, Zykel der Lange n vorkommen.
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Hat 7 den Zykeltyp (1",2™2 ... n™), so gilt offenbar

n n
Zj-mj: Zj~mj:n.
j=1 J=1

m]7$0

Sind 1 < j; < ... < jr < n die Zahlen mit m; # 0, so ist

A= (jk‘a"'7jk7jk—17"'7jk‘—1a"'7j17"'7j1)
—— e ——

My My _1 mjq
eine Partition von n im folgenden Sinne:

Definition 2.2.2. Unter einer Partition von n € N verstehen wir ein Tupel

A=(\,.... ) eN

positiver ganzer Zahlen mit
!
M=X> =N und Y N=n.
i=1

Gegebenenfalls schreiben wir A = n fir den Sachverhalt, dass A eine Partition von
n ist.

Proposition 2.2.3. FEs gibt eine Bijektion zwischen der Menge aller Partitio-
nen von n und der Menge Irr(S,) aller paarweise nicht-dquivalenten, irreduziblen
Darstellungen der S,,.

Beweis: Wir wissen, dass es genau |Ir7(S,)| Konjugationsklassen von S,, gibt.
Wir haben gesehen, dass jeder Konjugationsklasse tiber ihren Zykeltyp genau eine
Partition von S,, entspricht. Daraus folgt unmittelbar die Behauptung.

]

Korollar 2.2.4. Die Charaktere der Darstellungen der symmetrischen Gruppe S,
nehmen nur reelle Werte an.

Beweis: Sei 7 € S,, gegeben durch (2.8). Dann gilt
-1 _
™ - (xnla Tng—1y- - 7561) o (xnwxnz—la s 7xn1+1) ©...0 (xnraxm«—la s 7an,1+1> )

insbesondere haben also 7 und 7—! denselben Zykel-Typ und sind folglich kon-
jugiert. Aus Proposition 2.1.24 (b) und (c) ergibt sich somit fiir einen beliebigen
Charakter y einer Darstellung der S,
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X(m) = x(r7") = x(),
also x(m) € R.
O

Es ist alles andere als offensichtlich, wie man einer gegebenen Partition A - n eine
irreduzible Darstellung zuordnen soll. Wir wollen dies im Folgenden beschreiben.
Unsere Darstellung folgt im Wesentlichen derjenigen in [Sag01], aber teilweise auch
derjenigen in [Dia88|.
Zunéchst wollen wir einer Partition A = (A1, ..., \;) F n ein geometrisches Objekt,
némlich ihr sogenanntes Young-Diagramm oder auch Ferrer-Diagramm zuordnen.
Dies ist einfach eine Aneinanderreihung von n Késtchen mit genau \; Késtchen in
der ersten Zeile, genau A\ Késtchen in der zweiten Zeile,. .. und genau \; Kéastchen
in der I-ten Zeile. Ist beispielsweise A = (3,3,2,1) F 9, so ist das zugehdrige Young-
Diagramm gegeben durch:

Die Zuordnung

{ Partitionen von n } — { Young-Diagramme mit n Késtchen }

ist offenbar bijektiv, das heift wir kénnen (und werden) eine Partition A mit
ihrem Young-Diagramm identifizieren. Wenn man in ein Young-Diagramm mit

n Kéastchen die Zahlen 1,...,n eintrdgt, so erhdlt man ein sogenanntes Young-
Tableau:

Definition 2.2.5. Sei A = (A,..., \) b n. Unter einem Young-Tableau oder ein-
fach Tableau t der Form X\ wverstehen wir ein Young-Diagramm zu X, in dem die
Zahlen 1,...,n eingetragen sind. Wir schreiben auch sh(t) = X fiir den Sachver-
halt, dass t ein Young-Tableau der Form \ ist.

Offenbar gibt es zu jeder Partition A von n genau n! verschiedene A-Tableaux.
Ein Young-Tableau ¢t der Form A = (3,3,2,1) ist beispielsweise gegeben durch

715
413
6

(2.10)

‘OO@P—‘[\'J

Um die gewiinschten S,-Moduln konstruieren zu kénnen, miissen wir zunéchst
zu Aquivalenzklassen von Tableaux, sogenannten tabloids, iibergehen:
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Definition 2.2.6. Sei A - n. Zwei Young-Tableaux s,t mit

sh(s) = sh(t) =\

heifsen Zeilen-dquivalent, in Zeichen

§~1,

wenn in jeder Zeile von s dieselben Zahlen eingetragen sind, wie in der entspre-
chenden Zeile von t. Dies definiert eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller
Young-Tableauz der Form X\ F n. Die Aquivalenzklassen heifien tabloids und es
bezeichne stets {t} die Aquivalenzklasse des Tableaus t.

Beispiel 2.2.7. Ist wieder A = (3,3,2,1), so sind die Tableaux

2715 7125

_ 1143 _ 13|14

t= o6 und s = ) (2.11)
18] 18]

Zeilen-dquivalent.

Man veranschaulicht tabloids dadurch, dass man nur horizontale Linien zwischen
die Zeilen einzeichnet, so dass etwa fiir Beispiel 2.2.7 gilt:

2 7
{5} = {1} = 55—
8

O W| Ut

Fiir ein Tableau ¢ bezeichne (wie fiir eine Matrix auch) ¢; ; den Eintrag in der
i-ten Zeile und j-ten Spalte von ¢, so dass also t = (t;;);; gilt. Die Gruppe S,
operiert auf der Menge aller A-Tableaus vermoge

met = (m(tig))ig -
Sind nun s und t Zeilen-aquivalent, so auch -t und 7-s, was man leicht einsieht.
Somit {ibertragt sich die Operation von S,, auch auf die A-tabloids via

w-{t}:={n-t}.

Wir haben somit nun eine Gruppen-Operation der Gruppe S, auf der Menge
aller A-tabloids und kénnen daher geméft Definition 2.1.6 den zugehorigen Permu-
tationsmodul bilden. Von nun an sei bis auf Weiteres eine Partition A von n fixiert
und es stets t1, ..., 1 ein vollstindiges Vertretersystem fiir die Zeilen-Aquivalenz,
das heifst
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{t1},. .., {tx}

sind alle verschiedenen tabloids der Form .

Definition 2.2.8. Der zu der Operation von S,, auf der Menge aller tabloids der
Form A Fn gehdrige Permutationsmodul

M* .= C[{t:},..., {ts}]

heifit der zur Partition X Fn gehorige Permutationsmodul.

Die S,,-Moduln M*, X - n sind leider im Allgemeinen nicht irreduzibel, wie wir
auch in den folgenden Beispielen sehen werden.

Beispiel 2.2.9. (a) Sei A = (n). Dann ist

1 2 ... n

das einzige \-tabloid, so dass der eindimensional Modul M™ irreduzibel ist
und die triviale Darstellung der S,, trdgt.

(b) Sei A= (1,...,1). Dann bedeutet Zeilen-Aquivalenz nichts anderes als Gleich-
——

heit und ein tabloid {t} kann mit dem Tableau t identifiziert werden. In diesem
sind einfach alle Zahlen von 1 bis n untereinander eingetragen und bilden somit
eine (als Spalte geschriebene) Permutation von {1,...,n}. Die Aktion von S,
auf solch einer Spalte entspricht der Verkettung von Transpositionen, so dass
MY ein Modul fir die requldre Darstellung der S,, und insbesondere nicht
wrreduzibel ist, falls n > 2 ist.

(c) Ist X\ = (n —1,1), so ist jedes A-tabloid schon eindeutig durch den Eintrag in
der zweiten Zeile festgelegt. Dafiir gibt es genau n Mdglichkeiten. Es ist nicht
schwierig zu sehen, dass M ™Y ein Modul fiir die definierende Darstellung
der S, ist (vgl. etwa [Sag01]).

Ist t ein Young-Tableau mit sh(t) = A := (A,...,\;) F n, so gibt es offenbar
genau

zu t Zeilen-aquivalente Tableaus, das heifst es gilt

()] = Al

138



2.2 Darstellungstheorie der symmetrischen Gruppe S,

Als Aquivalenzklassen zu einer Aquivalenzrelation bilden die A-tabloids eine Par-
tition (im Sinne der Mengenlehre!) von der Menge aller A-Tableaux, von denen es
offensichtlich genau n! Stiick gibt. Somit ist die Anzahl k aller A-tabloids gegeben
durch

L n .
AL Al

Sind weiter t und s A-Tableaux, so gibt es (genau) ein 7 € S, mit 7 -t = s, also

gilt erst recht

mo{ty ={m-t} = {s},

das heift der Modul M?* ist zyklisch im folgenden Sinne:

Definition 2.2.10. Sei G eine endliche Gruppe. Ein G-Modul (V,-) heif$t zyklisch
mit Erzeuger v € V', falls gilt:

V =C[G - v] ::{Zai(gi-vﬂseNo, a, €C,geGfiri=1,...,s}
i=1

Fiir die Konstruktion der irreduziblen Untermoduln der M*, X - n, bendtigen
wir die folgende Halbordnung ,,>“ auf der Menge aller Partitionen A\ von n.

Definition 2.2.11 (Dominanz-Ordnung). Seien A = (Ay, ..., N) und pp = (p1, .. ., fim)
Partitionen von n € N. Wir sagen, dass A die Partition p dominiert, in Zeichen

AD o,

wenn fir alle 1 <1 < max(l,m) die Ungleichung

gilt. Daber werden die Partitionen A\ bzw. p falls notig durch Nullen am Ende
erganzt.

Es ist nicht schwierig zu sehen, dass dadurch in der Tat eine Halbordnung auf
den Partitionen von n gegeben ist.

Beispiel 2.2.12. Man betrachte die Partitionen A = (3,2,1) und p = (2,2,1,1)
von 6. Dann gilt A\ > p.

>

>
=

>
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Anschaulich bedeutet A\ > u, dass das Young-Diagramm zu A kurz und dick ist,
wahrend das zu p lang und diinn ist.
Das folgende Lemma wird sich als sehr niitzlich erweisen:

Lemma 2.2.13 (Dominanz-Lemma fiir Partitionen). Seien A und pu Partitionen
von n und seien s,t Young-Tableaux mit

sh(t) =X wund sh(s)=p.

Falls fiir jede Zeilenzahl i die Zahlen in deri-ten Zeile von s alle in verschiedenen
Spalten von t stehen, dann gilt schon

AP .

Beweis: Die Voraussetzung impliziert, dass wir fiir jedes ¢ die Elemente in jeder
Spalte von ¢ so umordnen konnen, dass alle Elemente aus den ersten ¢ Zeilen von
s in den ersten ¢ Zeilen von t stehen. Somit gilt fiir jedes i:

AM+X+...+ A = Anzahl der Elemente in den ersten ¢ Zeilen von ¢
> Anzahl der Elemente in den ersten i Zeilen von s

= p1t H2t .ty

]

Um fiir alle A - n den irreduziblen S,,-Untermodul S* von M* zu konstruieren,
miissen wir uns die folgenden Untergruppen von S,, ansehen, welche nur innerhalb
der Zeilen bzw. Spalten eines gegebenen Tableaus ¢ der Gestalt A\ Vertauschungen
bewirken. Dazu wollen wir vereinbaren, fiir eine beliebige Menge A mit S(A) die
Permutationsgruppe von A zu bezeichnen, das heifst

S(A):={f:A— A|f bijektiv }.

Definition 2.2.14. Sei t ein Young-Tableau mit N\ := sh(t) F n. Seien mit
Ry, Ry, ..., R die Zeilen und mit C,Cs, ..., C,, die Spalten von t bezeichnet.

(a) Die Untergruppe (!) von S, aller Permutationen m mit

heifst der Zeilen-Stabilisator von t und wird mit R, bezeichnet.
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2.2 Darstellungstheorie der symmetrischen Gruppe S,
(b) Die Untergruppe von S, aller Permutationen m mit

n(C;)=C; fir j=1,....m

heifit der Spalten-Stabilisator von t und wird mit Cy bezeichnet.

Bemerkung 2.2.15. (i) Es ist leicht zu sehen, dass

Rth(Rl)XS(RQ)X...XS(Rl)gS)\lXS)QX...XS/\Z

gilt, wobei die zweite Isomorphie unmittelbar aus |R;| = N; firi =1,...,1
folgt. Fiir die erste Isomorphie ist die Abbildung

©:S(Ry) X S(Ry) X ... xS(R)) = Ry, (m,...,m)r—momo...0m
ein natirlicher Isomorphismus von Gruppen (Dazu beachte man, dass man

jedes m; € S(R;) auch als Element von S,, und somit von R, auffassen kann,
indem man die Elemente aus {1,...,n} \ R; festldsst).

(ii) Ebenso sieht man, dass

Cy =2 S(Ch) x S(Cy) x ... x S(Cy,)  ist.

(111) Mit Hilfe des Zeilen-Stabilisators Ry konnen wir das tabloid {t} zu t nun
auch als

{t}:Rtt: {7Tt|7T€Rt}
ausdricken.

Definition 2.2.16. (i) Fir eine beliebige Teilmenge H C 'S, seien
HY:=> 7 eC[S,

und

H™:=> sgn(m)r € C[S,)]

meH

Fiir H = {r} schreiben wir einfach © bzw. n~ statt {m}* bzw. {w}~.
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2 Darstellungstheorie und der random walk auf endlichen Gruppen

(i) Ist t ein Young-Tableau, so definieren wir

ke =Cp = Z sgn(m)m € C[S,].

TeCy

Lemma 2.2.17. Hat das Tableau t die Spalten C,Cs,...,C,,, so gilt

Kt = Koy © Koy © ... 0 ke, (Produkt in C[S,]).

Beweis: Es gilt nach Bemerkung 2.2.15 (ii)

K = ngn Z Z sgn(myo...omy)(mo...0omy)

7eCl m €S(C1) TmE€S(Cm)

= Y Y sgnlm) e sgn(ma)(mo o)

m E€S(Ch) TmE€S(Crm)

= Z sgn(m)m | o Z sgn(mg)my | 0...0 Z SGN(Tm) T,
m1€S(C1) m2€S(Ca) Tm€S(Cim)
= Kg, ©Rg, ©...0K¢

m *

]

Definition 2.2.18. Fir ein Young-Tableau t mit sh(t) = A F n definieren wir das
zugehorige polytabloid e; durch

er = ky - {t} € M*.

Man beachte, dass das Element e; = &, - {t} wohldefiniert ist, da wir in der
Passage nach Bemerkung 2.1.7 gesehen haben, dass M* auf natiirliche Weise ein
C[S,]-Modul ist! Weiter beachte man, dass das polytabloid e; (trotz des Namens)
wirklich vom Tableau ¢ und nicht blof vom zugehéorigen tabloid {¢} abhédngt, denn
K, ist nicht invariant unter Zeilen-Aquivalenz.

Lemma 2.2.19. Seit ein Young-Tableau mit A = sh(t) = n und sei w € S,,. Dann
qilt:

(i) Rpy =moRyom !
(ZZ) Oﬂ—.t = T O Ot o 7T_1

(iii) Kgs=To K 0m !
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2.2 Darstellungstheorie der symmetrischen Gruppe S,

(v) ery =T - €

Beweis: zu (i): Fir o € S,, gilt:

0€ Ry & ofr-t}={n-t}
& (oom)-{t} = {t}
& (rloocom) - {t} = {t}
& (nlooonm) eR,
& oc€emoRon !

zu (ii): Dies zeigt man wie in (i), indem man den Begriff der Spalten-Aquivalenz
fiir Tableaux einfiihrt!

zu (iii): Nach (ii) hat man
Kot = Z sgn(o) o = Z sgn(mroocon Nrocon!

o€Cr.t oeCy
= Z sgn(c)Ttocon ' =mo (Z Sgn(cr)> or*
oeCy oeCy

= 7TO/€tO7T_1

zu (iv): Nach (iii) gilt
ert = Kppo{m -t} =(mory)-{t}

]

Nun koénnen wir die sogenannten Specht-Moduln, die sémtliche paarweise nicht-
aquivalenten irreduziblen S,-Moduln bilden, definieren:

Definition 2.2.20. Fir eine Partition A\ von n heifit der kleinste S,,- Untermodul
von M?, der alle polytabloids e; mit sh(t) = X enthdlt, der zugehdrige Specht-Modul.
Dieser wird mit S bezeichnet.

Wegen 7 - ¢; = e, folgt zunéchst die Darstellung

S/\:{ Z )\t6t|)\t€C},

t Tableau
sh(t)=\
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2 Darstellungstheorie und der random walk auf endlichen Gruppen

das heifit S* ist gleich dem von den polytabloids erzeugten C-Untervektorraum
von M?. Ferner ist wegen e,, = 7 - ¢ fiir # € S,, und, da es zu jedem weiteren
A-Tableau s ein 7 € S, gibt mit 7 -t = s, der S,-Modul S* zyklisch. Wir kénnen
also festhalten:

Proposition 2.2.21. Sei A - n. Dann ist der zugehdorige Specht-Modul S* zyklisch
und wird als S, -Modul von jedem polytabloid e;, wobei t ein Tableau mit sh(t) = A
ist, erzeugt. Als C-Untervektorraum von M* wird er von sdmtlichen polytabloids
zu den Tableaux der Form X\ erzeugt.

]

Beispiel 2.2.22. (a) Sei A\ = (n). Dann war M* nach Beispiel 2.2.9 der triviale
Modul und somit ist wegen S* # {0} auch S* = M* ein Modul fiir die triviale
Darstellung und daher insbesondere irreduzibel.

b) Set A= (1,...,1) und sei

(b) ( )

n

Ky = Z sgn(o) o

oES,

t =

ein fixiertes \-Tableau. Dann gilt

und somit

e =k {th =) sgn(o)o-{t}.

O’GSn

Nach Lemma 2.2.19 (iv) erhalten wir fir jedes m € S,,:

Crt = TM-€ =T-" ngn(a)a-{t}

= Y sgnlo) (ro0) - {6} = 3 sgn(rt om0 o) (ro0)- {1}
= sgn(r') D sgn(p)y - {1}

— sgn(r)er,
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das heifit es ist jedes weitere polytabloid ein skalares Vielfaches von e; und
somit erhalten wir, dass

eindimensional und somit irreduzibel ist. Die Aktion von S, auf SU1) st
gegeben durch

T (ae) = a(m-e) = alsgn(m)e)

= sgn(m)(ae)

und entspricht daher der sign-Darstellung, vgl. Beispiel 2.1.5.

Ist X\ = (n—1,1), so ist das tabloid {t} zum A\-Tableau

p _Lil g

gegeben durch
A
{t} - k :
Fiir dieses {t} ist Cy = {id, (i,k)}, also gilt

Ry = Zd— (’l,k)

und daher

er = ry - {t} = {t} = (i, k) - {t} .

Wir wihlen feste Tableaux t fiir i # j aus {1,...,n} der Gestalt

P \ k \
bl
und ferner Tableaux ty,...,t, der Gestalt
- * .. ‘ * ‘
L‘ Y

so dass also {t1},...,{t,} eine Basis von M5 bilden. Somit gilt
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2 Darstellungstheorie und der random walk auf endlichen Gruppen

ei; =es ={t;} —{t:;}, i#jaus{l,...,n}

und fiir Skalare o; ; € C, 1 # j, erhalten wir:

Zzai,jei,j = Zzai,j({tj}_{tiD

SR
= D D> ai{ty =) (D ai{td
i=1 j=1 i=1 j=1
J#i j#i
= YO ait} =D et
j=1 =1 i=1 j=1
i#J i
= Y o= )
=1 m=1
m#l

N J/
'

Pl

Nun gilt:

fo ) S)ILTTED B) Sy

=1 m=1 =1 m=1
i mal

das heifit es folgt

S C IRt} + Bolta} + ... + Bu{tn} : i+ Pat ... +3,=0}.

Sind umgekehrt 5y, ..., 0, € Cmit > " B =0, so sind die n+1 Gleichungen
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2.2 Darstellungstheorie der symmetrischen Gruppe S,

n n
E 062‘,1—2 a1, = B
i=2 i=2
n n
E Oéi,z—g Qg = [

i=1 i=2
i£2 i£2

n—1 n—1 . .

Z Qjn — Z Api = /6n
=1 =1

n n
> (wij—a) = 0

j=1i=1
i#]

in den Variablen o ;, © # j, offenbar losbar, so dass erst

S DL Bt} + Boftay + .o Bu{tn) : i+ Pat ...+, =0)

und dann insgesamt Gleichheit folgt.

Sei nun wieder fiir festes A = n {t;},..., {tx} die Standard-Basis von M*. Dann
definieren wir fiir

k k
v = Zai{ti} und w = Zﬂz{tz}
i=1 =1

durch

k
(v,w) == Z i
i=1

ein S,-invariantes Skalarprodukt auf M?*, wie man leicht nachpriift. Beziiglich
dieses Skalarproduktes ist {¢;}, ..., {tx} eine Orthonormalbasis. Das folgende Lem-
ma ist sehr wichtig:

Lemma 2.2.23 (sign lemma). Sei H C S,, eine Untergruppe. Dann gilt:

(i) Ist m € H, so gilt
noH =H om=sgn(m)H .
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(ii) Fiir alle u,v € M> ist
(H™ - u,v) = (u, H™ - v).

(111) Ist die Transposition (i,j) € H, dann gibt es ein z € C[S,] mit
H™ =zo(id— (i,7)).

(iv) Istt ein Young-Tableau und sind i # j in derselben Zeile von t mit (i,j) € H,

so gilt
H™-{t} =0.
Beweis: zu (i): Wir haben
ToH™ = 7o Z sgn(o) o = sgn(m™t) Z sgn(moo)moao
occH ocH
= sgn(n) Z sgn(moo)moo = sgn(m) Z sgn(p) ¢
ceH peH

= sgn(m)H™

Analog folgt auch H~ om = sgn(m)H .
zu (ii): Da (-,-) S,-invariant ist, folgt

(H™ -u,v) = (Z sgn(o) o - u,v) = Z sgn(o) (o - u,v)

oceH oceH
= Z sgn(c™ N u, o7 -v) = (u, Z sgn(c o™t v)
oceH oceH
= (u,H -v).
zu (iii): Es ist U := {id, (¢, j)} C H eine Untergruppe von H. Seien
hioU,..., hyoU die paarweise verschiedenen Linksnebenklassen von U in H, so
dass also .
H=|JhioU
i=1
ist. Dann gilt:
H™ = Z Z sgn(h; o u)h; ou = (Z sgn(hi)hi) o(id — (i, j))
i=1 uelU =1
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zu (iv): Wir wihlen geméfs (iii) ein z € C[S,,] mit

H™ =zo(id— (i,7)) .
Dann gilt:

H-{ty = (20(id=(i,) - {ty = - ({t} = (4,7) - {t})
= z-({t} - {t}) =0,

denn ¢t und (4, ) - ¢ sind Zeilen-aquivalent.

Wir ziehen wichtige Folgerungen aus dem sign-lemma:

Korollar 2.2.24. Seien A und p Partitionen von n und seien t und s Young-
Tableaux mit sh(t) = X sowie sh(s) = p.

(a) Falls k¢ - {s} # 0 ist, so folgt A > p.
(b) Gilt A = p, so ist ke{s} = Le;.

Beweis: zu (a): Seien i # j aus {1,...,n}, die in derselben Zeile von s stehen.
Dann koénnen diese nicht in derselben Spalte von ¢ stehen. Andernfalls géibe es
namlich nach Lemma 2.2.23 (iii) eine Zerlegung

ke = zo (id— (i,7)).
Nach Lemma 2.2.23 (iv) wére dann aber
ke-{s} =0,

im Widerspruch zur Voraussetzung. Nach Lemma 2.2.13 folgt somit A > p.
zu (b): Ist A = p, dann gibt es ein 7 € C; mit

{st =7 {t},
was man mit demselben Argument einsieht, welches der Schliissel zum Beweis
des Dominanz-Lemmas, Lemma 2.2.13, war. Nach Lemma 2.2.23 (i) angewendet
auf H = C; mit H~ = &, folgt

fo- st = (meom) - {t} = sgn(m)(m - {t}) = sgn(m)e,
= e .
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2 Darstellungstheorie und der random walk auf endlichen Gruppen

Korollar 2.2.25. Sind A\ - n, t ein \-Tableau und u € M?, so gibt es ein o € C
mit

Rt = U — € .

Beweis: Es sei

k
u = Zﬁz{tz} )

wobei wieder {¢;},...,{tx} die verschiedenen A-tabloids seien. Nach Korollar
2.2.24 (b) gibt es d1,...,0, € {£1} mit

k k
Ke-u = Zﬁi(ﬁt Ati}) = Zﬁﬂsz’@t
i1 i=1

k

= (D _Bidi)es = ae
=1
=:a€C

O

Wir formulieren und beweisen nun das sogenannte Untermodul-Theorem von
James, welches das entscheidende Hilfsmittel fiir den Beweis der Aussage, dass die
SA X F n, alle irreduziblen S,-Moduln sind, ist.

Satz 2.2.26 (Untermodul-Theorem, James 1976). (a) Sei A\ b n und U sei ein
Untermodul von M>. Dann gilt

UDS* oder UC(SM)*.

(b) Die Moduln S*, X\ n, sind sdmtlich irreduzibel.

Beweis: zu (a): Sei v € U und ¢ sei ein A-Tableau. Nach Korollar 2.2.25 gibt es
ein a € C mit

R¢ = U — Q€ .

Fall 1: Es gebe ein v € U und ein A\-Tableau ¢ mit

Ke-u=aeyg # 0.

Dann gilt
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ep=a Yk -u)elU

und da S? ein zyklischer S,-Modul ist, folgt

SrC U,

denn U ist ein Untermodul von M?*.

Fall 2: Fir alle v € U und alle A-Tableaux t sei

Ki-u=ae; =0.

Wir behaupten, dass dann U C (S*)* gilt.
Seien ndmlich v € U und ¢ ein A-Tableau. Nach Lemma 2.2.23 (ii) gilt:

<u> €t> = <u7 Kt - {t}> = <’{t " U, {t}>
= (0.{t}) =0

Da die e;, sh(t) = \, S* als C-Vektorraum erzeugen, folgt u € (S*)*.
zu (b): Es sei

{oycwcs

ein S,-Untermodul von S*. Nach (a) kénnen zwei Fille auftreten:
Fall 1: Es ist W D S*. Dann ist insgesamt W = S*.
Fall 2: Es ist W C (S*)*. Dann folgt
W C (SN ($M)" ={0}.

Somit gilt entweder W = S* oder W = {0}, so dass S* irreduzibel ist.

Proposition 2.2.27. Seien A, i Partitionen von n und sei T : S* — M*" ein von
0 verschiedener S,,-Modul-Homomorphismus. Dann gilt:

(a) ABp

(b) Im Falle A = p ist T die Multiplikation mit einem Skalar o € C.
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Beweis: zu (a): Da T # 0 ist und S* = span(e; , sh(t) = )\), gibt es ein Young-
Tableau ¢ mit sh(t) = A, so dass T'(e;) # 0 ist. Beziiglich des S,-invarianten
Skalarprodukts (-, -) gilt die Zerlegung

M)x — SA D (S)\)L

und (S*)* ist ebenfalls ein S,-Untermodul von M*. Wir kénnen T fortsetzen zu
einem S,-Modul-Homomorphismus 7" : M* — M*, indem wir

Tisay =0
setzen.

Es seien {s1},...,{sn} die paarweise verscheidenen p-tabloids. Da 7' nach Bemer-
kung 2.1.18 auch ein C[S,]-Modul-Homomorphismus ist, folgt

0 # T(e) = T(et) = T(ﬁt -{t})
= k- T(t}).

Dabei haben wir fiir die letzte Gleichheit gebraucht, dass T auf ganz M?* defi-
niert ist, so dass T'({t}) Sinn ergibt.

Seien (1, ..., 0, € C mit
T({t}) =Y Bi{si}
j=1
Dann folgt
0#T(er) =re- > Bilsiy =Y Bilke-{s;}),
j=1 J=1

das heift es gibt ein jo € {1,...,m} mit ;- {sj,} # 0. Nach Korollar 2.2.24 (a)
folgt hieraus A > p.

zu (b): Im Falle A = p folgt aus Korollar 2.2.25, dass es ein a € C gibt mit

T(ey) = ke - T({t}) = ey .

Dann gilt aber auch fiir jedes andere polytabloid e, zur Partition A:

152



2.2 Darstellungstheorie der symmetrischen Gruppe S,

T(ert) = T(m-e)=m-T(e)
= 7 (ae) = a(m-e)
= Q€ri,
wobei wir zweimal Lemma 2.2.19 (iv) angewandt haben. Da die polytabloids e;
mit sh(t) = A den Modul S* als C-Vektorraum erzeugen, folgt, dass 7' die Multi-

plikation mit a € C ist.
O

Nun koénnen wir all unsere Behauptungen iiber die Specht-Moduln beweisen:

Satz 2.2.28. Die Specht-Moduln S*, X\ + n, sind ein vollstindiges Reprisentan-
tensystem fir die irreduziblen S, -Moduln.

Beweis: Nach Satz 2.2.26 (b) sind alle S* irreduzibel. Da deren Anzahl stimmt,
miissen wir somit nur noch zeigen, dass sie paarweise nicht-aquivalent sind:
Seien also A, 1 = nundsei T : S* — S* ein S,-Modul-Isomorphismus. Da S* C M*
ein Untermodul ist, kann man 7T auch auffassen als Element von

Homg, (S*, M*).

Nach Proposition 2.2.27 (a) folgt wegen T # 0, dass A > p gilt. Indem man
dasselde Argument auf den S,,-Modul-Homomorphismus 77! : S# — S* anwendet,

erhédlt man ebenso u > A, so dass insgesamt A = p gezeigt ist.

O
Wir behandeln noch die Frage, wie sich die Moduln M* fiir p - n aus den Specht-
Moduln S*, X F n, zusammensetzen:

Korollar 2.2.29. Sei y = n. Dann gilt

MH = EBmAuSA,

Al p

wobei die my, nicht-negative ganze Zahlen sind mit my,, = 1.

Beweis: Nach Satz 2.1.29 gilt

my,, = dime (Homg, (5%, M*))

fir alle A - n. Nach Proposition 2.2.27 (a) folgt somit aus my, > 0, dass A>
ist. Ebenso folgt aus Proposition 2.2.27 (b), dass gilt:
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my,, = dime ({aidyw |a € C}) = dime(C) =1
[

Nachdem wir die Hauptaussage tiber die Specht-Moduln bewiesen haben, stellen
wir (fiir festes A F n) die Frage nach einer (moglichst natiirlichen) Basis fiir S*.
Wir wissen aus Proposition 2.2.21, dass S* als Vektorraum von den polytabloids
er, sh(t) = A, erzeugt wird. Jedoch sind diese im Allgemeinen nicht linear unab-
héngig. Nach dem Basis-Auswahlsatz gibt es auf jeden Fall eine Teilfamilie der
polytabloids, welche eine Basis von S* bildet. Wir kénnen diese Auswahl auf eine
sehr anschauliche Weise treffen. Dazu zunéchst:

Definition 2.2.30. Sei A = n. Ein Young-Tableau t mit sh(t) = X heif§it ein
Standard-Young- Tableau oder einfach Standard-Tableau, wenn in jeder Zeile und
in jeder Spalte von t die Eintrige (streng) monoton wachsen, sofern man Zeilen
von links nach rechts und Spalten von oben nach unten liest.

Es gilt nun der folgende schéne Satz:

Satz 2.2.31. Sei A+ n. Die Familie

(e : t ist ein Standard-Young-Tableaw mit sh(t) = )
bildet eine Basis von S*.

Der Beweis ist insgesamt recht lang und wird daher aus Platzgriinden ausgelas-
sen. Ein sehr gut verstindlicher Beweis ist in [Sag01] zu finden.
O

Ist A F n, so bezeichne im Folgenden d, die Anzahl aller Standard-Young-
Tableaux t mit sh(t) = A. Wir erhalten sofort folgende Folgerung aus Satz 2.2.31:

Satz 2.2.32. Sei A\ n. Dann gilt:
(Z) dlIIl(c(SA> = d)\
(i) > ozrp(dr)? = n!

Beweis: (i) folgt direkt aus Satz 2.2.31.
zu (ii): Wir wissen aus Korollar 2.1.34 (i), dass fir jede endliche Gruppe G

Gl= ) (dimg(V))

(V,)elIrr(G)
gilt. Aus Satz 2.2.28 in Verbindung mit (i) folgt daher die Behauptung, denn
IS,| = nl.
O
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Bemerkung 2.2.33. Die Aussage aus Satz 2.2.32 (ii) ldsst sich auch kombinato-
risch beweisen. Und zwar haben Robinson, Schenstedt und Knuth einen Algorith-
mus, den sogenannten RSK-Algorithmus, entwickelt, welcher einer Permutation
m €S, bijektiv ein Paar (t,s) von Standard- Young-Tableaux mit sh(t) = sh(s) Fn
zuordnet. Eine ausfihrliche Beschreibung, samt Beweis, findet man in [Sag01].

Fiir die Zahlen d) wurden in der Vergangenheit viele Formeln hergeleitet. Zwei
der am héufigsten verwendeten Formeln, welche ebenfalls in [Sag01| bewiesen wer-
den, wollen wir noch in einem Satz, dessen Beweis wir ebenfalls auslassen, zusam-
menfassen. Dazu brauchen wir den Begriff des Hakens (hook) und der Hakenlinge
(hook length) einer Box b € A an der Stelle (7, 7). Wir definieren den Haken H; ;
von b durch

Hyj={(i,k) € Ak = j}U{(m,j) € \|m =i}
und die zugehorige Hakenlange h; ; von B durch
hi,j = |Hi,j| .
Satz 2.2.34. Sei A = (\1,...,N\) eine Partition von n. Dann gilt
(a) die Determinanten-Formel von Frobenius-Young:

1
dy =nldet (—)
(A =i+ ) ij=1,..,1

wobet wir % =0 fiirr <0 setzen.
(b) die Hook-Formel von Frame, Robinson und Thrall:

n!

dy= =
H(i,j)e)\ hi,j

Wir kénnen (und werden) fiir jedes n € N die Gruppe S,, mit der Untergruppe
U={reS41:m(n+1)=n+1}

von S, identifizieren. In diesem Sinne stellt sich die Frage, wie man fiir eine
gegebene Partition A von n gemiR dem Satz von Maschke den von S* auf S, 4
induzierten Modul Ind Sg:l(S’\) als direkte Summe der Moduln S*, = n + 1,
schreiben kann. Genauso stellt sich die Frage, wie man fir n > 2 den auf S, _;
eingeschrankten Modul Res SE*_LI(SA) als direkte Summe der irreduziblen S*, p =
n—1, darstellen kann. Der folgende Satz gibt auf diese Frage eine einfache Antwort.
Wir vereinbaren dazu fiir Partitionen A = n und g Fn — 1 die Schreibweise
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2 Darstellungstheorie und der random walk auf endlichen Gruppen

w/ N,

falls A aus p durch das Hinzufiigen einer einzelnen Box in den zugehorigen
Young-Diagrammen erhalten werden kann.

Satz 2.2.35 (Branching-Regel). Sein € N und A+ n. Dann gilt:
(i) fndggil(SA) = @)\/‘u St
(i) Istn > 2, so gilt Resg" (S*) @D, 5"

Wir verzichten auf einen Beweis dieser Aussage und verweisen dazu auf das Buch
von Sagan (vgl. [Sag01]).
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2.3 Der random walk auf Gruppen

Sind p und v zwei Wahrscheinlichkeitsmafe auf dem Messraum (R?, B) und ist
S R? x RY — R die Summenabbildung, das heift S(z,y) := = + v, so kennen
wir die Faltung von p und v als das Bildmafs des Produktmakes  ® v unter der
Abbildung S:

prvi=Spuev)=(pev)oS.

Dies bedeutet nichts anderes, als dass p * v die Verteilung der Summe X + Y
zweier unabhéngiger Zufallsvariablen X mit Verteilung p und Y mit Verteilung
v ist. Wenn wir die Skalarmultiplikation auf dem Vektorraum R? vergessen, so
bleibt (R?, +) eine (abelsche) Gruppe und wir kénnen die Faltung verstehen als
das Bildmafs des Produktmafes p ® v unter der Gruppenverkniipfung +. Dies
kann man als Ansatz nehmen um das Konzept der Faltung auf beliebige Gruppen
(G, ) zu verallgemeinern: Ist G' eine Gruppe mit einer o-Algebra B, so ist fiir zwei
Wahrscheinlichkeitsmafe 1 und v auf B die Faltung definiert durch

prvi=ppev) = (W v)op™

wobei p : G x G — G die Gruppenverkniipfung p(x,y) := x - y ist.
Wir betrachten jedoch ausschliefslich endliche Gruppen und identifizieren Wahr-
scheinlichkeitsmafte 7" auf P(G) mit ihren Zéhldichten, so dass wir im Folgenden
die Faltung zweier Funktionen S,7T : G — C definieren:

Definition 2.3.1. Fir zwei C-wertige Funktionen S,T auf G definieren wir die
Faltung T xS von T und S als diejenige Funktion T xS : G — C mat

(T+8)(g) = 3 T(gh™)S(h)
heG

firg e @G.

Bemerkung 2.3.2. (i) Sind X und Y zwei unabhingige G-wertige Zufallsva-
riablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (0, A, P) mit PX =T und PY =
S, so hat die Zufallsvariable Z == X -Y die Verteilung P? =T x S.
Bewezis: Fir g € G gilt:
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P(X Y=g =P J{X=gn" Y =h}
heG
S P(X =gh™', Y =h) "= Y P(X = gh™)P(Y = h)
heG heG
ZT(gh’1
heG
(T S)(9)

]

(ii) Wir haben bereits die Gruppenalgebra C[G] von G kennengelernt. Die Abbil-

dung

¢:C% = C[G], THZT(g)g

geG

ist dabei ein C-Vektorraum-Isomorphismus, unter welchem wir C[G] mit C
identifizieren kénnen. Wir wollen noch zeigen, dass der Faltung in C¢ unter
dieser Identifikation die Multiplikation in C[G] entspricht. Daraus folgt, dass
wir wichtige Rechenregeln, wie das Assoziativgesetz oder die Distributivgeset-
ze fiir die Faltung auf CY zur Verfiigung haben und, dass

w - (CGJ +, *) - (C[G]7 +, )

ein Isomorphismus von C-Algebren ist.
Beweis: Fiir S,T € C% gilt

o(T * S)

ST 8)(9 Z(ZTgh )

> (Z T(ghl)s(mg) ngh™ > (Z T(u)S(h)uh)
heG \geG heG \uelG

(Z T(u) u) (Z S(h) h) = @(T)(5)
uelG heG

Wir definieren nun den random walk auf einer endlichen Gruppe (G, -).
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Definition 2.3.3. Es sei T ein Wahrscheinlichkeitsmafs auf (G, P(G)) und es sei
(Zy)ien, eine Folge unabhdangiger und identisch verteilter Zufallsvariablen, definiert
auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P) mit P? =T. Fiir k € N sei

k
Xk::HZ,H-:Zk-Zk_l-...-Zl-Zo.
=0

Dann heifit der stochastische Prozess (Xi)ken, €in random walk auf G zur Ver-
teilung T.

Proposition 2.3.4. Mit den Bezeichnungen aus Definition 2.3.3 gilt fir k € Ny:
PYe =T :=Tx...xT
k+1

Beweis: Dies folgt per Induktion aus Bemerkung 2.3.2 (i).

Die folgende Aussage ist fiir den random walk auf Z wohlbekannt:

Satz 2.3.5. Mit den Bezeichnungen aus Definition 2.3.3 ast der random walk
(Xk)ken, €ine zeithomogene Markov-Kette fiir deren Ubergangsmatriz K gilt:

K(g,h) =T(hg™")

Beweis: Seien k € Ny, 9o, ..., 951, 9, h € G beliebig mit

PXo=g0,X1=01-- -, X1 =gr1, X, = g) > 0.
Dann gilt:

P(Xk+1 = h|Xo =00, X1 =01, Xk—1 = Gr—1, Xi :g)
P(Zypr- Xpe=h, Xo=g0, X1 =91, -, Xp—1 = g1, Xi = g)
PXo=90,X1i=91.-., Xpe1 = g1, X = 9)
P(Zys1-9g=h,Zo= 90,21 Zo=tn, .-, Hi‘:ol Zi—1-i = Jk—1, Hfzo Zi_i=9)
P(Zy=g0,2Z1-Zp = g1, ... 7H?:_01 Lyp—1-i = Gk—1, Hfzo Zk—i=9)

unabh. W PZo=90,21-Zo = g1, ..., Hi-:ol Zi—1—i = Gk—1, Hf:o Zy—i =9)

- P(Zk-H - hg ) k—1 k
P(Zo =00, 21" 20=G1,---, Hizo Zi—1—i = Gk-1, Hi:() Ly = 9)

= P(Zpyr=hg ') =T(hg™)

und ebenso
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P(Zjsr - X = h, X = g)
P(Xy =g)
P(Zyr = hg 11y Zi—i = g)
P([Ti Zk-i = 9)
P(Zyy1 = hg_l)P(Hiczo Zy—i = 9)
P(T1i g Zi—i = g)
= P(Zk1=hg ") =T(hg™")

P(Xpp=h|Xp=g9) =

O
Der random walk auf Gruppen findet Anwendungen in vielen Problemen der
,realen Welt, wie zum Beispiel bei der Erzeugung von Zufallszahlen oder bei ver-
schiedenen Mischverfahren fiir Kartenspiele. Eine ausfiirliche Darstellung dieser
Thematik findet sich in [Dia88]. Wir wollen im Folgenden nur ein einfaches Misch-
verfahren fiir Karten vorstellen, welches eine zufillige Permutation aus zufélligen
Transpositionen erzeugt. Dieses Verfahren wurde erstmals in [DS81| untersucht
und findet sich ebenfalls in [Dia88].
P. Diaconis und M. Shahshahani diskutieren in [DS81] folgende Strategie zum Mi-
schen von n Spielkarten:

Die Karten liegen verdeckt nebeneinander auf dem Tisch und sind so durchnu-
meriert, dass die Karte ganz links mit einer eins, die Karte rechts daneben mit
einer zwei,..., und die Karte ganz rechts mit der Zahl n versehen ist. Nun wer-
den zufillig und unabhéngig voneinander zwei Zahlen L, R € {1,...,n} gewihlt
und es werden die Karten mit den Nummern L und R vertauscht, wobei keine
Vertauschung stattfindet, wenn L = R gilt. Indem man die Menge der Karten
mit {1,...,n} identifiziert, erhélt man durch dieses Verfahren das folgende Wahr-
scheinlichkeitsmal T" auf S,,:

e T(id)=P(L=R)=n-% =1

e I'(1i;) = P{L=4iR=j}U{L=jR=i}) =2P(L=49)P(R=j) =3
fiir eine Transposition 7;; mit ¢ # j aus {1,...,n}.

e T'(m) =0 fiir jede andere Permutation w € S,,.
Der k-fachen Iteration dieses Verfahrens entspricht dann das Produkt

Xk:ZkoZk,lo...oZl,
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wobei die Z; unabhéngig und identisch verteilte, geméf der Verteilung T ,aus-
gewtlirfelte Permutationen sind. Die Folge (X} )ren bildet einen random walk auf
S,, zur Verteilung 7', so dass nach Proposition 2.3.4 die Verteilung von X gleich
T ist. Eine sinnvolle Minimalforderung an ein solches Mischverfahren sollte es
sein, dass die Verteilung von X im Limes fiir £ — oo gegen die Gleichverteilung
U auf S,, konvergieren sollte, das heifst fiir jede Permutation = € S,, sollte gelten:

1
. R ol _ b
iy Pe=m) = i 1) = U = 5
Dieses Ergebnis konnen wir im hier vorliegenden Fall wiefolgt aus der elementa-
ren Theorie der Markov-Ketten auf hochstens abzéhlbarem Zustandsraum erhal-
ten:
Die Ubergangsmatrix K ist nach Satz 2.3.5 gegeben durch K(g,h) = T(hg™").
Wegen

Y K(g,h) = Y T(hg™")=T(J{hg™'})

9€G geG geq
= 7 J{uh =T(@) =1
uedG

ist die Matrix K fiir den random walk auf einer endlichen Gruppe stets doppelt-
stochastisch und besitzt daher die Gleichverteilung U als stationdre Verteilung.
Fiir unser spezielles Malt T auf S,, ist die Matrix zusétzlich irreduzibel, da sich
jede Permutation als Produkt von Transpositionen schreiben liasst und diese je-
weils positive Wahrscheinlichkeit haben. Wegen T'(id) = % > 0 ist die Markov-
Kette dariiberhinaus aperiodisch, so dass wir nach Ergebnissen aus der Theorie
der Markov-Ketten die gewiinschte Konvergenz erhalten (vgl. etwa |Bil95]). Fer-
ner ist bekannt, dass diese Konvergenz sogar exponentiell schnell ist.
Wir wollen jedoch erklidren wie in [DS81] oder [Dia88| die exakte Konvergenzra-
te mittels der Darstellungstheorie der symmetrischen Gruppe gefunden wird. Zu-
néchst brauchen wir ein Abstandsmafs fiir zwei Verteilungen S, T" auf der endlichen
Gruppe G.

Definition 2.3.6. Seien S,T zwer Wahrscheinlichkeitsmafle auf der endlichen
Gruppe G. Dann heifit

S = T|rv := sup [S(A) = T(A)]
ACG

der Totalvariations-Abstand von S und T (vgl. auch Beispiel 1.1.1 (1)).
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2 Darstellungstheorie und der random walk auf endlichen Gruppen

Bemerkung 2.3.7. (i) Fir den Totalvariations-Abstand gilt die folgende For-
mel:

15~ Tllzv = 5 3°15(9) ~ T(a)].

geqG

denn das Supremum in der Definition wird angenommen in den beiden fol-

genden Mengen: A={S>T} und B={S <T}.

(ii) Man kann den Totalvariations-Abstand fiir zwei (Wahrscheinlichkeits-) Mafe
P und Q auf einem beliebigen Messraum (X, B) genauso definieren. Ist dann
w ein dominierendes Maf fir P und @, zum Beispiel p = #, und sind f
und g die Radon-Nikodym-Dichten von P und Q) bzgl. i, so gilt die Formel

1P=Qlrv= [ (F=gydn= [ o= Hdu=3 [ 17 gldn

{f>g} {f<g}

Unser Ziel ist es nun, das Verhalten der Grofse

HT*k — UHTV fir k— oo

zu untersuchen. Dazu bendtigen wir zunéchst noch zwei Lemmata. Um das zwei-
te beweisen zu konnen, benétigen wir eine etwas andere Version der Plancherel-
Formel, vgl. Satz 2.1.42.

Satz 2.3.8 (Plancherel-Formel, Version 2). Seien G eine endliche Gruppe und
fih : G — C zwei Funktionen. Fir die Darstellungen o € Irr(G) sei auf dem
zugrundeliegenden Vektorraum jeweils ein p-invariantes Skalarprodukt gewdhlit und
es bezeichne iz(g)* den adjungierten Endomorphismus zur Fouriertransformierten
h(o) von h in o (vgl. Definition 2.1.35) bzgl. dieses Skalarproduktes. Dann gilt

S F(g)hlg) = ﬁ S dTe(f(0) o hlo)).
geG o€lrr(Q)

Beweis: Wieder sind beide Seiten linear in f, so dass wir ohne Enschrankung
[ = I{z; annehmen kénnen. Fiir Endomorphismen ¢, % eines unitaren Vektorrau-
mes gilt die Gleichung

Tr(p o ™) = Tr(p* o)),

wie man leicht mittels darstellender Matrizen verifiziert. Somit gilt:
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G L dmliohe) - S 4, Te(f(0) o h(0))

o€lrr(G) | QEIT‘T(G)

= Z dyTr(o(x)* 0 h(0))

Qelrr G)

= Z d,Tr(o(z=1) o h(0))
QGIrr G)

W

= ) fl9hly)

geG

Satz 2.1.42

Dabei haben wir fiir die dritte Gleichung verwendet, dass die o(g) unitéire En-
domorphismen sind, das heifst, dass gilt:

olg™") =o(9)"" = oly)*
0

Lemma 2.3.9. Seien G eine endliche Gruppe und U die Gleichverteilung auf G.
Dann qilt fir jede irreduzible Darstellung o von G:

0 sonst

- 1 falls o trivial
Ule) = {

Beweis: Wir haben

= Ulg)olg) |G|Z

geG geq
Daraus folgt leicht

U(o) o o(g) = o(g) o U(o)

fiir jedes g € G. Da g irreduzibel ist, folgt aus dem Lemma von Schur, dass U (o)
eine Homothetie ist zum Skalar

1
A= —1 g
d r( d |G| Xolg
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2 Darstellungstheorie und der random walk auf endlichen Gruppen

wobei x;- der Charakter der trivialen Darstellung von G ist. Dies ist wegen der
Orthonormalitét der Charaktere

_J 1 falls p trivial
0 sonst

Daraus ergibt sich sofort die Behauptung.
O

Lemma 2.3.10 (Upper bound lemma, Diaconis, Shahshahani). Sei @ ein Wahr-
scheinlichkeitsmafl auf der endlichen Gruppe G. Dann gilt

lR-Uhv < ¥ 4T Q).

oclrr(G)\{owr}

wobei oy die triviale Darstellung bezeichne.

Beweis:
Nach Bemerkung 2.3.7 (i) und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir den RI¢!
folgt:

4l = Ullzy = (ZIQ(Q)—U(M) =<Z|Q(g)—U(9)|-1)

geG geG

< | [Siew-vee \/Z 2] =31Q) - U@k 16

geG geG geG

= [G)_(Q9) — Ulg))?

geG

Nach Satz 2.3.8 erhalten wir daraus weiter

4Q-Ullzy < Y dT((Q-U)(0)o(Q—U)(0))

o€lrr(G)

Fiir die triviale Darstellung gy, ergibt sich nach Lemma 2.3.9 und, da @ ein
Wahrscheinlichkeitsmafs ist:

~ ~

Q(Qtr) - U(Qtr) =1-1=0
Und ebenfalls nach Lemma 2.3.9 folgt fiir jedes nicht-triviale o € Irr(G):
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Qo) = U(e) = Qlo),
woraus sich unmittelbar die Behauptung ergibt.
O

Man kann analog auch folgende untere Schranken fiir den Totalvariationsabstand
angeben:

Satz 2.3.11. Unter denselben Vorausetzungen wie in Lemma 2.5.10 gilt:
(CL) ||Q - U||TV 2 ﬁ Z@EI’I‘T(G)\{QT} dQTr<Q(Q) © Q(Q>*)
(b) ||Q - U||’%V = ﬁ ZQGI'I‘T(G)\{QtT} dQTr(Q(Q) © Q<Q)*>

Beweis: zu (a): Wegen

0<1]Q(g) —Ulg)l <1
fiir jedes g € G gilt die Ungleichung

21GI1Q = Ullrv = |G| )_1Q(g) = U(9)]

geG
> 1GY1QMg) — Ulg)P ™ =™ Y d,T(Qle) 0 Qo))
geG o€Irr(G)\{otr}

zu (b): Indem wir die Ungleichung

(a4 ... +a,)*>a>+...+a

fiir nicht-negative reelle Zahlen aq, ..., a, verwenden, erhalten wir:

4GIIQ = Ullzv = |G (ZIQ(Q)—U(Q)\>

geG

> [G])1Q(g9) - U(g))®

geG

= Y d,T(Qe) o Qo))

eclrr(G)\{owr}

165



2 Darstellungstheorie und der random walk auf endlichen Gruppen

Eine wichtige Eigenschaft der Fourier-Transformation ist, dass sie Faltung von
Funktionen in die Multiplikation (genauer Komposition) der Fourier-Transformierten
verwandelt:

Satz 2.3.12. Seien G eine endliche Gruppe und S, T : G — C. Dann gilt fiir jede
Darstellung (V, 0) von G:

— ~

T % 5(0) = T(0) 0 S(0).

Beweis: Wir haben

T+5(0) = Y .(T+S(g)elg) =Y (Z T(ghl)S(h)> o(9)
= > (ZT(gh_l)S(h)Q(Qh_lh)>
= Z (Z T(ghl)g(gh1)> o (S(h)o(h))
heG \geG
= S T(0) o (S(h)o(h)) =T(e) 0 > S(h)o(h)
= T(0) o S(0)

O]
Wir kommen nun zuriick auf unsere konkrete Situation und betrachten das

Wahrscheinlichkeitsmaf 7" auf der symmetrischen Gruppe S,,. Diaconis und Shas-
hahani konnten zeigen (vgl. [DS81] oder |Dia88|):

Satz 2.3.13. Sei k € N von der Form k = %nlogn + cn. Dann gilt:

(a) Es gibt eine Konstante a, die nicht von n oder ¢ abhingt, so dass fir ¢ > 0
qgilt:

||T*k — U||TV S GG_QC

(b) Ist ¢ <0, so gilt fiir n — oo:

1 —2¢
7 = Ul = (¢ =) ot)
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Wir wollen Satz 2.3.13 nicht vollstéandig beweisen, aber erklaren, wie in den Be-
weis von Aussage (a) die Darstellungstheorie der symmetrischen Gruppe einspielt:
Nach dem upper bound lemma, Lemma 2.3.10, gilt in dieser Situation

T — Uy < ST 4T (o) o T(0)") (2.12)
€T (Sn)\{otr}

Nach Satz 2.3.12 gilt fiir jedes o:

e

T () =T(0)o...oT(0) (2.13)

=4

Nach Konstruktion ist das Wahrscheinlichkeitsmafl 7" auch gine Klassen-Funktion
der S,,, so dass nach Satz 2.1.36 die Fourier-Transformierte 7'(¢) in ¢ eine Homo-
thetie ist zum Skalar )\ mit

A= di > T(m)xe(m) = dl <T(id)d9 + T(T)Xg(7)>
¢ res, e T Transp.
= LMD Ry = kT

e

denn es gibt genau @ verschiedene Transpositionen in der S,, und y, nimmt

auf jeder Transposition denselben Wert an (7 sei einfach irgendeine Transposition).
Nach Gleichung (2.13) ist dann auch T**(p) eine Homothetie zum Skalar

A = <l+"_lxg—(7))k (2.14)

n n d,

Ebenso ist der adjungierte Endomorphismus ﬁ(g)* eine Homothetie zum Ska-
lar

Moo= 3= (l + 0= 1XQ(T)) (2.15)

_ (1+”_—1@)k:(1+”__1X9_(7))k:Ak (2.16)

n n  d,

Somit ist nach (2.14) und (2.15) auch ﬁ(g) o ﬁ(g)* eine Homothetie zum
Skalar
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1 n—1y,(r)\*"
A==y ——222 2.1
<n * n  d ) (2.17)

Indem man (2.17) in (2.12) einsetzt und die Spur auswertet, erhdlt man

. 1 o (1 n—1x,(7) 2k
[T = Ullrv < 1 Z dg(—+——

n n d,
o€lrr(Sn)\{otr}
1 1 n—1 2k
o€Irr(Sn)\{otr}
mit
Xo(T)
(1) = iig

Diese Grosse hat einen Namen.

Definition 2.3.14. Die Grisse r,(1) = X‘é—(;) heifst der zur Darstellung o von S,
gehdrige character ratio, ausgewertet in der Transposition T.

Anhand der Gleichung (2.18) kann man sehen, dass die character ratios der ir-

reduziblen Darstellungen der Gruppe S,, eine entscheidende Rolle fiir die Konver-
genzgeschwindigkeit des von 1" erzeugten random walks gegen die Gleichverteilung
spielen. Wir wollen noch kurz andeuten, wie Diaconis und Shashahani vorgehen,
um den Term in (2.18) weiter nach oben abzuschétzen:
Zunéchst machen sie von der Bijektion zwischen den Partitionen A = (A1,...,\)
von n und den irreduziblen Darstellungen der Gruppe S,, Gebrauch und schreiben
stets xa, T, ... statt x,,7,,.... Dann verwenden sie, dass fiir A = n die folgende
Formel von Frobenius fiir den character ratio, ausgewertet in 7 gilt:

l
() = o 08— (2= Dy (219)

j=1

Weiter zeigen sie, dass fiir A, u = n die folgende wichtige Monotonieregel gilt:

A = (1) >r,(7) (2.20)

Dabei bezeichne > die Dominanz-Ordnung, vgl. Definition 2.2.11.

Schliefslich verwenden sie die Tatsache, dass die Dimesion d, der zur Partition
A F n gehorigen irreduziblen Darstellung von S,, gleich der Anzahl aller Standar-
Young-Tableaus ¢ mit sh(t) = A ist, um zu zeigen, dass fiir A = (A1, ..., \;) stets
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dy < (;)d» (2.21)

1

ist, wobei \* = (Ag,..., ) Fn— A
Unter Verwendung der Fakten (2.19), (2.20) und (2.21) erhalten sie durch Rech-
nung die Behauptung von Satz 2.3.13 (a).
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3 Der zentrale Grenzwertsatz fur
character ratios

In Kapitel 2 haben wir das Plancherel-Mafs P zu einer endlichen Gruppe G als
Wahrscheinlichkeitsmafs auf der Menge Irr(G) aller paarweise nicht-dquivalenten
irreduziblen Darstellungen von GG kennengelernt. Der Darstellung o € Irr(G) wird
dabei das Gewicht P({o}) = % zugeordnet, vgl. Definition 2.1.41. In dem Fall,
dass G = S,, eine symmetrische Gruppe ist, werden die irreduziblen Darstellungen
von allen Partitionen \ von n iiber die Specht-Moduln S*, A - n, parametrisiert,
wie wir in Abschnitt 2.2 gesehen haben. Geméaft dieser Parametrisierung konnen
wir nun das Plancherel-Mafs P, auf Irr(S,,) auf die Menge aller Partitionen von n
iibertragen.

Wir haben weiter in Abschnitt 2.3 den random walk auf S, betrachtet, der aus
zufilligen Transpositionen eine zufillige Permutation erzeugt und gesehen, dass
fiir die Konvergenzgeschwindigkeit dieses random walk gegen die Gleichverteilung
in Totalvariation die character ratios ry(7) = Xfi—(;), A F n, eine entscheidende
Rolle spielen. Unter diesem Gesichtspunkt erscheint es als natiirlich, das asympto-
tische Verhalten der Verteilung von ry(7) fiir n — oo zu betrachten, wobei die
Partition A - n jeweils geméf dem Plancherel-Maf P,, auf Irr(S,) gewdhlt wird,
welches geméf der RSK-Korrespondenz der Gleichverteilung auf S,, entspricht.
Es stellt sich heraus, dass die Folge der character ratios, geeignet standardisiert,
einem zentralen Grenzwertsatz geniigt. Dieses Resultat, der zentrale Grenzwert-
satz fiir character ratios, wurde zuerst von Kerov in [Ker93b| bewiesen. Kerov
zeigte sogar allgemeiner, dass die gemeinsame asymptotische Verteilung von cha-
racter ratios, die jeweils in Permutationen mit genau einem nicht-trivialen Zykel
ausgewertet werden, auch eine mehrdimensionale Normalverteilung ist, und dass
sogar asymptotische Unabhéngigkeit dieser character ratios vorliegt. Die Beweis-
methode, die Kerov verwendete, ist die sogenannte Momente-Methode und diese
liefert im Allgemeinen keine Konvergenzrate. Ferner ist Kerovs urspriinglicher Be-
weis von Grund auf kombinatorisch. Der erste zentrale Grenzwertsatz mit Rate
n~i und Berry-Esséen-Konstante 40,1 fiir (1) wurde von J. Fulman mit Hilfe
des Ansatzes der austauschbaren Paare (siche Unterabschnitt 1.1.2) innerhalb der
Steinschen Methode in [Ful05] bewiesen. In der Arbeit [Ful06b| bewies Fulman mit

Martingal-Theorie, dass fiir jedes s € (0; 3) eine Konstante C; € [0; +-00) existiert,
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3 Der zentrale Grenzwertsatz fiir character ratios

so dass die Aussage des zentralen Grenzwertsatzes fiir 7 (7) mit der Rate n~* und

der Konstanten C gilt, wobei keine expliziten Konstanten ausgerechnet wurden.
Shao und Su griffen in der Arbeit [SS06] den Beweis aus [Ful05] wieder auf und
erhielten, unter Verwendung eines feineren Resultats fiir den Kolmogorov-Abstand
im Rahmen des Ansatzes der austauschbaren Paare, die Konvergenzrate n~2 mit
der Konstanten C' = 150. Fulman hingegen adaptierte in der Arbeit [Ful06a| den
induktiven Ansatz von Bolthausen (siehe Abschnitt 1.2) und erhielt auf diesem
Wege ebenfalls die Rate n’%, berechnete jedoch keine explizite Konstante. Das
Ziel dieses Kapitels ist es nun, den Beweis des zentralen Grenzwertsatzes fiir cha-
racter ratios aus der Arbeit [Ful06a| vorzustellen und eine Berry-Esséen-Konstante
auszurechnen, welche jedoch mit 808 grofer als die in [SS06] sein wird. Wir wer-
den zunéchst in Abschnitt 3.1 etwas Notation einfithren und einige Hilfsaussagen
beweisen, um in Abschnitt 3.2 den Hauptsatz dieser Arbeit, das Berry-Esséen-
Theorem fiir character ratios, beweisen zu kénnen.
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3.1 Das Plancherel-Mall und character ratios

Wie in der Einleitung dieses Kapitels bereits angedeutet, wollen wir, der Arbeit
[Ful06a] von Fulman folgend, einen zentralen Grenzwertsatz vom Berry-Esséen-
Typ fiir character ratios ausgewertet in Transpositionen beweisen. Dazu miissen
wir den character ratio noch geeignet standardisieren. Zunéchst tibertragen wir
das Plancherel-Maf von Irr(S,) auf die Menge

Q,={A: Akn}
aller Partitionen von n.
Definition 3.1.1. Das Wahrscheinlichkeitsmaf$ P, auf dem Messraum (€2, P(2)),
das durch die Gewichte

d3
Pu({N) =

auf den Partitionen A von n eindeutig festgelegt ist, heifst das Plancherel-Mafs
auf den Partitionen von n € N. Den Erwartungswert beziiglich P,, bezeichnen wir
mit E,,.

Der RSK-Algorithmus aus Bemerkung 2.2.33 definiert eine Bijektion
7 +— (t(m), s(m)) zwischen der S,, und der Menge aller Paare (t,s) von Standard-
Young-Tableaux mit sh(t) = sh(s) b n. Ist U, die Gleichverteilung auf S,, so
gilt

U,({m €S, : sh(t(r)) = sh(s(r)) = A}) — {m €S, : sh(t(m)) = sh(s(m)) = A}

n!
d3
= ol = Pn({/\}) :
Somit entspricht das Plancherel-Maf auf den Partitionen von n unter der RSK-
Korrespondenz der Gleichverteilung auf der S,,.
Da der Charakter y, der zur Partition A - n gehorigen Darstellung eine Klassen-
funktion ist, ist es unerheblich, in welcher Transposition wir den character ratio
auswerten. Da die Transposition (1,2) in jeder Gruppe S,, n > 2, enthalten ist,

werden wir ihn stets in dieser Transposition auswerten. Wir definieren nun die
Zufallsvariable T}, : €2,, — R durch

T.(A) == (Z)r,\(l,Q) = @

Dass die Zufallsvariable T}, die gesuchte Standardisierung ist, ist Gegenstand der
folgenden Proposition.
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3 Der zentrale Grenzwertsatz fiir character ratios

Proposition 3.1.2. Mit den obigen Bezeichnungen gilt:
(a) E,[T,] = 0.
(b) Var(T,) = E,[T?] = 1.
Beweis: zu (a): Nach der Definition des Erwartungswertes gilt:

E,[T,] = \/6 02 e () = \/6 ol

— \erAw (n) (1,2)

AFn

= 0,

nach Proposition 2.1.32.
zu (b): Wieder erhalten wir nach der Definition des Erwartungswertes

s = (3) SR mn = (5) SO
— %ZXA(122KOY224 > (L 2)xa(1,2)

AFn AFn
:17

aufgrund der character-Relationen zweiter Art, Satz 2.1.40.
O
Wir wollen nun die Zufallsvariable T, als Summe anderer Zufallsvariablen schrei-
ben, welche die Differenzenfolge eines Martingals bilden. Dazu miissen wir zunéchst
zu einem groferen Wahrscheinlichkeitsraum als (€2,,, P(€2,), P,,) ibergehen, der das
zuféllige Wachsen von Partitionen geméfs dem Plancherel-Maf beschreibt. Wir de-
finieren fiir j € N>o Abbildungen K : ©,_1 x P(€;) — R durch

: d
KiAG=1),4) = > 0 (3.1)
Agreay: I
AG=1)/A3)

Wir erinnern daran, dass A(j — 1) / A(j) bedeutet, dass das Young-Diagramm
von A(j) aus dem Young-Diagramm von A(j — 1) durch das Hinzufiigen einer
einzelnen Box erhalten werden kann. Die entscheidende Beobachtung von Kerov
war es, dass durch Gleichung (3.1) ein Markov-Kern von (€;_1,P(£2;_1)) nach
(Q],P( ;) definiert wird:
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3.1 Das Plancherel-Mafs und character ratios

Lemma 3.1.3. Fir jedes j € Nso wird durch Gleichung (3.1) ein Markov-Kern
von (-1, P(Q;-1)) nach (Q;,P(2;)) definiert.

Beweis: Sei j € N beliebig. Offenbar ist K; nicht-negativ. Da nur Potenzmengen
als o-Algebren involviert sind, gibt es auch keine Messbarkeitsprobleme. Sei jetzt
A(j —1) € Q;_ fest gewdhlt. Dann miissen wir zeigen, dass die Gleichung

3 ho (3.2)

A(G)EQ: Jdx-1)
A([G—=1),/ M)
erfiillt ist. Dies zeigen wir mit Hilfe der Branching-Regel, Satz 2.2.35 (i). Es gilt
nach diesem Satz:
S 1)\ A ;
Indg’ (V)= 0 (3.3)

WIS
A(G=1),/A()

Indem wir auf beiden Seiten von (3.3) die Dimensionen betrachten, erhalten wir

. S]
Jodyg-y = |Sji1|dx(j—1> = [S; : Sj-aldrg-n)
PP dime(Ind ¥ (S0V) = Y dime(529))

AG) €9,
AGi=1),/AG)

= Z d)\(j) . (3'4)

A(J)€Q;:
A(G=1),/A()

Aus (3.4) ergibt sich nach Division durch j - dy(;—1) unmittelbar die Gleichung
(3.2).
O
Es sei p das einzige Wahrscheinlichkeitsmafs auf dem einelementigen Messraum
(Qq,P(€21)). Weiter sei

O =T =2 xQx...xQ,
j=1
der Produktraum, ausgestattet mit der Produkt-o-Algebra

POQM) =P @...0 P(Q).
Nun definieren wir das Wahrscheinlichkeitsmaf P, auf (Q™,P(Q™)) durch

Po=poQ)K;, (3.5)
j=2
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3 Der zentrale Grenzwertsatz fiir character ratios

vgl. etwa [Kle06], Kapitel 14, oder [GS77] fiir die Definition dieses Mafses, das
die Modellierung eines Gesamtexperimentes beschreibt, wenn eine beliebige Start-
Verteilung (hier ;) und Markov-Kerne fiir die bedingten Experimente (hier die Kj)
gegeben sind. (Wir kénnten natiirlich auch mit Hilfe des Satzes von Ionescu-Tulcea
ein eindeutig bestimmtes Wahrscheinlichkeitsmaf auf dem unendlichen
Produktraum der 2; finden, welches dieselben Ubergangswahrscheinlichkeiten be-
sitzt!) Wir bezeichnen mit E,, den Erwartungswert bzgl. des Wahrscheinlichkeits-
mafes P,. Da der Wahrscheinlichkeitsraum (Q™ P(Q™), P,) diskret ist, ist das
Mafs P, bereits durch seine Zahldichte festgelegt. Fiir einzelne Punkte
(A(1),A(2),...,\(n)) € Q" gilt die bemerkenswerte Formel

_ dre) drx  daw _ dx(n)
2 3d)\(2) nd,\(n,l) n!

Pa({(A(1),A(2), -, A(n))}) : (3.6)

welche sofort aus (3.1) in Verbindung mit einer bekannten Multiplikationsregel
fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten folgt. Nach der Formel (3.6) héngt die Wahr-
scheinlichkeit fiir das Tupel (A(1),A(2),...,A(n)) in Wahrheit nur von A(n) ab!
Wir bezeichnen die kanonischen Projektionen auf dem Raum Q™ im Folgenden
mit Ag”), ., A" das heifit, esist fir j=1,...,n

A1), A2),...,An) = A3).

j
Da die Markov-Kerne K; nur von A(j—1) und nicht von der ganzen Vorgeschichte

abhéngen, erkennen wir den Prozess (Agn))jzl n als (zeitlich nicht homogene)
Markov-Kette (mit endlichem Zeithorizont). Dieser Prozess wird in der Literatur
auch Kerov’s growth process (siehe [Ful06a|) oder Plancherel growth process (siche
etwa [Ker96]) genannt. Die zuletzt genannte Bezeichnung wird durch den folgenden

wichtigen Satz von Kerov gerechtfertigt:

.....

Satz 3.1.4. Mit den obigen Bezeichnungen gilt fiir jedes n € N und fir alle 1 <
Jj<n:
(n)
P:j - Pj ;
das heifst, die Verteilung von Agn) ist gleich dem Plancherel-MafS auf den Par-
tittonen von j.

Beweis: Wir beweisen die Behauptung fiir festes n per Induktion iiber 1 < j <
n:
Induktionsanfang: n = 1: Es sei A(1) die einzige Partition von 1. Dann gilt:

2

PAY = A1) = 1= S =Bi({AD)}).
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3.1 Das Plancherel-Mafs und character ratios

denn S ist der triviale Modul, da S; trivial ist.
Induktionsschritt: j—1 — j. Essei A(j) € €2; beliebig. Dann gilt nach Definition

.....

P(AM = \(j))
= S P =G A =20 1) PN =G - 1))
)\(]—l)kj—l
= S B =AG) A =G - 1) PuA = MG - 1)
)\(jfl)Gijl:
A(G-1), /A
= S KOG -0 {0 PaA =G - 1))
)\(j—l)EQ]'_lz
A(=1),/ A
Ind.-Vor. d)\' .
=y P B - DY)
)\(jfl)Gijl: j A(]_l)

AG=1) /M)

2
_ > dag)  Dg-
; . r— 1))
AG—1)€Q;_1: jd/\(J—l) (] 1)
AG—1)7A0)

dy /s
_ A.(]) Z dr-1) (3.7)

|
J: )\(j—l)EQj,y

AG=1)/A)

Nun verwenden wir wieder die Branching-Regel, und zwar Satz 2.2.35 (ii). Dieser
besagt, dass

Res <SSj S)\(j)) o @ §AG-1)
i—1
’ /\(jfl)Eijlt
AG—1) /()

gilt. Indem wir auf beiden Seiten die Dimensionen betrachten, folgt

d)\(j) = dim@(Res SJS,ilS)‘(j)) = Z dA(jfl) (3.8)
AJ—1)eQ;_1:
Ai-1),730)

und, indem wir (3.8) in (3.7) einsetzen, erhalten wir
2

ds, .
PaAS = A0) = = =BG
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3 Der zentrale Grenzwertsatz fiir character ratios

also die Behauptung.
O

Eine erste Konsequenz aus Satz 3.1.4 ist, dass die Zufallsvariable
Tj(") = TJ(A§")) =T; oAgn) auf Q" dieselbe Verteilung hat, wie die Zufallsvariable
T; auf €, 7 = 1,...,n. Anschaulich besagt der Satz, dass in jedem Schritt j, wobei
1 < j < n, des zufilligen Wachsens von Young-Diagrammen (bzw. von deren
Partitionen) das Diagramm (bzw. die Partition) A§-n) nach dem Plancherel-Mafs
verteilt ist. Wir konnen somit alle Rechnungen, die wir bzgl. des Plancherel-Mafes
anstellen mochten, ohne Einschrankung in diesem Wahrscheinlichkeitsraum, der
mehr Informationen enthélt, durchfiihren.
Wir benétigen noch einige weitere Notationen: Es seien Yo(n) = Y™ := 0 und fiir
2 < j < nsei

DX o (1,2 :
v Gy (12) _ (7w

Weiter sei fiir 1 < j < n X](n) = Yj(n) — Y](fi Weiter sei fir 2 < j < n
BJ(-n) die Box, die beim Ubergang von Ag-ﬁ)l nach Agn) hinzugefiigt wird und es sei

C’](-n) = C(B](-n)) ihr Inhalt im Sinne der folgenden Definition.
Definition 3.1.5. Sei \ eine Partition und es sei b € X\ eine Box im zugehorigen

Young-Diagramm an der Stelle (i, 7). Dann heifit ¢(b) := j — i der Inhalt der Box
b.

Der Inhalt gibt somit mit Vorzeichen den Abstand einer Box b € A von der
Diagonalen an. Aufgrund unserer Definitionen kénnen wir nun die Zufallsvariable
TT(L"), deren Verteilung uns interessiert, wiefolgt zerlegen: Es gilt

(XM XM+ x iy, (3.9)

n
(5)

Der néchste Satz verdeutlicht, wieso der Inhalt einer Box fiir uns von Interesse
ist:

Satz 3.1.6. Fir2 < j <nist X\" = C\".

Beweis: Als (zuféllige) Partition von j — 1 kénnen wir Ag@l wiefolgt darstellen:
Es gibt ein s € N und natinliche Zahlen ky > k» > ... > k, > 1 mit A, =
(k1, ko, ..., ks). Wir setzen ksyq := 0. Dann gibt es genau ein m € {1,...,s+ 1}
mit

A = (ke Koy Ko b+ 1 kgt ) -
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3.1 Das Plancherel-Mafs und character ratios

Indem wir die aus Gleichung (2.19) bekannte Formel von Frobenius fiir den
character ratio ausgewertet in der Transposition (1,2) verwenden, erhalten wir

" . 1 s+1
VO = () (1.2 = 0002 - 2= D)+ (ko + 17 = (2= 1l + 1)
] =]
1 s+1
= (O (k] = (2 = Dk;) + k7, + 2k, + 1 — (2m — 1)k, — (2 — 1))
2 =
1 s+1
= SOT (K — (20— 1)ki) + 2 + 2 2m)

=1

= Y 4k +1-m (3.10)
Wegen k,, +1 —m = c(BJ(.n)) folgt aus (3.10) unmittelbar die Behauptung:

J

O

Somit haben wir fiir die Grofe X ](n) eine geometrische Interpretation gefunden.
Man beachte, dass die entscheidende Formel von Frobenius in dieser Form nur fiir
den character ratio ausgewertet in den Transpositionen richtig ist und wir daher fiir
andere Konjugationsklassen der symmetrischen Gruppen diese Darstellung nicht
zur Verfligung haben.
Lemma 3.1.7. Mit den obigen Bezeichnungen qilt fiir alle 2 < j < n:

(i) Yy A7) = Y,

(ZZ) Eﬂ[y}("”yﬂ(")] _ 4G-1 Yé”)'

n(n—1)
(iii) B[ X" |T\V) = B,[X!"|vii"] = LT,
(iv) E XA = 0.
(v) El(X]")A] = j — 1.
(vi) EuJ(X]VIA] = () +3 > peam, e(B)*

(vii) E,[(X{")?] =j—1.
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3 Der zentrale Grenzwertsatz fiir character ratios

Beweis: zu (i): Es sei A(j — 1) € Q;_; fest gewdhlt. Dann gilt nach der Trans-
formationsregel angewendet auf den bedingten Erwartungswert:

E,[Y;VIA, = A = 1)]
_ oy Beeld) pm e 2o

A(G)EQ;: dx(7)

A(G—1),/A()
- ¥ B)on1,2)  di)
d(7) Jdai—1)

NOISUE
AG=1),/AJ)

7 —1
= Xao (1,2
SR > (L2

)\(j)eﬂjt
AG=1),/AG)
Jj—1 S,
= ~Indg? | (xXai-1)(1,2 311
2, s,/ 00g-1)(1,2), (3.11)

nach der Branching-Regel, Satz 2.2.35 (i).
Nach Satz 2.1.48 folgt aus (3.11), dass gilt:

1 1
EY™A™ = A —1 J (o (1.2
AL AN =gt R v (20w

7T_10(1,2)O7T€Sj_1

(3.12)
Nun gilt 7' o (1,2) o € S;_; genau dann, wenn 7(j) ¢ {1,2} ist. In diesem
Fall ist 7 := 7! 0 (1,2) o 7 eine Transposition mit 7(j) = j, also 7 € S;_1, so dass
XaG-1)(T) = xag-1)(1,2) ist. Da es genau (5 —2) - (j — 1)! solche 7 € S; gibt, folgt
aus (3.12)
n)| A (n . -1 (-2 -1
E[Y™AM = A —1)] = =2 (1,2
_ =D )xwfl)(lﬂ) _ U5)ae-n(1.2)
2d(j-1) dx(j-1)

und dies ist gleich Y;(f%, falls Agﬁ)l =A{Jj—1) gilt.
zu (ii): Wir werden zeigen, dass fiir 1 < j <n die Gleichung

E, [y |AM] = j(j—_ll))w") (3.13)
n
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gilt. Wegen o(Y;\") C o(A") folgt daraus

.
—~
.
SN—

(n) |y (n)] _ () A ()77 _ _JU =D om
En[Yg ’YTS )]—En[En[Y; ‘A;)]‘Yn( )}—En _—1>Yn()7

also die Behauptung. Fiir 7 = 1 ist (3.13) aufgrund der Definition von Y ) Klar.
Sei nun j > 2. Wir beweisen zunéchst die folgende
Behauptung: Fir alle 1 < j <i <nundalle A\(j) € Q;, A\(j+1) € Qjiq,...,A(4) €
) drG)
7!
Beweis: Es gilt nach einer bekannten Formel fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten
und der Markov-Eigenschaft:

Pn<A<“> AL =AU+ 1) A = A0)

J

P (A = XG)L A = MG+ 1), A = 23) = (3.14)

= Pu(A HP MR)IATY = AG), -, A = Ak — 1))

k=j+1

P;( H Py AR)AMY, = Ak — 1))

k=j+1

Satz 3.1.4

i

_ J) 11 _hw
! k

k=j+1 (k1)
2
dA(j) )
J Ay GG +2)
da)dagy
il

Daraus folgt fiir beliebige A(j) € Q;, A(j +1) € Qj41, ..., A(n) € Q,, die Formel

Po(AY = MG, AL = AG + 1),
P (A = 2G), A = AG 1), A, =

Satz 3.1.4 A dr@myn!
e )
n.d/\(n)

_ | (3.15)
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3 Der zentrale Grenzwertsatz fiir character ratios

Aus (3.15) erhalten wir mit Hilfe der Transformationsformel fiir Erwartungswerte,
angewendet auf den bedingten Erwartungswert fiir beliebiges A(n) € §2,:

E YA = A(n)]

- ¥ S 0% ()0 (1,2)
A(n—1)eQn_1: A(n—2)€Qy,_2: NOEYE d/\(j)
A(n—=1),/X(n) A(n—2),/A(n—1) AG) /AG+1)

Pu(AY = A(G), AV = AG + 1), ALY = A — D]AD = A(n))

J

_ 3 S Y (D (L2) d

An—1)€Qn_1: A(n—2)€Qn_o: A(G)EQ;: i) dam)
A(n—=1) /A(n) A(n=2) /A(n—1) (), A(G+1)

=) >y @)X;(ji(lﬂ)

A(n—1)EQn_1: A(n—2)EQ,_2: A(J)€eQy: An)
A(n—=1) /A(n) A(n—=2) /A(n=1)  A(j),/A(j+1)

— d(i) 3 )T N Y C ) (3.16)

M) An=1)eQn_1: A(n—2)eQn_2: A(G)EQy:
An—=1) /A(n) A(n=2) /A(n—1)  X(j),/A(G+1)

Da j > 2 gilt, ist (1,2) € S;. Da die Einschrankung von Darstellungen (wie
die von Abbildungen im Allgemeinen) transitiv ist, erhalten wir iterativ mit der
Branching-Regel, Satz 2.2.35 (ii), insgesamt aus (3.16), dass gilt:

J

zu (iii): Die erste Gleichheit ist klar, da sich Y™ und 7™ nur durch einen (von
Null verschiedenen) konstanten Faktor voneinander unterscheiden. Aus (ii) folgt
unmittelbar
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B[X[PV) = B ) = By v )
_JG-1) -1l -2
~ n(n— 1)Y” n(n —1) v
_ 2(j — 1)Ya :j—l (n)
n(n —1) (5) Yo
= QT(H) .

Ol

zu (iv): Es ist Y( 1 messbar beziiglich U(A 1)- Somit gilt nach (i)

EaXGVIATA] = BV = YA = B A = Y
v =y =0

Die einzigen bisher gefundenen Beweise der Aussagen (v) und (vi) sind rein
kombinatorisch und werden daher ausgelassen. Fiir Aussage (v) verweisen wir auf
[Ker93a| und fiir Aussage (vi) auf [Las04].
zu (vii): Dies folgt aus (v) mittels iterierter Erwartung:

Bu[(X]")] = E[BJ(X[VPIATN) = Bulj — 1] = — 1
0
Bemerkung 3.1.8. Fiirl < j <n sei .A;”) =a(A", ... ,Ag-n)). Aus Lemma 8.1.7
(i) folgt aufgrund der Markov-FEigenschaft der Folge (Am)

5 1<j<n die Gleichung

Bl 1AM = By A, AP = By Al = v

Jj+ J J

fir1 < j <mn—1. Somit ist die Folge (Yj("))lgjgn ein (endliches) (A;n))lgjgn'
Martingal.

Seien Z1,..., 7, Unbestimmte. Dann wird fiir 1 < r < n das r-te elementar-
symmetrische Polynom e, definiert durch

er=e 2, Zn)= Y. Ziy-...-Z
1<i1<...<ip<n
Sei A F n eine Partition und sei ¢y, ...,¢, irgendeine Anordnung der Inhal-
te der Boxen in A. Dann definieren wir e,.(\) := e.(cy,...,c,). Diese Defini-
tion ist wegen der Symmetrie des Polynoms e, unabhingig von der Wahl der
Auflistung der Inhalte cq,...,c,. Wir konnen somit e, auch als Zufallsvariable

er: (Qn, P(2,),P,) — (R, B') auffassen.
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3 Der zentrale Grenzwertsatz fiir character ratios

Lemma 3.1.9. Mit den obigen Definitionen und Bezeichnungen gilt E,[e,] = 0
fir alle 1 <r <n.

Beweisskizze: Im Fall » = n besteht e, () fiir jedes A aus nur einem Summan-
den, in dem der Faktor 0 als Inhalt der Box an der Stelle (1, 1) auftritt. Somit ist
e, konstant gleich 0 und mithin auch E,[e,| = 0.

Sei jetzt 1 < r < n vorausgesetzt. In diesem Fall verwenden wir die Theorie der
sogenannten Murphy-FElemente Ry, Rs, ..., R,. Fiir 2 <i < n ist das i-te Murphy-
Element R; definiert durch R; := >, _._;(i,5) € C[S,]. Es sei ¢ € C[S,] das
Element aus der Gruppen-Algebra von S,, das die Summe aller Permutationen
mit genau n — r nicht-trivialen Zykeln ist. Diaconis und Greene zeigen in [DG89),
dass die Identitat ¢ = e.(Ra, ..., R,) gilt. Durch Multiplikation von links kann
man ein Element der Gruppen-Algebra stets als Endomorphismus auf dem ent-
sprechenden Modul auffassen. Murphy beweist in [Mur81|, dass in diesem Sinne
die Murphy-Elemente R, ..., R, als Endomorphismen jedes Specht Moduls S*,
A F n, bzgl. einer Orthogonalbasis simultan diagonalisierbar sind und berechnet
auch die entsprechenden Eigenwerte. Eine Konsequenz daraus ist, dass das Ele-
ment ¢ aufgefasst als Endomorphismus von S* eine Homothetie ist zum Skalar
e;(A\) und somit die Spur Trgx(c) = e,(\)dy hat. Wir wissen aus Satz 2.1.33, dass
jeder Modul S* in der reguliren Darstellung C[S,] mit Vielfachheit dy vorkommt,
so dass die Spur von ¢ aufgefasst als Endomorphismus von C[S,,] gegeben ist durch

Tres, Z d\Trgx(c Z dier(\) = nlE,[e,] .
AFn AFn
Sind 7y,...,m, alle Permutationen mit genau n — r nicht-trivialen Zykeln, so

gilt andererseits

Tregs,)(c ZTI"CSn] ;) ZXTeg ;) =0,

nach Proposition 2.1.32 (b). Somit folgt E,[e,] = 0 wie behauptet.

Das niichste Lemma stellt obere Schranken fiir E,[|X{" |?] und fiir
E,[|T, (X™)3]] bereit.

Lemma 3.1.10. Es sei n > 3 eine natirliche Zahl. Dann gelten die folgenden
Abschdtzungen:

(i) EJIXSP] < (n—1)v2n—3
(i1) BT (G0 < (n = 1)v2n =3
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3.1 Das Plancherel-Mafs und character ratios

Beweis: Nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt

EJXPPT = EXP]XPP
< VEIXPR B
Lemma 317(vi) o B [1X™M4 (3.17)

Nach Lemma 3.1.7 (vi) erhalten wir

EJIXMP] = By [EJXPA])
- B, (n)+3 S By
2
BeAfI’i)l
_ (" 2
— (2)+3En > «B) (3.18)
BeA™,

Es ist

o o«B)| = D eB?+ > B)(B)

BeA™, BeA™, B,B'eAl™,:
B+#B’
= Y B +2- (M) (3.19)
BeA™,

nach Definition von es(A) fiir A - n — 1. Nach Definition von Kerov’s growth
process und wegen Satz 3.1.6 gilt

2

Y )| = (ZXé’”) = (”;1)@,5?’1)2 (3.20)

BeAl™,

Aus (3.18), (3.19) und (3.20) erhalten wir
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3 Der zentrale Grenzwertsatz fiir character ratios

sixer = (5)+em ("] )@ - 2eal)
_ (Z) +3<”;1)En[<T<">> | — 6B fea(AT)
_ @ +3(”2 1)En[<Tn<A2“>1>>2]—6E[ (A
Satz 3.1.4 (Z) +3(” ) 1)1}3” T2 ] — 6E,,_1]es]
Lemmma 3119 (Z) +3(n2 1) 6.0

B Hn—-2) n-1
- 5 + 5 = (n+3n —6)

= (n—1)(2n - 3) (3.21)

Wir weisen darauf hin, dass wir fiir das vierte Gleichheitszeichen in (3.21) die
Aussage von Satz 3.1.4 fiir die Transformationsformel fiir Erwartungswerte ange-
wendet haben. Setzen wir (3.21) in (3.17) ein, so erhalten wir sofort die Behauptung
von (i).
zu (ii): Da T,E N =T, 1(A( ™) 1) messbar bzgl. J(A( ™) 1) ist, erhalten wir wieder unter

Verwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

BT (XY = El[BT (X0 AY]]
- UT’“ N |X<”>| A4
< VBT BELX A
Prop 3.1.2 \/E X(”)|3‘A£l”_)1])2] (322)

Nach der bedingten Version der Cauchy-Schwarz-Ungleichung (siche etwa |[Kle06])
in Verbindung mit Lemma 3.1.7 (v) gilt

(EJIXOPIAD D2 = (B[ XXM A2
< B X PRIAD B IXM A
(n— 1)En[|Xr(Ln)’4|Ag?1] (3.23)

Indem wir (3.23) in (3.22) einsetzen, erhalten wir aus dem Satz von der totalen
Erwartung:
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3.2 Das Berry-FEsséen-Theorem fiir character ratios

BT (0P < 0= DB [BIXV AL = (0 - 1B X))
(3.24)

Aus (3.21) und (3.24) ergibt sich nun unmittelbar die Behauptung von (ii).
[

3.2 Das Berry-Esséen-Theorem fiir character
ratios

In diesem Abschnitt wollen wir den zentralen Grenzwertsatz vom Berry-Esséen-
Typ fiir character ratios, ausgewertet in der Konjugationsklasse der Transpositio-
nen, beweisen und eine explizite Berry-Esséen-Konstante berechnen. Der Beweis
folgt der Darstellung im Artikel [FulO6a] und verwendet die Steinsche Methode in
Form des aus Abschnitt 1.2 bekannten Induktionsansatzes von Bolthausen. Hier
ist jedoch die uns interessierende Zufallsvariable 7}, bzw. T\™ keine Summe unab-
héngiger Zufallsvariablen, so dass die im Beweis von Satz 1.2.3 verwendete ,,Deran-
domisierung” mittels Satz 1.2.5 nicht ohne Weiteres iibernommen werden kann.
So behaupten etwa Shao und Chen in [BC05| sinngeméf , dass das induktive Ar-
gument (zum Beispiel das von Bolthausen) im Allgemeinen nur dann gut funktio-
niert, wenn die bedingte Verteilung der betrachteten Summe von Zufallvariablen
gegeben einen Summanden der unbedingten Verteilung der um diesen Summan-
den reduzierten Summe &hnelt. Diese Bedingung ist natiirlich in der Situation von
unabhéngigen Summanden, wie in Abschnitt 1.2, stets erfiillt. Als Ausweg muss
an einer Stelle im Beweis eine sogenannte Konzentrationsungleichung verwendet
werden, welche im Artikel [Ful05] implizit bewiesen wird, um die gewiinschte Ab-
schiatzung nach oben zu erhalten. Diese Ungleichung formulieren wir als ein voran-
gehendes Lemma. Dass dieser Weg iiberhaupt erfolgreich ist, liegt daran, dass die
Zufallsvariable Xy(,,n)7 auf die wir die Konzentrationsungleichung anwenden wollen,
beschrénkt ist, wie wir noch sehen werden. Leider fithrt diese Beweismethode dazu,
dass wir eine recht grofe Konstante (C=808) erhalten werden.

In diesem Abschnitt iibernehmen wir im Wesentlichen die Bezeichnungen aus dem
ersten Kapitel, schreiben aber statt h, , und f, ) lieber h,;, und f,;, da in diesem
Kapitel X stets eine Partition bezeichnen soll.

Lemma 3.2.1. Fir allen € N gilt die Ungleichung Pn(|X7(l")| > 2ey/n) < 2e72V,

Beweis: Als Betrag des Inhalts einer Box in dem Young-Diagramm AP mit
genau n Boxen, ist ]Xén)\ < max(Z1,S1), wobei Z; die Lénge der ersten Zeile und

S1 die Lange der ersten Spalte von A bezeichnen. Somit gilt
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3 Der zentrale Grenzwertsatz fiir character ratios

{IX{] > 2ev/n} € {Z) > 2ev/n} U{S) > 2ey/n},

so dass

P,(|X™| > 2ev/n) < Py(Z1 > 2ey/n) + Po(S) > 2ey/n) (3.25)

folgt. Da A% nach Satz 3.1.4 gemafs dem Plancherel-Maf P, verteilt ist, folgt aus
dem RSK-Algorithmus, dass sowohl Z; als auch Sy unter P, dieselbe Verteilung ha-
ben, wie die langste aufsteigende Teilfolge einer zufalligen, gleichverteilten Permu-
tation 7 € S,,. Es sei w € S, eine gleichverteilte Permutation und es bezeichne I,, die
Lénge ihrer ldngsten aufsteigenden Teilfolge. Wir wollen nach [Ste97] zeigen, dass
P(I, > 2e\/n) < e~2evn gilt. Sei 1 <k <mundseien 1 <iy <y <...<ip <n
zunachst fest gewéhlte Indizes. Dann gilt

P({r : (i) < m(iz) < ... <(ix)}) = %)(n k) =

1
H )

denn es gibt (}) Moglichkeiten, die Bildmenge {7 (i1), 7(i2), . .., 7 (i))} zu wihlen
und fiir jede solche Wahl gibt es genau (n — k)! Méglichkeiten fiir die Bilder der
Indizes ¢ ¢ {iy,i9,...,4;}. Somit folgt

P(L, > k)

IN

> P({r : w(iy) < w(is) < ... <m(ix)})

1<i1<2<...<1, <N

(Z>%:n(n—l)-.(.k;!~>2(n—k+1).

(3.26)

Nun sei speziell £ := min{m € N : m > 2ey/n}. Aufgrund der Reihenentwick-
lung von eF ist eF > IZ—T Somit folgt wegen I,, € N und nach (3.26)

nn—1)-...-(n—k+1)
(k1)2

P(I, > 2ey/n) = P, >k) <

ek ek

ek mnE eF v \*
< —eF (=) < —ef [ X=
=k (k;) = §x© (26)

_ ek(\/ﬁ)k _ pk(l+log Vi—log k—log2)

kk2k

6lc(l—&-log vn—2log2-1-logy/n) _ e—k2 log 2

VARVAN

67210g2'26\/ﬁ < 6*26\/7;7 (327)
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3.2 Das Berry-FEsséen-Theorem fiir character ratios

denn es ist 2log2 = log4 > loge = 1. Aus (3.25) und (3.27) folgt dann aber
unmittelbar die Behauptung.
O
Wir wollen nun das Hauptresultat dieser Arbeit formulieren:

Satz 3.2.2 (Berry-Esséen-Theorem fiir character ratios). Es gibt eine Konstante
C >0, so dass fiir allen € N gilt:

z€R

sl

Beweis: Wir diirfen ohne Einschrankung n > 3 voraussetzen, da wir andernfalls
einfach die Konstante C' vergréfsern konnten. Wir fithren zunéchst etwas Notation
ein, die der im Beweis von Satz 1.2.3 sehr dhnelt: Fiir b > 0 und n € N sei

(5<b7 n) ‘= sup |En[hz,b(Tn)] - N(hz,b)| Sared14 sup |En[hz,b<T7§n))] - N(hz,b>|
z€R z€R
und fir n € N sei
o(n) = sup |En[hZ(Tn)] — N(h.)| =sup [P, (T, < z) — (2|
z€R z€R
MEM sup |PU(T < 2) - @(2)].

zeR

Wir fixieren nun zunéchst z € R und b > 0 und schreiben daher auch einfach f
tiir die Stein-Losung f, ;. Dann gilt wie gehabt
En[hz,b(Tén))] - N(hz,b) = En[f/<T(n)) - T(n)f(T(n))] : (3-28)

n n n

Wir wollen nun zunéchst die rechte Seite von (3.28) etwas umschreiben: Nach
Lemma 3.1.7 (iii) mit j = n gilt

E XM AT = EuE X TN TM]) = Eu[f (T En[X T
= P Lp e o)),
(5)
A=
also ist B, [T f(T{™)] nsﬁ) E, [ X £(T{M)). Somit gilt
E,[f(T) = T f(TM)] = E, f’(Té"))—\/—@Xé")f(Té”)) . (3:29)

n—1
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3 Der zentrale Grenzwertsatz fiir character ratios

Nach Lemma 3.1.7 (v) (fiir die letzte Identitét) gilt wegen der U(Agln_)l)—l\/[essbarkeit

von T\,
XT(Ln) 2 —9 N [ XT(L”) 2 -9 " n 17
B[Sl (V2 )| = m | [ SE () A
n—1 n n—1 n
(2 [ ]
= Ey f/( - Té*)l By ( ) Afzjl
n n—1
-2 .
- En[f’( - Til)] (3.30)
n
Ebenso gilt nach Aussage (iv) in Lemma 3.1.7 die Identitét:
o f (B2 o [P 200 | [ \@
En Xn f Tn—l = En En Xn f Tn—l An 1
n n

Aus (3.29), (3.30) und (3.31) erhalten wir nun die Gleichung

E[f'(T3")

n

— T F(T)]

n

(n)y2
<&>f<

= En[f/(Tén))] + By,

n—1

- E,
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3.2 Das Berry-FEsséen-Theorem fiir character ratios

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt punktweise

n—2 n—2 xm n—2
s () - f( e 2 (| )

n n n
(5)
xim
(5)
— /f’( n; T + )du
0
(n)
u=t En_ 1

Wegen

(T = r (\/ ”T‘QT&%)

1
X (y2 —9 xm —2
g, |KD) / £ nn QL R DY SR I I E Y

n

Wir beginnen nun damit, (3.34) nach oben abzuschétzen. Zunéchst betrachten
wir den Term ‘En [f’ <T,§")> —f < %Téi)1>} ‘ Nach Lemma 1.2.4 (a), (b) und
(c) gilt
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3 Der zentrale Grenzwertsatz fiir character ratios

—2 XM —2 .
— B, |/ =2+ —f ( i TH)
n / n) n
L 2
—2, X 2,
< E,||f t Téf)l + —f ( t TT(L)I)
L 2
xo) (7 n—2 o, 1 / n—2 X
< E, - g +2 |Tn—1 + g / [(ZVJ‘H’] TTn—l +s "
[/ (5) ) (5)
TR, X" e
_ VBTV e

X5

n

n) 1 —
|X"n| /I(z;z+b} \/ & - QTT(Lﬂ + S— ds
by (3) ()

Nach der Jensen-Ungleichung und Lemma 3.1.7 (vii) gilt

E, [ x5 E,[|XS|?] = v/n = 1. Somit ergibt sich fiir den ersten Summanden
in (3.35) die Abschatzung

I <

(n)
iq% < 2\\? Aus Lemma 3.1.7

sition 3.1.2 (b) in Verbindung mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung erhalten wir
E, [X(n \/E X(n [(T( 1)?] = v/n — 1. Somit erhalten wir fiir den
zweiten Summanden in (3. 35) dle Abschétzung

" En[|X7(L”)TT§ﬁ>1|] <2 n;\/ 1= 2\/—\/> 22
B B Vi SV

Auf den dritten Summanden in (3.35) kénnen wir nun nicht einfach eine Al
Gleichung (1.19) analoge ,Derandomisierung”* anwenden, da T , und X nicht
stochastisch unabhéngig sind, aber die Aussage von Satz 1.2.5 im Allgememen nur
fiir unabhéngige Zufallsvariablen gilt. Stattdessen schreiben wir ihn als Summe
S1+ S5, wobei

(vii) und Propo-

n—2

2
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3.2 Das Berry-FEsséen-Theorem fiir character ratios

1
[n=2 x|
0 (5)
und
x| n—2 x|
Sy = F, I{IXr(Ln)|>26\/ﬁ} = ](Z;erb] n Té_)l + S—n ds
by/(5) 5 (5)

seien. Offensichtlich ist

26\/_

n—2 (n)
=< E 1, Mz-}-b-&-L] ( TTn—l)
b\/ (3)

Nun verwenden wir die folgende Aussage, die der Aussage von Lemma 1.2.4 (e)
sehr dhnelt und genauso bewiesen werden kann, so dass wir den Beweis auslassen
koénnen.

Fiir alle reellen Zahlen a < d und alle Konstanten ¢ € R gilt

d—a
B lLaa(T™ +0)] < +25(n —1 3.36
H(asa) (T + )] < o (n—1) (3.36)

Daraus erhalten wir zunéchst die Abschétzung

n— 2 (n)
En [(Z—Lﬁ;z-&-b-i-}eff]( n Tn_1>

AN
3
RS
IS
+
o~
€
&
3
&
B
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3 Der zentrale Grenzwertsatz fiir character ratios

und weiter

2e\/n n—2_m
R e o I<Z_L({7);z+b+fﬁf({7)]<\/ TT“>

2

. 26\/_ ( n—2 (n) )

o E I VI bt Tn_l
bv/n — 3773) %} n

< 2e+/n N 8e2v/2y/n 4eN/2

T Vmvn—=2yn—1 bym/n—2(n-— 1) bvn —1

- 36\/_+1262\/_+46\/_( . (3.37)

vrvno by byn

wobei wir fiir die letzte Ungleichung die Abschétzungen —~ <3 5 und 5 < 3,
giiltig jeweils fiir alle n > 3, verwendet haben. Um S5 abzuschétzen, Verwenden
wir zunéchst die Tatsache, dass X" als Inhalt einer Box eines Young-Diagramms
mit n Boxen betragsméfig nach oben durch n—1 abgeschétzt werden kann, da der
betragsméfig maximale Inhalt an der Box in der ersten Zeile ganz rechts oder in der
ersten Spalte ganz unten erreicht wird. Da solch ein Diagramm aber héchstens n
Zeilen oder Spalten haben kann, folgt diese Abschétzung. Indem wir den Indikator
unter dem ds-Integral nach oben durch 1 abschétzen, erhalten wir mit Hilfe von

Lemma 3.2.1 die Ungleichung

-0(n—1)

5 < "L p (x> 2eym) = Y12

o b n(n— ) b\/ﬁ
< 2\/_\’ n— Ze\f < ¥z 2\/_ —2e\f

Indem wir nun die oberen Schranken aller drei Summanden in (3.35) addieren,
erhalten wir die Abschétzung

YEZ VIR (X > 2ev/m)

(3.38)

E,

—2
(1) —f’( . Té_%)

VT zf N 3ev/2 1262\/_
NIV TR N
46\/_ 2\/_ —2ey/n

(3.39)
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Man kann bereits an dieser Stelle sehen, dass wir eine recht grofe Berry-Esséen-
Konstante erhalten werden: Das Intervall (a;d], auf das wir (3.36) anwenden, hat

hier die Léinge /"5 <b + %) (im Vergleich zu b in Abschnitt 1.2) und diese

Zahl wird (unter Anderem) noch mit dem Faktor ;%54(\% multipliziert, der aus der
2
Supremums-Abschétzung |X | < 2ey/n herriihrt. Im Beweis von Satz 1.2.3 wurde
eine so grobe Abschitzung nicht vorgenommen, stattdessen wurde |X;| nach dem
Derandomisierungs-Trick ausintegriert.
Nun wollen wir analog den zweiten Term in (3.34) nach oben abschétzen. Es gilt
zunachst:

1
X (my2 ) X(” -2,
| i‘/ R T,E’i)1+t (\/" )
n — n

0

1
<5, |{ )/f’ \/”—T,E)ﬁt (,/” ”) (3.40)
n—1 n

0

Nach Lemma 1.2.4 (a), (b) und (c) gilt

—2 . xm —2 .
/" Té,’ﬁt— —f’( ! Téh) (3.41)

|tX n)| n — 2 n—2 (n) X}Ln)
< 2‘ T | [T + st - ds

2
Aufgrund von (3.41) kénnen wir nun (3.40) nach oben abschétzen durch

n—2

_ - - ’ 4+
2V 8 (n—1),/(2) (3)(n—1)

1 1
1 —2 . xm
b B, ||X™? / ¢ / Ty | A/ =T + st dsdt |(3.42)
n n n
b\/ (2)(n—1) 0 0 ( )

2

B[l X5 PIT]

Den ersten Summanden in (3.42) kénnen wir nach Lemma 3.1.10 (i) wiefolgt
abschatzen:
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1

V2 E, | XW)P] < 1¢§n—1;ﬁo%4fn_nv%_3

2V 8 (n—1)v/nln 1) nll=
\/n_Q 1

STV
v%

Fiir den zweiten Summanden in (3.42) gilt nach Lemma 3.1.10 (ii)

< (3.43)

n E,[|T{M(XMY3)] < ‘/Z:in(fl)(n_lw%_?)

N e LVt DOV
N n—1 n - n

2
< —. 3.44
< = (349
Um auch den dritten Summanden abschétzen zu kénnen, gehen wir analog zu
obiger Herangehensweise vor und schreiben ihn zunéchst als Summe S] + S} mit

wobei
n—2
A= E, [{\Xé”)|§26\/ﬁ}|X7(Ln)\3 t/f(z;z+b} dsdt
0
und
2
Sé = \/_ Bv
by/n(n—1)(n—1)
wobei
B:=E, |I |XWP/}/Q n_QTW—%tXﬁ) dsdt
= Ly (n) n z;2+b n— S S
{1x™ |>2ey/n} /) (z52+b] n 1 V@5
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Unter Verwendung von (3.36) erhalten wir fiir A:

/) (/2 (o= n<n271>),,/ﬁ(z+b+m)] 1

3
= 8n2E,

t . . T, )dt
[/ Bl et ()

0

1

Fubini 863n3/tE
3 3 / n 4er/2 -
8c*n 0/75( bt W) 25 1)) dt

B 3 3 n 4er/2 -
= de’n ( —(n—) (b+ \/nT)—l—Qd( 1)) (3.45)

dt

[ n € e T(n)
(,/m(z—\/QTML1 i/ 25 2(z—i—b—ir\/QH(\[_U)]( 1)

IA

Daraus erhalten wir unmittelbar

4y/2e3n2 /nb 32en2/n

S; <
YT obyn(n— D(n— 1)V2rvn— 2 b\/n (n—1)(n —1)v/n — 2v/2m/n —
2e3n3
+ 3v2ctn d(n—1)
by/n(n—1)(n—1)
3 12 3
18e 72\/_6 L e\/_ Sn— 1), (3.46)
\/27r\/_ 27mn by/n
wobei wir immer wieder die Abschétzungen 5 < 3 sund 5 < 3 fiirn >3

verwendet haben. Wegen ]Xfln)| < n—1 erhalten wir unter Verwendung von Lemma
3.2.1 fiir B die folgende Abschétzung nach oben:

1

B < En|(n=1L 00 00 m / tdt
0

= 2D (X0 > 2ev/m) < (n - 1)t 2 (3.47)

Daraus erhalten wir als obere Schranke fiir S5:
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< \/5(” - 1)° o 20V
by/n(n—1)(n—1)
V2(n — 1>672e\/ﬁ < n_\/§6726\/ﬁ
- b b

Aus (3.42), (3.43), (3.44), (3.46) und (3.48) schliefsen wir, dass wir (3.40) nach
oben abschétzen konnen durch

(3.48)

Tl 2 18¢3 72\/_6 +1263\/_( 1)+n\/§€72e\/ﬁ
8vn  /n \/27r\/_ 27mn by/n

Nach (3.28), (3.34), (3.39) und (3.49) gilt somit fiir alle z € R und alle b > 0

(3.49)

| Bulhap(T™)] = N(hzp)]
NS 2\/_ 3ev/2 1262\/_

N R YV W
4ef +&e*2eﬁ+ T 1 2

RV Vi Vi
18¢3 72\/’ 3e 12e3\/‘ w2 ,m
\/ﬂ\/_ 2mn * by/n on—1)+ Ty ©

(VT 3ev2 [ 18¢% ) 1
= <T+2\/§+—w+\/g+2+\/_2_ﬂ>ﬁ

+ (1262\/6 + 2V ) — + (4 + 12e3\/_) On —1)

ﬁ \ 27 bn b\/ﬁ
+—2\b/§e%‘/ﬁ + —n;)/ﬁe%‘/ﬁ

158 2839 S(n—1) 22 2
<158 2839 4eedn L) V2 ey + V2 o

NLD b\/n

Nun behaupten wir, dass fiir alle n > 3 die Ungleichungen n3e—2evn < ﬁ\%ﬁ
sowie \/ne 2Vn < 10000\F gelten. Es ist nimlich 3%2e=2¢V3 = 0,000732... < ﬁ
und die Funktion ¢ : [1;4+00) — R mit g(x) = z2e 2V® ist wegen ¢'(z) =
ze 2VE(2 — ez2) < 0 fiir > 1 streng monoton fallend. Ebenso ist 3 - e~2¢V3 =

0,000244... < 52 und die Funktion A : [1;+00) — R mit h(z) := ze V" ist

(3.50)
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wegen h'(r) = e”2*VZ(1—ey/r) < 0 fiir alle 7 > 1 ebenfalls streng monoton fallend.
Wir erhalten aus diesen Abschétzungen in Verbindung mit (3.50)

| Enlhep(TM)] = N(hep)|

2v2 3 V2 8 1 2839 §(n—1)
< (158 R T s S 3.51
= ( Ty /m 10000 b\/ﬁ10000> Jn T m T TR (3:51)
und, da diese Abschédtzung unabhéngig von z € R ist, auch
6(b,n) = sup | Enlhep(TI)] = N(hep)]
zE
2v2 3 V2 8 1 2839 §(n—1)
< (158 T 498~ 3.52
= ( T h/n 10000 T byn 10000) Jn T T T (3:52)

Nun benétigen wir noch folgende, mit der von Lemma 1.2.6 vergleichbare Aus-
sage, welche auch genauso bewiesen werden kann:

Fiir alle n € N und alle b > 0 gilt 6(n) < o(b,n) + #ﬁ

Aus dieser Aussage mit (3.52) folgt dann die Ungleichung

s(n) < (158+2\/§ 3, V2 8 ) !

b/ 10000 | b/ 10000 | /i

2839 sn—1) b

— 4498 .
T b/ Jr2\/2

Wir wollen nun b > 0 wieder moglichst sinnvoll wahlen, um durch ein

Induktionsargument eine moglichst gute Konstante C' > 0 zu bekommen. Dabei

wollen wir wieder erreichen, dass die ,,Halfte" %\% aus der Induktionsvoraussetzung

(3.53)

kommt, genauer: Es ist klar, dass b von der Form b = Ln sein sollte, wobei L > 0
nicht von n abhéngt. Wir haben dann mit D := 498 die Rechnung

d(n—1) D D C
S/ 1< =
b byv/n Lé(n 1)_L n—1
D /3C 1C
< DS = - =
- LV 2yn 2N
& L=+6D

199



3 Der zentrale Grenzwertsatz fiir character ratios

Wir errechnen nun mit 6 := %{5 die angestrebte Konstante C": Es ist

2v/2 3 N V2 o8 +2839 +498\/5
498+/6 10000  498y/6 10000 ~ 498+/6  2v/2r7

so dass wir C' := 808 erhalten. Diese Konstante ist, wie bereits angekiindigt, recht
grofs. Wir beweisen nun jedoch noch durch vollsténdige Induktion iiber n > 3, dass
die Behauptung des Satzes mit dieser Konstanten gilt:
Der Induktionsanfang n = 3 ist natiirlich trivial.
Induktionsschritt: n —1 — n: Wir wiahlen b := %E. Dann folgt aus (3.53), der

v
Rechnung (3.54) und der Induktionsvoraussetzung:

158+

= 403,651... < 404, (3.54)

Sy < W04 1) a4 808
- V6 T vn Veyn—1
< 404 3 808 404 404

NI EN NN
808

NG
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