2. Korrelation, lineare Regression und multiple
Regression

2.1 Korrelation
2.2 Lineare Regression
2.3 Multiple lineare Regression

2.4 Nichtlineare Zusammenhange

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression

2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhinge
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2.1 Korrelation

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression

2.2 Lineare Regression

2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhénge
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2. Korrelation, Linear

2.1 Beispiel: Arbeitsmotivation Regresson urd

multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression

» Untersuchung zur Motivation am Arbeitsplatz in einem 21 Korrelation

. 2.2 Lineare Regression
Chemie-Konzern 2.3 Multiple lineare

Regression

» 25 Personen werden durch Arbeitsplatz zufillig ausgewahlt und FAAUE
verschiedene Variablen gemessen.

» y: Motivation (Einschitzung durch Experten)
x: Leistungsstreben (Fragebogen)

» Frage: besteht ein Zusammenhang zwischen der Variablen
“Motivation” und der Variablen “Leistungsstreben”

» Beachte: es werden auch noch weitere Variablen gemessen
(Ehrgeiz, Kreativitat, Hierarchie, Lohn, Arbeitsbedingungen,
Lernpotential, Vielfalt, Anspruch)
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Daten

x[20 30 15 39 5 6 12 0 35
y |32 14 12 27 20 13 17 8 22
x| 8 34 26 32 26 12 36 27 26
y |19 265 23 17 22 19 27 26 20
x |13 19 25 30 18 21 11
y |11 24 19 19 22 24 17

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression
2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhinge
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2. Korrelation, Linear
Regression und

multiple Regression

2.2 Der Korrelationskoeffizient von Pearson

» Daten (x1,y1),- .-, (Xn, Yn) 2 Kodation, s
.. . . . . . . multiple Regression
» MaB fiir die (lineare) Abhangigkeit zwischen x und y: —
Korrelationskoeffizient von Pearson 22 k;:::jienger::ion
R’égression
n 3 - 2.4 Nichtlinear
~ _ SX’}/ _ Zl:l(xl - X. )(.yl - .y) Zusamcmtenr;ﬁa?n;e
X,y = =

Sx,xSy.y \/ S =X)Ly — )2

» Dabei ist:
> X = %27:1 x; : Mittelwert der Daten x;
>y = %Z'.’:l yi : Mittelwert der Daten y;

Sxx =1 Z, (xi —x )2 . Varianz der Daten x;
» 57, =157 (yvi—¥)?: Varianz der Daten y;

> Sx,y = %Z;’:l(x,- — X )(vi — ¥°) : Kovarianz zwischen den
Daten x;, yi
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. . - 2. Korrelation, Linear
2.3 Eigenschaften des Korrelationskoeffizienten oot
(1) -1<pxy <1

2. Korrelation, lineare

(2) px,y =1 genau dann, wenn ein exakter linearer Zusammenhang &= e

multiple Regression
2.1 Korrelation

L — . 2.2 Lineare Regression
y’ - bO + le’ 2.3 Multiple lineare
Regression
mit b; > 0 besteht (ohne StorgréBen). Fucammenninge
(3) px,y = —1 genau dann, wenn ein exakter linearer Zusammenhang
Yi = bo + b1x;

mit by < O besteht (ohne StérgroBen).

(4) Der Korrelationskoeffizient ist invariant bzgl. linearer
Transformationen, d.h.

Xi=a+axi i=1,....n =) p
~ . v = PX,Y
yi=aotay; i=1,...,n XY

(4) Der Korrelationskoeffizient von Pearson ist ein deskriptives
MaB fiir den linearen Zusammenhang in der Stichprobe
(X17}/1)7 ey (Xm.yn)
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2.4 Beispiel: Korrelationskoeffizient fiir die Daten o

Regression und

multiple Regression
aus Beispiel 2.1

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression

2R.3 Multiple lineare
. egression
> Val’lab|en 2.4 Nichtlineare
. Zusammenhénge
x: Leistungsstreben
y: Motivation

» Korrelationskoeffizient von Pearson

Px,y = 0.5592
» Fragen:

» Wie genau ist diese Schitzung?

> Ist die Korrelation von 0 verschieden (Unkorreliertheit zwischen
den Merkmalen Leistungsstreben und Motivation)?
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2.5 Signifikanztest fiir Korrelation

» p bezeichne die Korrelation des Merkmals X mit dem
Merkmal Y einer Population

> (x1,%1)s- -+, (Xn, ¥n) ist eine Stichprobe (unabhingige
Beobachtungen) aus einer (bivariat) normalverteilten
Grundgesamtheit

» Ein Test zum Niveau « fiir die Hypothese “die Merkmale
sind unkorreliert”

Hy:p=0

lehnt die Nullhypothese zu Gunsten der Alternative
Hi : p # 0 ab, falls

Vi — 2Py

\/ 1- pA>2<,y

> th-2,1-a/2

gilt.

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression
2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhinge

8/130



2.6(a) Beispiel: Arbeitsmotivation (Fortsetzung
von Beispiel 2.1)

» n=25; ,OAX,y = 0.5592; t23.0.05 = 1.7139
>

|\/n—2 Px.y

7A} = 3.2355 > 1.7139

» Die Nullhypothese Hy : p = 0 (keine Korrelation zwischen den
Merkmalen) wird zum Niveau 10% verworfen.

» p-Wert: 0.0037

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression

2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhénge
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SPSS Output fiir Korrelationskoeffizient e

Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression
2.3 Multiple lineare

Motivation Korrelation nach Pearson

Signifikanz (2-seitig)
N

Leistungsstreben Korrelation nach Pearson

Signifikanz (2-seitig)
N

Regression
Korrelationen %jsmcn';temea"’;;e
Motivation Leistungsstreben
1,000 ,5659
,004
25 25
,559 1,000
,004
25 25

** Die Korrelation ist auf dem Niveau von 0,01 (2-seitig) signifikant.
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2.7 Konfidenzintervall fiir Korrelation

» p: Korrelation zwischen Merkmal x und Merkmal y einer
Population

> (x1,¥1), .-, (Xn, ¥n): Stichprobe (unabhingige Beobacht-
ungen) aus einer (bivariat) normalverteilten Grundgesamt-
heit

> Mathematische Statistik: py,, ist “ndherungsweise” (d.h.

bei groBem Stichprobenumfang) normalverteilt mit
Erwartungswert p und Varianz

7? = Var(pxy) = (1= p?)/n
» (1 — a)-Konfidenzintervall fiir den Korrelationskoeffizienten
(Pry = AZ1—ay2: Py +32Z1—a)2)
Hier bezeichnet 4 = (1 — 3 ,)/+/n einen Schitzer fiir die

Standardabweichung von p,, und z;_ /> das (1 — a/2)
Quantil der Standardnormalverteilung (Tabelle, Software)

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression
2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhinge
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2.6(b) Beispiel: Arbeitsmotivation (Fortsetzung
von Beispiel 2.1)

> n = 25; Px,y = 0.5592
> Zpo5 = 16449, ’3/ =0.1328

» = 90% Konfidenzintervall fiir den Korrelationskoeffizient

[0.2739,0.7541]

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression

2.2 Lineare Regression

2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhénge
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2.8 Hinweise zur Interpretation von Korrelationen

>

Annahme: man hat eine signifikante Korrelation zwischen
dem Variablen x und y gefunden

Folgende Interpretationen sind moglich

(1) x beeinflusst y kausal

(2) y beeinflusst x kausal

(3) x und y werden von weiteren Variablen kausal beeinflusst
(4) x und y beeinflussen sich wechselseitig kausal

Die Korrelation zwischen zwei Variablen ist eine not-
wendige aber keine hinreichende Voraussetzung fiir einen
kausalen Zusammenhang

Der Korrelationskoeffizient gibt keine Information welche
der vier Interpretationen zutrifft (in “vielen” Fallen wird das
der Typ (3) sein)

Korrelationen sollten ohne Zusatzinformation nicht
interpretiert werden!

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression
2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhinge
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Beispiel

» Annahme: man hat eine signifikante Korrelation zwischen
den Merkmalen " Ehrlichkeit” und " Haufigkeit des Kirch-
gangs" gefunden

» Folgende Interpretationen sind moglich
» Die in der Kirche vermittelten Werte haben einen positiven
EinfluB auf das Merkmal " Ehrlichkeit”
> "Ehrliche” Menschen fiihlen sich durch die in der Kirche

vermittelten Inhalte eher angesprochen und gehen aus
diesem Grund haufiger zur Kirche

> Die allgemeine familidre und auBerfamilidre Sozialisation
beeinfluBt beide Merkmale

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression

2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhinge
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2.2 Lineare Regression

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhénge
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. . . . 2. Korrelation, Linear
2.9 Beispiel: (Fortsetzung von Beispiel 2.1) Regresion nd

multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression
2.3 Multiple lineare

. . . . . Regression
» Untersuchung zur Motivation am Arbeitsplatz in einem 24 Nichtineare
. usammenhange
Chemie-Konzern

» 25 Personen werden zufillig ausgewahlt und verschiedene
Variablen gemessen.

> y: Motivation (Einschitzung durch Experten)
x: Leistungsstreben (Fragebogen)

» Kann man y aus x “vorhersagen”?
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2. Korrelation, Linear

Streudiagramm fiir die Daten aus Beispiel 2.9 Regression und

multiple Regression

2. Korrelation, lineare

Regression und
multiple Regression
357 .
2.1 Korrelation
o T
2.3 Multiple lineare
304 Regre.sslor?
2.4 Nichtlineare
Zusammenhénge
o o
o
257 o
[o e}
< o
2 o o o
g
S 207 o o
(=] o o} o o
=
oo o
15
o}
o
o
o
10
o
5 T T T T T
0 10 20 30 40

Leistungsstreben
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2.9 Beispiel: (Fortsetzung von Beispiel 2.1)

» Untersuchung zur Motivation am Arbeitsplatz in einem
Chemie-Konzern

> 25 Personen werden zufdllig ausgewdhlt und verschiedene
Variablen gemessen.

> y: Motivation (Einschitzung durch Experten)
x: Leistungsstreben (Fragebogen)

> Frage: besteht ein funktionaler Zusammenhang zwischen der
Variablen “Motivation” und der Pradiktorvariablen “Leistungs-
streben” (Kann man y aus x “vorhersagen”?)

Genauer: Gesucht ist Funktion f, die aus der Pradiktorvariablen
Leistungsstreben (x) eine Vorhersage fiir die abhingige Variable
(y) Motivation liefert:

Motivation = f( Leistungsbereitschaft )

» Beachte: es werden auch noch weitere Variablen gemessen
(Ehrgeiz, Kreativitat, Hierarchie, Lohn, Arbeitsbedingungen,
Lernpotential, Vielfalt, Anspruch)

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression
2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhinge

18 /130



. 2. Korrelation, Linear
R Regression und
egression i R

» Ausgangslage: Von Interesse ist der Zusammenhang zwischen
verschiedenen Variablen. Im einfachsten Fall betrachtet man, wie 2 Korelation, lineare

Regression und

im Beispiel der Arbeitsmotivation, den Zusammenhang zwischen  multiple Regression

. . 2.1 Korrelation
zwel Va ria blen 2.2 Lineare Regression
. 2.3 Multiple lineare
» Daten: (x1,y1), (x2,2), -, (Xn; ¥n) Regression
. . . . ichtlineare
» Annahme: Es existiert ein kausaler Zusammenhang der Form Zusammenhinge

y = f(x) zwischen der abhingigen Variablen y und der Pra-
diktorvariablen x.
Weitere Annahme: Die Funktion f hat eine bestimmte Form.
Beispiele:
> Lineare Regression (der Zusammenhang ist also durch eine
Gerade beschreibbar): y = by + b1 x
» Quadratische Regression (der Zusammenhang ist also durch eine
Parabel beschreibbar): y = by + bix + byx?
> usw.
» Beachte: Der Zusammenhang ist in der Regel nicht exakt zu
beobachten. Mathematisches Modell

Y =by+ bix+¢

Dabei bezeichnet ¢ eine zufillige StorgroBe. Diese Modell
bezeichnet man als Lineare Regression.
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2.10 Das Modell der linearen Regression

» Daten (X17YI)7 ) (Xm)/n)

> y; ist Realisation einer Zufallsvariablen Y; (unter der

Bedingung x;). Fiir den Zusammenhang zwischen den
Variablen Y; und x; gilt:

Y: = by + bi1x; + &; i=1,...,n

> ¢; bezeichnet hier eine zufillige “Storung” und es wird
angenommen, dass die Stérungen unabhéngig und
normalverteilt sind mit Erwartungswert 0 und Varianz
2
>0

» Deutung: es wird ein linearer Zusammenhang zwischen x
und y postuliert, der noch zufilligen Stérungen unterliegt

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression
2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhinge
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. . . . 2. Korrelation, Linear
|dee der Schatzung bei (linearer) Regression Regresion

multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression

2.1 Korrelation
» Daten (X17}’1)7(X2a}/2)7-~-a(XnaYn) |

2.2 Lineare Regression
L. ) A 2.3 Multiple lineare
» Annahme: Es existiert ein linearer Zusammenhang g
Z}Jsammenhéinge

Y =by+ bix+e

» Gesucht: Diejenige Gerade, die den Zusammenhang zwischen Y
und x am besten beschreibt.

> ldee: Bestimme die Gerade so, dass die Summe der quadrat-
ischen (vertikalen) Abstdnde zwischen den y-Koordinaten der
Datenpunkte und den entsprechenden Punkten auf der

geschitzten Geraden minimal wird Methode der kleinsten
Quadrate
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Beispiel: Verschiedene Geraden mit senkrechten

Abstanden zu den Daten

y=0.2x+5

y=0.5x+10

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression

2.1 Korrelation

2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhénge
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Beispiel: Verschiedene Geraden mit senkrechten
Abstanden zu den Daten: die Losung durch die

Methode der kleinsten Quadrate

35

30

25

15

10

y=0.292x+13.816

0 10 20 30

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression

2.1 Korrelation

2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhénge
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2.11 Die Methode der kleinsten Quadrate

» Bestimme die Gerade so, dass die Summe der quadrierten
senkrechten Abstinde zwischen Gerade und Daten minimal
wird
- Datum an der Stelle x;: y;

- Wert der Geraden an der Stelle x;: by + b1 x;
- Differenz: y; — (bo + b1x;)

» Minimiere
n 2
h(bo, bl) = Zi:l (y,- — (bo + blx,-))
bzgl. der Wahl der Parameter by und b;.

» Losung dieses Extremwertproblems liefert Schatzer fiir
Achsenabschnitt und Steigung der Geraden:

b = Zim(imX-y) g o g

i (i = X)?

- X %Zle x;: Mittelwert der Pradiktorvariablen

-y %27:1 yi: Mittelwert der abhidngigen Variablen

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression
2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhinge
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. . . . . . 2. Korrelation, Linear
Beispiel Arbeitsmotivation: Streudiagramm und oot
Regressionsgerade fiir die Daten aus Beispiel 2.1

2. Korrelation, lineare
Regression und
] multiple Regression

2.1 Korrelation
2 2.2 Lineare Regression
2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhénge

Motivation
3 §

5

R-Quadrat lnear = 0313

T T
) 2 0
Leistungsstreben

» Schitzer: by = 13.82, b; = 0.29
» Fragen:

- Wie genau sind diese Schatzungen?

- Besteht ein (signifikanter) EinfluB des Leistungsstrebens auf die
Motivation

Ho : b1 = 0
- Wie gut beschreibt das lineare Regressionsmodell die Situation?
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Die Genauigkeit der Schatzer fiir die Parameter

2. Korrelation, Linear
Regression und

» Beachte: vor der Datenerhebung sind by und by zufillig uliple Regression

> Mathematische Statistik (allegmemes lineares Modell) liefert T
Schatzer fiir die Varianzen von bo und by Regression und

multiple Regression
2.1 Korrelation

> 2.2 Lineare Regression
2.3 Multiple lineare
Regression
2.4 Nichtlineare
i A ~ > S.S‘X anl X2 Zusamcmtenr;ﬁa?n;e
Schatzer fiir die Varianz von by : Sy = —— ”’7—172
n Yi(xi—x)
. . . . 7 A2 5§\x 1
Schétzer fiir die Varianz von by : S5, = — T—n —5
no sy i(xi—Xx.)

Dabei bezeichnet

n

1 A A
Sk = P Z(y,' — (bo + byx))?.

die Residualvarianz (Schétzer fiir die Varianz der St6rgréBen)

» Je groBer der Stichprobenumfang n, desto genauer sind die
Schatzungen!
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Fortsetzung von Beispiel 2.1: Schéatzer fiir die Daten der
Arbeitsmotivation

» Schatzer fir die Parameter

by = 13.82
by = 0292
S} = 22737

» Schatzer fiir die Varianz von 130 und 131

%

45158
$, = 0.0081

> Je groBer der Stichprobenumfang n, desto genauer sind die
Schatzungen!

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression

2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhinge
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SPSS Output: Schatzer und Standardabweich-
ungen bei linearer Regression in Beispiel 2.1

Koeffizienten®

Standardisierte
Nicht standardisierte Koeffizienten Koeffizienten
B Standardfehler Beta T Signifikanz
1 (Konstante) 13,816 2,125 6,501 ,000
Leistungsstreben ,292 ,090 ,559 3,235 ,004
a. Abhéngige Variable: Motivation

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression

2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhénge
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2.12 Konfidenzintervalle bei linearer Regression

» Modellannahme: lineare Regression
Y; = by + b1x; + ¢; (I: 1,...,!7)

> Rechtfertigung der Normalverteilungs- und Unabhangig-
keitsannahme fiir €1, ...,¢,

» Bestimmung der Schitzer 8 und 83 fiir die Varianzen von
tA)o und Bl. Damit ist dann

- (bo — tn—21—a/25ps b0 + th—2.1—a/23k,)

ein (1 — a) -Konfidenzintervall fiir by und

= (b1 — th—21—a/25b, b1 + th21-a/25b;)

ein (1 — a) -Konfidenzintervall fiir by. Hier ist t,_51_4/2
das (1 — «/2)-Quantil der t-Verteilung mit n — 2 Freiheits-
graden (tabelliert oder mit Software verfiigbar)

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression
2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhinge
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Beispiel 2.13: Konfidenzbereiche im Beispiel 2.1
(Arbeitsmotivation)

» n =25 23,0975 = 2.0687

» Fiir das Beispiel der Arbeitsmotivation (vgl. Beispiel 2.1) ergibt
sich als 95% Konfidenzintervall fiir

bo: [9.420,18.212]
by : [0.105,0.479]

> Frage: Besteht ein (signifikanter) EinfluB der Pradikorvaraiblen x

auf die abhangige Variable Y7 Mathematische Formulierung:
Ho : b1 =0

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression

2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhénge
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SPSS Output: Konfidenzintervalle bei linearer
Rgeression in Beispiel 2.1

Koeffizienten”
Standardisierte
Nicht standardisierte Koeffizienten Koeffizienten
Modell B Standardfehler Beta T Signifikanz
1 (Konstante) 13,816 2,125 6,501 ,000
L ! .292 .090 .559 3,235 .004
a. Abhangige Variable: Motivation

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression

2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhénge
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2.14 F-test fiir die Hypothese Hy : by =0

» Modellannahme: lineare Regression
Y; = by + bix; + €; (i:1,...,n)

» Rechtfertigung der Normalverteilungs- und Unabhangig-
keitsannahme fiir €1, ...,¢,

» Hypothesen
Ho:b1:0, H11b17é0

» Die Nullhypothese Hy : by = 0 wird zu Gunsten der
Alternative H; : by # 0 verworfen, falls

F_ Sts _ 121 (7 — (bo + bux)?
Sin ats (i — (Bo + buxi))?

> Fl;n—2,1—a

gilt

> F1.n—21-q bezeichnet das (1 — a)-Quantil der F-Verteilung
mit (1, n — 2) Freiheitsgraden

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression

2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhinge
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Motivation des F-Tests: Zerlegung der Varianz

D= (bo+bx))* + 3. — (bo + buxy))®

i=1

Gesamtvarianz Residualvarianz Varianz der Regression

» Bezeichnungen:

1 n N ~
She = 1 Zi:1(y' — (bo + by1x;))?
heiBt Varianz der Regression (diese hat 1 Freiheitsgrad) und
5 1

n 2 P 2
Syix = P i = (bo + b1x))”.

ist die Residualvarianz (diese hat n — 2 Freiheitsgrade).
» Andere Interpretationen:

- Schéatzung fiir die Varianz der GroBen ¢;

- durch das lineare Regressionsmodell nicht erklarbare Varianz

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression

2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhinge
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Motivation des F-Tests: Zerlegung der Varianz

n n

D =¥ = (i — (bo+bx)? + D (v, — (bo + bixi))?

i=1 i=1 i=1

Gesamtvarianz Residualvarianz Varianz der Regression

=1-S%,+(n—-2)-5

yIx
Beachte:
> Bei dem F-Test fiir die Hypothese Hp : b; = 0 bildet man den

Quotienten aus der Varianz der Regression und der Residual-
varianz

» Man untersucht also, welcher Anteil der Gesamtvarianz durch die

Varianz der Regression erklarbar ist

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression

2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhinge
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2.15 Varianzanalyse (ANOVA, analysis of variance)

Art der Freiheits-

Quadrat-

Abweichung  grade (df) summe

F-Quotient
schitzer

Regression 1 Y. -v)? Fa= 5,2eg/5§|x
Fehler n—2 Ciali—v)? —
Total n—1 im (yi — v} — -

Bezeichnung:

9i = by + bix;

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression
2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhinge
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SPSS Output: F-Test bei linearer Regression in
Beispiel 2.1

ANOVAb
Mittel der
| _Modell Quadratsumme df Quadrate = Signifikanz
1 Regression 238,015 1 238,015 10,468 ,004%
Residuen 522,945 23 22,737
Gesamt 760,960 24
a. EinfluRvariablen : (Konstante), Leistungsstreben

b. Abhéngige Variable: Motivation

Beachte:
> F25 = 10.468, F1,2370_g5 = 4.2793

» Da Fp5 = 10.468 > 4.2793 wird die Nullhypothese Hy : by =0 zu

Gunsten der Alternative Hy : by # 0 zum Niveau 5% verworfen
(p-Wert: 0.004)

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression

2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhinge
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Modellgiite: “wie geeignet” ist das Modell fiir die

Beschreibung der Daten

> MaB fiir Modellanpassung: Residualvarianz (Summe der
quadrierte Abstdnde von der Regressionsgerade):

Sy2|X = % Z ()’i — (bo + 1A91><i))2
i=1

» Beachte: S§|X ist ein Schatzer fiir die Varianz der MeBfehler

> Je kleiner 5y2|x' desto “besser” ist das (lineare) Regressions-
modell

» Streuung der Daten ohne die “Information”, dass ein lineares
Modell vorliegt:

n

Z(y,' -y

i=1

» Man untersucht welchen Anteil der Streuung Y7, (yi — ¥.)?
man durch das lineare Modell erkldren kann

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression
2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhinge



2. Korrelation, Linear

Varianzzerlegung: ein extremes Beispiel i

multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression
2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhénge

304 304

20 20

Abhangige Variable
y

10 104

T T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20

Unabhéngige Variable X

Beachte:
» Die Grafik zeigt eine extreme Situation.

» Die Streuung der Daten ist durch das lineare Regressionsmodell
zu 100% erklarbar! Y7 (vi —¥.)2 = >0, (V. — (bo + b1x;))?

» Residualvarianz (durch das lineare Regressionsmodell nicht er-
klarbare Varianz) = 0
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2.16 Beispiel: Arbeitsmotivation (Fortsetzung
von Beispiel 2.1):

25

> (yi—y.)* =760.96

i=1

25
> (. = (bo + bix))? = 238.04
i=1

2 _ (7 — (o + bux))?
i~y

=0.313

d.h. 31,3 % der Varianz der Variablen Motivation kénnen durch die
Pradiktorvariable Leistungsstreben erklart werden.

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression

2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhénge
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2.17 Modellgiite: das BestimmtheitsmaR

» Die GroBe

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression

2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Z hi

ist ein MaB fiir die Giite der Regression und heiBt
BestimmtheitsmaB.

» Beachte: man kann zeigen, dass R? genau das Quadrat der
Korrelation ist.

» Je “besser” das Modell ist, desto kleiner ist die
Residualvarianz, bzw. desto groBer R?!

» Das BestimmtheitsmaB R? liegt immer zwichen 0 und 1
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. . . 2. Korrelation, Linear
Zusammenhang zwischen BestimmtheitsmaBl und = feesorind
F-Test

2. Korrelation, lineare
Regression und

» Ist F, die Statistik fiir den F-Test aus 2.14 und R? das

2.1 Korrelation
BestimmtheitsmaB , dann gilt: 2.2 Lineare Regression

2.3 Multiple lineare
Regression

1 2.4 Nichtlineare
F Zusammenhinge
R2 _ n—2""N

1+ -LF,

» In anderen Worten: die Statistik F, des F-Test aus 2.5 kann aus
dem BestimmtheitsmaB berechnet werden (und umgekehrt)

» |Im Beispiel des Zusammenhangs zwischen Motivation und
Leistungsstreben ist

10.468
_ 2 23 —
23

C.a. 31.3% der Variation der Variablen Motivation kénnen durch
die die Variable Leistungsstreben erklart werden
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Vorhersagen: es gibt zwei unterschiedliche

2.18 Vorhersage fiir den Wert der Geraden
an einer Stelle x

» Schitzung fiir den Wert der Geraden y(x) = by + b1x an
der Stelle x:

Y(x) = bo + byx
> (1 — a)-Konfidenzintervall fiir y(x)

(?(X) - tnf2;a/2 : §y(x)>y(x) —+ tnf2;a/2 : g}/(X))

wobei

A2 2 1 (X — }')2
o=l + ST (- ;_)2)

den Schétzer fiir die Varianz von \A/(X) bezeichnet

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression
2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhinge

42 /130



Vorhersagen: es gibt zwei unterschiedliche

2.19 Vorhersage fiir eine neue Beobachtung
an einer Stelle x

» Schitzer fiir eine neue Beobachtung Y(x) = by + bix + ¢
an der Stelle x:

V(x) = by + byx
» (1 — a)-Konfidenzintervall fiir y(x)
(?(X) - tn—2;a/2 : gy(x)»j/\(x) + tn—2;o¢/2 : gy(x))
wobei
. 1 (x —x.)?
2 2
-5 (1 SR
S T A\t T T S (xi — %)

den Schitzer fiir die Varianz von y(x) + € bezeichnet

» Beachte: Diese Varianz wird bei wachsendem Stichpro-
benumfang nicht beliebig klein!

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression

2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhinge
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2.20 Beispiel (Fortsetzung von Beispiel 2.1)

(1) Gesucht ist ein 90% Konfidenzintervall fiir den Wert der Geraden
an der Stelle x = 16

> 3095 = 1.714,

S2, = 22.737,8},, = 1.116, §(16) = by + 16b; = 18.49
» Das 90% Konfidenzintervall fiir den Wert der Geraden an der
Stelle 16 ist gegeben durch

[16.677,20.299]

(2) Gesucht ist ein 90% Konfidenzintervall fiir eine neue Beobachtung
der Stelle x =16

> 1230095 = 1.714,

S2. = 22.737,8,, = 23.85,7(16) = bo + 16b, = 18.49
» Das 90% Konfidenzintervall fiir eine neue Beobachtung an der
Stelle 16 ist gegeben durch

[10.118,26.859)

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression

2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhinge
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SPSS Output: Vorhersagen bei linearer
Regression in Beispiel 2.1 (schwierig)

[ ~02-01 Beispiel 2:sav [DatenSetl] - SPSS Daten-Editor

(= [ [

Datsi Bearbeten  AnsicHt  Daten  Transformieren  Analysiersn  Diagramme  Exiras

Eenster

Hife

EHE G o LBk 4 Hf EaH

26 LMCI1 |15‘57729769696974

|sichtoar: 10 von 10 Variablen

¥ | % | imeit | umcit | uci1 | uici1 | PRET |

RES_1 | ZPR_1 | ZRE_1 |

16 27 36 2149557 2716192 1567931 3297818 2432875
17 26 27 1982394 2357704 1331554 3008544 2170049
18 20 26 1960288 2321405 1303911 2977781 2140846
139 1 13 1555825 1966693 9,18569 2603849 17 61209
20 24 19 1769962 2102800 1102418 2770434 1936426
il 19 25 1937096 2286191 1275984 2947302 2111643
22 19 30 2043356 2471959 1412800 3102516 2257658
23 2218 1737147 2077299 1072487 27 41960 1907223
24 24 21 1831385 2158278 1161421 2528243 1994832
25 17 11 1477336 1928271 655045 2550662 1702803
26 16 1667730 2029905 10,1768 18,48818
27

28

29

30

267125
4 29951

-1 40846
-BE1209

4 B35TA

-2 1643
-3 A7TESE

282777
4 05168

-002803

138727 056021 A
055268 090163
0,45935 -0 29533
-0,74556 -1 38667
018917 087220
036722 -0 44385
083085 -0,75007
4028180 051401
4000371 024971
4093103 -0 00563
046737

[T

4] & |

| variablenansicht |

SPSS Prozessor istbersit| | | | |

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression

2.1 Korrelation

2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhénge
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. . .. 2. Korrelation, Linear
SPSS Output: Konfidenzintervalle fiir Vorher- ==
sagen bei linearer Regression in Beispiel 2.1

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression

3 2.1 Korrelation
357 2.2 Lineare Regression
2.3 Multiple lineare
° Regression
2.4 Nichtlineare
30

Zusammenhénge

Motivation

Leistungsstreben
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2.21 Residuenanalyse

» Unter der Modellannahme des linearen Regressionsmodells
gilt: die GroBen
gi =Yi— by — bi1x;

sind unabhangig und normalverteilt mit Erwartungswert 0
und Varianz 02 > 0.

» Das bedeutet, dass diese Eigenschaften auch
“naherungsweise” fiir die Residuen

& =y — by — bix;
erfiillt sein sollte, falls die Modellannahme zutrifft.

» Residuenanalyse ist ein deskriptives Verfahren fiir die
Uberpriifung der Annahmen an e1, ..., e, mit 4 Teil-
schritten (oft werden auch nicht alle gemacht):

A: Das Streudiagramm der Daten mit der Regressionslinie

B: Ein Streudiagramm der Residuen gegen die vorhergesagten
Werte

C: Normalverteilungs-QQ-Plot der Residuen

D: Histogramm der Residuen mit angepasster
Normalverteilungsdichte

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression
2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhinge
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2. Korrelation, Linear

Residuenanalyse bei “erfiillten” Voraussetzungen i

multiple Regression

B 2. Korrelation, lineare
1.01 o Regression und
° ° 4 [ multiple Regression
3 0.51 ° o ° 2.1 Korrelation
2 o ° o o . .
= o o @ ° 2.2 Lineare Regression
I £ 0 ag 00 T
> S 0.0 rocd 2.3 Multiple lineare
[ 3 o ° o %6 o o Regression
2 @ & o Lo ° ° 2.4 Nichtli
> 3 _0.54 o o ° o . ichtlineare
3 o o o ) o Zusammenhinge
=
2 -1.0
[)
-1.5 T T T T
0 2 4 6
Unabhéngige Variable Vorhergesagter Wert

1.0 1.0
[}
2 05 0.8 /N
: £
O 0.04 3 0.6
@ k]
i 8 o4
g0 o g°
s =
5-1.0- 0.29

[) .
-15 T T T T T 00 r T T T T T 1
-2 -1 0 1 2 -15 -10 -05 00 05 10 15
Theoretische Quantile der Standardnormalvert. Residuum
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2. Korrelation, Linear

Residuenanalyse bei “Abweichungen” von der oot
Normalverteilung (AusreiBer)

2. Korrelation, lineare
Regression und

A B h .
0o 204 00 multiple Regl.'eSSIOH
° 2.1 Korrelation
o 204 ° 15 2.2 Lineare Regression
2 2.3 Multiple lineare
% c 10 Regression
> 3 ° o o 2.4 Nichtlineare
23 3 9 0,°%0 ° ° Zusammenhinge
= é 0 =2 ad ?om °
E o
b ° o s o ° ° e ° o
2 =51 o o
< o [
_10_
o
T T T T T T T T T T
-2 -1 0 1 2 0 2 4 6 8
Unabhé&naige Variable Vorheraesaater Wert
C D
204 o © 0.1519
o
o 15
€
g 109 £0.10-
& ° 3
g ¥ 2
5} 0
2 0 £0.05
g 5 -
[} 0O
_10_
0.00-
T T T T T r T T T T T T 1
-2 -1 0 1 2 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
Theoretische Quantile der Standardnormalvert. Residuum



2. Korrelation, Linear

Residuenanalyse bei Stratifizierung o

Beachte: verschiedene Untergruppen (Strata) kénnen ebenfalls zu

multiple Regression

2. Korrelation, lineare

Abweichungen von den Modellannahmen fiihren. Fiir die Strata Regression und _
. . . . multiple Regression
konnen dann unterschiedliche Regressionsgleichungen gelten. 21 Korrelation
2.2 Lineare Regression
2.3 Multiple lineare
154 A 101 B Regression
° ° o 4 2.4 Nichtlineare
o 104 o © @ ° % ° PN o ° Zusammenhinge
2 ° °o°° % oo ® &P :° @ o,
'E 5] © o 0% £ o % o
s o o o o o 3 o
= 01 Q ° o 2 o o
=3 0,0 %% 3 o o
S 0® o ® o° ° 5° °
01 o -104 o
-2 -1 0 1 2 -2 0 2 4 6
Unabhénaige Variable Vorhergesaater Wert
101 C D
o 0.159
°O
©
g 4 -
g E0.10
2 2
5 (3 2
£ ] 0,05
£
[} 0O
-104 0.00~
-2 -1 0 1 2 -10 -5 0 5 10

Theoretische Quantile der Standardnormalvert.

Residuum

50/130



Residuenanalyse bei falscher Modellannahme

B
o %
o 407 104 oo © ?
= oo
2 2 . %oowg °
g ER .
g O 2 & o
> ] °
S 20 & -10 °
5 o
< -40 —204
—6012 °
60 T T T T T T T T T T T T T
-2 -1 0 1 2 -30 -20 -10 0 10 20 30 40
Unabhénaige Variable Vorhergesagter Wert
C D
g ° 0.059
o 104
H ’\0.04
E
3 o 50.034
2 h=]
3 $0.021
2 -104 5
£ =
g 0.01-
—204
° 0.00
T T T T T r T T T T 3
-2 -1 0 1 2 -30 -20 -10 0 10 20

Theoretische Quantile der Standardnormalvert.

Statt des linearen Modells ware ein Polynom 3. Grades die bessere
Annahme fiir die Beschreibung des funktionalen Zusammenhangs!

Residuum

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression
2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhénge
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Residuenanalyse bei ungleichen Varianzen

(Heteroskedastizitat)

20 °
104 o o
O_
-104 0
—204
_304
—a04

Abhangige Variable

-1 0 1 2

Unabhé&naige Variable
C

Empirische Quantile

-2 -1 0 1 2

Theoretische Quantile der Standardnormalvert.

Residuum

f(Residuum)

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und

30+ B multiple Regression
° 2.1 Korrelation
20 o ° 2.2 Lineare Regression
u ] o o 2.3 Multiple lineare
10 o °° o ° o Regression
0- % o0 o ) 2.4 Nichtlineare
o o Zusammenhange
—104 o [} o
o
—204 (<]
304
—40- o
T T T T T
-2 0 2 4 6
Vorheraesaater Wert
D
0.10q
0.08
0.06
0.044
0.024
0.00--—1
r T T J
-40 -20 0 20
Residuum



SPSS Output: Residuenanalyse in Beispiel 2.1 " R

multiple Regression

2. Korrelation, lineare
35+ Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression
307 2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhénge

Motivation

R-Quadrat linear = 0,313

5 T T T
0 10 20 30 40

Leistungsstreben

Streudiagramm und geschitzte Regressionsgerade im Beispiel der
Arbeitsmotivation
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2. Korrelation, Linear

SPSS Output: Residuenanalyse in Beispiel 2.1 Regression und

multiple Regression

2. Korrelation, lineare
3,00000 Regression und
multiple Regression
o 2.1 Korrelation
2.2 Lineare Regression
2,00000] 2.3 Multiple lineare
Regression
_ 2.4 Nichtlineare
g Zusammenhénge
°
4
- o
& 100000 ° °
3 o
S ° o
S o
g o o °
° o
§ <)
2 o
o
® o
o
-1,00000-]
o
o
o ©
o
-2,00000 T T T T T
-2,00000 -1,00000 ,00000 1,00000 2,00000

Standardized Predicted Value

Streudiagramm der Residuen gegen die vorhergesagten Werte im
Beispiel der Arbeitsmotivation
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2. Korrelation, Linear

SPSS Output fiir Residuenanalyse e

multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
Q-Q-Diagramm von Normal von Standardized Residual 2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression
5 2.3 Multiple lineare
Regression
2.4 Nichtlineare
Zusammenhénge

Erwarteter Wert von Normal

Beobachteter Wert

QQ-Plot im Beispiel der Arbeitsmotiovation
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. . . 2. Korrelation, Linear
Korrelation und lineare Regression

Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
. . . i 2.1 Korrelation
Es besteht ein enger Zusammenhang zwischen linearer Regression und  [i22itineare Regession
Korrelation

2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhinge

> Ist by die Schdtzung im linearen Regressionsmodell und py, der
Korrelationskoeffizient von Pearson, dann gilt:

» Ist R? das BestimmtheitsmaB und j,, der Korrelationskoeffizient
von Pearson, dann gilt:

A2 _ p2
px,y - R
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2.3 Multiple lineare Regression

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhénge
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2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2.22 Beispiel: “Arbeitsmotivation mit mehreren Pradiktoren”

y: Motivation (Einschitzung der Arbeitsmotivation durch Experten) — Resecionond

Regression und

multiple Regression
Pradiktoren: Eigenschaften

2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression
i 2.3 Multiple li
> x1: Ehrgeiz (Fragebogen) ultiple lineare

Regression

2.4 Nichtlineare
> x2: Kreativitit (Fragebogen) Al
> x3: Leistungsstreben (Fragebogen)

Pradiktoren: Rahmenbedingungen

> x4: Hierarchie (Position in der Hierarchie des Unternehmens)
» x5: Lohn (Bruttolohn pro Monat)

> x6: Arbeitsbedingungen (Zeitsouveranitit,
Kommunikationsstruktur usw.)

Pradiktoren: Inhalte der Tatigkeit

> x7: Lernponential (Lernpotential der Tatigkeit)
> x8: Vielfalt (Vielfalt an Teiltitigkeiten)
> x9: Anspruch (Komplexitit der Tatigkeit)
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Daten

X1

X2

X3

X4

X5

X6

X7

X8

X9

O ~NO O WN |~

— =
N = O ©

32
14
12
27
20
13
17

22
19
25
23

36
30
19
42
14
12
17

32
15
38
24

30
11
15
16
22
16
20

20
13

20
30
15
39

12

35

34
26

20

13
22
11
11
16
20
13
21

3100
2600
3200
2500
3700
2600
2500
3800
3500
3100
3600
2600

34
39
42
43
42
36
41
23
25
29
59
45

29
16
13
15
29
17
18

21
21
27
31

69
47
32
63
38
39
44
31
40
57
53
54

66
36
17
49
62
51
55
33
55
56
67
62

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression
2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhinge
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Daten

X1

X2

X3

X4

X5

X6

X7

X8

X9

13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25

17
22
19
27
26
20
11
24
19
19
22
24
17

28
36
18
40
30
27
18
32
33
33
27
30
37

11

26
27
28
11
23
18

22
28
32

32
26
12
36
27
26
13
19
25
30
18
21
11

10
16

12
18
10
11
15

17
11

2600
2500
2500
2500
3000
2600
2800
2700
2400
2600
4000
2700
2300

30
52
40
42
38
35
42
48
38
36
45
44
32

23
17
29
34
19
18
23
23
30
23
20
20

45
56
54
44
43
46
31
51
37
39
52
41
44

26
64
55
62
64
55
43
53
65
39
54
47
41

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression
2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhinge
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2.23 Das Modell der multiplen linearen Regression

» Daten (x1,¥1),-- -, (Xn, ¥n)
» Es gibt k unabhingige Variablen: x; = (xq/, ..., Xki)

> y; ist Realisation einer Zufallsvariablen Y; (unter der Be-
dingung x;). Fiir den Zusammenhang zwischen der Vari-
ablen Y und dem Vektor x; gilt (im Beispiel ist k = 9):

Yi

by + bixij + boxo; + ... + bexyki + €

k
= by+ Z bJ'XJ',‘ + €.
j=1

» &; bezeichnet hier eine zufillige “Stérung” und es wird
angenommen, dass die Stérungen 1, ..., &, unabhdngig
und normalverteilt sind mit Erwartungswert 0 und Varianz
a2>0

» Deutung: es wird ein linearer Zusammenhang zwischen x
und Y postuliert, der noch zufilligen Stérungen unterliegt

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression

2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhinge
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2.24 Schatzung bei multipler linearer Regression

» Methode der kleinsten Quadrate: Minimiere

n

Z(y,‘ — by — bixai — - — brxui)?

i=1
bzgl. der Wahl von by, ..., bk

» Mathematische Statistik (allgemeines lineares Modell)
liefert Schatzer

~

bo, by, ..., by

fiir die Parameter by, ..., bx (Formeln sind kompliziert)

» Schatzer fiir die Varianz der MeBfehler
1 n

2 S S R ! )2
Sy\x_m;(yl by — bix; by xii)

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression

2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhinge
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Streudiagramm bei multipler linearer Regression

(k=2)

Regressionsfliche: y(x) = 3.24 4+ 4.5x; + 5.27x,.

40

30

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhénge
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Fortsetzung von Beispiel 2.22: Schatzer im
multiplen linearen Regressionsmodell

> Ergebnisse fiir die Schatzer im multiplen linearen
Regressionsmodel

b= -3842 b= 0.193
b= 0153 by=  0.049
by= 0246 bs=  0.000
b= —-0031 b= 0.165
bg= 0206 bhy= -—0.053

» Fragen:
- Wie genau sind diese Schatzungen?
- Besteht ein (signifikanter) EinfluB der unabhingigen Merkmale
auf die Motivation
Ho : bl =0
Hy:bp = 0

- Wie gut beschreibt das multiple lineare Regressionsmodell die
Situation?

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression
2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhénge
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Genauigkeit der Schatzung bei multipler linearer
Regression

> Schitzer 5, ..., 5, fiir die Standardfehler von Eo, cee by sind
verfiigbar (Allgemeines lineares Modell — Formeln kompliziert)

» Anmerkung: Fiir wachsenden Stichprobenumfang konvergieren die

Schatzer 5, gegen 0 "je gréBer der Stichprobenumfang, desto
genauer die Schatzungen”

» Damit erhilt man Konfidenzintervalle fiir by, ..., bt , z.B.

(bo — th—k—1,1—a/2 Sby> Do + th—k—1,1—a/2 Sby)

ist (1 — a)-Konfidenzintervall fiir by

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression

2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhinge
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Fortsetzung von Beispiel 2.22: Schatzer fiir den
Standardfehler der Schatzer im multiplen linearen
Regressionsmodell

> Ergebnisse fiir den Standardfehler der Schatzer im multiplen
linearen Regressionsmodell

%, = 5052 &, = 0.081
8, = 0049 &, = 0.065
0148 &, = 0.001
S, = 0054 &, = 0.098
S, = 0052 &, = 0.058

w>
g
|

> Wegen t15,0.975 = 2.1314 ist

[~0.089,0.188]

ein 95%-Konfidenzintervall fiir den Parameter bs. Man beachte:

> 0.049 + 2.1314 - 0065 ~ 0.188)
» n=25k=9=n—k—-1=15

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression

2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhénge
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2.25 Konfidenzintervalle fiir multiple lineare Regression
» Modellannahme: multiple lineare Regression

k
Yi=bo+ Y bixi+e (i=1,...,n)

j=1
> Rechterfertigung der Normalverteilungs- und Unabhéngig-
keitsannahme

» Schitzer 5, fiir den Standardfehler von b;

~

= (bj = th—k—1,1—a/25; bj + th—k—1,1—a/25b;)

ist ein (1 — a) -Konfidenzintervall fiir b; (j =0,... k)

> tp_k—1,1-a/2; (1 —/2)-Quantil der t-Verteilung mit
n — k — 1 Freiheitsgraden (Tabelle oder Software)

» Anmerkung: Fiir wachsenden Stichprobenumfang konver-
gieren die Schatzer $, gegen 0 "je gréBer der Stichpro-
benumfang, desto kleiner die Konfidenzintervalle”

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression

2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhinge
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2.26 Beispiel: Konfidenzintervalle fiir die Para-
meter in Beispiel 2.22 (Arbeitsmotivation )

b; | Merkmal Schétzung Sb; Konfidenzintervall
by | — -3.842 | 5.052 [-14.609, 6.926]
by | Ehrgeiz 0.193 | 0.081 [0.020, 0.365]
b, | Kreativitit 0.153 | 0.049 [0.049, 0.258]
bs | Leistungsstreben 0.049 | 0.065 [-0.089, 0.188]
by | Hierarchie 0.246 | 0.148 [-0.069, 0.561]
bs | Lohn 0.000 | 0.001 [-0.004, 0.002]
bs | Arbeitsbdg. -0.031 | 0.054 [-0.147, 0.085]
b; | Lernpotential 0.165 | 0.098 [-0.044, 0.373]
bg | Vielfalt 0.206 | 0.052 [0.095, 0.316]
by | Anspruch 0.053 | 0.058 [-0.070, 0.177]

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression
2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhinge
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2. Korrelation, Linear

SPSS Output: Schatzer, Standardabweichung Regionund
und Konfidenzintervalle im Beispiel 2.22 (Arbeits-
2. Korrelation, lineare
motivation mit mehreren Pradiktoren) gl Regreson
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression
2.3 Multiple lineare

Regression
a 2.4 Nichtlineare
Koeffizienten Zusammenhénge
Nicht
standardisierte Standardisierte
Koeffizienten Koeffizienten | 95%-Konfidenzintervall fir B
Standard Signifi

| Modell B fehler Beta T kanz Untergrenze | Obergrenze
1 (Konstante) -3,842 5,052 -,760 1459 -14,609 6,926
x1 ,193 ,081 ,337 2,381 ,031 ,020 ,365
x2 ,183 ,049 234 3,127 ,007 ,049 258
x3 ,049 ,065 ,095 ,761 ,458 -,089 ,188
x4 ,246 ,148 235 1,664 117 -,069 561
x5 ,000 ,001 -,077 -,589 ,564 -,004 ,002
x6 -,031 ,054 -,045 -,576 573 -,147 ,085
X7 ,165 ,098 ,199 1,683 ,113 -,044 373
x8 ,206 ,052 ,354 3,973 ,001 ,095 ,316
x9 ,053 ,058 (124 920 372 -,070 177

a. Abhangige Variable: Y
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2.27 Vorhersage der multiplen linearen Regression
» Modellannahme: multiple lineare Regression
Yi=bo+ Y bixi+e (i=1,....n)

> Rechterfertigung der Normalverteilungs- und Unabhangig-
keitsannahme

» Vorhersage fiir den Wert der multiplen Regression an der
Stelle x = (x1,...,xx) (im Beispiel ist k = 9)

y(x) = bo + ZJ,‘(=1 BJ'XJ'

» In Beispiel 2.22 ergibt sich z.B. als Vorhersage der
multiplen linearen Regression an der Stelle

X1 = 217 X = 30, X3 = 15, X4 = 11, , X5 = 29007
X6 — 4—17 X7 = 25, Xg = 55, X9 = 54

der Wert §(x) = 22.717

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression

2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhinge
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Vorhersage der multiplen linearen Regression

Beachte: Wie in Abschnitt 2.18 und 2.19 gibt es zwei Vorher-
sagen:

» Vorhersage fiir den Wert der multiplen Regression an der
Stelle x = (x1, ..., xx) (im Beispiel ist k =9)

» Vorhersage fiir den Wert einer neuen Beobachtung an der
Stelle x = (x1, ..., xx) (im Beispiel ist k =9)

» Fiir beide Vorhesagen, kann man den Standardfehler

bestimmen (Formeln kompliziert) und Konfidenzbereiche
angeben (vgl. Abschnitt 2.18 und 2.19 fiir den Fall k =1)

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression

2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhinge
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SPSS Output: Vorhersage bei der multiplen
linearen Regression (schwierig)

B "02-22 Beispiel.sav [DatenSetl] - SPSS Daten-Editor [

Datzi  Bearbeten  Ansict  Daten  Transformiersn  Analysiersn  Diagramme  Extras  Fenster  Hilfe
t o0 LEER A A B6E B

e [Sertzar 16 von 16 vansoien

i x| 2|3 xa] x5 |36 x7] @] 8] PRE 1 | tvert [ umeir | et | uici
18 11 18 23 13 11 2800 42 18 31 43 1434806 1239874 1620730 97042 1892570 ||

20 20 24 32 18 19 15 2700 48 23 51 53 2292944 2099034 2486855 18 45624 27 40265

21 21 19 33 89 25 6B 2400 38 23 37 65 1816485 1526344 2107625 1319235 2313734

22 22 19 33 22 30 &6 2600 36 30 39 39 2022230 1742963 2301497 1531838 2512622 |
23 23 22 27 28 18 17 4000 45 23 52 54 2314780 2003483 2626077 18 05467 28 24093

24 24 24 30 32 21 1 2700 44 20 41 47 2106088 1895157 2317018 1651131 2551045 [
25 26 17 37 8 11 2 2300 32 20 44 41 1704721 1354436 2055006 11,70GE6 22 36756

26 21 30 15 11 2800 41 25 55 54 2046294 2495069 1810817 27 32545

27

28

29

an -

« i [ DN

Datenansicht | Varishlenansicht

e [crssprozessoristierer | [ [ [

Beispiel:
> Schéatzung fiir den Wert der "Ebene” an der Stelle
x = (18,23,13,11,2800,42, 18,31,43): 14.348
» Schitzung fiir eine weitere Beobachtung an der Stelle
x = (18,23,13,11,2800,42, 18,31,43): 14.348

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhénge

72/130



2. Korrelation, Linear

SPSS Output: Konfidenzintervalle fiir Vorher- L=
sagen bei mulitpler linearer Regression

2. Korrelation, lineare

Regression und
Q *02-22_Beispiel.sav [DatenSetl] - SPSS Daten-Editor @E@ multiple Regression
Dsiei Dearbefen  Ansicht Dafen Trnsformiersn  Analysiersn  Diagramme  Exvas enster Hife 2.1 Korrelation
EHE @ o =Bk 4 Ah SoE B 2.2 Lineare Regression
26:PRE_1 ‘22‘715815437325515 ‘Su:htbar 16 von 16 Variablen
i r[alela]x] w (el w e prea | e [ umois | wo [ v | ssion
19 11 18 23 13 11 2800 42 18 31 43 1434806 1239574 16720733 087042 1882570 |~ 2.4 Nichtlineare
Zusammenhénge
20 20 24 32 18 19 15 2700 48 23 51 53 2292944 2099034 2496855 1845624 27 40265
2 2119 33 9 25 6 2400 3B I3 I 65 1516485 1525344 2107626 1319235 2313734
2 22 19 33 22 30 5 2600 3B 30 39 39 2022230 1742963 2301497 1531838 2512622 ||
23 23 22 27 28 18 17 4000 45 23 52 54 23,4780 2003483 2626077 1805467 2824093
24 20024 30 32 21 1 700 44 20 41 47 2106088 1895157 2317018 1651131 2561045 |
25 25 17 37 8 11 2 2300 32 20 44 41 1704721 1354436 2055006 1170685 2238756
26 2130 16 1 2000 M1 25 & 54[2271683 2048294 2495069 1810817 27 3256
27
28
2
2N E
Kl I D]

Datenansicht | Varisklenansicht

SPSSProzessoristberet | | | | | |

» Konfidenzintervall fiir den Wert der "Ebene” an der Stelle
x = (18,23,13,11,2800,42, 18, 31, 43): [12.399,16.297]

» Konfidenzintervall fiir eine weitere Beobachtung an der Stelle
x = (18,23,13,11,2800,42, 18, 31, 43): [9.870, 18.826]
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2.28 BestimmtheitsmaB bei multipler linearer Regressi-
on

» Modellvohersage:

k
Vi = Eo + lel,'Jr...Bka,' = Bo JrZi)ij,‘

» Residuum &;, = Vi — )A/,' — (Bo + Zj'(:l Bij,‘)
» Beachte: Die Werte der abhingigen Variable zerfallen in
Modellvorhersage (§) und Residuum (), d.h.
Vi=Vi+E& i=1...,n
> Die Giite der Modellanpassung wird (wieder) durch das

BesimmtheitsmaB R? beschrieben werden (Anteil
erklarter Varianz)

3\

Rt Sli=9? Sy
YDA (VI3 R S (7 A

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression

2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhinge
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Beispiel: das BestimmtheitsmaB fiir das Beispiel
2.22 (Arbeitsmotivation)

In Beispiel 2.22 ist

> n= 25, k = 9
» >0 (vi — ¥i)? = 53.651
» S (vi — )% = 790.96

>
53.651

RP=1-
790.96

=02.95

D.h. 92.95% der Varianz der Variablen Motivation werden durch das
multiple lineare Regressionsmodell erklart

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression
2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhénge
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2.29 Statistische Tests bei der multiplen linearer Regres-
sion. Zwei "wichtige” Fragestellungen:

» Frage A: Hat mindestens eine der Pradiktorvariablen

X1,...,Xk einen EinfluB auf die abhangige Variable y
(Gesamttest auf Signifikanz).

» Mathematische Formulierung der Hypothese:
Nullhypothese:

Ho : by =0 fiir alle j € {1,2,..., k}
Alternative:
Hi : bj # 0 fiir mindestens ein j € {1,2,...,k}

» Frage B: Hat die Pradiktorvariablen x; (z.B. Ehrgeiz) einen
EinfluB auf die abhangige Variable y.
» Mathematische Formulierung der Hypothese:

Nullhypothese: Ho : b; =0
Alternative: Hy : bj #0

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression

2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhinge
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2.29(A) Gesamttest auf Signifikanz
> Nullhypothese: Hp : bj = 0 fiir alle j € {1,2,..., k}

Alternative: Hi : bj # 0 fiir mindestens ein j € {1,2,..., k}
(1) Bestimme
1<, -
Srzeg = E Z(yl - y)2
i=1

die Varianz der Regression, und
= Y
T kY

die Residualvarianz

» Beachte: man geht genau wie im linearen
Regressionsmodell vor!

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression

2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhinge
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2.29(A) Gesamttest auf Signifikanz

(2) Ho wird zu Gunsten der Alternative H; verworfen, falls

Sa

g

= 52 > Fk;nfkfl;lfa
ylx

Fn

gilt (oder der entsprechende p-Wert kleiner als « ist).
Dabei bezeichnet Fi,n—k—1.1—o das (1 — «) Quantil der
F-Verteilung mit (k, n — k — 1) Freiheitsgraden,

» Beachte: Wird Hy durch diesen Test verworfen, dann bleibt
aber noch unklar, “welches der Merkmale signifikant ist”

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression

2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhinge
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2.29(B) Tests fiir die Signifikanz einzelner Merkmale

Nullhypothese:

Ho . bj =0
Alternative:

Hl : bj # 0

» Die Nullhypothese Hy wird zu Gunsten der Alternative H;
verworfen, falls

~

bj
Tn: ~ > tnfkfl;lfa/Z
Sb;

gilt (oder der entsprechende p-Wert kleiner als « ist).
Dabei ist

> th_k—11-a,2 das (1 — a/2)-Quantil der t-Verteilung mit
n — k — 1 Freiheitsgraden
> §bj der Standardfehler von b;

» Beachte: Werden mehrere Hypothesen gestestet, ist das
Niveau entsprechend anzupassen (vgl. Abschntt 1.18).

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression
2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhinge
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2.30(A) Test auf Signifikanz im multiplen Regressions-
model in Beispiel 2.22

» Frage: “Hat einer der 9 Pradiktorvariablen einen EinfluB
auf die abhangige Variable?"

» Mathematische Hypothesen:

Ho: bj=0fiirallej=1,...,9

Hi : bj # 0 fiir mindestens ein j € {1,...,9}
» F,=21.972, F9.15,0.905 = 2.5876

» Da F, > 21.972 > 2.5876 ist, wird die Nullhypothese zum
Niveau 5% verworfen.

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression

2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhinge
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2.30(B) Beispiel: Test auf Signifikanz eines
Merkmals im multiplen linearen Regressions-
modell in Beispiel 2.22

» Frage: “Hat die Pradiktorvariable Ehrgeiz (x;) einen EinfluB auf

die abhangige Variable Motivation (Signifikanz des Regressions-
koeffizienten by)?"

» Mathematische Hypothesen:

Ho:b1:0; H12b17£0

> b =0.193, 8, = 0.081, t25—10,0.975 = 2.13

= Trs = 2.381
» Da
Ty =2.381 > 2.13

wird die Nullhypothese Hy zu Gunsten der Alternative Hy : by # 0
verworfen (zum Niveau 5%)

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression
2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhénge
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SPSS Output: Der Test 2.29(A) fiir das Beispiel
2.22 (Arbeitsmotivation)

ANOVA':|
Mittel der
Quadratsumme df Quadrate F Signifikanz
1 Regression 707,309 9 78,590 21,972 ,OOOa
Residuen 53,651 15 3,577
Gesamt 760,960 24

a. EinfluBvariablen : (Konstante), x9, x5, x2, x3, x6, x8, x7, x4, x1
b. Abh&ngige Variable: Y

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression
2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhénge
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SPSS Output: Der Test 2.29(B) fiir das Beispiel
2.22 (Arbeitsmotivation)

Koeffizienten”

Nicht

standardisierte Standardisierte

Koeffizienten Koeffizienten | 95%-Konfidenzintervall fir B
Standard Signifi

| Modell B fehler Beta T kanz Untergrenze Obergrenze
1 (Konstante) -3,842 5,052 -,760 1459 -14,609 6,926
x1 ,193 ,081 ,337 2,381 ,031 ,020 ,365
X2 ,153 ,049 234 3,127 ,007 ,049 ,258
x3 ,049 ,065 ,095 761 458 -,089 ,188
x4 ,246 ,148 235 1,664 117 -,069 561
x5 ,000 ,001 -,077 -,589 ,564 -,004 ,002
x6 -,031 ,054 -,045 -,576 573 -,147 ,085
X7 ,165 ,098 ,199 1,683 ,113 -,044 373
x8 ,206 ,052 ,354 3,973 ,001 ,095 ,316
X9 ,053 ,058 ,124 ,920 ,372 -,070 177

a. Abhangige Variable: Y

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression
2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhinge
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2.31 Das Problem der Multikollinearitat

Beispiel: Betrachte in dem Beispiel der " Arbeitsmarktmotivation” ein
multiples lineares Regressionsmodell mit 3 Pradiktorvariablen

Y; = by + bix1; + boxoj + b3xsi + € i=1,...,25

(Y: Motivation, x; : Ehrgeiz x,: Kreativitat, x3: Leistungsstreben)
» Schitzer fiir die Modellparameter

b; Sb; p-Wert
554 | 2.62
0.39 | 0.14 | 0.008
0.23 | 0.09 | 0.020
31 0.001 | 0.12 | 0.994

» BestimmtheitsmaB R2 = 0.7861

N = O| -

» Beachte: nur fiir den Koeffizient by (Leistungsstreben) kann keine
Signifikanz (zum Niveau 5% ) nachgewiesen werden

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression

2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhinge
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Korrelationsmatrix fiir die Pradiktoren

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression
2.3 Multiple lineare

Regression
Motivation  Ehrgeiz ~ Kreativitit  Leistungsstreben Zulllichtihearg
Motivation 1
Ehrgeiz 71 1
Kreativitat .38 .05 1
Leistungsstreben .56 .82* -.02 1

Beachte: Der Test 2.5 liefert eine signifikante Korrelation (zum Niveau

1%) zwischen den Variablen Leistungsstreben und Ehrgeiz (SPSS)
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» Beachte: Es gibt eine signifikante Korrelation zwischen den
Variablen Leistungsstreben und Ehrgeiz

> Beide Variablen tragen weitgehend identische Information

> Im Beispiel ist die Variable Leistungsstreben redundant und wird

nicht fiir die Vorhersage der abhangigen Variablen Motivation
bendtigt

> Die Variable Ehrgeiz ist starker mit der Variablen Motivation

korreliert als die Variable Leistungsstreben (aus diesem Grund ist
der entsprechende Koeffizient auch signifikant)

» Fiir die BestimmtheitsmaBe in den multiplen linearen Regressions-
modellen mit drei bzw. zwei Variablen erhilt man

R? = 0.786179 fiir Modell mit den Pradiktoren xi, xo, x3
R? = 0.786178 fiir Modell mit den Pradiktoren xi, x»

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression

2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhinge
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SPSS Output: Multikollinearitat;
Modell mit 3 Parametern

Koeffizienten”

Schatzer im

Nicht
standardisierte Standardisierte
Koeffizienten Koeffizienten 95%-Konfidenzintervall fir B
Standard Signifi

Modell B fehler Beta T kanz Untergrenze Obergrenze
1 (Konstante) 5,539 2,618 2,116 ,046 ,095 10,983
x1 393 135 ,688 | 2,913 ,008 112 674

x2 225 ,089 343 | 2,528 ,020 ,040 410

x3 ,001 123 ,002 ,008 994 -,255 257

a. Abhangige Variable: Y

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression

2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhénge
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SPSS Output: Multilkollinearitat;
Korrelationsmatrix

Korrelationen

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression
23 Mul_tiple lineare

Y x1 - X2 x3 -
Y Korrelation nach Pearson 1,000 ,708 379 ,559
Signifikanz (2-seitig) ,000 ,061 ,004
N 25 25 25 25
x1 Korrelation nach Pearson ,708“ 1,000 ,053 ,818**
Signifikanz (2-seitig) ,000 ,802 ,000
N 25 25 25 25
x2 Korrelation nach Pearson ,379 ,053 1,000 -,016
Signifikanz (2-seitig) ,061 ,802 ,939
N 25 25 25 25
x3 Korrelation nach Pearson ,559“ 818“ -,016 1,000
Signifikanz (2-seitig) ,004 ,000 ,939
N 25 25 25 25

** Die Korrelation ist auf dem Niveau von 0,01 (2-seitig) signifikant.

g
2.4 Nichtlineare
Zusammenhénge
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. 2. Korrelation, Linear
2.32 Das Problem der Suppressionseffekte Regression und

multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
Beispiel: Betrachte in dem Beispiel 2.22 der 21 Korrelation

2.2 Lineare Regression

" Arbeitsmarktmotivation” ein multiples lineares Regressionsmodell mit | &3 Muliple lineare

Regression
3 anderen Pradiktorvariablen 24 Nichtlineare

Zusammenhinge

Y; = by + bsxa; + bsxs; + bexei + € i=1,...,25

(Y: Motivation, x4: Hierarchie, xs: Lohn, xg: Arbeitsbedingungen)
> Schéatzungen fiir die Modellparameter

b; Sp;, | p-Wert
25.08 | 8.40 0.007
0.88 | 0.26 0.002
-0.01 | 0.003 0.016
0.13 | 0.12 0.308

S O b~ O -
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. . . . . . . 2. Korrelation, Linear
Korrelationsmatrix fiir die Variablen Motivation, Regression und
Hierarchie, Lohn und Arbeitsbedingungen

multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und

multiple Regression
— - - . . 2.1 Korrelation
Motivation Hierarchie = Lohn  Arbeitsbedingungen 2.2 Lineare Regression
vati 2.3 Multiple li
M.otlvatllon 1 Regre:sitc;ﬁe ineare.
Hierarchie 42* 1 2.4 Nichtlineare
Lohn _04 72** 1 Zusammenhinge
Arbeitsbedingungen .35 .16 -.06 1
Beachte:

» Zwischen der Pridiktorvariablen Lohn (x5) und der abhingigen
Variablen Motivation liegt keine signifikante Korrelation vor

» Dennoch bekommt diese Variable im multiplen Regressionsmodell
ein signifikantes Gewicht; d.h. die Hypothese Hy : bs = 0 wird
zum Niveau 5% verworfen (p-Wert: 0.016).

» Man spricht von einem Suppressionseffekt.
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Grund fiir diesen scheinbaren Widerspruch: Korrelationen sind
bivariate MaBe fiir Zusammenhinge (zwischen zwei Merkma-
len). Das Modell der multiplen Regression untersucht aber den
Zusammenhang zwischen der Variablen Motivation und dem
(3-dimensionalen) Pradiktor (xa, x5, X ):

» Motivation ist stark mit der Variablen Hierarchie korreliert
» Lohn ist ebenfalls stark mit der Variablen Hierarchie korreliert

» Préadiktorvariable Lohn wird in der multiplen linearen Regression

bendtigt, um “unerwiinschte” Varianzanteile der Variablen
Hierarchie zu kompensieren

» BestimmtheitsmaBe fiir verschiedene Modelle
R? = 0.664282 fiir Modell mit xa, x5, Xg
R? = 0.509720 fiir Modell mit x4, X

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression

2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhinge
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SPSS Output: Suppressionseffekte; Schatzer im

Modell mit 4 Parametern

Koeffizienten”

Nicht

tar isi tar i

Koeffizienten Koeffizienten 95%-Konfidenzintervall fiir B
Standard
Modell B fehler Beta T Signifikanz_| Untergrenze | Obergrenze
1 (Konstante) 25,076 8,398 2,986 ,007 7,612 42,539
x4 ,884 257 843 3,444 ,002 ,350 1,419
x5 -,007 ,003 -632 | -2,612 ,016 -,013 -,001
X6 ,125 ,120 179 1,045 ,308 -124 375
a. Abhangige Variable: Y

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression

2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhénge
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SPSS Output: Suppressionseffekte; Schatzung
der Korrelationsmatrix

Korrelationen

Y x4 x5 X6
Y Korrelation nach Pearson 1,000 419 -,038 ,354
Signifikanz (2-seitig) ,037 ,856 ,082
N 25 25 25 25
x4 Korrelation nach Pearson ,419* 1,000 ,717** ,163
Signifikanz (2-seitig) ,037 ,000 435
N 25 25 25 25
x5 Korrelation nach Pearson -,038 ,717** 1,000 -,060
Signifikanz (2-seitig) ,856 ,000 777
N 25 25 25 25
X6 Korrelation nach Pearson 354 163 -,060 1,000
Signifikanz (2-seitig) ,082 ,435 777
N 25 25 25 25

*. Die Korrelation ist auf dem Niveau von 0,05 (2-seitig) signifikant.

**_Die Korrelation ist auf dem Niveau von 0,01 (2-seitig) signifikant.

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression

2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhénge
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2.33 Merkmalselektionsverfahren

» Ziel: mit moglichst wenig Pradiktorvariablen eine gute
Vorhersage der abhiangigen Variablen zu erzielen.

» Prinzip: untersuche wie sich durch Weglassen einzelner
Variablen das BestimmtheitsmaB R? verindert.

Typische Selektionsprozeduren:

(A) Riickwartsverfahren
(B) Vorwirtsverfahren
(C) Schrittweise Verfahren

» Beachte: es handelt sich um explorative Verfahren, die
hauptsachlich der Modellbildung dienen (Interpretation
nicht einfach).

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression

2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhinge
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.e . 2. Korrelation, Linear
2.34 Das Rickwartsverfahren

Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression

2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
> Betrachte das vollstindige Modell (mit allen Pradiktorvariablen) — Zusammenhanse
und berechne das BestimmtheitsmaB R?

» Entferne sukzessive diejenigen Variablen, die zu dem geringsten
Riickgang des BestimmtheitsmaBes fiihren wiirden

» Das Verfahren wird abgebrochen, falls sich bei dem Entfernen
einer Variablen das BestimmtheitsmaB “signifikant” verkleinert
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2. Korrelation, Linear

2.35 Beispiel: Variablenselektion mit dem Regresson urd
Riickwartsverfahren (vgl. Beispiel 2.22)

multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und

Schritt  Pradiktorvariablen t-Wert  Ausgeschlossene Variablen R? Tl Regredtn
2.1 Korrelation

1 Ehrgeiz 2.38 929 ST
Kreativitat 3.13 Regression
Leistungsstreben .76 %fsa’\lr;cr:telrl\leéiar:;e
Hierarchie 1.66
Lohn -.59
Arbeitsbedingungen -.58
Lernpotential 1.68
Vielfalt 3.97
Anspruch .92

2 Ehrgeiz 2.38 Arbeitsbedingungen .928
Kreativitat 3.28
Leistungsstreben .79
Hierarchie 1.66
Lohn -.57
Lernpotential 1.66
Vielfalt 4.04
Anspruch 91
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Beispiel: Riickwartsverfahren - Fortsetzung

Schritt  Pradiktorvariablen  t-Wert  Ausgeschlossene Variablen R?
3 Ehrgeiz 2.54  Arbeitsbedingungen .926
Kreativitat 3.43 Lohn
Leistungsstreben .88
Hierarchie 2.11
Lernpotential 1.59
Vielfalt 4.17
Anspruch 1.35
4 Ehrgeiz 5.40  Arbeitsbedingungen .923
Kreativitat 3.38 Lohn
Hierarchie 231  Leistungsstreben
Lernpotential 1.55
Vielfalt 4.12
Anspruch 1.31
5 Ehrgeiz 5.18  Arbeitsbedingungen .916
Kreativitat 3.16 Lohn
Hierarchie 2.84  Leistungsstreben
Lernpotential 3.31  Anspruch
Vielfalt 5.04

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression
2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhinge
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SPSS Output: Riickwartssverfahren im Beispiel

der Arbeitsmotivation

Aufgenommene/Entfernte Ve\riablenb

Methode

Entfernte
| Modell | Aufgenommene Variablen Variablen
1 X9, X5, X2, X3, X6, X8, X7, X4, ...
2 X6
8 x5
4 X3
5 X9

Eingeben

Ruckwarts (Kriterium: Wahrscheinlichkeit
von F-Wert fur Ausschiuf? >=,100).

Ruckwarts (Kriterium: Wahrscheinlichkeit
von F-Wert fiir Ausschlu3 >=,100).

Ruckwarts (Kriterium: Wahrscheinlichkeit
von F-Wert fur AusschluB >=,100).

Ruckwarts (Kriterium: Wahrscheinlichkeit
von F-Wert fiir Ausschlu >=,100).

a. Alle gewiinschten Variablen wurden aufgenommen.
b. Abhéngige Variable: Y

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression

2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhénge
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SPSS Output: Riickwartssverfahren im Beispiel

der Arbeitsmotivation

Modellzusammenfassung

Anderung in

Korrigiertes | Standardfehler | Anderungin | Signifikanz von
Modell R R-Quadrat R-Quadrat 2 R-Quadrat AnderunginF | dfi | df2 E
1 ,Qﬁda 929 887 1,891 929 21,972 9 15 ,000
2 963" 928 892 1,851 -,002 332 1|15 573
3 .SGSC 1926 896 1,814 -,001 327 1 16 575
4 .961d 923 897 1,803 -,003 ,783 1 17 ,389
5 957° 916 894 1837 -.007 1713 | 1| 18 207

a. EinfluBvariablen
b. EinfluBvariablen
c. EinfluRvariablen
d. EinfluBvariablen
e. EinfluBvariablen

(Konstante), x9, x5, x2, x3, X6, X8, X7, x4, X1
(Konstante), x9, x5, x2, x3, x8, x7, x4, x1
(Konstante), x9, x2, x3, x8, x7, x4, x1
(Konstante), x9, x2, 8, X7, x4, X1
(Konstante), x2, x8, x7, x4, x1

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression
2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhénge
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SPSS Output: Riickwartssverfahren im Beispiel

der Arbeitsmotivation: ANOVA

ANOVA’
Mittel der
|_Modell Quadratsumme df Quadrate F Signifikanz
1 Regression 707,309 9 78,590 | 21,972 ,0003
Residuen 53,651 15 3,577
Gesamt 760,960 24
2 Regression 706,120 8 88,265 | 25,752 ,OOOb
Residuen 54,840 16 3,427
Gesamt 760,960 24
3 Regression 705,000 7 100,714 | 30,596 ,OOOC
Residuen 55,960 17 3,292
Gesamt 760,960 24
4 Regression 702,422 6 117,070 | 35,999 ,000d
Residuen 58,538 18 3,252
Gesamt 760,960 24
5 Regression 696,852 5 139,370 | 41,306 ,OOOe
Residuen 64,108 19 3,374
Gesamt 760,960 24

a. EinfluRvariablen
b. EinfluRvariablen
c. EinfluBvariablen
d. EinfluRvariablen
e. EinfluRvariablen

: (Konstante), x9, x5, x2, x3, x6, X8, X7, x4, x1

: (Konstante), x9, x5, x2, x3, x8, x7, x4, x1
: (Konstante), x9, x2, x3, x8, x7, x4, x1
: (Konstante), x9, x2, x8, X7, x4, x1

: (Konstante), x2, x8, x7, x4, x1

f. Abhéangige Variable: Y

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression
2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhénge
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SPSS Output: Riickwartssverfahren im Beispiel

der Arbeitsmotivation: Koeffizienten

Koeffizienten®

Nicht standardisierte Standardisierte

Koeffizienten Koeffizienten 95%-Konfidenzintervall fiir B

Modell B Standardfehler Beta T Signifikanz | Untergrenze | Obergrenze
1 (Konstante) -3,842 5,052 -,760 1459 -14,609 6,926
X1 193 081 337 2,381 031 1020 365

x2 153 ,049 234 3,127 ,007 ,049 1258

x3 ,049 ,065 ,095 761 458 -,089 1188

x4 246 148 235 1,664 117 -,069 561

x5 ,000 ,001 -077 -589 564 -,004 ,002

x6 -031 ,054 -,045 -576 573 -147 ,085

x7 165 1098 ,199 1,683 113 -,044 373

x8 ,206 1052 354 3,973 ,001 1095 316

x9 053 .058 124 .920 372 -070 177

2 (Konstante) | -4,737 4,706 -1,007 329 -14,713 5,238
x1 187 079 326 2,376 030 1020 353

x2 157 1048 1239 3,285 ,005 1056 1258

X3 ,050 1063 ,096 790 441 -,084 185

x4 240 144 228 1,660 116 -,066 545

x5 ,000 001 -073 -572 575 -,004 002

x7 157 1095 ,190 1,655 117 -,044 ,358

x8 205 1051 352 4,040 ,001 097 312

x9 052 057 121 914 374 -,068 172

3 (Konstante) | -7,154 2,027 -3,529 ,003 -11,431 2,877
x1 ,193 076 ,338 2,540 021 ,033 354

x2 159 046 244 3,431 ,003 061 1258

x3 055 1062 ,105 885 389 -076 1185

x4 A72 081 164 2,113 050 .000 344

a. Abhangige Variable: Y

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression
2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhénge
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2.36 Das Vorwartsverfahren

> Bestimme diejenige Pradiktorvariable, die mit der abhangigen
Variablen am starksten korreliert ist und berechne das
BestimmtheitsmaB R?

» Ist R? signifikant, wird diese Variable in das Modell aufgenommen

» Fiige sukzessive diejenigen Variablen zu dem Modell hinzu, die zu
dem groBten Anstieg des BestimmtheitsmaBes fiihren

» Das Verfahren bricht ab, falls sich bei Hinzunahme einer neuen
Variablen das BestimmtheitsmaB R? “nicht signifikant” vergroBert

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression
2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhinge



SPSS Output: Vorwartssverfahren im Beispiel der

Arbeitsmotivation
Aufgenommene/Entfernte variablen®
Aufgenommene Entfernte
| Modell Variablen Variablen Methode

1 X1 Vorwéhrts- (Kriterium: Wahrscheinlichkeit
von F-Wert fur Aufnahme <=,050)

2 X9 Vorwéhrts- (Kriterium: Wahrscheinlichkeit
von F-Wert fur Aufnahme <=,050)

3 X2 Vorwéhrts- (Kriterium: Wahrscheinlichkeit
von F-Wert fur Aufnahme <=,050)

4 X8 Vorwahrts- (Kriterium: Wahrscheinlichkeit
von F-Wert fir Aufnahme <= ,050)

5 4 Vorwéhrts- (Kriterium: Wahrscheinlichkeit
von F-Wert fir Aufnahme <= ,050)

a. Abhangige Variable: Y

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression
2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhénge
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SPSS Output: Vorwartssverfahren im Beispiel der

Arbeitsmotivation

Modellzusammenfassung

tistikel
) Anderung in
Korrigiertes Standardfehler Anderung in ) Signifikanz

Modell R R-Quadrat R-Quadrat k) R-Quadrat Anderungin F_| dfl df2 von F
1 ,708a ,501 479 4,065 1501 23,059 1 23 ,000
2 ,863b 744 721 2,973 244 20,980 1 22 ,000
3 ,906c ,820 795 2,552 ,076 8,876 1 21 ,007
4 ,944d ,891 ,869 2,039 ,070 12,879 1 20 ,002
5 ,QSSE 913 .890 1,869 022 4,810 1 19 .041

a. Einfluvariablen : (Konstante), x1
b. EinfluRvariablen : (Konstante), x1, x9
c. EinfluBvariablen : (Konstante), x1, x9, x2

d. EinfluBvariablen : (Konstante), x1, x9, x2, x8

e. EinfluBvariablen : (Konstante), x1, x9, x2, x8, x4

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression
2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhénge

104 /130



SPSS Output: Vorwartssverfahren im Beispiel der

Arbeitsmotivation: ANOVA

ANOVA
Quadrat Mittel der
|_Modell summe df Quadrate E Signifikanz
1 Regression | 380,968 1 380,968 | 23,059 ,000%
Residuen 379,992 23 16,521
Gesamt 760,960 24
2 Regression 566,456 2 283,228 | 32,035 ,OOOb
Residuen 194,504 22 8,841
Gesamt 760,960 24
3 Regression 624,244 3 208,081 | 31,962 ,OOOC
Residuen 136,716 21 6,510
Gesamt 760,960 24
4 Regression 677,797 4 169,449 40,751 ,OOOG
Residuen 83,163 20 4,158
Gesamt 760,960 24
5 Regression | 694,596 5 138,919 | 39,773 ,000°
Residuen 66,364 19 3,493
Gesamt 760,960 24

. EinfluRvariablen

. EinfluBvariablen

. EinfluRvariablen

: (Konstante), x1

: (Konstante), x1, x9

: (Konstante), x1, x9, x2

: (Konstante), x1, x9, x2, x8

. EinfluBvariablen : (Konstante), x1, x9, x2, x8, x4

a
b
c. EinfluBvariablen
d
e
f

. Abhé&ngige Variable: Y

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression
2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhénge
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SPSS Output: Vorwartssverfahren

Arbeitsmotivation: Koeffizienten

Koeffizienten"

im Beispiel der

Nicht standardisierte Standardisierte
Koeffizienten Koeffizienten
Modell B Standardfehler Beta T Signifikanz | Untergrenze | Obergrenze
1 (Konstante) 9,088 2,406 3,778 ,001 4111 14,064
x1 404 084 708 | 4802 ,000 230 579
2 (Konstante) ,063 2,642 024 ,981 -5,415 5,542
x1 320 064 560 | 4,983 ,000 187 454
x9 221 048 515 | 4580 ,000 121 321
3 (Konstante) | -2,101 2,380 -883 387 7,052 2,849
x1 319 055 558 | 5776 ,000 204 433
x9 203 042 474 | 4862 ,000 116 290
x2 .183 061 279 | 2979 007 055 310
4 (Konstante) | -6,502 2,263 -2,873 ,009 -11,224 -1,781
x1 253 048 442 | 5286 ,000 153 352
x9 150 037 350 | 4101 001 074 226
x2 192 049 293 | 3908 001 089 294
x8 190 053 327 | 3589 002 080 301
5 (Konstante) | 6,833 2,080 -3,285 ,004 -11,186 2,479
x1 2711 045 474 | 6,076 ,000 178 364
x9 116 037 21 | 3147 ,005 039 193
x2 177 045 271 | 3903 001 082 272
x8 181 049 311 | 3,706 ,001 079 283
x4 181 083 A73 | 2103 041 008 354

a. Abhangige Variable: Y

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression
2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhénge
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2.37 Das schrittweise Verfahren

» Riickwarts- und Vorwartsverfahren werden kombiniert!

» Man fiihrt ein Vorwértsverfahren durch, wobei in jedem Schritt
untersucht wird, ob bei Entfernen einer bereits aufgenommenen
Variable das BestimmtheitsmaB signifikant abnehmen wiirde.

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression
2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhénge
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SPSS Output: Das schrittweise Verfahren im
Beispiel der Arbeitsmotivation

Aufgenommene/Entfernte Variablen®

1

Aufgenommene

Modell Variablen

Entfernte
Variablen

Methode

x1

x9

x2

x8

x4

Schrittweise Auswahl (Kriterien: Wahrscheinlichkeit
von F-Wert fur Aufnahme <= ,050, Wahrscheinlichkeit
von F-Wert firr Ausschlu >=,100).

Schrittweise Auswahl (Kriterien: Wahrscheinlichkeit
von F-Wert fur Aufnahme <= ,050, Wahrscheinlichkeit
von F-Wert furr Ausschlu >=,100).

Schrittweise Auswahl (Kriterien: Wahrscheinlichkeit
von F-Wert fur Aufnahme <= ,050, Wahrscheinlichkeit
von F-Wert fur Ausschlul >=,100).

Schrittweise Auswahl (Kriterien: Wahrscheinlichkeit
von F-Wert fur Aufnahme <= ,050, Wahrscheinlichkeit
von F-Wert fur Ausschlu >=,100).

Schrittweise Auswabhl (Kriterien: Wahrscheinlichkeit
von F-Wert fur Aufnahme <= ,050, Wahrscheinlichkeit
von F-Wert firr Ausschlu >=,100).

a. Abhangige Variable: Y

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression

2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhénge
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SPSS Output: Das schrittweise Verfahren im
Beispiel der Arbeitsmotivation

Modellzusammenfassung

Anderungsstatistiken

b. EinfluBvariablen
c. Einfluvariablen
d. EinfluBvariablen
e. EinfluBvariablen

: (Konstante), x1

: (Konstante), x1, x9

: (Konstante), x1, x9, x2

: (Konstante), x1, x9, x2, x8

: (Konstante), x1, x9, x2, x8, x4

Anderung in
Korrigiertes | Standardfehler | Anderungin | Anderung Signifikanz
Modell R R-Quadrat | R-Quadrat | des Schéitzers R-Quadrat inF dit | df2 von F
1 ,7083 ,501 479 4,065 ,501 23,059 1 23 ,000
2 ,863b 744 721 2,973 244 20,980 1 22 ,000
3 1906 820 795 2,552 076 8,876 1 21 ,007
4 ,944 ,891 ,869 2,039 ,070 12,879 1 20 ,002
5 .955e 913 .890 1,869 .022 4,810 1 19 .041
a. Einfluvariablen

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression
2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhénge
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SPSS Output: Das schrittweise Verfahren im
Beispiel der Arbeitsmotivation: ANOVA

ANOVA'

Mittel der
| Modell Quadratsumme, df | Quadrate E Signifikanz
1 Regression 380,968 1 380,968 23,059 ,OOOa
Residuen 379,992 23 16,521
Gesamt 760,960 24
2 Regression 566,456 2 283,228 | 32,035 1000°
Residuen 194,504 22 8,841
Gesamt 760,960 24
3 Regression 624,244 3 208,081 | 31,962 ,000°
Residuen 136,716 21 6,510
Gesamt 760,960 24
4 Regression 677,797 4 169,449 40,751 .000d
Residuen 83,163 20 4,158
Gesamt 760,960 24
5 Regression 694,596 5 138,919 | 39,773 ,000°
Residuen 66,364 19 3,493
Gesamt 760,960 24

a. EinfluBvariablen
b. EinfluBvariablen
c. EinfluRvariablen
d. EinfluBvariablen

e. EinfluRvariablen

: (Konstante), x1
: (Konstante), x1, x9
: (Konstante), x1, x9, x2

: (Konstante), x1, x9, x2

f. Abhangige Variable: Y

, X8
: (Konstante), x1, x9, x2, x8, x4

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression
2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhénge
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2. Korrelation, Linear

SPSS Output: Das schrittweise Verfahren im Regression urd
Beispiel der Arbeitsmotivation: Koeffizienten

Koeffizienten"

multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression

2.3 Multiple lineare
Nicht standardisierte Standardisierte o5 e Regression

Modell B Beta T Signifikanz_| L Obergren: 2.4 Nichtlineare
1 (Konstante) 9,088 2,406 3,778 ,001 4111 14,064 sl

x1 404 084 708 | 4802 ,000 1230 579
2 (Konstante) 063 2,642 024 1981 5,415 5,542

X1 320 064 560 | 4983 ,000 187 454

x9 221 .048 515 4,580 .000 121 321
3 (Konstante) 2,101 2,380 -883 ,387 -7,052 2,849

X1 319 055 558 | 5776 ,000 204 433

x9 203 042 Aa74 | 4862 ,000 116 290

x2 183 061 279 | 2979 007 055 310
4 (Konstante) 6,502 2,263 2,873 ,009 -11,224 -1,781

x1 253 048 442 | 5286 ,000 153 352

x9 1150 037 350 | 4101 001 074 226

x2 192 049 293 | 3908 001 089 294

x8 190 053 327 | 3589 002 080 301
5 (Konstante) -6,833 2,080 -3,285 ,004 -11,186 2,479

X1 271 045 474 | 6076 ,000 478 364

x9 116 037 271 | 3147 005 039 193

x2 77 045 271 | 3903 001 082 272

x8 181 049 311 [ 3706 001 079 283

x4 81 083 A73 | 2193 041 .008 354

a. Abhéngige Variable: Y’
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2.38 Bemerkung zu den verschiedenen
Merkmalselektionsverfahren

» Beachte: Verschiedene Verfahren liefern verschiedene Ergebnisse
(es gibt kein richtig oder falsch!)

> Beispiel (Arbeitsmotivation)

Riickwartsverfahren  Vorwartsverfahren  Schrittweises Verfahren
Ehrgeiz Ehrgeiz Ehrgeiz
Kreativitat Kreativitat Kreativitat
Hierarchie Hierarchie Hierarchie
Lernpotential Anspruch Anspruch
Vielfalt Vielfalt Vielfalt
R? = .916 R? = 913 R? = .913

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression

2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhinge
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2.4 Nichtlineare Zusammenhange

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression

2.3 Multiple lineare
Regression
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. . e 2. Korrelation, Linear
Nichtlineare Zusammenhange Regression und

multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression

2.3 Multiple lineare
» Die (multiplen) linearen Regressionsmodelle beruhen auf der s
. . T 7 ha
Annahme, dass der Zusammenhang zwischen jeder Pradiktor- HeSMMETISES

variable und der abhangigen Variablen linear ist, d.h., durch eine
Gerade beschrieben werden kann

» Diese Annahme muss nicht immer erfiillt sein. Zusammenhange
zwischen Variablen kénnen im Grunde beliebige Form haben

» Man spricht in diesen Fillen von nichtlinearen Zusammen-
hdangen
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2.39 Beispiel: Gedachtnistest B

Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression
2.3 Multiple lineare

Regression
» Mehrere Personen machen einen Gedichtnistest L e

Zusammenhénge

> 30 Ortsnamen (aus Mongolei) werden vorgegeben

> y(x): Anzahl der Ortsnamen, die nach x Tagen noch im
Gedichtnis geblieben sind (Mittelwerte)

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
y(x) | 249 197 170 132 110 85 7.9 58 55 5.0
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2. Korrelation, Linear

Das Streudiagramm fiir die Daten aus Beispiel oot
2.39 (Gedachtnistest)

2. Korrelation, lineare
Regression und

multiple Regression
30,07 2.1 Korrelation
2.2 Lineare Regression
2.3 Multiple lineare
Regression
o
c
g 20,0
g% [¢]
c
2
o o
[}
=
)
°
= ()
©
N
c o
< 10,0
o
o
o
° o
Y T T T T T T
0 2 4 6 8 10
Tage
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2. Korrelation, Linear

Lineare Regression fiir die Daten aus Beispiel oot
2.39 (Gedachtnistest)

2. Korrelation, lineare

Regression und
multiple Regression

3004 ultiple Regressiof

2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression
2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhénge

20,07

Anzahl der Ortsnamen

H
5
o

1

Tage

Die Gleichung der geschitzten Geraden:

y = 10.579 — 0.429x
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2. Korrelation, Linear

Residuenanalyse bei linearer Regression fiir die oot
Daten aus Beispiel 2.39 (Gedachtnistest)

2. Korrelation, lineare
Regression und

multiple Regression
2,000007] 2.1 Korrelation
2.2 Lineare Regression
o 2.3 Multiple lineare
Regression
o
% 100000
=1
°
3
x o
°
(5
N
k=] o
3
,00000]
2 o
<
S
2] o o
o o
-1,00000]
o
T T T T T T T
-1,50000 -1,00000 -,50000 ,00000 ,50000 1,00000 1,50000

Standardized Predicted Value
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2. Korrelation, Linear

QQ - Plot bei linearer Regression fiir die Daten ==
aus Beispiel 2.39 (Gedachtnistest)

2. Korrelation, lineare

Regression und

multiple Regression

2.1 Korrelation
Q-Q-Diagramm von Normal von Standardized Residual 22 U=z Regessien
2.3 Multiple lineare
Regression

15 [}

1,07

0,57

0,07

Erwarteter Wert von Normal

-1,5 T T T
-2 -1 0 1 2

Beobachteter Wert
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2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Beachte:

Regression und
multiple Regression

- . . . . . . 2.1 Korrelation
» Ein lineares Regressionmodell ist fiir die Beschreibung des neare R
Zusammenhangs ungeeignet!

2.2 Lineare Regression

2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
» Quadratisches Regressionsmodel

Zusammenhénge

Y,':bo-i-blx,'-l-bzX,-z-i-E:‘,'

» Schatzung der Parameter mit der Methode der kleinsten
Quadrate und die entsprechenden Standardfehler

b= 29.088 b= -4876 by, =0.249
8, = 0558 5, = 0233 5, =0.021



Konfidenzbereiche und Tests

» Man geht wie in 2.12 und 2.14 bzw. 2.29 vor

> 90% Konfidenzintervall fiir b, (man beachte: das Modell hat 3
Parameter)

tio_3005 = 1.8046 by = 0.249 5, = 0.021

= [[32 — t7,0.95 §b27 Bz + t7,005 §b2] = [02092, 02888]
ist 90% Konfidenzintervall fiir b,

» Die Hypothese Hy.by = 0 wird (zum Niveau 10%) verworfen, fall

b,
T’ > t10-3,0.95
Sb,

gilt (im Beispiel wird also Hy abgelehnt)

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression

2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhénge
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SPSS-Output: Schatzer fiir quadratische

Regression
Koeffizienten
Nicht standardisierte Standardisierte
Koeffizienten Koeffizienten
B Standardfehler Beta t Sig.
Tage -4,876 ,233 -2,183 -20,927 ,000
Tage ** 2 ,249 ,021 1,257 12,055 ,000
(Konstante) 29,088 ,558 52,136 ,000

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression

2.3 Multiple lineare
Regression
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Streudiagramm fiir die Daten aus Beispiel 2.39
mit der geschatzten Parabel

Anzahl der Ortsnamen

O Beobachtet
30,07 — Quadratisch
20,07
10,01
o
0,0 T T T T
0 2 4

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression

2.3 Multiple lineare
Regression
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2. Korrelation, Linear

SPSS-Output: Residuenanalysefiir fiir die Daten | Ressonund
aus Beispiel 2.39 bei quadratischer Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und

multiple Regression
2,000007] 2.1 Korrelation
2.2 Lineare Regression
° 2.3 Multiple lineare
Regression
_ 1,00000 o
E
o ()
b7
k]
o o
°
2 o
N 00000
°
=
[}
2 o
3 o
n o
o
-1,00000]
o
-2,00000 T T T T T T T
-1,00000 -,50000 ,00000 ,50000 1,00000 1,50000 2,00000

Standardized Predicted Value
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2. Korrelation, Linear

SPSS-Output: QQ-Plot fiir die Daten aus L=
Beispiel 2.39 bei quadratischer Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression

2.1 Korrelation
Q-Q-Diagramm von Normal von Standardized Residual 22 U=z Regessien

2.3 Multiple lineare
Regression

15

1,07

0,57

0,07

-0,5-

Erwarteter Wert von Normal

-1,07

-1,5 T T T
-2 -1 0 1 2

Beobachteter Wert
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2. Korrelation, Linear

SPSS-Output: Histogramm fiir die Residuen aus = Ressorund
Beispiel 2.39 bei quadratischer Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression

2.1 Korrelation

Histogramm 2.2 Lineare Regression
2.3 Multiple lineare
Regression

Abhangige Variable: Anzahl der Ortsnamen

2,5 Mittelwert =3,96E-16
' Std.-Abw. = 0,882
N'=10
2,07
=
£
&, 157
=
3
T
I
1,0
0,5
0,0 T T

-2 -1 0 1 2

Regression Standardisiertes Residuum
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2.40 Polynomiale Regressionsmodelle

Modelle zur polynomialen Regression

Ordnung  Modell

0. Y =by+e

1. Y =by+ bixt +¢

2. Y = by + bixt + bpx® + ¢

k. Y=by+bixt+bx2+...+ bxk+e

Beachte:

> In der Regel werden nur Modelle von niedrigem Grad
verwendet (k < 3)!

» Schitzung der Parmeter erfolgt mit der Methode der
kleinsten Quadrate

» Konfidenzintervalle, Tests und Residuenanalyse werden wie

bei der linearen bzw. multiplen Regression durchgefiihrt
(Allgemeines lineares Modell)

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression

2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhénge
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2.41 Mehrdimensionale Polynome

Sind mehrere Pradiktorenvariable verfiigbar, so kénnen neben
Potenzen auch Produkte von zwei oder mehr Variablen in die
Regressionsgleichung aufgenommen werden

» Beispiele:

Y(x) = bo+ bixi+ boxo + bioxixe + ¢
Y(X) = bo + bix1 + boxo + bioxixo + b02X12 -+ b20X22 + €
Y(x) =

bo + bix1 + boxo + baxz + biaox1X2 + b1ozxix3
+boasxox3 + brozxixoxz + €

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression

2.3 Multiple lineare
Regression

2.4 Nichtlineare
Zusammenhénge
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3D-Streudiagramm mit der geschatzten Funktion

Die geschétzte Funktion ist:

Y(x) = 2.23 4 3.52x; + 5.77x; + 3.96x1%,

2. Korrelation, Linear
Regression und
multiple Regression

2. Korrelation, lineare
Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation

2.2 Lineare Regression

2.3 Multiple lineare
Regression
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2. Korrelation, Linear

3D-Streudiagramm mit der geschatzten Funktion = essson

multiple Regression
Polynomiale Terme und Produkte der Pradiktoren kénnen natiirlich
auch gemeinsam vorkommen.

2. Korrelation, lineare
Beispiel:

Regression und
multiple Regression
2.1 Korrelation
2.2 Lineare Regression
2 3
y(x) = bo + brixa + biaxi + ba1xa + basx; + birpixixe + €.

2.3 Multiple lineare
Regression

Die angepasste Funktion hat die Form

Y(x) = 1+ 2.15x; + 6.59x% + 1.66x, + 3.07x3 + 3.76x,x0
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