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VORWORT

Im Frilhjahr 1974 haben wir am Mathematischen Institut der
Universitét Freiburg i.Ue. im Lehrprogramm des trocisiéme
cycle Vorlesungen iliber Verzweigungstheorie in der Kommuta-
tiven Algebra gehalten. Der Stoff dieser Vorlesungen ist
in deﬁ vorliegenden Schriftenreiheheft wiedergegeben. Ein-
zelne Dinge sind dabei ausfilhrlicher dargestellt worden
als dies im Rahmen der Vorlesungen mdglich war. Auferdem
erschien es uns angebracht, die Darstellung inhaltlich so
Zu ergdnzen, daB eine gewisse Vollstdndigkeit erreicht

wurde.

Um die Lesbarkeit des Textes zu erh8hen, haben wir uns
bemiiht, méglichst einfache Beweise zu geben, auch fiir grund-
legende Hilfssé&tze der Kommutativen Algebra, die vielfach in
der Literatur nicht unmittelbar zugédnglich sind. Deshalb ge-
nigen auch Grundkenntnisse der Algebra und Kommutativen Al-

gebra zum Lesen des Textes.

Unter einem Ring verstehen wir stets einen kommutativen
Ring mit Einselement. Endlichkeitsvoraussetzungen - wie
beispielsweise "noethersch" - geben wir in jedem Einzelfalle
gescondert an. Ist h : A —>B ein Homomorphismus von Ringen
und ¥ ein Ideal in B , so bezeichnen wir das Urbild h~ (¥ )
kurz mit A~¥ . Das Jacobsonradikal eines Ringes A wird mit
¢WA bezeichnet.

Wir beabsichtigen, diesem Heft ein zweites iiber vollstin-
dige Durchschnitte und Residuentheorie folgen zu lassen.

Unser Dank gilt den Herren Holmann, Kleisli und Schmid
fiir die Einladung nach Freiburg und die Ausrichtung unserer
Vorlesungen. Ferner danken wir den Zuhdrern fiir viele Anre-
gungen, und Frau Pldnker, Bochum, fiir das Herstellen der

Druckvorlagen.

Bochum, Juni 1974, G.5..,0.8.
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KAPITEL I: DER BEGRIFF DER VERZIWEIGUNG

§1. Der Kdhlersche Differentialmodul

In diesem'Paragraphen geben wir kurz die wichtigsten Eigen-
schaften des Kdhlerschen Differentialmoduls an. Eine ausfiihr-
liche Darstellung findet man in der Ausarbeitung Uber "Diffe-
rentialmoduln lokaler analytischer Algebren" in der Schrif-
tenreihe des Mathematischen Instituts der Universitdt Fri-
bourg, Nr. 2 (1969/70).

Seien B ein Ring - mit Ring meinen wir hier und im fol-
genden stets einen kommutativen Ring mit einem Einselement -
und M ein (unitdrer) B-Modul. Eine Derivation von B in M ist
eine additive Abbildung &: B—e M , fiir die die Produktre-
gel §(bec) = cé(b) + bélc) , b,ceB , gilt. Ist §: B—aM
eine Derivation, so ist Kern § ein Unterring von B . Flir ei-

nen beliebigen Unterring B' von B ist 5 genau dann B'-linear,

wenn B'¢ Kern § ist.

Ist A ein Ring, so verstehen wir unter einer A-Algebra
einen Ring B mit einem (unitdren} Ringhomomorphismus
®: A—=B . Eine Derivation &§: B — M der A-Algebra B in

einen B-Modul M ist eine A-Derivation, wenn § A-linear ist.

Dies ist genau dann der Fall, wenn o(A)} & Kernd ist. Die

A-Derivationen von B in M bilden einen B-Untermodul von MB ’

der mit DerA(B,M) bezeichnet wird. Eine universelle A-Deriva-
tion von B ist eine A-~Derivation

_ B
d=d,

B ———————» D_ {B)

A
mit folgender Eigenschaft: Ist § :IS——#M eine beliebige
A-Derivation, so gibt es genau einen B-Modulhomomorphismus
h : DA(B)—-—~M mit &= hdi . Das Diagramm

ay
B ——m—m—m» DA(B)
,
\ _“h
Ml’

ist also kommutativ. Eine universelle A-Derivation wvon B ist
bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. Der universelle
Differentialmodul D, (B) wird als B~Modul von dem A-Untermodul




dg(B) der totalen Differentiale erzeugt: DA(B) = Bdg(B) .
Fiir jeden B-Modul M sind die Moduln DerA(B,M) und
HomB(DA(B),M) ki:onisch isomorph. Insbesondere ist der Modul
der A-Derivation von B in sich isomorph zum Dualmodul
HomB(DA(B),B} = DA(B)* . Ist B eine A-Algebra mit dem Stguk—
turhomomgrphigmus p: A — B und gilt o(Ad) ¢ p(i)g Kern &, ,

so ist dﬁ = dA .

" Fir jede A-Algebra B existiert die universelle A-Deriva-

tion. Zundchst gilt:

(1.1) Aussage. Ist ¥ ein Ideal der A-Algebra B und existiert
di + SO existiert auch d, B/¥ und es ist Dy (B/@) = DA(B)/Bdg(BJ.

Der Beweis ergibt sich aus dem Studium des folgenden kommu-

tativen Diagrammes, in dem M' ein (B/f)-Modul und §':B/p — M’
eine A-Derivation ist:

Dakei hat man zu beachﬁen, dag DA{B)/Bdi(BJ ein (B/E)-Modul
ist. Dies folgt aus der Gleichheit

B _ 4B
Bd, (¥ = 4, (£ + 4D, (B) ,

die man unmittelbar aus der Produktregel herleitet.

{(1.2) Korollar. Die kanonische Sequenz

£/£

von (B/f)-Homomorphismen ist exakt, wobei d der von diIF

w—

2 d

D, (B) /£D, (B) -—**—*‘DA(B/IQ

induzierte Homomorphismus ist.

Dag d !¥ eine (B/f)-lineare Abbildung
4a : &/# —-—.D {B)/;D (B) 1ndu21ert, erhilt man aus den bei-
den folgenden Tatsachen: Es ist d (#Z)C'ﬁi)(B) wegen der
Produktregel; fiir heB , fe £ ist
B, .. _..B ..  _B,.. _..B
dA(bf) = fdA(b} + bdA(f) = bdA(f) modulo #DA{B) .

Bemerkung 1 . Aus (1.2) folgt: Ist fj r J€J , ein Erzeugen-
densystem des Ideals -, so ist

D, (B/8) =(D, (B) /6D, (B))/ Z;] (B/Brat; .
3‘



(1.3) Aussage. Fiir jede A-Algebra B existiert die universel-
le A-Derivation dg .

Beweis. Sei bi ; i€eI , ein Algebra-Erzeugendensystem von B
iilber A . Dann ist B eine Restklassenalgebra der Polynomalge-
bra A(X;],,; . Wegen (1.1) geniigt es, den(gill B = AlX, ]lGI
zu betrachten. Dann setzen wir DA(B) i= B und

dp(f) :=<YE> . o+ wobei D : B~—3 die partielle Ablei-
tung nach der Unbestimmten Xi ist. dA ist eine A-Derivation,
und DA(B)-ist ein freier B-Modul mit der Basis dXi , 1€ .
Ist 8§: B—— M eine beliebige A-Derivation und wird der
B-Homomorphismus h : DA(B) —a M durch h(dxi) t= S(Xi) defi~
niert, so stimmen die beiden A-Derivationen & und hd auf
dem Algebra—Erzeugendensystem X ;, i€eI , lUberein und sind

folglich gleich. Somit ist d universell

Benerkung 2 . Aus dem Beweis von (1.3} und der Bemerkung 1
folgt: Fir B := A[X,] /Z oy AlX1E ist

i lGI
D, (B} =B (I’/Z B<bf> .
: jeJ
Ist bi , i€l , ein A-Algebra-Erzeugendensystem der A-Algebra B,
— B 1 —
so ist DA(B) = ZijI BdAbi . Insbesondere ist DA(B) ein end

licher B-Modul, wenn B eine A-Algebra endlichen Typs ist, d.h.
ein endliches A-Algebra-Erzeugendensystem besitzt.

Mittels der einhiillenden Algebra 148t sich dle universel-
le Derivation auf eine andere Weise beschreiben. Sei wieder
B eine A—Algebra; B® :=B QAB sei die einhiillende Algebra
von B iliber A und u: B® —~ B die "Multiplikation" bec¢ — bc,

die ein A-Algebrahomomorphismus ist. Ist bi r eI , ein A-Alge-
bra-Erzeugendensystem von B , so wird I := Kernu von den Ele-
menten bio1 - ‘lobv:L + 1eI , erzeugt. Bezliglich x4 fassen wir

B stets als Be—Algebra auf. Dann ist der B-Modul I/I2 isomorph

zu B ® eI . Die Abbildung
B )

d:B—s1/I° nit br—a{be®1 - 1@b)

ist eine A-Derivation, wie man unmittelbar verifiziert.

{1.4) Aussage. 4@ : B ———¢I/12 ist eine universelle A-Deriva-

tion von B .

Beweis, Sei §: B —=M eine beliebige A-Derivation. Die Abbil-
dung Bx B —+ M mit (b,c) — ¢&(b) ist A-linear. Sei o B®—M



die A-lineare Abbildung mit E‘(boc) = cé(b) . Es wird I2 addi-
tiv von Elementen der Form (f.!@ fz') (b@1~-1@b)(ce@ei-1®0C)
erzeugt. Offenbar verschwindet h fiir solche Elemente. Folg-
lich induziert h eine A-lineare Abbildung h : /1% M .

Es ist trivialerweise hd = § . Weiter ist

h([(ce) (t@1-1@b)]) = S(bc)-béc = ch([b@®1-16b]) , so

daB h auch B-linear ist. DaB8 h durch die Gleichung §= hd
eindeutig bestimmt ist, folgt aus I/I2 = Bd(B) . -

Die Beweise der folgenden allgemeinen Aussagen sind ein-
fach und seien dem Leser iliberlassen.

(1.5.) Aussagé. Seien B eine A-Algebra, C eine 'K-—Algebra und

¢: B—+C ein (A,R)-Homomorphismus. Dann gibt es genau einen
B-Homomorphismus D(?] : DA(B)——+ Dﬂ(c) , flir den das Diagramm

B-—-—--—z—-a-C

B C
dAl ldﬂ

D,(B) AL )N Dg (C)

kommutativ ist, und eine natiirliche exakte Sequenz

Coy DA(B) —_—— Dﬁ(C) DB(C) s O

von C-~Homomorphismen. Dabei ist der Homomorphismus

C OBDA(B) —_— DK(C) durch c@w s cD(g)w gegeben.

{1.6) Direkte Limiten. Seien (Ai"fij) ein direktes Sytem wvon

Ringen und Ringhomomorphismen, (Bi,vij) ein direktes System
von Ai—Algebren und (Ai,Aj)-Homomorphismen und

A := 1lim A, , B := lim B, . Dann ist
— i o~ i _
, i . '
lim dAi + B — lim DAi(Bi)

die universelle A-Derivation von B .

(1.7) Tensorprodukte. Seien B,C zwei A-Algebren. Dann ist

B C
(d,®C,Ba dA): B@,C — D, (B) ®,C® B®,D, (C)
b® c r— (dib)®C , bed(c))
die universelle A-Derivation von B@AC .

(1.8) Direkte Produkte. B.| P ’Bn seien A-Algebren. Dann ist

n B, n n .
T7r a4t : TI1 B, ——— T TD,(B,)
: A R | 4 Ca‘ti
l=1 1—1 1—1

(bysevorb ) b (d(by),...,d(b))



n
die universelle A-Derivation der Produktalgebra 1—Ti=1 Bi .
(1.9) Grundringerweiterung. Seien A',B zwei A-Algebren. Dann

ist

B
1 - ] ¥
A @dA : A @AB ——2» A @ADA(B)
die universelle _A'-Derivation von A' OAB .

{1.10) Nenneraufnahme. Seien B eine A-Algebra, § ein multi-

plikatives System in B und &: B — M eine A-Derivation. Dann

ist 5(5) : BS-—erMs mit

$.s) (b/s) = (sbb-bs) /s’

eine A-Derivation von Bs in Ms - Es ist
35 - a0 - @)
AnS '
Bemerkung 3 . Als wichtigen Spezialfall von (1.10) hat man
die folgende AGssage: Ist B ein Primideal in B und ¥ das Ur-
bild in A , so ist

(8} °

DA(B)F = DA(BF) = DAgtBF) .
Daraus ergibt sich beispielsweise: Ist K := k(x1,...,xn) der
Funktionenk&rper in n Variablen Uber dem Korper k , so ist
de,...,an eine K-Basis wvon Dk(K) . Ist K = k(x1,...,xn3
eine endlich erzeugte Kbrpererweiterung des Kdrpers k mit den
erzeugenden Elementen XqreooaXo o so ist dx1,...,dxn ein K-Er-
zeugendensystem von Dk(K),

Bemerkung 4 . Fiir gewisse Klassen von A~Algebren B lds8t sich
DA(B) in einfacher Weise iliber einen universell-endlichen Diffe-

rentialmodul berechnen. Wir skizzieren dies hier nur und ver-
weisen zu den Einzelheiten auf das eingangs erwdhnte Schriften~
reihe-Heft.

§ Sei B eine A-Algebra. Eine A-Derivation as . B-—~aD:(B) mit
Werten in einem endlichen B-Modul Di(B) heift universell-end-
lich, wenn es zu jeder A-Derivation §: B —+M mit Werten in

einem endlichen B-~Modul M genau einen B-Homomorphismus

h Di(B)-—ah&g&tmit §= hde . Die meisten der Bemerkungen

liber DA(B) s die wir in diesem Paragraphen gemacht haben,
treffen m.m. auch fir D;(B) zu, z.B. (1.1) , (1.2) , Bemer-
kung 1 . Hingegen existiert Dg(B) nicht immer. Bei analytischen
k-Algebren iiber bewerteten Korpern k , die per def. endlich iber



Ringen konvergenter oder formaler Potenzreihenlc&)ﬁ,...,xn)
iber k sind, existiert D:(B) stets; man sieht dies mit einer
Uberlegung wie in (1.3} unter zusitzlichen Konvergenz-Unter-

suchungen.

Ist DA(B) endlicher B-Modul, so ist offenbar DA(B) = Di(B).
Der Modul DE(B) 148t sich nun oft einfach berechnen! Betrach-
ten wir beispielsweise analytische k-Algebren & , B , wobeil B
eine A-Algebra ist. Die Berechnung von Di(B) ist ein endliches
Problem. Dann ist weiter Dz(B) = Di(B)/BdeA , und auch diese
Berechnung von Dg(B) aus DE(B) ist ein endliches Problem.

Man kann hingegen die ganze Prozedur nicht konkret mit Dk(B)
durchfiihren, Qa Dk(B) i.a. kein endlicher B-Modul ist.

§2. Der Begriff der Verzwéigggg

Definition. Eine A-Algebra B heiBft unverzweigt (iilber 2), wenn
D,(B) = O ist. Ein Primideal p.der A-Algebra B heift unver-
zweigt (iiber A), wenn BP iber A unverzweigt ist.

Eine A-Algebra B ist genau dann unverzweigt, wenn DerA(B,M)=O
fiir jeden B-Modul M ist. Ein Primideal Ps B ist wegen
DA(BF) = DA{B).P genau dann verzweigt (d.h. nicht unverzweigt),
wenn P im Triger Tr(DA(B)) des B-Moduls D, (B) liegt. Die Menge
der Primideale psra, die liber A verzweigt sind, heiBt der
Verzweiqungort von B ilber A . Er wird mit Vzwi bezeichnet. Es

ist
Vsz = Tr_(D_ (B))
A B'A *

Istgg ein Primideal in A , so ist D, (B.) = DA(B

Ay ¥ ¢) = Dp(Blg .
Die Menge der Primideale 4¢A , fiir die B,.‘t iiber A$ verzwelgt

ist bezeichnhen wir mit vzwi.. BEs ist dann

vzwi = TrA(DA(B)) .

B .
A mit P.I\A;? gibt.

Da ein Modul genau dann der Nullmodul ist, wenn sein Triger

B .
Genau dann ist A & VZW, , wenn es ein PﬂVzw

verschwindet, sind die folgenden Aussagén dquivalent: (1) B
ist {iber A unverzweigt. (2) Es ist Vzwg =@ . (3) Es ist

vzwi = (@ . Die Bedingungen (2) und (3) lassen sich noch etwas

abschwichen. B ist bereits dann tiber A unverzweigt, wenn Vzwi

bzw. vzwi kein maximales Ideal von B bzw. kein maximales Ideal
von A enthdlt.



Sei C ein Ring. Die Menge der Primideale von C ist das
Sektrum Spek C von C . Spek C ist ein topologischer Raum be-
zliglich der Zariski-Tcpeologie, deren abgeschlossene Mengen

die Mengen der Form V(E) :={weSpek C : Ec#} sind, wobei E
-eine Teilmenge von € ist. Sei nun wieder B eine A-Algebra.

Es ist Vzwig Spek B und vzwi; Spek A . Zu dem Ringhomomorphis-—
mus A —= B geh&rt die stetige Abbildung Spek B -~—» Spek A ,

die jedem Primideal ‘pr den Durchschnitt mit A{genauer: das
Urbild von R in A) zuordnet. Unter dieser Abbildung wird
Vzwg in vzwi abgebildet. Ist B ganz iber A , so ist diese Ab-
bildung Vzwi.__;vzwi'wegen des going-up-Theorems sogar sur-

jektiv.

(2.1) Aussage. Sel DA(B) ein endlicher B~Modul. Dann ist

Vzwy = V(AnngD, (B)) = v(42(0, (B))) .

Mit-fg(DA(B)) ist dabei das o-te Fittingideal des B-Moduls
DA(B) bezeichnet. Wir erinnern an die Konstruktion des i-ten
Fittingideals {?(M) + 130 , eines keliebigen endlichen B-Mo~
duls M : Man wihle ein endliches Erzeugendensystem Kipeo-rX

n
von M . Mit Uan sel der B-Mcdul der Relationen dieser Ele-

mente bezeichnet. Ist £, =<b,.»
J i37 1¢ign
densystem von U , so wird 41{M) erzeugt von den Determinanten

: j&J , ein Erzeugen-

der(n~ij~-reihigen quadratischen Untermatrizen von

<bij>‘l£~isn,j¢J
der Wahl der fj (das ist leicht zu sehen), aber auch unabhingig

. Die so gewonnenen Ideale sind unabhéngig von

von der Wahl des Erzeugendensystems XqreeerX  von M (was etwas
schwieriger zu beweisen ist).

Beweis von (2.1). Da DA(B) voraussetzungsgemdf endlich ist,
gilt f£ir ein PcSpek B die Gleichheit Annlz;‘ll(D‘ﬂL(B)P.)=(Ann}3£)1,1(B));1 .
Ferner ist DA(B)P * O genau dann, wenn Anng (DA}EUF} ¥ Bp ist,

wenn also (AnnBDA(B))F * BF ist. Dies ist aber &dquivalent mit

“.\AnnBDA(B)SWFn Dies beweist die erste Gleich_ung von (2.1).

Die zweite Gleichung ergibt sich aus dem folgenden bekannten
Hilfssatz: Ist M ein B-Modul mit einem Erzeugendensystem aus
n Elementen, so ist

n B
(AnnBMJ c {O(M) € Anng M .

Hierbei ist die erste Inklusion trivial, und die zweite bheweist
man mit der Cramerschen Regel. '



Bemerkung 1. Unter den Voraussetzungen von (2.1) gilt auch:

B
vaw, = V{AnnADA(B)) .

Ist ndmlich wT,...,w ein Erzeugendensystem von DA(B) als
B=-Modul und ist D' := 1;1___1 Amic-DA(B) : S0 ist offenbar

—_— ] = ]
TrADA(B) = TrAD und AnnADA(B) AnnAD .

(2.2) Aussage. Sei DA(B) ein endlicher B-Modul. Genau dann

ist B iber A unverzweigt, wenn folgendes gilt: Ist M ein
maximales Ideal in B und ist #:= AA N, soO ist By /uB,, unver-
zweigt Uber A, /mA,, .

Beweis. Nach dem Lemma von Krull-~Nakayama ist DA(B) genau dann
gleich dem Nullmodul, wenn fiir alle maximalen Ideale M ¢ B

die (By/mBg)-Moduln DA(BynAuDA(B%n gleich O sind. Nach (1.10)
und (1.9) ist aber DM(B)m/m]:tA(B)”z = DAM/nAm‘(Bmﬁ'%ﬂ) .

{(2.3) Korollar. Sei B eine endliche A-Algebra {(d.h. B sei als
A-Modul endlich erzeugt). Dann ist B liber A genau dann unver-

zweigt, wenn B/mB liber A/m filir alle maximalen Ideale m s A

unverzweigt ist.

Beweis. Well B ganz liber A ist, ist sm:= A~M ein maximales
Ideal in A , wenn M ein maximales Ideal in B ist. Nun folgt
die Behauptung aus (2.2).-

Aus (1.4) folgt, daB eine A~-Algebra B genau dann unver-

2 ist, wobei I der Kern der Multipli-

zweigt ist, wenn I = I
kation M BQAB ~—» B ist. Ist I ein endlich erzeugtes Ideal,
80 ist I = 12 dquivalent damit, daB I ein direkter Summand
von B OAB ist, d.h. von einem (eindeutig bestimmten) idempo-
tenten Element erzeugt wird. Um dies einzusehen, betrachte

e
man etwa das Fittingideal 43 (I) . Wegen I = Iz‘ist

1= e
B = #2(1/1%) = u(fe (1)), also I + 4o (1) = B® , woraus

e
wegen {g (I) &« Ann eI sogar die direkte Summenzerlegung
e B e
B® = I @0 (I) folgt tnd ibrigens 4. (I) = Ann _ I) .
paf I direkter Summand von BF ist, ldBt sich _B auch dadurch

ausdriicken, daB B ein projektiver B®-Modul ist. Damit ist

bewiesen:

{2.4) Aussage. Seien B eine A-Algebra und I der Kern der
Multiplikation BQAB—-B . Ist I endlich erzeugt, so sind
folgende Aussagen &dguivalent:




(1) B ist unverzweigt lUber a .
(2) B ist ein projektiver B®-Modul.
(3) I ist ein direkter Summand von B® (als-Be—Modul).

Im felgenden geben wir einige Vererbungsgesetze fiir die
Unverzweigtheit an.

(2.5) Grundringerweiterung. Ist B ilber A unverzweigt, so ist

A ®,B iiber A' unverzweigt fiir jede A-Algebra A' . Ist umge-
kehrt A' @,
A-Algebra, so ist B iiber A unverzweigt.

B unverzweigt {iber A' und ist A' eine treu-~flache

Beweis. Nach (1.9) ist DA,(A'OAB) = A' @ADA(B) . woraus die
Behauptung folgt. Es sei daran erinnert, daB eine A-Algebra A'
treu~flach ist, wenn A' als A-Modul flach ist und fiir einen

. A-Mocdul M genau dann A'@AM = 0 ist, wenn M = Q ist.

(2.6) Transitivitdt der Unverzweigtheit. Seien B eine A-Alge-

bra und C eine B-Algebra. Ist B liber A unverzweigt und C iiber
B unverzweigt, so ist C lber A unverzweigt.

Beweis. Nach (1.5) hat man die exakte Sequenz
CGBDA(B) — DA(C) — DB(C}-—' o .

Nach Voraussetzung sind DB(C) und CnsBDA(B) Nullmoduln. Dann
ist auch DA(C) =0 .

(2.7) Aussage. Seien Bi Unteralgebren der A-Algebra B und
B = A[Bi;ieI] - Sind die B, , i€I , unverzweigt iiber A , so
auch B .

Beweis. Es ist B = liﬂ Bj ; wobei Bj die Unteralgebren von B
durchlduft, die von jeweils %ndlich vielen der Bi erzeugt
werden. bann ist DA(B) = {iﬂ_DA(Bj) nach (1.6)., Wir k&nnen
also annehmen, daB I endlich ist. Dann ist B homomorphes Bild
von B := GjﬁIBi . Wegen {1.7) ist B unverzweigt Uber A , und
wegen {1.1) ist dann auch B i{iber A unverzweigt.

Bemerkung 2. Aus (2.7) folgt sofort: Ist B eine A-Algebra, so

gibt es eine gr&Bte A-Unteralgebra B' von B , die unverzweigt

iiber A ist. Sei Bi » ieI , die Familie der unverzweigten Unter-
algebren vop B . Dann ist wegen (2.7) auch LJieIBi eine Un¢er-
algebra und zwar ebenfalls eine unverzweigte. Diese ist dann B'.

B' heiBt die unverzweigte Hiille von A in B . Es ist

B' ¢ Kern(di) » im allgemeinen ist diese Inklusion echt.

Analog zeigt man, daB zu jeder Familie yj ; jeJ , von Prim-

v
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idealen in A eine gr#8te A-Unteralgebra B" in B existiert,

fiir die D_(B" ,.) = O ist fir alle jeJ .
A(B" g3) 3
Betrachten wir schlieBlichk noch einige einfache Beispiele:

(1) Ist kg K eine separabel algebraische Kérpererweiterung,

so0 ist K iUber k unverzweigt.

Nach (2.7) kénnen wir zum Beweis annehmen, daB
K = k[x1¥ k[¥] /(&) ist, wobei « das Minimalpolynom von x ist.
Dann ist Dk(K) = K/K«' (x) nach §1 , Bemerkung 1 . Weil x se-
parabel iiber k ist, ist «x'(x) # O , also Dk(K) = 0 . Es ist
K = kIx] sogar genau dann separabel iliber k , wenn Dk(K) =0

ist; dieser SchluB liefert noch das folgende:

(2) Ist k¢ K eine endliche Kérpererweiterung, so ist K genau
dann unverzweigt lUber k , wenn K separabel {iber k ist (vgl.
§3, (3.1)).

Ist n&mrlich K nicht separabel iiber k , so gibt es einen
K8rper k' mit kgk'gE£K und K = k'{y] , wobei y liber k' in-
separabhel ist. Dann ist aber Dk,(K) und somit auch Dk(K) von

0 verschieden.

(3) Ist k ein K&rper und % der algebraische Abschluff von k ,

so ist k iiber k unverzweigt.

Im Fall char k = O folgt dies aus (1). Ist char k = p> 0O
und ist xek , so ist x = yp mit yeF und somit
dx = ayF = dep‘1 = 0 , woraus Dk(E) = 0 folgt. Eine alge-
braische Kérpererweiterung kann also unverzweigt sein, ohne

separabel zu sein.

(4) Ist ke K eine nicht endliche, separabel algebraische

K8rpererweiterung, so ist K lUber k nach Beispiel (1) unver-
zwelgt. Jedoch ist K in diesem Falle kein projektiver Modul
iiber K® := K ak K . Man kann also in (2.4) auf die endliche

Erzeugbarkeit von I nicht ohne weiteres verzichten!

Zum Beweis nehmen wir an, daB K iiber K® projektiv ist.
Dann ist der Kern I der Multiplikation um: K® — K direkter
Summand von K° als K°-Modul und wird somit von einem (idem-
potenten) Element z erzeugt. Es gibt einen {liber K endlichen
Rérper 4 mit k n_:'I:ng derart, daf z zum kanconischen Bild von

o

¥®— K® gehtrt, wobei K% := ¥ ok'ﬁ ist. Bezeichne I den Kern

dér Multiplikation i: K€ —= K . Da me(R®*— k%) =4 ist,



11

hat man 'fKegI ; auBerdem geh&ért z zum Bild von T . Insge-
samt folgt Tk® = 1 . Das bedeutet nun, daB Ke/fKe = Ke/I = K
ein KOrper ist.

Andererseits ist Yk® das von den b®1 - 1®@b , beK , in
e
K
setzung ist K ¥ ¥ . Wie man mit einer R-Basis von K leicht

bestidtigt, besitzt die Multiplikaticn K@T(K-—-* K einen

erzeugte Ideal, woraus Ke/fKe = K @T(K folgt. Nach Voraus-

Kern # O . Daher kann K Sk kein K&rper sein. Widerspruch!

§3, Klassische Beschreibung der Unverzweigtheit

Wir beginnen mit zwei Lemmata iliber Algebren Uber einem Kdrper.

(3.1) Lemma. Sei B eine endliche Algebra iliber dem Kdrper k .

Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) B ist unverzweligt iber k .

(2) B ist reduziert (d.h. B hat keine von O verschiedenen
nilpotenten Elemente), und die RestekOrper ﬁon B sind
separabel iiber k .

{3) Flir jede Korpererweiterung k' von k ist k'dka reduziert.

Beweis. Wir erinnern zundchst an folgende Aussage: Ist C eine

endliche Algebra iliber einem Kdrper K , so besitzt C nur end-

lich wviele maximale Idealem1,..,mn und die kancnische Ab-

bildung C-—*Tr?___.l Cm ist bijektiv. DaB C nur endlich viele

maximale Ideale hat, it klar. sind W ,.., 0l diese maximalen
1 n

ldeale, so ist il r\...f\mn =m mn nilpotent und endlich

1
erzeugt, alsomf..mz'; = 0 fir ein r&®1 . Dann ist nach dem

Chinesischen FRestsatz C —» ril=1 C/E&ir bijektiv. Es ist aber
- r ol _ r _ r
C'“i Cmi/m1'°m1 cmi Cmi/mi C"‘i c/my -

Wir beweisen die Implikationen (1) =—>(3) —=(2)=—=>(1) .
Sei (1) erfiillt. Dann gilt flir jede K&rpererweiterung k' wvon

k , daB k' ®k B eine unverzweigte k'-Algebra ist (vgl. (1.9}).
Zum Beweis von (1) =3 (3) genilgt es somit zu zeigen: Jede
unverzweigte endliche k-Algebra B ist reduziert. Sei k' ein
Erwelterungskdrper von k , der ein Zerfdllungskdrper von k
ist und s#mtliche Restek&rper von B enthdlt (z.B. sei k' ein
algebraischer Abschlu8 von k ). Dann sindjdie Restekdrper

von B' := k'®,B isomorph zu k' . (Beweis: Sei ™ maximales
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Ideal von B' und ¥Wldas maximale Ideal TW ~B . Es geniigt zu
zeigen, daB Elemente der Form x' = 1®b mit beB eine Rest-
klasse in B'/¥n' haben, die zum Bild von k' gehtrt. Es gibt
zunichst ein irreduzibles Polynom & in k[x] mit «(b) e WiL.
Nach der Wahl von k' hat o aber eine Nullstelle in k' und
zerfillt sogar in Linearfaktoren: X = hrr;(x—af)-mit aie]c'.
pDann ist W' 2 1@ (b)) = Kx') = T‘-i(x'uai) . Ll)a W' ein
Primideal ist, gibt es ein i mit x'—ai e Yo , was zu zeigen
war.) Da B ein Unterring von B' ist, genligt es zu zeigen,

daB B' reduziert ist. B' ist unverzweigt ilber k' . Nach der
Vorbemerkung ist B' = B;xﬁ.,XBA mit endlichen lokalen k'-Al-
gebren Bi , die ekenfalls unverzweigt ilber k' sind, Wir k&nnen
also weiter annehmen, daB B' lokal mit maximalem Ideal WU
ist. Mit B' ist auch B" := B‘/Iﬂ}z unverzweigt iber k' . Da
der Restekdrper von B" gleich k' ist, ist B" eine Algebra
der Form k'[Xy, ... sX 1/ (Xy,e0. X )2, wobei m = dim, W2/
die Minimalanzahl von Erzeugenden von W' ist. Es ist offenbar
D¢ (B" ) /W'D, , (B" ) ¥ (B" /WU'B" M = k'™, 50 dagsm =0

ist, was W!' = O bedeutet, wie gewlinscht.

Aus (3) folgt (2). Sei (3} erfillt. Zundchst ist B redu-
ziert, also B = K1)ﬁ.J<Kn mit endlichen Erweiterungskdrpern
K, von k . FUr jede K8rpererweiterung k' von k ist k' ®kKi
reduziert. Angenommen Ki ist nicht separabel iber k . Sei
er%ﬁnicht separabel. Dann gibt es eine KOrpererweiterung
k' von k derart, das k' ®kkfx]gk'®kki nicht reduziert ist.

Widerspruch.

Sei schlieflich (2) erfiillt. Dann ist B = K1X...XKn mit
separablen K&rpererweiterungen K, von k , und es ist Dk(B) =

n ..
1=1 Dk(Ki) = 0 (vgl. Beispiel (1), Ende §2).

Bemerkung 1 . Ohne Endlichkeitsvoraussetzungen kdnnen unver-

zweigte Algebren Uber einem Kdrper sogar nilpotente Elemente
besitzen. Betrachten wir dazu das folgende Beispiel: Sei K
ein K&rper der Charakteristik p> 0 und L der algebraische
Abschluf von K(X) . Es sei B := L[Y]/(Yz) = LOLy mit y + O ,
y2 = (0 , wo y die Restklasse voen Y ist. Die Restklassenab-
bildung B —>B/By = L bildet K{X+y|bijektiv auf K{X] ab, so
daf der Quotientenkdrper k := K(X+y) von K[X+y] in B liegt.
Dk(B) ist O . Es ist nédmlich dE(L) =0 , well jedes Element

von L eine p-te Potenz ist. Weiter ist
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P (y-(x+y)) = -d_(X) = 0 ; folglich ist

a [y} = o .

]

B
dk(y)

B
a? (8)

I

(3.2) Lemma. Sei K eine endlich erzeugte KOrpererweiterung

des K8rpers k . Dann ist dimKDk{K)éetrgradkK . Genau dann
ist K unverzweigt ilber k , wenn K separabel algebraisch liber

k ist.

Beweis. Sei r := dimKDk(K) R TTRREYS seien Elemente aus K
. _ r N —

mit D (K) = 2{:1=1 Kdx, . Fir k' := k(x,,...,x) gilt: |

trgradkk'é:r und D, , (K} = O . Es genligt zu zeigen trgrad, ,K=0.

Wir kdnnen also ohne Beschrédnkung annehmen, daB:Dk(K) =0 .

Sei YqreeerYg eine Transzendenzbasis von K {iber k . Wegen

D (K) = 0 ist K separabel algebraisch Uber
k(Y1t---rys)

k(y1....,ysl {Lemma (3.1)). Ferner ist dim Dk(k(y1,...,ysl)= s
(vgl. §1, Bem, 3), Um S = 0 zu erhalten, geniigt es, folgende
Aussage zu beweisen: Ist kS LG K eine Kdrperkette mit K = L{x],
X separabel algebraisch iiber L , und ist Dk(L) + O, so ist
auch Dk(K) + O . Zum Beweis sei §: L —>L eine von O verschie-
dene k-Derivation von L . Es gibt eine eindeutig bestimmte
Fortsetzung von & zu einer DerivatiggnL[X] in sich mit X +—>0,
die wieder mit § bezeichnet sei. cieL[X] sei das Minimalpoly-
nom von X . Es gibt eine eindeutig bestimmte Fortsetzung §

von & zu einer Derivation von L{x] in X mit

§x) = - (§60) () /o (x) , « = OK/DX . Wegen
) = (S0 (x) + o (x) (- 8000 (%) /oL’ (x)) = O

induziert 8 eine von 0 verschiedene k-Derivation K— K , so
daB Dk(K) + O ist,wie behauptet.-

Nach diesen Vorbereitungen ist es leicht, den folgenden
Satz zu beweisen. Bei der Formulierung benutzen wir folgende
Bezeichnung: Ist # ein Primideal in einem Ring C , s0 sei
X)) = Qw/ﬁrqw der Restekdrper von C,., das ist der Quotien-
tenk&rper von C/# .

(3.3) SBatz. Seien B eine A-Algebra, peSpek B und ?:= Anp .
Folgende Voraussetzungen seien erfiillt:

{a) DA(B)‘}2 ist ein endlicher Bp-Modul.

(b) -po/an ist ein endlicher (Bp/pr)-Modul.
(c) zﬂp) ist endlich erzeugt liber xq?) .

Dann ist 3,2 genau dann iiber A unverzweigt, wenn pr =?QB;2 und
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%)) tber %(p) separabel algebraisch ist.

Bemerkung 2 . Die Voraussetzungen ({a), {b),(c) in (3.3) sind

fiir jedes Primideal PQB erfiillt, wenn B eine endlich erzeugte
A-Algebra ist. Fir (a) ist das klar. Fir (b) und (c) folgt
dies daraus, da8 dann B&/?B? eine endlich erzeugte Algebra
{iber dem Korper -ae(?) ist.

Beweis von (3.3). Nach (2.2) ist'F»ﬁber A genau dann unver-
zweigt, wenn Bp/?Bz iiker A /@A = ae(y) unverzweigt ist., Wir
kénnen also gleich annehmen, daB A ein Kdrper und B ein lo-
kaler Ring mit dem maximalen Ideal p ist. Sei B unverzweigt
iber A . Dann ist erst recht B/}Q =-‘ach) unverzweigt liber A .
Nach (3.2) ist WR) separabel algebraisch iiber A = X(§) .
Ferner ist auch BAF? unverzwelgt iber A . Dajp endlicher
B-Modul ist, ist B/%l eine endliche A- Algebra und damit nach
{3.1) reduziert. Das bedeutet 42=.}22 , woraus %2 = 0 folgt
nach dem Lemma von Krull-Nakayama, wie gewlinscht. Ist umge-
kehrt q2= 0 und x(?l) separabel algebraisch ifiber A , so ist
B unverzweigt iiber A nach (3.1).

§4. Endliche Algebren iiber lokalen Ringen

Wir beweisen in diesem Paragraphen einige Aussagen liber end-
liche Algebren iiber lokalen Ringen, die wir im weiteren hdu-
figer benutzen werden. Ist B ein Ring, soO bezeichne'Wb stets
das Jacobson-Radikal von B , das ist der Durchschnitt der

maximalen Ideale von B .

(4.1) Lemma. Sel B eine endliche Algebra liber dem Korper k .

Dann gibt es eine k-Unteralgebra k' von B , die bei der Rest-
klassenabbildung B——-*B/ﬂlB bijektiv auf die unverzwelgte Hiille
von k in BM(B abgebildet wird.

Beweis. B ist direktes Produkt lokaler k-Algebren B.|,.....B!,1 .

n :
Es ist B/v,% H B, /W]E . Die unverzweigte Hiille von k in
i=1 wobei

B/#y, ist offenbar n -1 Ky ma;fable Hiille von k in Bi/mBi
ist. Es geniligt also, (4.1) fiir lokale Algebren B zu beweisen.
Sei K die separable Hillle von k in B, und K = k[®] , wobei
X die Restklasse von x€B in B/mB ist. o Ek[x]sei das Minimal-
polynom von X . Es ist o' (X) ¥ O , so daB &' (x) eine Einheit

in B ist. Ferner ist o{(¥X) = 0 , d.h. Ofix)e% . Durch
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xo = X, xi+1 = xi - (Q(Xl)/“’ (xi))' iao r

{(Newton sche Approximation)wird eine Folge von Elementen x,&B

. _ i+1 N i+1
mit x, = X modulo Wb und “‘xi’é% definiert. Da ¥ = 0
ist fiir geniigend grofle i , gibt es somit ein y€B mit y = x
modulo'Mb und X(y) = O . Dann ist k' := k[y] die gesuchte Un-
teralgebra.

{4.2) Lemma. Seien A ein lokaler Ring und B eine endliche A-Al-

gebra. Sei r die Minimalanzahl von Erzeugenden des (endlichen)

B-Moduls DA(B) . Dann gilt: Ist B lokal oder ist der Restekdr-
von

per’ﬁ unendlich, so besitzt B ein A-Algebra-Erzeugendensystem

von max{1,r} Elementen.

Beweis. Wegen %BQ% besitzen DA(B) und DA (B/"‘hB) =
DA(B)AMADA(B) dieselbe Minimalanzahl von Erzeugenden (Lemma

von Krull-Nakayama). Ebenso kilden die Elemente x1,...,xn§B

ein A-Algebra-Erzeugendensystem von B , wenn ihre Restklascen
in Bﬁth ein (AﬁWh)-Algebra—Erzeugendensystem von Bﬁth bilden.
Wir konnen deshalb ohne Beschridnkung der Allgemeinheit annehnen,
daB A ein Kdrper k ist.

Zundchst betrachten wir den Fall, daRfR B lokal ist und Dk(B)
von einem Element erzeugt wird. Wir haben zu zeigen, daf B eine
einfache k-Algebra ist. Sei weiter‘BﬁW% separabel iliber k . Wach
(4.1) gibt es einen Kbrper K& B mit k&K , so daB K*—"B/WB

bijektiv ist. Wegen D, (K} = O ist D, (B) = Dy(B) . Es gikt ein
ye Wy mit D (B) = Bdy . Sei K = k[x] . Dann ist d(x+y) = dy .
Sei B' := k[x+y] . Die lokale k-Algebra B' hat denselben Reste-
kdrper wie B . AuBerdem ist DB.(B) = 0 . Nach (3.3} ist

#,,B =M, . Nach dem Lemma von Krull-Nakayama ist somit B ='B' .
Mit diesem Beweisschritt ist insbesondere der Fall erledigt,
daB k endlich ist.

Sei nun k {ilberdies unendlich. Mit Dk(B) ist auch Dk(B/w%)
zyklisch. Sei k' die sep_arable Hille von k in BﬁﬂB . Wieder
nach (4.7) gibt es einen Korper K& B , k&S K , so daB K bijek-
tiv auf k' abgebildet wird. Sei y& B mit Dy(B) =
Ly (B) = Bdy . Dann ist B':= K[y]S& B eine k-Unteralgebra mit
DB.(B) = 0 ., Also ist W%,B =Ml; . Da auBerdem die Restekdrper-
erweiterung B'AMB,———>BﬂMB sowchl separabel als auch rein inse-
parabel igt, ist B'/w%. = BﬁWb . Nach dem Lemma von Krull-Naka-
yama ist also B' = B . Sei K = k[x] . Es ist x séparabel dber k.

5
|
i
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Nach dem Satz vom primitiven Element ist BAMy = K[?] = k[x;?]
einfach Uber k . Da k auBerdem unendlich viele Elemente ent-

hdlt, gibt es dann ein aG}cnﬁt.B/mb = k[ax+§] . Wegen

d(ax+y) = dy ist B iiber k[ax+y] unverzweigt. Da k[ax+y] liber-
dies denselben RestekOrper wie B hat, muB B = k[ax+y] sein.

Sei weiter B lokal, aber r >»1 . Es gibt Elemente x1,...,xr613
mit D (B) = Bdx,+...+Bdx, . Sei B' = k[x,,...,x__,1€B . Es
ist B' lokal und DB,(B) = BdB?(xr) . Nach dem Bewiesenen gibt
es ein Element Y, €B mit B = B'[yr] . Es ist

B = k[x1,...,xr_1,yr] , Wie behauptet.

Sei jetzt k unendlich, B nicht notwendig lokal. B ist Pro-
dukt lokaler k-Algebren B1""’Bn . Da auch Dk(Bi) von h&ch-
stens r Elementen erzeugt wird, gibt es Ideale C%f,.., N in
k[x1,...,xm] , I oz= max{1,r},mit Bi = k[X1,...,X£]/ 2 Die
Ch sind primdr zu maximalen Idealenfn%_. Da k unendlich viele
Elemente besitzt, gibt es Subtitutionsautomorphismen ?i von
k[x1,...,xm] mit X——>X,+a; , Xy—X, , 322, a;ek , der-
art, daB die Ideale gicmg) paarweise verschieden sind. Dann

ist B =[[B; =[Tk[x, ... x 10, FTTk[xy,-coox g G =
k[x1,...,xm]/q mit (J:= ¢ Q) N...N¢ () - Die letzte Iso-
morphie ergibt sich daraus, daB die Ideale Ti‘Qi) paarweise

komaximal sind. Damit ist (4.2) vollstdndig bewiesen.

(4.3) Korocllar. Sei A ein lokaler Ring mit einem unendlichen

Restekdrper. Ist B eine endliche unverzweigte A-Algebra, so
ist B einfach. Ist B dariiber hinaus frei, so ist B = A[X]?(NJ
mit einem normierten Polynom & e A[X] .

Beweis. Der erste Teil folgt direkt aus (4.2), Fiir den zweiten
Teil sel X€B ein erzeugendes Element unda € (A/%)[X] das
Minimalpolynom der Restklasse X von x in B/th tiber A/Wh .

1

Ist m := gradsz, 50 erzeugen die Elemente 1’§'...'§m- die
Algebra B/WhB  und folglich erzeugen T,X,...,xm_1 die Alge-
bra B . Ist X" = a +a.|x+...+am_1xm"1 , so ist

K= Xm—am_1xm-1—...—a ein normiertes Polynom im Kern des
kanonischen Homomorphismus A[x]-—de mit X—»x . Da
1,...,xm-1 linear unabhingig sind, liegt kein Polynom vom

Grad<m in diesem Kern. Folglich wird der Kern von o erzeugt.

Bemerkung 1 . Der Beweis des zweiten Teils von (4.3) zeigt

die Gililtigkeit der folgenden Aussage: Ist B eine einfache
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endliche freie Algebra iiber einem lokalen Ring A , sc ist B
von der Form A[X}/(d) mit einem normierten Polynom of.

(4.4) Korollar. Sei B eine endliche lokale Algebra iliber ei-
\\\QEfLKﬁrper k und K der Restek&rper B/wb von B . Pann gilt

Dim B + dim D (K) & M(D,(B))2Dim B .

K
Dabei ist Dim B = dimK1MB/wé die Minimalanzahl von Erzeugen-
den Yon¢ﬂé und_/de(B)) = dimK Dk(B}ﬂuB Dk(B) die Minimalan-~
zahl von Erzeugenden von Dk(B) .

Beweis. Die erste Ungleichung ergibt sich direkt aus der exak-

ten Sequen:z
W, /e ——>D, (B) /g Dy (B) —> D_(K) — 0
(vgl. (1.2)).

Zum Beweis der zweiten Ungleichung sei r :==quk(B)). Ist

r =0, so ist B eine separable Kdrpererweiterung und folglich

DimB= 0 . Ist r>0 , so ist B nach (4.2) Restklassenalgebra
einer Polynomalgebra P := k[x1,...,xr] . Da bekanntlich jedes
rnaximale Ideal in P von r Elementen erzeugt wird, wird auch
das maximale Ideal von B von r Elementen erzeugt. Dies zeigt
Dim B<r

Bemerkung 2 . Einen weniger elementaren Beweis von (4.4) fin-
det man in [12], Satz (5.1).

(4.5) Lemma. Sei B eine Algebra iUber dem lokalen Ring A . Es

gebe eine natiirliche Zahl m mit folgenden Eigenschaften:
(a) Jedes Element in B erfiillt eine Ganzheitsgleichung vom
Grade £m iber A .

(b) Es ist Ezﬁﬂdmﬂ%ﬁ » wobei dy fiir ein maximales Ideal WcB
der Grad der separabel algebraischen Hiille von A/m% in
B/Uil ist.

Ferner sei der Restekdrper von A unendlich, ode; es sel B/W%

eine einfache (A/mﬁ)-Algebra.

Dann ist B endlich, unverzweigt und einfach iiber A , und

€s ist m = dimAﬂwAB/“hB .

Beweis. Es ist4ﬂhBQ1MB . Sei BAMB einfach ber k := A/Wh .
Ist dann X ein Element in B , dessen Restklasse B/ﬂ% er-
zeugt, SO erfiillt x eine Ganzheitsgleichung vom Grad €m .
Folglich ist dikaﬁmBs&m . Da wegen (b} sicherlich
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dika/mB 2m ist, hat man die Gleichheit'dika/*mB = m ., Folg-
lich hat B nur endlich viele maximale Ideale, und B/me ist
(wiederum wegen (b))} ein direktes Produkt endlicher separab-

ler Erweiterungen von k , alsc unverzweigt tliber k .

Wir zeigen, daB B/WE in jedem Fall einfach ist. Dazu kdnnen
wir annehmen, daf k unendlich ist. Seien’m,..,mn endlich
viele maximale Ideale in B mit Zi dﬂl. =2m . Weiter seien
K1""'Kn die separabel algebraischen Biillen von k in B/"'&

Da jedes Element aus B/Wi algebraisch vom Grad =mn Uber k ist,
sind die K endlich iber k . Es ist B/a'd = Ki . Andernfalls
gdbe es ein i und ein y€ B/®, mit y¢K . Die k-Algebra

E := K X...XK XK [y]X ..XK ist eine Unteralgebra von
TriB/mi = B/ﬂ'i'ﬂi . Da D (B) von einem Element erzeugt wird,
ist E nach (4.2) einfach tber k , B = k[X] , wobei x€B und X
die Restklasse von X moduWO_lTW igt., Der Grad ven X ist =m ,
andererseits ist m.ka )Zdlm K 2m ., Wi_derspruch., Damit
ist gezeigt: Es gibt nur endlich v1e1e maximale Ideale
WI“"mr in B . alle Restekorper B/‘dw:| , 3= 1,¢0.,r , sind
separabel ilber k , und es lStZ dlka/m = m . Damit ist
B/, = B/Tr§ m _‘TJ ] B/m(j eine endllche unverzweigte und

nach (4.2) auch zykllsche Erweiterung vom Grade m liber k .

Sei ¥€ B ein Element mit BA, = k[E] ;, wobeli X die Rest-
klasse von x in B/mB ist. Weiter sei yeB heliebig. Die Alge-
bra B' = A[x,y] & B ist endlich liber A . Ferner ist der kano-
nische Homomorphismus B‘/mB, —-éB/mB ein Isomorphismus. B' er-
fiillt deshalb ebenfalls die Bedingungen {(a) und {(b}. Es genligt
nun zu zeigen: Wy, = MEE' . Wegen B'/WB, = k[i] ist dann nach
dem Lemma von Krull-Nakayama auch B' = A[x], alsc yeA[xJ '
d.h. es ist B = A[x:] .

Sei T := B'/mAB' . Es genligt zu zeigen, daB 'm,f = Q ist.
Nach dem Lemma von Krull-Nakayama geniigt es weiter zu zeigen,
dafi mT =0 igt in T := 'TVM;% . D;e endliche k-Algebra T erfiillt
als k-Algebra ebenfalls die Voraussetzung (a} . Ferner ist
T/'m,T = B'/MiE, = B/mB einfach und ur;verzwelgt {iber kK , und es
ist dika/m,r m . Nach (4.1) glbt eine k-Unteralgebra k' von
T,s0 daB k' —>T/W;, bijektiv ist. Sei k' = k[x] und o(ek[x]
das Minimalpolynom von x . Es ist o' (x) eine Einheit in k' .,
Sei nun fefmT. Es ist fze MA-,% = 0 ., Es gibt ein normiertes

Polynom Be& k[X] vom Grade sm mit O = B(x+f) = /3(x)+ﬁ‘ (x) £ .
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Wegen k[x]nmr = 0 ist /B(x) = A'(x)f = O . Aus Gradgriinden
ist B=o(. Aus ' (x)f = O folgt jetzt f = O , wie gewlinscht.
_Damit ist (4.5) vollstdndig bewiesen.

Bemerkung 3 . In Umkehrung von {(4.5) gilt: Ist B eine endliche

unverzweigte Algebra liber dem lokalen Ring A , so gelten fir
ma= dim, B/, die Bedingungen (a) und (b) von (4.5) . Die
EigenschaftA(a) folgt daraus, daR wegen‘mB = %B die Algebra

B ein A-Modul-Erzeugendensystem aus m Elementen besitzt,

&5, Differentialformen auf geringten Riumen und Schemata !

Ein geringter Raum (X, QX) ist ein topologischer Raum X mit

einer Garbe ng

garbe (9 Zwelfel, so0 schreiben wir kurz X fir (X, (9) . Sei-

von Ringen auf X . Besteht {iber die Struktur-

en X und Y géringte R3ume. Ein Homomorphismus von X in Y ist
eine stetige Abbildung h : X—» Y zusammen mjt einer Familie
vor. Ringhomomorphismen E? MU, ¢ )——-)-F(h (U, (9 )

U offen in ¥ , die mit den Beschrankungshomomorphlsmen ver-
tridglich 51nd. Ist x€ X , so induzieren die Homomorphismen

':f , x €J, einen Homomorphismus ‘fx : OY h(x)_'_’ @x . in
’ r
den Halmen := lim P(U . ) bzw.
Yer(x) T pngeu

@X,x = lim (V, @x) « Ist h : ¥—>Y ein Homomorphismus ge-
ringter R&ume, so ist f\‘ir‘VQX r V offen, die Menge
{ser'(v, C‘7) : s EBlld? fiir alle xe€ V}

ein Unterring von F(V @ ) . Diese Unterrringe definieren eine

Garbe (9’X von Ringen auf X . (Sie ist das Bild der Urbildgarbe
X UY unter dem kanonischen EHomomorphismus h (9 - @X .)

Ist M ein @ -Modul, so heift ein Garbenhomomorphisrrus

S: @ -—rM eine @Y Derivation, wenn fiir jede offene Menge
V& X d;e Abbildung SV P(V, (9 )-——?F(V M eine P(V (9' )-Deri-
vation ist.

{5.1) Aussage. Es gibt einen’ @ —Modul $ {X) und eine (9 -
Derivation 4 : (9 -—;-3 (X) mit folgender universeller Elgen-—
schaft: Ist 5 @ '—”M eine () —Derlvatlon von (9 in ei-

nem (9 —Modul M so gibt es genau einen @x-Modul Homomor-

phlsmus £ : D (X)-——?M mit 5— fd . - Fir jede offene Teil-

o4

menge VE'X mit h(V)Q J, wolJoffen in Y ist, gilt DY(X)lv =

D. (V) . Fiir xeX ist D, (X). = b ((9.)
U Y X @Y,h(x) x
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Beweis. Seien gx s V , W offen in X , W&V , die Beschriankungs-
homomorphismen von @& . Wir haben die kommutativen Diagramme

v, 0p Dry, gy Ve G
v v
Sw 1D(§'w)
d,.
F(W: OX) " Dr'(w,@}l() ('—I(Wr @x))
{vgl. (1.5)). Das Garbendatum (DP(V tf(,.)(f_1(\/’,('f)x)) ' D(g;)) de-
Oy
finiert die Garbe DY(X) . Die Familie (d;) definiert eine

C9Y—Derivation G&-——g—>])Y(X) . Da die (d;) die universelle
Eigenschaft haben, hat auch 4 die in (5.1) angegebene univer-
selie Eigenschaft.Dag I)Y(X)IV = I%ﬂv) ist fiir eine offene
Menge V& X mit h(v)e U , folgt aus der Konstruktion. Ferner

ist fir xe X

D (X, = lim D wiCw, @)) =D oy (lim [TV, @)
v x T 220 TV X lim (v, 0y) "= X
=p,., (O, ) =D (@, ) =D @,

a&,x XX ,SQ(wY,h(x)) X, G&,h(x)}gx

{(vgl. (1.6)). -

Der (px—Modul I)Y(X) heift die Garbe der Differentialformen
von X ilber ¥ . Ein Punkt x€ X heiBt unverzweigt {iber Y , wenn
JDY(X)X = 0 ist. Genau dann ist x€ X unverzweigt ilber Y , wenn

Gk,x unverzweigt lber Y,h (x) ist. Wir setzen

X
Vawy, := Tr.DY(X) .

Vzwé heift der Verzweigungsort von X iiber Y .

Ein geringter Raum (X, G&) heift ein Schema, wenn X eine Uber-
deckung mit offenen affinen Mengen besitzt. Dabei heift eine

offene Menge U &€ X affin, wenn (LJ,(QX[LJ) als geringter Raum
isomorph ist zu dem affinen Schema des Spektrums eines Ringes

A ., Wir erinnern daran, wie der geringte Raum Spek A definiert
ist: Der zugrundeliegende topologische Raum ist das Spektrum
von A mit der Zariskitopologie (vgl. den Anfang von §2). Eine
Basis der Topologie bilden die Mengen

D(£) := Spek ANV(f) ={geSpek A ; £¢4} . Es gibt genau eine
Garbe von Ringen A auf Spek A mit {(D(f),R) = A . wobei A
der Ring der Briiche von A nach dem multiplikativen System der
Poten® von f ist. (Spek A,A) ist das zu A gehdrige affine

Schema. Ist ?G.Spek A , so ist ("A';? = %g F(D(f),i) = ;_i_g}Af =
ty f&g
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= A@ .

von X in Y ein Homomorphismus h : X——>»Y der geringten Riume

Sind X und Y zwei Schemata, so ist ein Homomorphismus

(X, G&) . (Y, GQ)  fiir den die zugehbtrigen Homomorphismen
CQY,h(x)_ﬁn—’(2X,x in den Halmen {iberdies alle lokal sind, d.h.
die maximalen Ideale ineinander abbilden.

Ist M ein Modul {iber dem Ring A , s0 gibt es genau einen
K-Modul ¥ mit [(D(£),M) = M_ . Ist X ein Schema, so heiBt ein
kjﬁx—Modul /% quasikohédrent, wenn es eine Uberdeckung von X
mit affinen offenen Mengen U, = Spek A; gibt derart, daB
)flUi = Ei ist mit Ai-Moduln M, . Ist M quasikohdrent, so
gilt fiir jede offene affine Menge Ug&€x , das MUz T, M)~
ist. Ein quasikohdrenter G&fModul}% heifit endlich, wenn eine

offene affine Uberdeckung (Ui)iSI von X existiert derart, dan

rYUi.ﬁ() ein endlicher rHLﬁ, G&)—Modul ist fir alle i€1I .

(5.2) Aussage. Sei X ein Schema iilber dem Schema ¥ (d.h. X ist

ein Schema, zusammen mit einem Homomorphismus X-—E—?Y von
Schemata). Dann ist JDY(X) quasikohdrent. Sind X und ¥ affin,
so ist D (x) ¥ By, 0, T O )

Beweis. Sei U eine offene affine Menge in Y und V eine offene
") . omach (5.1) ist Dym|v E Do) .
Es geniigt also die Behauptung iiber die affinen Schemata zu

affine Menge in h

beweisen. Sei Y = Spek A , X = Spek B . Die universelié Deri-
.vation d : B-——>DA(B) definiert eine A-Derivation 4 :’E-—aﬁ;TﬁL
Nach der universellen Eigenschaft von IDY(X) gibt es einen
B-Homomorphismus I)Y(X)——-bﬁzTﬁ) . Dieser ist aber bijektiv,

da er in den Halmen D (X) =D (Bg) = Dy (Bly = Egjﬁdx bijek-
tiv ist (es sei dabei 42; B dasA%rimideal zum Punkt x € X und

# =3~ & A das Primideal zum Punkt h(x)).

Bemerkung. Ist B eine A~Algebra und X—>Y , X := Spek B ,
Y := Spek A , der zugehdrige Homomorphismus affiner Schemata,
X B

sO ist VZWY = VZWA .

(5.3) Korollar. Ist X ein Schema, lokal von endlichem Typ {iberx
Y , so ist I)Y(X) ein endlicher (9X—Mbdul.

Beweis. X heiﬁﬁggg; endlichem Typ liber Y , wenn zu jedem Punkt
x€ X eine affine Umgebung V von x und eine affine Umgebung U
von h(x) existiert derart, daﬁrﬂﬂh G&) eine rYU, GQ)—Algebra
endlichely Typs ist. Dabei ist h : X——>Y der Strukturhomomor-
phismus. Aus (5.2) und §1 , Bem. 2 folgt nun die Behauptung.
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(5.4) Xorollar. Ist X ein Schema lokal von endlichem Typ liber

¥ , so ist Vsz abgeschlossen in X .

X
Beweis. Die Behauptung folgt aus (5.3) und aus der folgenden
Aussage.

(5.5) Aussage. Ist X ein Schema ilber ¥ und ist I)Y(X) ein end-

licher G&-Modul, so ist Vzw§ abgeschlossen.
Beweis. Es ist Vzwg = TrIDY(X) . Offenbar ist aber der Triger
eines endlichen G&?Moduk abgeschlossen: Endlich viele Schnitte,

die in einem Punkt verschwinden, verschwinden in einer ganzen
Umgebung (vgl. auch (2.1)).

§6. Differentialformen auf komplexen Riumen

Seien U eine offene Menge in ¢” und G% die Garbe der Keime
holomorpher Funktionen auf U . Sind f1""'fr holomerphe Funk-
tionen auf U mit Nullstellenmenge V , so hat die Garbe
@U/(f.l,...,fr) @U den Trdger V , und V zusammen mit der Be-
schrinkung von 6%/(f1""'fr)C9U auf Vv ist ein C-algebrierter
Raum. Ein komplexer Raum (x,(QXJ ist ein Hausdorffraum X zu-

sammen mit einexr Garbe @% von €-Algebren,der eine tiberdeckung
Vi 1€ I , von offenen Mengen derart besitzt, daB die

(Vo G&[vi) isomorph sind zu solchen C-algebrierten
Riumen, wie sie zu Anfang beschrieben wurden. Die Halme der
Strukturgarbe eines komplexen Raumes sind Restklassenalgebren
von konvergenten Potenzreihenringen in endlich vielen Unbe-
stimmten iiber € , also noethersche lokale Ringe, deren Reste-
kérper kanonisch isomorph zu € sind. Ist (X,(?x) ein komplexer
Raum und Mein @x—Modul, s0 heifit M koh&rent, wenn M 1o-
kal der Kokern eines Homomorphismus von (9; in (9; ist, wobei
r und s geeignete natiirliche Zahlen sind (die lokal variieren
diirfen). Seien X und Y komplexe R&ume. Ein Homomorphismus von
X in ¥ ist ein Homomorphismus h : X-~—>Y der geringten Rdume
(x,(?x) ' (Y,(py) , fiir den die Ringhomomorphismen

§, : [0, Op—w" W), O , v offen in ¥ , Uber dies C-
linear sind. Die in den Halmen induzierten Homomorphismen

@ —>@ , X&€X , sind dann ebenfalls €-linear und

Y,h(X) X'X
damit offenbar lokal.

Sel X——E—yY ein Homomorphismus komplexer Rdume. Der G;"
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Modul D (¥) ist kaum von Bedeutung, da seine Halme

D (X), = @ ((9 ) sehr uniibersichtliche Moduln sind
(vgl auch dléhv%_)tter unten folgende Bem. 1). Statt D v (X)
betrachtet man den @X—Modul D (X} in der universell- enle.—
chen @Y—De;{ﬁation a : (QX—-?HY(X) von X . Dieseist folgen-
dermafen %afakterisiert:

(6.1) Auésage. Es gibt {bis auf kanonische Isomorphie) genau
eine (9 —Derlvatlon d : (9 —7_(1 (X) wvon @X in einen kohd-
renten (9 ~MoaullﬁlY(X) ' dle folgende unlverfﬁe Eigenschaft
besitzt: Ist & : (9 -—9M eine beliebige C9 -Derivation in
einen kohdrenten G?wModul, sc gibt es genau einen @ —Nodul—
Homomorphismus f : b (x) —>M mit §= fd . Sind VQX und

UL Y jeweils offene Mengen mit h{(V)&U , so ist

Qw0 =y .

Bewels, Es genligt QY(X) lokal zu konstruieren. Wegen der Ein-

deutigkeit lassen sich die einzelnen Teile dann zusammenkleben.
Wir nehmen also an, daB X bzw. Y die Nullstellenmengen endlich
vieler holomorpher Funktionen f1,...,f bzw. Gqre-m19g in ei-
ner offenen Menge HSC™ bzw. GE€” sind und daB h : X—>Y

von der holomorphen Abbildung h : H—>G , (X1:----Xm)b——~9
(h1(x),...,hn(xn induziert wird. x1,.&.,xm bz§. Yqreeor¥y
seien die Koordinatenfunktionen des € bzw. € . Dann ist
I)Y(X) = (QQAQ, , wobei & von folgenden Elementen aus

rYX,C??) erzeugt wird:

<a1f ""’amfg> ‘ g= TreosslX
<a1h,pr---ramh9> r W= 1,...,1’1..

Dabei sei Q/u die partielle Abbildung D/ax/“ , = 1,0

Q (X) ist kohdrent. Die Derivation d : (9 ——-7-(2 (X) wird
von den partiellen Ableitungen (9 "—-?(Qm

gb-—->(a Lo (PR .,a g> induziert. d 1ndu21ert in den Halmen die
universell endliche @Y,h(x) -Derivation

a, © ,x——’rD@Y (%) ( (Ox,x) . (Der Begriff der universell-
endlichen Derivation ist ausfiihrlich in der schon erwihnten

Freiburger Ausarbeitung [11] beschrleben, vgl. auch [12] )
Wir haben ein kommutatives Diagramm

o D)
87 l
\d\Q )

v ¢

! @x
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wobei der (9 -Homomorphismus O (X)"——"Q {X) surjektiv ist.

Y

Ist nun §: x-——?/"( eine (9 ~Derivation in einen kohdrenten
(Qx—ModulM so gibt es zunachst genau einen (9 ~Homomorphis-
mus £ : O (X)—-—’M mit &= . Dieser 1nduz;|.ert einen Ho-
momorphismus £ : 0 (X)-—?M da dies jeweils filr die Halme
gilt.

Bemerkung 1 . Wie bereits im Beweis von (6.1} bemerkt, ist

die Derivation d_ : (9 ——?ﬂ (X), im Punkte x die univer-
sell-endliche @ Jh (%) Derlvatxon von (9}{ . Der kanonische
Homomorphismus :D (xX) ——?QY(X)X ist alsc': genau dann bijek-

tiv, wenn die unlverselle @Y h (x) ~Derivation von @ mit

X, X
der universell-endlichen -Derivation ilbereinstimmt.

Y,h (x)
Dies ist genau dann der Fall, wenn @ eine endliche
@Y'h(x)-—Algebra ist. Beweis: Sei A := @Y,h(x) und B := @X,x .
Ist B endlich iiber A , so ist natiirlich I)Y(X)x = D, (B) end-
lich. Sei umgekehrt DA(B) endlich. Um zu zeigen, daf B endli-
cher A-Modul ist, geniligt es nach dem WeierstraBschen Vorbe-
reitungssatz in der Serreschen Fassung zu zeigen, daB B
quasiendlich iiber A ist, d.h. B/%B endliche C-Algebra ist.
Dies wiederum ist dgquivalent damit, das WAB in keinem von
%g verschiedenen Primideal P € Spek B enthalten ist. Ange-
nommen, es gei M,B cf . Pespek B, L+ My . Dann ist

DA(B} %DA(B) = DA/%(B/MAB) = DC(B/MAB) und folglich auch

D (B/.’p) endlich. Somit ist auch Dj(K) endlich, wobei

K := Quot(B/;p) der Quotlentenkorper von B/ﬁ ist. Wegen

din B/p =1 ist aber beka;vmtls.ch trgrad K =2 o , so daB auch
dimKDC(K) = trgrade = 2 79 jist, Widerspruch.

Die folgende Aussage formulieren wir etwas allgemeiner als
wir dies im weiteren bentitigen werden. Wir erinnern daran,

daB eine analytische k-Algebra, k bewerteterKdrper, eine k-

Algebra ist, die endlich ilber einer Potenzreihenalgebra von

k ist. Ist A—>B ein k-Homomorphismus von analytischen k-

Algebren, so existiert der universell-endliche A-Differenti-
almodul D%(BJ von B (vgl. Bem. 4, §1).

(6.2) Aussage. Sei A—>B ein k-Homomorphismus von analyti-

schen k-Algebren. Dann sind &dguivalent:
(1) B ist unverzweigt iiber A .

e =
(2) D,(B) =0 .

(3) Es ist M B =% und B/¥W ist separabel iber A/A WL fir



25

je&ggx?gﬂzl'mﬂClB .
Beweis. Die Implikation (1) ==>(2) ist trivial, da De(B) ein
Faktormodul von D (B) ist. Sei (2) erfiillt. Mit De(B) ist
auch De(B%mB) glelch O . ba B/WB endliche k- Algebra ist, also
auch endliche A-Algebra, gilt D, (Bﬁm,) De(B/m@) = 0 . Aus
(3.3) folgt dau:aus%&3 th +M4,B alsoWB /WhB . Ferner
folgt aus (3.3), daB die Erweiterung der RestekOrper separa-
bel ist. Somit ergibkt sich (3) aus (2) . Sei nun (3} erflillt,
Aus W, B =,u% folgt, da8 B quasiendlich {lber A und damit nach
dem WeierstraBfschen Vorbereitungssatz auch endiich lUber A
ist. Damit ist auf die Algebra A —=>B Satz (3.3) anwendbar,
der die Implikation (3)=—=>(1) liefert.

(6.3) Korollar. Sei A —>B ein k-Howomorphismus lokaler ana-

lytischer k-Algebren iiber einem algebraisch abgeschlossenen
Korper k . Dann sind dquivalent:

{1) B ist unverzweigt iiber A .

(2) A —>»B ist surjektiv.

Beweis. Sei (1) erfiillt. Nach (6.2) ist»W% ='MhB . Daraus
folgt, daB B endlich iiber A ist. Aus dem Lemma von Krull-
Nakayama folgt weiter wegen B/ﬂkB = B/u% = k = Aﬁ%h , daf
B = A-1B ist. Das beweist (2) . Die Umkehrung ist trivial.

(6.4) Aussage. Sei x—-héaY ein Homomorphismus komplexer Riu-

me, Dann gilt:

Vzwx = TrJDY(X) = Trf)Y(X) .

b4
Fir xeX gilt x#ﬁVzw? genau dann, wenn der Homomorphismus
. e X . . .
cyy,h(xf__ﬂe’a%,x surjektiv ist. Vzw| ist eine analytische

Menge in X .

Beweis. Die Aussage (6.4) ergibt sich direkt aus (6.1),(6.2)
und (6.3). DaR Vzw¥ analytisch ist, ergibt sich daraus, daf
der Tridger eines jeden kohdrenten G&-Moduls (offenbar) ana-

lytisch ist.

(6.5) Korcllar. Sei x-E—9Y ein Homomorphismus komplexer Riu-
me, xe€ X und ??e Spek © X ° Genau dann ist (‘O'Y(X)x )p =0 ,

wenn N(? )$ (Vzwig)x ist. Dabei bezeichnet N(p) den Mengen-
keim des Primideals ;2 in x und (Vzw?)X den Mengenkeim von

X
Vsz in x .

Beweis. Es ist (Vzw?f)x = (Trf)Y(X))x - N(Annf)Y(x)x) . -~
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('O'Y(X)x)ﬁ = 0 bedeutet Ann.O.Y(X)xgt,p. Jetzt folgt die Be-
hauptung aus dem Hilbertschen Nullstellensatz.

Bemerkung 2 . Die Situation sei dieselbe wie in (6.5). Es sei

e .o - — e . D
A= Oy iy » B = Oy ;. pann ist {1, (x) = DS(B) . Die

. 1€ \ :
Eigenschaft Di(B);’Z = 0 ldRt im allgemreinen nicht ohne weiteres

mittels einfacher Eigenschaften der Algebra AAnQZ—_’BIZ um-

schreiben, etwa analog zu (3.3). D:(B)ﬁ = O bedeutet im allge-

meinen auch nicht, dag ? iber A unverzweigt ist (im Sinne

der Definition von §2 . Fir }2 =mB ist dies nach (£.2) aller-
dings richtig). Betrachten wir ein Beispiel: Es sei A der Po-
tenzreihenring tt<< u,v,w>> r B der Potenzreihenring c[:<(x,y,z>

und A —> B der C-Homomcrphismus mit
Ub—>2zX , Vv——>2zexp(x) , Wi zgly) .,

wobel g(t)€ ¢<t> eine Potenzreihe ist, fir die t,exp(t},
g(t) algebraisch unakhidngig dber € sind. Ferner sei dg/dt ei-
ne Einheit in C( t}. Dann ist D?_\(B) = B3/R , wobeli R erzeugt

wird von

{z,0,%x , {zexp(x),0,exp(x) ), {0,29' (¥v),g(y)> .

Das O-te Fittingideal von Di(BJ wird erzeugt von
z%exp(x)g' (y) (x-1) , also von 2% . somit ist Tng(B) = V(z).

. i _ . e - . _
Sei nun p = B{x-y) . Es ist DA(B)P- 0 . Ferner ist ’RnA 0.

Der Homomorphismus

A —>B/R =c&x,z) ‘
Ub—>2x , Vi—32exp(x) , wir—> zg(x)

ist nidmlich wegen der algebraischen Unabhdngigkeit von

X,exp (x) ,g(xj injektiv, wie man unmittelbar priift. Mit

DA(B)p = O ist auch D, (B/R )?2 = 0 . Es ist aber (B/Y g = 2 (R)
nicht unverzweigt Uber ae(An‘p, ] = Quot A,d.h. diese KOrperer-
weiterung ist nicht algebraisch. (Ist z.B. h(x)é& c<x>> alge-
braisch unabhdngig iber C[x,exp(x),g(x)] s SO 1ist zh({x) alge-
braisch unabh&ngig liber A , da die Fortsetzung A{tD> —> c{x,z»
mit t+—>» zh(x) ebenfalls injektiv ist) Uberdies ist nicht

(Aan)B‘?2 = ?;ls:p .

§7. Henselsche Ringe und Henselisierung

In diesem Paragraphen beschreiben wir kurz, wie jedem lokalen
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Ring in natiirlicher Weise ein henselscher Ring, ndmlich sei-
ne Henselisierung zugeordnet ist.

Zundchst definieren wir:

Definition. Es seien A ein lokaler Ring und B eine lockale A-

Algebra, deren Strukturhomomorphismus A-—>B lokal ist, B
heiBt eine lckale etale A-Algebra, wenn folgende Bedingungen
erfiillt sind:

1) B ist als A-Algebra isomorph zu einer Lokalisierung einer

endlichen A-Algebra.
2) B ist unverzweigt lber A .
3) B ist flach iiber A

Ist B eine lokaleetale A-Algebra, so ist M% ='MhB : Vgl.
(3.3). Ist ferner C eine lokale etale B-Algebra, so ist C
auch eine lokale etale A-Algebra.

Definition. Ein lokaler Ring A heiBt henselsch, wenn jede

lokale etale A-Algebra, deren Restekdrper mit dem von A iiber-
einstimmt, zu A isomorph ist.

Die n#dchste Aussage gibt die klassische Beschreibung der
henselschen Ringe. '

(7.1) Satz. Sei A ein lokaler Ring mit Restekdrper k . Fol-

gende Aussagen sind &dquivalent:

a} A ist henselsch.

b) 1Ist Fe A[X] ein normiertes Polynom und ist F = G-H eine
Zerlegung der Restklasse F von F in k[x] als Produkt zwei-
er teilerfremder normierter Polynome G,He k[X], so gibt
es normierte Polynome G,H€ A[X] mit F = G-H , deren Rest-
klassen in k[X] mit @ bzw. H tibereinstimmen.

c) Ist FEEA[X] ein normiertes Poclynom, dessen Restklasse in
k{x] von der Form (X—1)Xd ist, so besitzt F in A eine Null-

| stelle f mit £ = 1 modulo Mﬁ .

d) Ist B eine semilckale A-Algebra, die ganz liber A ist, so
ist B direktes Produkt von lokalen A-Algebren.

e) Ist B eine endliche A-Algebra, so ist B direktes Produkt
von lckalen A-Algebren.

Bemerkung 1 . Die Eigenschaft in d) bzw. e) kann man offenbar

auch dadurch beschreiben, daB unter den gegebenen Voraussetz- —
ungen def kanonische Homomorphismus B‘_—ﬂ;Trf=1 %W bijektiv
ist, wobei 3H1,..qﬁﬂ die verschiedenen maximalen Ideale von

r
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B sind.
Bemerkung 2 . Die Charakterisierung durch d) zeigt sofort:
Sei A ein henselscher lokaler Ring. Ist A' eine lokale A-Al-

gebra, die ganz iliber A ist, so ist auch A' henselsch. Bei-
spielsweise sind Lokalisierungen endlicher A-Algebren nach
raximalen Idealen wieder henselsch, und ebenso die nicht-

trivialen Restklassenringe von A .

Beweis von (7.1). Wir zeigen der Reihe nach: a)== L) —=> c)
= a) , b)=—>>d)=>>e)=—>a) .

Die Implikation a)=—> b) ergibt sich offenbar aus folgen-

dem Lemma:

(7.2) Russage. Mit den Bezeichnungen von (7.1),b) gilt:
Es gibt eine lokale etale A-Algebra A' mit gleichem Restekdr-

per wie A und normierte Polynome G',H'EAA'[X] mit F = G'-H' ,
deren Restklassen in (A'/Wh})[X] = k[x] mit G bzw. H iiberein-
stimmen.

a +t...ta X +X" . Ferner sei

-~ ‘o n-1
r := grad G , s := grad H , Es ist n = r+s . Wir betrachten

die A-Algebra

Beweis von (7.2). Sel F

B := A[Yo,...,Yr r Zoreeer2 1700

wobei (L das von den Poclynomen

Z Y. 2. - a r =0;--.'n—1 H Y -1 ’ A - 1
PN i3 e /“ r s
O£igr
O%j4s
erzeugte Ideal ist. Die Restklassen von Yi und Zj bezeichnen
wir mit Yy bzw. zj . B ist eine endliche freie A-Algebra. Es

geniigt dafiir zu zeigen, dafB

— o
B = z[xopcculxn_1 ; Yopciu'Yr f ZOQI--’ZS]/GI,'

wobel Cl von
: Y.Z. Hx ’ =O;-..,n"1 H Y - 1 r Z - 1
irj=p i3 e /e r s ‘
Ogisr
0<ijss
erzeugt wird, eine endliche projektive z[ko,...,xn_{]-Algebra
ist, da B durch Grundringerweiterung ZEXO,...,Xn_1]-w?A.,

%#-—>a , aus dieser Algebra entsteht. Seien UO,...,Ur_1 '

V L i i
o! 'Vs—1 Unbestimmte. Die Polynome Sie:z[bo,...,ur_1] '
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r,ez[v,.. oV baw. R €U ... 0 Vs,V ] seten

durch
r-1 . r
(X—Uo)...(X—Ur_,]) - So+---+5r__1x +X
s-1 .5
- P hand = oo-+
(X-v) (X~v__4) T+ T X +X
- - - - = n-1,.n
{X Uo)...(x Ur_1)(X VO)...(X vs_1) Ro+"’+Rn-1X +X
definiert. Ferner sei Sr = 1, TS := 1 , Dann ist
R = 2 S.T. ’ = 0,...,1’1"'1 .
P = i3 /“
Deiar
O&iés
Nach dem Hauptsatz Uber elementarsymmetrische Funktionen sind
Z[Rofo.o'Rn_.l] Q Z{Uo'".'Ur-—'l'vo"."vs—'lj und

Z[So'-ocfsr_.‘;TO'-o.,Ts_.'] _C_ Z[UofnﬂofUr_1,VOf-.o'vs_1] end"
liche freie Erweiterungen von Polynomringen. Also ist auch
die Erweiterung Z[Ro""'Rn-J < Za[so"'"Sr-‘I’To""’Ts-lj
zumindest noch projektiv. Da das Diagramm

Z[R .o R B[S voeesS 0T s T o]
!
Z(X oo X ] s B

mit Rmb—%>xn1, Sik——yyi ‘ Tj——--->zj kommutativ ist und die ver-
tikalen Pfeile Isomorphismen sind, folgt das gewlinschte Resul-
tat.

Der Differentialmodul DA(B) ist der Faktormodul von B nach
dem von den nVektoren

<Zor0r---:0;yo;0,...,0>
<z1lzol"pO’Y1 ,yo,...,0>
<1'ZS_1'0¢0,’||: ..... l.>
7 D

LCITTT T I 1>

erzeugten Untermodul. Das O-te Fittingideal von DA{B) ist alseo
gerade das von der Resultante der Pclynome

r-1 _r s-1,,8
+'.. LN B
Yot ooty (X #XT , z te.atz XS4
erzeugte Hauptideal. Der vorgegebenen Zerlegung F = G'H in
k[X] entspricht ein (surjektiver) A-Homomorphismus B-—>k mit

yi bi Y zj;—_,Ej s WObeil Bi und Ej die Koeffizienten von
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G bzw. H sind. Der Kern dieses Homomorphismus ist ein maxima-
les Ideal WILEB . pa G und H teilerfremd sind, verschwindet
die Resultante von G und H nicht, und dies bedeutet, daB
‘?g(DA(B))ﬂ;mist. Damit ist A' := By nach (2.1) unverzweigt
iiber A , und A' ist.sogar eine etale A-Algebra mit A'/M%. =
Bg/WiBy = B/W = k . In A'[X] gilt:

Fo= (y /14, .ty /1 4x) (2 /14 .tz /DX 4x®)

Da auBerdem nach Konstruktion die Restklassen der angegebenen
Faktoren von F in (A'%.)[X] mit G bzw. H Ubereinstimmen,
ist (7.2) vollstdndig bewiesen.-

Wir fahren im Beweis von (7.1) fort. Aus b) folgt c¢) trivi-
alerwee%se. Aus c) folgt a) : Sei ¢) gliltig und B = Cmeine
lokale %Algebra, wobei C eine endliche A-Algebra ist und W¥l&C
ein maximales Ideal. Ferner sei C/Wl= k . Wir haben zu zeigen,
daB der Strukturhomomorphismus A-—>B bijektiv ist. Seien
I, m1,.. .,’mr die verschiedenen maximalen Ideale von C . Es
genligt zu 2eigen, daB es ein idempotentes Element e€ C gibt
mit e = 1 modulo®l und e = 0 modulomi , i=1,...,r . Denn
dann ist C = C/Ce XC/C(1-e} und Cyy= (C/Ce)m X(c/c(i-e) gy =
(C/C(1-—e))m= C/C{1-e) . B ist somit sglbst endlich (iber A .
Aus dem Lemma von Nakayama folgt nun wegen B/mAB = A/'Wh die
Behauptung.

Sei zunichst €& C ein beliebiges Element mit € = 1 modulo ¥l
und € = O moduloaﬂi , 1=1,...,r . Wir betrachten die Unter-
algebra A[&] von C . Es seien %Q , ?1,...,%2: die Durchschnitte
von W bzw. m1
len Ideale in A['é']. Ferner gilt € = 1 modulo %2 Ff 8 =0

modulo %21,...,421_ » so daB Wl das einzige maximale Ideal in

:.--.mr mit A[é] . BEs sind dies alle maxima-

C ist, das iiber 42 liegt. Es ist somit Cyy= Cp. Nach dem Lem-
ma von Nakayama ist A[é’]p—acm= C# bijektiv. Wir k&nnen also
gleich C = A[E] und m1 =p1,...,mr = %2 , annehmen. Sei T
das Minimalpolynom der Restklasse von € in A[%]/%AEE] {iber k.
Dann ist A[E]/MhA['é] 4 k[x—_|/ (F) . Ist n der Grad von F , so
erzeugen 1,.. .,’c‘e’n-1 die g;lciebra A[E], und es gibt ein normier-
tes Polynom F€& A[X] mFi[-et)"F'"M= (F modulo #4) . Sei F = 661 .o .51,
die Zerlegung von F in Primpolynompotenzen. Dabei m&gen der
Faktor § dem Primideal :P und die ilibrigen Faktoren den %21
entsprechen. Wegen ¥ = 1 modulo }2 und € = 0 modulo ?i ’

i=1,...,r,teilt X-1 den Primfaktor von Q und X diejenigen
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der Ei . Es ist r € 1, Da auBerdem ;QA[%’] %A[e:) ist, muB
0 = X~1 seien. Somit ist F von der Form (x—1)x . Nach vVor-
aussetzung gibt es dann ein fe A mit F = ({~-f)'H , wcbei

£f =1 modulo—%ﬁ und H = Xd modulo'wh ist. Da die Restklassen
von ¥-f und H in k[X] ganz k[x] erzeugen, gilt auch

a[x7= x-p)a[x]+rax]. also ist |

alxVr-alx] = @a[xV x-oalx] x @alx)/s-alx]) . afe] ist
eine Restklassenalgebra von A[X]/PA[X] . Die Urbilder vonlp
und ¥1 in a[x7)/ea[X] seien 42' und 42.} . Wegen der angege-
benen Zerlegung wvon A[X]/EA[X] gibt es ein idempotentes Ele-
ment e' in A[ijEA[X] mit e' = 1 modulo %2 und e' = O
modulo %3; . Dann ist das Bild von e' in A[e] ein idempoten-
tes Element der gewilinschten Art.

Aus b) folgt d). Sei b) gliltig und B zundchst von der Form
A[x Y/F-a[x] mit einem normierten Polynom Fe A[X] . Sei F die
Restklasse von F in k[X] und F = Q1... Q die Zerlegung von
F in k[x] in normierte paarweise tellerfremde Primpolynom-
potenzen Qi . Durch sukzessives Anwenden von b} erhalten wirx
daraus eine Zerlegqgung F = Q1'...-Qr von F in A[X] in normier-
te Polynome Q. , deren Restklassen in k[x] rit Q; liberein-
stimmen. Wegen k[x] = Q, k[x]+Q k[X] ist auch
a[x] = oa[x]+o.a[x] fir 1 ¢ 3. Also ist a[xJ/pa[x] =
11—§=1 A[xj/QiA X} und die A[X]/QiA[X] sind lokal.

Sei jetzt B beliebig semilokal und ganz iiber A .
3&1,...,TM; seien die verschiedenen maximalen Ideale von B .
Es geniigt zu zeigen, daf es idempctente Elemente eiefB .

i=1%...,r , mit folgender Eigenschaft gibt: Es ist e, = 1

modulo Tu. und e; = O modulo 33L r 34+ i . Denn dann ist ey

i% 3, ein 1demp0tentes Element mit e, eJ € £=1?m19 =My
also e,e, = C , und -1+ E =1 €4 ein idempotentes Element aus
M% | Was F_ e. = 1 bedeutet. Somit ist B = l‘ ?_ Be, .

i=1 i _ i=1 i
Wegen B, := Be, £+ 0 ist B, notendigerweise lokal (da sonst B
mehr als r maximale Ideale enthélt} Nun zum Beweis der Exis-
tenz der e, . Es gibt ein & ¢ B mit el = 1 modulo Wﬂ ,

Facd

e; = 0O modulo ﬁnj e 3 ¥ 1 (Chlne51scher Restsatzﬁ% F ein nor-

miertes Polynom $ O in A[x] nit F(e ) = 0 . Es gibt einen Ho-
momorphismus A[X]/EA[X]-——*B mit x———)ei , wobei x die Rest-
klasse von X bezeichnet. Sei das Urbild von ?ﬁi in

A[X]/F‘A[K] pz. cons pt seien die von :,'2 verschledenen maxi-
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malen Ideale in A[X]/PA[X] Offenbar ist filir j # 1 das Urbild
von Fﬂ in A[X]/FA{X] von %? verschieden. Nach der Vorbemer-
kung gibt es 1dempotentes Element e in A[X]/FA[X] mit e = 1
modulo ﬁ und e £ 0 meodulo pi sy 1 =1,...,t . Dann ist aber
das Bild e, von e in B ein idempotentes Element in B mit den

geforderten Eigenschaften: e, = 1 modulo ]F%_, e, = 0
modulo mj R

e) ist eine Abschwichung von d) . Zum Beweis von e)=—=3 a)
sei B eine etale A-Algebra mit gleichem Restkdrper wie A .
Es ist B = Cyppmit einer endlichen A-Algebra C . Weil e) gilt,
ist B = Cmnals A-Modul direkter Summand von C , alsc eine end-
liche A-Algebra. Wegen Bﬂ@AB = B/mB = k wird B nach dem Lemma
von Krull-Nakayama als A-Modul von dem Einselement erzeugt.
Da B iiberdies flacher A-Modul ist, ist A—>B injektiv; somit
sind B und A als A-Algebren isomcrph.

{7.3) Rorollar. Ist A eine lckale analytische k-Algebra, wo-
bei k ein beliebiger bewerteter Kdrper ist, so ist A henselsch.

Beweis. Wegen Bemerkung 2 genligt es zu zeigen, da8 ein Potenz-
reihenring P := k<:X1,...,Xn>> henselsch ist. Dazu verifizie-
ren wir Bedingung ¢) in (7.1). Sei Fe P[X] normiert und

F = (X—1}Xd'modulofmb . Das Polynom G := F(X+1) hat dann
modulo die Gestalt X(x+1)d . Somit bilden X1""'xn»’ G in
k<x1 PRSI ,xn,x>> ein reqgulires Parametersystem, der kanonische
P-Homomorphismus

P—>»PLX >, /()

ist bijektiv. Ist f'eg ein Element, das auf die Restklasse
von ¥ in PEX»/(G) abgebildet wird, so ist G(f') = 0 , d.h.
aber F(f'+1) = O . Mit f := £'+1 ist dann die gesuchte Null-
stelle von F gefunden.

Bemerkung 3 . Ahnlich wie im Beweis zu (7.3) zeigt man leicht,

daB jeder komplette noethersche lokale Ring A henselsch ist.
Man kann auch leicht direkt zeigen, daB jede lckale etale
A-Algebra B mit gleichem RestekOrper mit A lUbereinstimmt: Zu-
ndchst ist B quasifinit iUber A . Eine simple Konvergenziiber-
legung (vgl. [11], II, (2.5)) lehrt dann, daB B endlich iiber
A ist. Nach dem Lemma von Krull-Nakayama ist B dann Restklas-
senalgebrar”ﬁ% B flach iiber A ist, bedeutet das A = B . -
Insbesondere ist jeder nulldimensionale noethersche lokale
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Ring henselsch.

Einem jeden lokalen Ring A 1l&Bt sich in natlirlicher Weise

seine Henselisierung Ah zuordnen. Das ist eine lokale hen-

selsche A-Algebra mit einem lokalen Strukturhomomocrphismus
A-—%»Ah und folgender universeller Eigenschaft: Ist A——>B
ein beliebiger lokaler Homomorphismus in einen henselschen
lokalen Ring B , so gibt es genau einen A-Homomorphismus
Ah——~*B . Die A-Algebra Ah wird folgendermafen konstruiert:
Offenbar gibt es eine Indexmenge I und eine Familie Ai,iE'I,
von lokalen etale A-Algebren Ai mit folgenden Eigenschaften:
Die Restekdrper von Ai stimmen mit dem Restekirper wvon A
iiberein; filir eine beliebige lokale etale A-Algebra B , deren
Restekdrper mit dem von A Ubereinstimmt, gibt es genau ein

i€ I mit B € Ai (als A-Algebkren). Dann wird durch

w1 = j genau dann, wenn es einen A-Homomorphis-

mus Ai4——>Aj gibt"
eine Ordnung auf I definiert, beziliglich der I nach oben
gerichtet ist. Die Transitivitdt und Reflexivitdt dieser Re-
lation sind klar. Die Antisymmetrie ergibt sich aus folgendem

Hilfssatz:

(7.4) Aussage. Seien A,B,C lokale Ringe; B,C seien A-Algebren
mit lokalen Strukturhomomorphismen. Es sei BfﬁkB = A/wh . Der
Kern der Multiplikation B(EAE —>B werde endlich erzeugt. Dann

gibt es hdchstens einen A-Homomorphismus B-—>C .

Beweis von (7.4). Seien 59,14: B-—>(C zwel A-lHomomorphismen.

Diese induzieren einen A-—Homomorphismusx : B@AE -—>C ,
b1®b2 i—-—?(g(b.‘)\y(bz) . Da B iiber A unverzweigt ist, wird

der Kern I der Multiplikation BGDAB-—epB nach (2.4) von einem
idempotenten Element e erzeugt. Deshalb ist Y.(e) ebenfalls
idempotent in C , also gleich O oder 1 . Da §>und'¥fmodulo'wg
=,th identisch sind, gilt %(I)Q%CQ% . somit ist

j{(e) = 0 und damit 7((1) =0 , d.h. aber es ist

0 =Xb®1-1®b) = Q(b)~y(b) fir alle beB . -

Jetzt folgt die Antisymmetrie der oben angegebenen Relation
auf der Indexmenge I folgendermaBen: Ist i€ j und j£ i , so
gibt es A-Homomorphismen 3): Ay ——-)Aj und A Aj—aAi |
Nach (7.4) ist dann notwendigerweise ’1{-(5) = ldAi R T\f = ld‘a‘j'

also Ai = Aj  d.he i =3
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I ist mit der angegebenen Ordnung nach oben gerichtet.
Seien i,je&€ I und Ai = BHI' Aj = CN. mit endlichen A-Algebren
B,C und maximalen Idealen WleB , A <C . Dann ist
;P, 1= WUB ®,C) + J(B®,C) wegen (B®,C)/R = B/WL @.c/m =
(A/mA) ®A(A/WA) = A/WIA ein maximales Ideal in B®AC , und

(E® C)@ ist lokal etale mit gleichem Restekdrper wie A .
(Denn (B® C)ﬂp ist Lokalisierung von A, ®AA .) Es gibt ein
ré I mit (P ® C)JQ = Ar , offenbar ist i,j£«r .

Ist i< j , so gibt es nach (7.4) genau einen A-Homomorphis-
mus {f i = Ay ——+>AJ . Offenbar ist (A SB ) ein induktives
System lokaler A-Algebren A mit lokalen A-Homomorphismen ?31.
Wir behaupten nun, daB

:= ¥i%-hi

ie .
eine Henselisierung von A ist. Zundchst bemerken wir, daB Ah
denselben Restekdrper wie A hat. Ferner ist Al flach iiber a
mit “‘h M@Ah . Um zu zeigen, daB Ah henselsch ist, veri-
flzleren wir Bedingung b) aus (7.1). Sei F ein normiertes
Polynom liber Ah und F = G-H eine Zerlegung in normierte tei-
lerfremde Polynome G,H iliber dem Restekdrper. Es gibt ein
i€ I und ein normiertes Pciynom F. & Ai[X], so daB F mit dem
kanonischen Bild von Fi iibereinstimmt. Nach (7.2) gibt es
eine Zerlegung F = G'H' {iber einer lokalen etale Erweiterung
A' von A. mit glelchem Restekorper, die die gegebene Zerle-
gung Uber dem Restekdrper induziert. Es gibt ein ja& i mit
A' = Aj , da A' auch lokal etﬁle {iber A ist. Mit dem kano-
nischen Homomorphismus Aj;——aA bekommt man dann die ge-
wiinschte Zerlegung iliber A~ . Die universelle Eigenschaft von
Abergibt sich so: Sei B eine henselsche lokale A-Algebra mit
lokalem Strukturhomomorphismus A—>BE . In AiQDAB ist
Umk 2= M (A db B) + W%(A QD B) ein maximales Ideal derart,
dafj (A ® B)Eﬂ, eine lokale etale B-Algebra mit gleichem
Restekorper wid B ist. Also ist (A & B)mrl = B und es gibt
einen A-Homomorphismus . : Al——;B , der nach (7.4) auch der
einzige ist. Dann ist l}g;yi wohldefiniert und der gesuchte
A-Homomorphismus von A" in B . Dieser ist eindeutig, da die
Kompositionen Ai———>Ah-——?B von A, in B eindeutig sind. Ubri-

gens ist er auch lockal.

Wir fassen noch einmal zusammen:
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{(7.5) Satz. Zu jedem lokalen Ring A existiert die Henselisie-

rung Ah . Diese ist eine henselsche lokale treu-flache A~-Al-
gebra mit AhA“AAh = A/mﬁ -
Aus (7.1} folgt noch:

(7.6) Aussage. Ist A—>A' eine ganze Erweiterunyg lokaler Ringe
g

und ist Ah die Henselisierung von A , so ist A'QDAAh die Hen-

selisierung von A' , ¢

Beweis. Da Ah—-rA‘ ®AAh ebenfalls ganz ist und

' h ' h = t h = ' = 1 '
(A'® A7) /g n (A k;GOAA ) =A@, (AT /M) = A, (AMy) = AT /mA
gilt, ist a' @AA nach der Bemerkurg 2 ein lokaler und hensel-
scher Ring. DaB er die universelle Eigenschaft besitzt, ergibt
sich aus der universellen Eigenschaft des Tensorproduktes.
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KAPITEL IT: DISKRIMINANTEN

§8. Charakteristische Polynome bei projektiven Moduln

Sei A ein (kommutativer) Ring. Ist M ein endlicher projektiver
A-Modul, und gibt es ein n derart, daB fir alle 4 aus Spek A
gilt M, = (A?)n , SO0 heiBt M ein projektiver A-Modul vom Rang n.
Ein endlicher A~Modul ist bereits dann projektiv vom Rang n ,
wenn fir alle 4 aus Spek A gilt My = (Af)n . Ist A semilockal
(d.h. besitzt A nur endlich viele maximale Ideale), so ist je-

der projektive Modul vom Rang n iiber A sogar frei vom Rang n
iber A . Zu diesen Begriffen und S&dtzen sei generell auf

N. Bourbaki, Algébre commutative, chap. II, §5 verwiesen, fer-
ner,was die Grundringerweiterung betrifft, chap. I. So gilt
beispielsweise: Ist A' eine A-Algebra und M projektiver end-
licher A-Meodul (vom Rang n), so ist auch’'A’ @AM projektiver
endlicher A'-Mcdul (vom Rang n). Den umgekehrten SchluBf kann

man ausfithren, wenn A' treuflach {iber A ist.

Sei M ein projektiver A-Modul vom Rang n . Dann ist das
n-te AuBere Produkt /A"™M ein projektiver A-Modul vom Rang 1,
und der kanonische Homomorphismus A——*-EndA(/\nM), der ac A
das Multiplizieren mit a auf /A®M zuordnet, ist bijektiv.

Ist he EndAM , s0 ist das solcherart dem Endomorphismus /\nh
von /\nM eindeutig zugeordnete Element von A die Determinante

det h . Da duBlere Produkte mit Grundringerweiterungen vertrdg-

lich sind, gilt:

(8.1) Grundringerweiterung, Sei g A —-——A' ein Ringhomomor-
phismus, M ein projektiver A-Modul vom Rang n und he¢ End,M .
Dann ist A' ® M ein projektiver A'-Modul des Ranges n , und

man hat
det(a'® h) = g(det h) .

Daf Homomorphismen von A-Moduln injektiv bzw. surjektiv
bzw. bijektiv sind und daB Elemente von A Einheiten bzw. Nicht-
nullteiler sind, kann man in sdmtlichen Lokalisierungen von A
nach maximalen Idealen testen. Durch Lokalisieren fithrt man
daher die folgende Aussage sofort auf die bekannte Aussage
{iber Endomorphismen freier endlicher Moduln zurlick.

(8.2) Aussage. Sei M ein projektiver A-Modul vom Rang n und
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rerndAM . Dann gilt: | 7

(1) h ist surjektiv genau dann, wenn h bijektiv ist, und dies
gilt genau dann, wenn det h Einheit in A ist.

(2) h ist injektiv genau dann, wenn det h Nichtnullteiler in
A ist.

Sei wieder M ein projektiver A~-Modul vom. Rang n und
he.EndAM . Wir betrachten den Polynomring A[X] in einer Unbe-
stimmten X Uber A und definieren als charakteristisches Poly-~

nom von h iiber A

Xy = det(x-id - AfX] ®,h) -

A[X] ®xM
Dies ist ein normiertes Polynom aus A[X] vom Grade n . Mittels
(8.1) folgt aus der Assoziativitdt des Tensorproduktes leicht:

(8.3) Grundringgrweiteiung. Sei g A -—A' ein Ringhomomorphis-

mus, M ein projektiver A-Modul vom Rang n und he;EndAM . Dann
gilt:

XA'sh = (A[X] ®A§’)(Xh) .

Beim Ringwechsel mit ¢ werden also einfach die Koeffizi-
enten von Xn mit ¢ abgebildet.

Beim Homomoyhismus A[X] — A mit X+—— O geht X1 in sei-
nen konstanten Term ;Kh(O) iiber; nach (8.1) ist dies nichts
anderes als det(-h) = (—1)ndet h . Schreibt man also

_ o n-1 . — ¢(_130
xh = X +an_ X +...+a0 mit a,ed , so ist det h = (-1) ao.

1 i
Die Determinante det ist eine multiplikative Abbildung von
End,M in A . Als Spur von h bezeichnet man Sp h := -a_q -

Die Spur ist eine A-lineare Abbildung von EndAM in A .

Sei nun B eine A-Algebra. B heiRt eine projektive A-Algebra

vom Rang n , wenn B als A-Modul projektiv vom Rang n ist.

Sel B eine projektive A-Algebra vom Rang n . Jedem x€ B
ist dann das Multiplizieren hx mit x in B zugeordnet. Als

charakteristisches Polynom von xe¢ B {liber A definieren wir nun
:XX t= X:h .
X
Dies ist ein normiertes Polynom in A{x] des Grades n mit
Xx(x) =xhx(hx) =0 .

Als Norm von x e B lilber A bezeichnet man das Element
Nx = Ni(x) := det hx von A , Die Normabbildung Ni : B—=2A
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ist multiplikativ. Es}ist Na = a fir jedes ac¢A .

Aus (B8.2) folgt sofort: Ein x¢B ist genau dann Einheit
in B , d.h. es ist Bx = B , wenn Nx Einheit in A ist. Ein
XeB ist genau dann Nichtnullteiler in B , wenn Nx Nicht-
nullteiler in A ist.

Als Spur von x e€B ilber A bezeichnet man das Element

B
Sp(x) = SpA(x) r= Sp(hx) von A . Die Spurabbildung Spi : B—A
ist ein Element von HomA(B,A). Es ist Sp(a) = na fiir jedes
achA .

Sei P A-——-=pA' ein Ringhomomorphismus. Offenbar ist

A'@h, =h . Aus (8.3) folgt daher fiir x¢ B und B' :=
] " -
A Q§AB :

lax

Spa. (1®@%) = §(Spp(x)) , No, (18 %) = P(Na(x)) .

1
Aus der ersten Gleichhung ergibt sich, da Spg, und A'quSpi

beide A' linear sind:
A'@ B
B A
1 =
A QASpA SPA' .

§9, Fin Lemma {iber charakteristische Polvnome

Das nachfolgende Lemma wird fiir eine Rechnung in §17 und fiir
die Theorie der Galoiserweiterungen in Kapitel IV, §21 be-
n&tigt,

{3.1) Lemma. Sei A ein Ring, M ein projektiver A-Modul vom

Rang n und he;EndAM . Perner sei A' ein Erweiterungsring von

A , lber dem :Xh in Linearfaktoren zerfdllt:
n .
- - 1
xh il=1l (X bl) ’ bl el .
Ferner sei A{Y] der Polynomring in der Unbestimmten Y {iber
A' und Pea[¥]. Dann ist

Il
Xpy =T T (x=P(by))

i=1 i
Beweis. Wegen A[Y] < A'[Y] und (8.3) dirfen wir gleich A = A'
. a n 3
annehmen. Wir setzen o ., := -rTi=1 (X-P (b)) .

Sel zunidchst A ein reduzierter Ring, also ein Ring, in dem
das Nullideal Durchschnitt von Primidealen ﬁPj ;, Jed , ist.
Mit 9j bezeichnen wir den kanonischen Homomorphismus von A

in den Quotientenkdrper uﬂﬁj) des Restringes A/ij . Dann ist
\ _
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adga)l®h.ein trigonalisierbarer linearer Operator iiber einem
Kérper, wofilr das Lemma trivial ist. Somit sind die

(A[X] QATj)-Bllder von XP(h) und O(P(h) gleich., Die Koeffi-
zienten des Polynoms :kp(h) - dP(h) liegen daher im Durch-
schnitt der Kerne der Tj » sind also Null.

Per allgemeine Fall wird nun auf den Sonderfall reduzierter
Ringe zurilickgefithrt. Es genigt die Behauptung in den Lokalisie-
rungen von A nach allen maximalen Idealen zu verifizieren. Wir
diirfen also annehmen, dag M ein freier A-Modul ist. Wir kon-
struieren weiter unten einen reduzierten Ring B , einen Homo-
morphismus ¢: R——eA und ein He&EndR(Rn) derart, daB
M=2®@(R") und h = A @ ist, daB X, = J[ioq(X-B;) ist
mit B, €R , 9(Bi) = bi . und daB es ein Qe R(Y] gibt, das
unter @ auf P abgebildet wird. Die Gliltigkeit des Lemmas fir
H impliziert dann die flr h .

Es bleibt die Konstruktion von R,y,H nachgutragen. Sei
i=1 #i5%§
Sei R' der Ring, der aus Z durch Adjunktion von Unbestimm-

a -

qr++-sey eine A-Basis von M und h(e;) = 7

I+ .
ten Aij y T2¢1 , j<n , und Grad P weiteren Unbestimmten ent-
steht, und ¢' ein Homomorphismus von R' in A mit 9(Aij) = aij'
zu dessen Bild die Koeffizienten von P gehSren. Sei F' der

freie R'-Modul des Ranges n mit Basis E ""’En und H' der

1

R'-Endomorphismus von F' mit H'(Ej) = E: 221 AijEi . Es ist
fXH, = Xn+An_1Xn_1+...+AO mit Aje R' . Ist iy ein Homomor-

phismus ven R' auf den Polynomring m[xo,...,xn_1], der die
Matrix (Aij) auf die Matrix

6 0. . . 0-X

G
1 O A4 —X1
o 1 -X

o 0. . . 1-X
n-1

abbildet, so ist (R'[X]®y) ( Xyr) = xn+xn_1xn-1+.“+xo  Also
hat man W(A,) = X, . Erst recht sind Ajre-.¢B _, algebraisch
unabhdngig iiber Z . Nach dem Hauptsatz iiber elementar-symme-
trische Funktionen gibt es nun einen freien Polynomring

R" = Z{U1,...,Un], der eine freie endliche Algebra lber

. . _ n -
§:= Z[A_ ,...,A .} ist und Gber dem man Yy, = [[j=q(X-U;)
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hat. Sei 9“ der Homomorphismus von R"™ in A mit ’Hy" (Ui)=bi.
Auf s stimen g;' und sg" wegen der Voraussetzung Xh = %n
Uberein. Daher gibt es einen Homomorphismus @ von R := R"@SR'
in A mit so(r“@r) = (Jo" {(r" )SD' (x') fiir alle r""¢R" , r'e rR' .
SchlieBlich sei H := R®_,H' auf rR" = R ,F' und B, := U, ®1.
‘Offenbar besitzen R,(‘_y,H die qc-zvv\riinschternEigenschaft"’,rl von der
Reduziertheit von R zundchst abgesehen.

R ist aber reduziert. Seien nimlich Q' := Quot(R') , Q" :=
Quot(R" ) und K := Quot S die Quotientenkdrper. Da R'' freier
S-Modul ist, hat man eine Einbettung R" ®SR' —=R" ® SQ' .
Ferner ist R" ®SQ' torsionsfreier S-Modul. Daher ist R"@SQ'
in Q@S(R"®SQ') = (Q@SR" ) ® Q' eingebettet. Da R'" endlich
Uber S ist, hat man Q@SR“ = Q" ., Folglich ist
{Q ®SR" )@SQ' = Q" ®SQ' . SchlieBlich ist Q"@SQ' = Q"@KQ' .
Also ist R in die K~Algebra Q'HgKQ' eingebettet. Q"™ ist we-
gen char K = 0 eine separable endliche Korpererweiterung von
K . Nach (2.5) ist daher Q"GkQ' eine unverzweigte endliche
Q'-Algebra. Aus dem Kriterium (3.1) folgt nun, daB Q'%@KQ'
reduziert ist. Erst recht ist der darin eingebettete Ring R

reduziert.

§10. Charakteristische Polynome bei Moduln mit Rang

Auch fiir Endomorphismen beliebiger Moduln mit Rang lassen sich
charakteristische Polynome einfiihren. Sei A ein Ring mit dem
totalen Quotientenring K := Quot(a).

Definition. Ein A-Modul M besitzt den Rang n , wenn K@AM ein

projektiver K-Modul vom Rang n ist.

Ist M ein projektiver A-Mcdul vom Rang n , so ist K@AM
ein projektiver K-Modul des Ranges n . Daher erweitert die
obige Definition den Rangbegriff bei projektiven Moduln.

Enthdlt ein A-Mcdul M einen freien A-Modul F des Ra&nges n-
derart, daB8 M/F ein Torsionsmodul ist, so ist K@AM 2 K ®AF‘.
= x” frei vom Rang n . Also besitzt M den Rang n .

Sei umgekehrt M ein A-Modul vom Rang n , und sei K semi-
lokal (was z.B. der Fall ist, wenn A noethersch ist oder
wenn A ein reduzierter Ring mit nur endlich vielen minimalen
Primidealen ist). Dann ist K ®AM frei vom Rang n . Ist
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1®x1,...,1®xn eine K-Basis von K@AM ¢ 50 erzeugen die Ele-
mente x1,...,xn einen freien Untermodul F des Ranges n in M ,
und M/F ist ein Torsionsmodul. (Man beachte: K(&AM entsteht
aus M durch Nenneraufnahme der Nichtnullteiler von A .) Daher
erweitert die obige Definition auch den Rangbegriff, der in
[12],§6 eingefiihrt wurde.

Definition. Sei M ein A-Modul des Ranges n und he;EndAM .
Ferner sei K der totale Quotientenring von A . Dann heiBt

Xn :=xK®he K[X]
das charakteristische Polynom von h .

{10.1) Grundringerweiterung. Sei @: A — A' ein Ringhomomor-

phismus, der Nichtnullteiler von A in Nichtnullteiler von A'
abbildet. (Die letztere Voraussetéung ist beispielsweisé er-
fillt, wenn A' flach iiber A ist.} Sei ferner M ein A-Modul
des Ranges n undlaeEndAM .

Dann ist A° @,M ein A'-Modul des Ranges n . Der Homomor-
phismus @ l4Rt sich zu einem Homomorphismus des totalen
Quotientenringes K von A in den totalen Quotientenring K'
von A' fortsetzen, der ebenfalls mit @ bezeichnet sei.
Dann gilt:

Xaren = KEI® @ (y) -

Beweis., Die Voraussetzungen sind gerade so getroffen, daB
sich ¥ fortsetzen 1l4£t. Dann ist K! ®A' (a' @AM) =K' @AM =
K'GJK(K@%M) nach (8.1) ein projektiver K'-Modul vom Rang n .
Der Rest der Behauptung ergibt sich nun mit (8.3) . -

Aus (8.3) folgt ebenfalls sofort: Ist M selbst projektiv
vom Rang n , so stimmt iXh mit dem wie iblich definierten
charakteristischen Polynoem itberein. Man beniitzt dies wie
folgt zu einer Ergdnzung von (10.1), (8.1) und (8.3):

(10.2) Aussage. Sei M ein endlicher A-Modul des'Ranges n

Uber 2 und £ ein multiplikatives System in A derart, daB
fiir jedes Primideal 40 aus A mit ffr\s = @ der A?—Modul M?
frei ist, und he EndAM . Ferner sei So: A —=A' ein Ring-
homomorphismus derart, dag yﬂS) nur aus Nicht-
nullteilern in A' besteht.

Dann ist A'GDAM ein A'-Modul des Ranges n . Der Homomor-

phisnmus y ldBgt sich zu einem Homomorphismus 9)5 von AS in
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den totalen Quotientenring K' von A" fortsetzen. Dann besitzt
Xy Koeffizienten in Ag , und :tA'ah erhdlt man aus X, ., in-
dem man die Koeffizienten mit f?s abbildet.

Beweis. Nach (10.1) ist AS(EAM ein AS-Modul des Ranges n .
¢ 148t sich zu einem Homomorphismus des totalen Quotienten-
ringes K von A in den totalen Quotientenring Q von
Ag fortsetzen., Mittels dieses Homomorphismus l&Rt sich Xn
zundchst als Polynom idber Q auffassen. In allen Lokalisie-

rungen von A_ wird ASQQM frei vom Rang n . Daher liegen die

s
Koeffizienten von fo.ah in sdmtlichen Lokalisierungen von

AS . Da cdie Elemente éon Q nur Nichtnullteiler von Ag im
Nenner haben, f°lgt';(A_@h€£As[X]' Das haben wir im Satz kurz

als"xilbesitzt KoeffiZienten in AS“ bezeichnet.

Nun ist weiter ASQDM als endlicher Modul, der lokal frei

vem Rang n ist, ein projektiver A_-Modul des Ranges n . Nach

S

(8.17) und (8.3) ergeben sich jetzt die restlichen Behauptungen,
] ] — 1 ] —_ [}

da K'®,.(A'® M) = K ®AS(AS®M) und K' @ (A'®h) = K'® (A_® h)

ist.

Anmerkungen. (10.2) 1l&Bt sich in folgenden Situationen an-

wenden.

(1) Sei A noethersch und A' = A/0L. Ferner sei M ein endlicher

AAF c FreiAM {(das soll heifien: Fiir

jedes assoziierte Primideal¥des A~Moduls A' sei M? ein freier

A-Modul mit Rang, und Ass

A?-Modul}. Man verwendetdann das multiplikative System S der
fed , die Nichtnullteiler in A' sind.

(2) Die Situation in (1) ist insbesondere dann gegeben, wenn
A ein noethe?mﬁbrmaler Integritédtsring, -1 ein beliebiges di-
visorielles Ideal in A und M ein torsionsfreier endlicher
A-Modul ist.

(3) Sei A noethersch und M ein endlicher A-Modul. Sei ae A
ein Nichtnullteile: derart, daf aM in einem freien endlichen
A-Untermodul F von M enthalten ist. Ist be A prim zu a , so
kann man (1Q2) auf A,A':= A/Ab und M anwenden. Sei ndmlich
a}p ¢ AssA/Ab . Bei ae,y widre a,b und damit auch b,a Primfolge
in A?, Widerspruch! Also ist a ¢»? , und a ist Einheit in A,? .

¥

Sei M ein A-Modul vom Rang n und he;EndAM . Der Torsions-

Dann ist aber M? = aM_ = F? frei.

untermodul tM von M wird von h in sich abgebildet. Daher in-
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duziert h ein g eEndA(M/tM) . Wegen K@h = K&g sind dann
Xy, und Xg identisch. Das charakteristische Polynom kann al-
so liber Torsion nichts aussagen.

Man beachte, daf die Koeffizienten von %, . die einemSp h
und det h definieren, im allgemeinen nur in K , nicht aber in
A liegen. Es gilt jedcch noch:

(10.3) Lemma. Sei M ein endlicher A-Modul vom Rang n und
hEEndAM . Dann ist

xheKB],

wobei A der ganze Abschluf von A im Quotientenring K = Quot(A)

ist.-

Beweis. Nach [5], chap.v , §1, prop. 12 ist A[X] der ganze
AbschluB von A[X] in K{X]. (Wir skizzieren einen Beweis zur
Bequemlichkeit des Lesers. AlX] ist trivialerweise im ganzen
AbschluB A[X] von A[X] in K[X] enthalten. Sei umgekehrt

o e iTﬁj . Dieses Polynom und die Ganzheitsgleichung invol -,
%Eren nur endlich viele Koeffizienten aus A . Wir diirfen da-
her annehmen, daBf A noethersch ist und daB K = As beziliglich
eines multiplikativen Systems S von Nichtnullteilern in A ist.
Es gibt ein de S mit du "€ A[X] fiir alle n . Ist aX" der Leit-
term von o , sO ist nun danegA fiir alle n . Da A noethersch
ist, folgt aeA und somit axme E[X]. Weiter ist o - axme.?[_x-j.
Nach endlich vielen Schnitten erhdlt man o ¢ A[X] .)

Es ist ¥, = det H mit H = x-idK[x]mmM)—x[x] ®(Kgh) .
Sei g := X-idA[X]sM—A[XIQh und S das multiplikative System
der Nichtnullteiler in A . Dann ist K = Ag , (A[X] @M g =
Ko, (alx]jem = K[{x] ® (K ®M) und gg = K®g = H . Somit ist
‘Xh.z det gg 7 wobel g ein Endomorphismus des endlichen
A[x]-Moduls A[X] ®,M ist. S ist ein multiplikatives System
von Nichtnullteilern in A{X] derart, daB (A[X] ® M) ein
projektiver Modul vom Rang n iber A[X]g( = A (X] = K[{x]) ist.

Aus ), = det gg € AlXx1 e K[X] folgtewegen A[X] = A{x] die Be-
hauptung {ber Xn -

Es geniigt also, folgendes zu zeigen: Sei E ein endlicher
Modul tiber dem Ring R , geEndRE und SCR ein multiplikati-
ves System aus Nichtnulltellern derart, daB Egq projektiv

vom Rang n3 1 iber R, ist; dann ist det dg ein Element des

s
ganzen Abschlusses R von R in Ry .
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Zum Beweis dieser Russage betrachten wir das kanonische
kommutative Diagramm

APg Alg

|

n
n. N'g
—_ 5
A"Eg /\nES

-~ A'E

Das Bild U von A"E in A"E; ist ein endlicher R-Modul, der
invariant unter ﬁpgs ist. Es ist fPES = R,U .Weiter ist
g~Modul des Ranges 1 , und ,Apgs ist

das Multiplizieren mit der Determinante d := det dg - Sei

/\nES ein projektiver R

Wareoo W ein Erzeugendensystem des R-Moduls U . Dann gibt

m
es Elemente aije;R mit dwj = Z:FI a,.w, . Folglich gilt

i=1 7ij i
Lieq (@855 - agywy =0
fir alle j . Es gilt dann det(d-&ij - aij}wi =0 fir 1gi€m
nach der Cramerschen Regel. Somit ist det{d- 6ij - aij)e.AnnLI
= Ann RSU = O . Also ist det(d. 6ij - aij) = O eine Ganzheits-
gleichung fir d iber R .

(10.4) Korollar. Sei A ganz abgeschlossen in seinem totalen

Quotientenring. Ist M ein endlicher A-Modul vom Rang n und
he End,M , so ist XhGA[X] .

In vielen anderen Fdllen l#Bt sich ebenfalls noch schliefen,
daB das charakteristische Polynom Koeffizienten im Grundring
A hat.

Definition. Eine offene Menge U in Spek A heiBt vollstdndig,

wenn der kanonische Beschridnkungs-Homomorphismus
A =["{Spek A) —— (U} der Schnittringein der zu A gehdrigen
Garbe auf Spek A bijektiv ist.

(10.5) Satz. Sei M ein A-Modul des Ranges n und hegEndAM .
Enthdlt der freie Ort FreiA(M/tM)(gSpek A) eine offene voll-
stdndige Menge U , so ist khEA[X].

Beweis. Wir k&nnen gleich annehmen, daf der Torsionsunter-
modul tM von M der Nullmeodul ist. Fiir ¢ U ist M_, freier
Modul iiber A‘f ; daher ist ()(h)? = X.h;'A'g[X] . Also ist
)(he Ty [x] = afx] . -

Einigé Worte {iber die (Zariski-)Topolcgie von Spek A sind

angebracht. Fliir ein Ideal 4 im Ring A bezeichne wie iblich
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V(o) die (per definitionem) abgeschlossene Menge ("Varietit")
der ¢ umfassenden Primideale von A und D(«t) das (cffene)
Komplement von V(4t) in Spek A . Ist U offene Teilmenge von
Spek A , so bezeichne [7(U) den Schnittring iiber U in der

zu A gehdrigen Garbe auf Spek A . Die offenen Mengen

D(g) := D(Ag) , ge A , bilden eine Basis der Topologie von
Spek A . Der Schnittring M(D{(qg)) ist nichts anderes als der
Ring Aq 1= A{1’q’q2'._.} , der aus A durch Nenneraufnahme
der Potenzen von g entsteht.

Die Basismengen D(g) sind quasi-kompakte Mengen in Spek A .
Eine offene Menge U in Spek A ist daher genau dann gquasi-kom-
pakt, wenn es endlich viele Elemente f]""'fr in A gibt mit
U = D(f1)L)-..LJD(fr) . Es ist D(f1]LJ...tJD(fr) =
D(Af1+...+Afr) . Also ist U genau dann quasi-kompakt, wenn
es ein endlich erzeugtes Ideal -t in A gibt mit U = D(m) .
Insbesondere sind alle cffenen Mengen in Spek A quasi-kompakt,
wenn A noethersch sind.

(10.6) Aussage. Sei M ein endlicher Modul des Ranges n . Dann
ist FrelAM = D ?n(M)) , d.h. FrelA
ideale, die das n-te Fittingideal von M nicht umfassen., Ins-
besondere ist Frei,M offen in Spek A . Ist M ein Modul von

A
endlicher Darstellung, so ist Frei

M ist die Menge der Prim-

AM auBerdem quasi-kompakt.

Beweis. Die Fittingideale '{i'sind mit Nenneraufnahme vertrég-
lich. Sei ?e;Spek A . Nach (9.1) ist M? ein endlicher Aﬁ-Mo-
dul des Ranges n . Uber dem totalen Quotientenring ngvon ;)
ist O = \{i(K,’QMy) = K?g fi(M?) flir 0 ¢ i <n-1 . Daher ist

-fi(M,’) = 0 flir O<«i<n-1 . Der Modul M,y ist genau dann frei,

¥

wenn er frei vom Rang n ist. Also ist M genau dann frei, wenn
{n(M?) = Ay ist. SchlieBlich folgt aus {n(Mg) = Ay @-{h(M)r
daB Ag genau dann zu Frei
fant.

AM gehdrt, wenn /;p nicht fn(M) um-

Ist M ein Modul von endlicher Darstellung, d.h. gibt es
eine exakte Sequenz F1-——-F0——a M — O mit endlichen freien
A-Moduln Fi ¢+ 80 sind alle Fittingideale von M endlich. Hier-
aus folgt der Zusatz. -

Allgemein 1l&8t sich sagen: Ist M ein beliebiger Modul von

endlicher Darstellung, so ist FreiAM offen. AuBerdem gilt:

Gibt es eine exakte Sequenz F,— F

S —_— it end-
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AM quasi-kompakt. Diese

Aussagen iber dem freien Ort lassen sich z.Bsp. leicht mit

lichen freien A-Moduln Fi’ so ist Frei

den Beweismitteln von [11] Kap. III, §3 erhalten.

Es interessieren Kriterien dafiir, wann offene Mengen voll-
stdndig sind. In Anlehnung an ein Resultat von Hartshorne
zeigen wir: '

(10.7) Satz. Das Ideal 11 in A enthalte eine Primfolge der
Linge 2 . Dann ist U := D{q) vollstindigqg.

Beweis. Sei f,g eine in 4. enthaltene Primfolge. Man hat
U' := D(f)wu D(g)c U und die kanonischen Beschridnkungen

A =["(Spek A) —= [ (U) — [(U') — [T(D(EF)) = Ap .

Weil A-—ﬂ-Af injektiv ist, ist auch A —={(U) injektiv.
Ferner ist [T (U) — A; injektiv. Sei némlich se [T(U) derart,
das die Beschrinkung s|{D(f) = O ist. Wir betrachten eine
beliebige Basismenge D(g)C U . Dann ist O = s|D(f)AD(g) =
s|D{fg) . Weil Aq-——-qu = (Aq)f ebenfalls injektiv ist, folgt
s|D(g) = O . Daher ist insgesamt s = O . Es folgt jetzt, daB

[T (U) —= M (U') injektiv ist.

Somit bleibt zu zeigen, daB A——[ (U') surjektiv ist. Sei
sel[(U') vorgegeben. Es gibt Darstellungen s|D(f) = a/f™ und
s|D(g) = b/gm mit a,bedA , m>»0 . Wegen a/fm = b/gm in
() D(g)) =T(D(£G)) = Ap gibt es ein n mit (fg)%g"a =
(£9)"£™ . Division durch den Nichtnullteiler f" liefert

gn+ma - gnfmb . Da fm , gn+m

ist, gibt es ein ceA mit a = cf" . Division durch f™ gibt

ebenfalls eine Primfolge in A

gn+mc = gnb . Nun ist a/fm = ¢/1 in Af und b/gm = gnb/gn+m =
c/1 in Ag , was c|D(f) = sID(f) und cliD{(g) = s|D(g) bedeutet.
Folglich ist c¢|U' = s . Das war noch zu zeigen.

{(10.8) Satz. Sei A ein noetherscher Ring und ot ein Ideal in A .

Genau dann ist U := D() vollstdndig, wenn M eine Primfolge
der Lidnge 2 enthidlt.

Beweis. Sei D(0L) vollsténdig. Besteht 41 nur aus Nullteilern,
s0 ist M in einem assoziierten Primideal von A enthalten.
Folglich gibt es ein aeA , a4+ O , mit a®t = 0 . Es ist dann
alD(o) = O . Widerspruch! Daher gibt es einen Nichtnullteiler
teq.

Besteht 41 nur aus Nullteilern von A/fA , so gibt es ein
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beA , b¢Af , boLgAf , Wir betrachten b/f « {'(D(f)) . Sei
L(ev1) Vereinigung von Basismengen D(fi) ' fie oL, ieT .
Es gibt Elemente c,eh mit bfi = Cif . Fir i,j eI gilt
(cifj)f = fj(cif) = fj(bfi) = (bfj)fi = (cjf)fi = (c.fi)f

]
und daher c,f. = c.f, , d.h. man hat ¢,/f, = e./f. auf
j i i’ 3773

D(fi)nD(fﬁ J Somit gibt es ein se [ (D(w)) mit

s|D(fi) = ci/fi . Auf D(fi)r\D(f) hat man ci/fi = b/f . Daher
ist s|D(f) = b/f . Da A —[ (D{11)) surjektiv ist, gibt es
ein c€A mit ¢|D(+w) = s . Dann ist clD(f) = b/f . Da f kein
Nullteiler ist, folgt beAf . Widerspruch! Also gibt es

doch ein gem derart, daR f,qg Primfolge iét. Die Umkehrung

leistet Satz (10.7). -

Das vorstehende Resultat so0ll neoch ins Lokale libersetzt
werden, Ist R ein noetherscher lokaler Ring und N £ O ein

endlicher R-Modul, sc wird die homologische Kodimensicn von

N , das ist die Lédnge der maximalen Primfolgen von N , mit
codh N bezeichnet. codh R ist dann die Linge von maximalen
Primfolgen, die im maximalen Ideal von R enthalten sind.

(10.9) Zusatz. Sei A ein ncetherscher Ring und U eine offene

Menge in Spek A . Dann sind dquivalent:
(1) U ist vellstédndig.

(2) Flir jedes gﬁe Spek A - U gilt codh A 2

¥ 2
Beweis. Es gibt ein Ideal # in A mit U = D{w} . Dann ist
Spek A - U = V() . Aus'(1) ergibt sich (2) wie folgt. Sei
U vollsténdig und ?e\fbmj . Nach (10.8) gibt es eine Prim-
folge der Ldnge 2 in UL . Diese Primfolge bleibt eine Prim-
folge in A,g r was gerade codh A?:; 2 heiBt.

Sei umgekehrt (2) erfiillt. Besteht 4t nur aus Nullteilern,
s0 ist M in einem assoziierten Primideal«y voﬁ A enthalten.
Dann besteht ?A? nur aus Nullteilern von A? , d.h. es ist
codh A$ = 0 . Widerspruch! Daher gibt es einen Nichtnull-
teiler f &€ M. Besteht ©1 nur aus Nullteilern von A/fA , sc
ist M. in einem assoziierten Primideal‘y von A/fA enthalten.
Cann ist aber f Nichtnullteiler in A? r widhrend 1¥A¥ Zu
IL?/fA? assoziiert ist, d.h. es ist codh A¥1= 1 . Wider-
spruch! Also gibt es doch ein gear derart, daB f,g Primfol-
ge in UL ist. Nach Satz (10.7) ist daher U = D(1L) vollstdn-
dig.
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(10.10) Korollar. Sei A ein noetherscher Ring und M ein end-
licher A-Modul. Dann gilt: ’

(1) Ist M von endlicher homologischer Dimension (dh, M < oo }
M vollsténdig.

A
M vollst&ndig, so ist M tor-

und ist M torsionsfrei, so ist Frei
(2) 1Ist dhAMSJ und ist Frei
sionsfrei.

A

Wir bendtigen beim Beweis den folgenden bekannten Satz:

(10,11) Lemma (Auslander-Buchskaum). Sei A ein noetherscher
lokaler Ring und M # O ein endlicher A-Modul mit dhAM < oo .
Dann gilt

dhAM + codh M = codh & .

Zur Bequemlichkeit des Lesers geben wir einen einfachen
Beweis in einem Anhang am Ende dieses Paragraphen.

Beweis von (10.10). Zu (1). Sei Ap € Spek A , ¥ ¢ Frei,M vor-

gegeben. Nach (10.9) brauchen wir nur noch codh.A? > 2 zu
zeigen. Machen wir also die Annahme codh A} < 1 . Wegen
4 ¢ Frei M ist dh,M > 1 . Nach (10.11) ergibt sich codh Mg = O.
Das bedeutet gerade g?e.Ass M . DaB M torsionsfrei ist, heiBt,
daB die Nullteiler von A (Vereinigung der Primideale aus Ass A
die Nullteiler vonM(Vereinigung der Primideale aus Ass M) um-—
fassen. Daher ist.? ir. einem 9 € Ass A enthalten. Dann ist
codh Aq = 0 und (10.11) zeigt, daB Muz freier A$—Modul ist.
Dann ist natirlich erst recht Mg = (M#)?A$ frei. Widerspruch!
Zu (2). Machen wir die Annahme, daf M Torsion besitzt,
daB es also ein xeM , x ¥ O und einen Nichtnullteiler fe A
gibt mit fx = 0 . Sei JyeAss Ax cAss M . Dann ist fe}p und

daher codh A, » 1 ; ferner ist codh M? = 0 . Somit ist
4P ¢ Fre%AM , und (10.9) ergibt sogar codh A¥ > 2 . Da auch

dhA M? < 1 gilt,erhdlt man mit (10.11) einen Widerspruch.-—
2

Wir bemerken ferner:
(10.12) Satz. Sei A ein Krullring. (Dies ist z,Bsp. der Fall,
wenn A normaler noetherscher Integritdtsring ist oder wenn

A ein faktorieller Ring ist.) Ist 0. ein Ideal in A , so ist
U := D(0) genau dann vollstidndig, wenn codim vt > 2 ist.

Beweis. Sei P die Menge der minimalen Primideale # O von A .
Dann bedeutet codim %l » 2 , daB 4L ¥ O und in keinem g ¢ P
enthalten ist.
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Sei U vollsté&ndig. Dann ist U nicht leer, also w1 $ O .
Wir machen nun die Annahme, dag -t in einem‘ayesP enthalten
igst. Sei fewm , £ ¥ O gewdhlt. Seien Prr-c-r g die Prim-
ideale aus PAU , die f enthalten. Es gibt ein
GEP N g g¢? und eine Zahl m derart, daR
gme fA?. fir alle i gilt. Dann ist g :_-__qu im Krullring A,‘,4
fiir jedds 94 eU . Folglich ist g Tree T . Wegen g ¢ P ist

aber g"/f¢ A . Widerspruch. Das beweist codim o 2

Ist codim ® > 2 , so gibt es zun&chst ein few , f ¥ O.
Die endlich vielen Primideale /g)eP mit fey ‘umfassen AL
nicht. Daher gibt es ein geot derart, daR f,g Primfolge ist.
Nach Satz (10.7) ist nun U vollst#ndig. -

Weiter brauchen wir noch einen Hilfssatz ther das Ver-
halten vollstdndiger Mengen bei flachen Abbildungen.

(10.13) Hilfsatz. Die offene Menge U in Spek A2 sei vollstdn-

Gig und guasi-kompakt. Ferner sei @ : A—=A' ein flacher

Homomorphismus von Ringen. Mit %

g: Spek A' — Spek A sei
die (stetlge) Abbildung bezeichnet, die 596 Spek A' das Prlm-
ideal (f (Bg ) € Spek A zuordnet. Dann ist auch U' := tf) (U)

eine offene, vollsté&ndige und quasi-kompakte Menge in Spek A'.

Beweis. Es gibt ein Ideal = Af.|+...+Afr mit U = D{(q.) =
D(f )u...uD(f ) . Dann ist U' = D(wd') = D(f.‘A')u...uD(frA')
und (*(:P) (D(f }) = D(£,a') . Man kann [M(u) darstellen als
Kern des Homomorphismus
T‘rAf -——-'I—TA ,
i%] £3 J

der ein Tupel von sieA auf das Tupel sdmtlicher Differen-

zen si—sj abbildet. Derf entsprechend gebildete Homomorphis-
imus h' lber A' geht dann einfach durch Tensoieren mit A' aus
h hervor. Da Kern h' =["(U') ist, erhilt man wegen der Flach-
heit von A' {iber A , daR der kanonische Homomorphismus

a' @, [M(U) —> ["(U") bijektiv ist. Mit A— ["(U) ist auch

A' = A'®AA-—~A'®A["(U) bijektiv. Insgesamt erhdlt man die
kanonische Isomorphie A'-—s [ (U') .

SchlieBlich soll mit den in diesem Paragraphen gewonnenen
Mitteln ein wichtiges Kriterium hergeleitet werden:

{(10.14) Satz. Sei B eine torsionsfreie endliche A-Algebra

vom Rang n . A sel normaler Integritdtsring, oder FreiAB
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enthalte eine offene, guasi-kompakte und vollsténdige Menge U.

AuBerdem sei B unverzweigt {iber 2 . Dann ist B eiln projekti-
ver A-Modul.

Anmerkung. Ist A normaler Integritédtsring, so gilt noch eine
stirkere Aussage ilber B: Siehe Satz (12.7).

Beweis. Es geniligt zu zeigen, daB fiir jedes maximale Ideal ¥
von A die Algebra B,, ein freier A —Modul des Ranges n ist.
Sei 4 ein maximales Tdeal von & und R := A, . Besitzt R/muR
nur endlich viele Elemente, so gehen wir zu R' := R[X]
Uber. Dies ist ein lokaler Ring mit dem unendlichen
Restekdrper (R/&uR)(X) . Die Erweiterung R —s R' ist treuflach.
Daher ist B, genau dann frei vom Rang n {iber R = A, , wenn

R! ® B, frei vom Rang n iiber R' ist. Wir zeigen weiter, das
sich die Voraussetzungen des Satzes auf beliebige flache Er-
weiterungen A' von A ilbertragen, bei denen Normalit&t erhal-
ten bleibt (Wie bei R', Vgl. (10.3).). Es genigt dann endlich,
den Satz flir lokale Ringe mit unendlichem Restekdrper zu be-

welisen.

Sei @ = A~—>A'" ein flacher Ringhomomorphismus (bei dem
Normalitdt erhalten bleibt). B' := A't&AB ist endliche
A'~Algebra vom Rang n nach (10.1). Mit “¢: Spek A' — Spek A
sei die @ zugeordnete Abbildung bezeichnet. Nach (10.13) ist

Ut o= (“y)—1(U) eine offene, vollstidndige Menge. Wegen
(*9)_1(FreiAB)g Freip,B' ist U'c FreiA,B' . Nach Satz (2.5)
ist B' unverzweigt ilber A' . Weiter ist B' torsionsfrei {liber

A' , sogar dexr Untermodul eines endlichen freien A'-~Moduls;
denn nach dem folgenden Hilfssatz ist B Untermodul eines end-
lichen freien A -Moduls, und diese Eigenschaft bleibt bei

flachen Erweiterungen erhalten.

{10.15) Hilfssatz. Sei A ein Ring mit totalem Quotientenring K

und M ein endlicher A-Bdocdul derart, daB KGDAM endlicher pro-
jektiver K-Modul ist. Genau dann ist M torsionsfrei, wenn M
Untermodul einen endlichen freien A-Moduls ist.

Beweis. Sei M torsionsfrei. Dann ist M Untermodul von K@M .
Nach Voraussetzung lber K®M ist K@M Untermodul eines freien
K-Moduls K" . Da M endlicher Modul ist, gibt es nun einen Nicht-
nullteiler fe A derart, daB fM in A" einbettbar ist. Da f injek-
tiv auf M multipliziert, erhdlt man insgesamt eine Einbettung
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von M in A" . Die Umkehrung ist trivial. -

Wir fahren im Beweis zu Satz (10.14) fort. Der Satz ist
noch zu zeigen in dem 'Fall, daB8 A lokaler Ring mit unend-
lichem Restekdrper ist. Die charakteristischen Polynome der
Elemente von B besitzen nach (10.4) bzw. (10.5) Koeffizienten
in A . Daher wird jedes Element von B von einem normierten
Polynom des Grades n Uber A annulliert. (Man beachte hier-
kei: B ist torsionsfrei.) Da B den Rang n ilber A hat, enthidlt
jedes Erzeugendensystem von B als A-Modul mindestens n Ele-
mente. Nach dem Lemma von Krull-Nakayama ist folglich die
Dimension des Vektorraumes B/th iiber dem Kodrper Aﬁ”ﬁ min-
destens n . Da BAWAB-unverzweigt liber diesem K&rper ist, ist
BﬁmAB direktes Produkt separabler endlicher Erweiterungskdr-
per von Aﬂuh ; siehe (3.1). Nach Satz (4.2), der sich anwen-
den l&gt, da A/?m.A unendlich viele Elemente besitzt, ist nun
sogar BﬁMAB von der Dimensicn n Uber A/mA . Nach Krull-Naka-
yama gibt es dann ein Erzeugendensystem RyrooerX, des A-Mo-—
duls B . DaB diese Elemente linear unabhédngig sind {iber a ,
ist trivial. Also ist B freier A-Modul des Ranges n . -

Die Voraussetzung, daf B einen Rang besitzt, kann in ge-
wissen Fdllen weggelassen werden. Beispielsweise gilt:

(10.16) Korollar. Sei B eine torsionsfreie A-Algebra, die ein

A-Modul von endlicher Darstellung ist. Sei KGQAB projektiver
K-Modul, wobei K den totalen Quotientenring von A bezeichnet.

Frei,B enthalte eine offene, guasikompakte und vollstdndige

A
Menge U . AuBerdem sei B unverzweigt lUber A . Dann ist B

projektiver A-Modul.

Beweis. Es geniigt zu zeigen: Flir jedes maximale Ideal 4w von
A ist B, freie AgAlgebra. Wie im Beweis des vorigen Satzes
sieht man, daB sich alle Voraussetzungen auf die Algebra B,,
iiber A, Ubertragen. Wir dirfen daher von nun an annehmen, daf
A lokal ist. -

In diesem Fall hat aber B einen Rang lber A (und somit ist
(10.16) auf (10.14) zurilickgefihrt). Zum Beweis betrachten wir
eine exakte Sequenz O —»C — A"~ B — 0 mit einem endlichen

A-Modul C ., Sei Ui die Menge derjenigen .?éeu , fir die B

freier A7~Modul des Ranges i ist, und sei n := min{i : U, + @)

Wir werden sehen, daB U = U, ist.
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Fiir jeden A-Modul M endlicher Darstellung bezeichne Ej(M)
die Menge der :yeaSpek A , flir die Mg eine Minimalanzahl > j
von Erzeugenden iiber A, hat. Wie in {11}, Rap. III, (3.3)
zeigt man, daB Ej(M) abgeschlossene Mengen sind., (Beweis: Sei
XgoessrXy ein Erzeugendensystem von M iiber A , und seien
M?""'Ms diejenigen Untermoduln von M , die mit je j-1 der
®y erzeugt werden k&nnen. Nach dem Lemma von Krull-Nakayama
ist dann offenbar Ej(M) der Durchschnitt der Tré&ger der Mo-
duln M/M,, von endlicher Darstellung, »= 1,...,5 .) Un ist

als Komplement von E (B) in U offen. Lokal in U ist C als

n+
direkter Summand von B von endlicher Darstellung; denn B ist
lokal proijektiv in U . Folglich ist jede Menge Ur\Ej(C) ab-

geschlossen in U ., Daher ist Un = E (C) U auch abge-

m-n-—1
schlossen in U . Der Schnittring [(U) ¥ A kann nicht direk-

tes Produkt sein; denn A ist lokal. Daher ist Un = U .

Sei nun 0 irgendein Primideal in A , welches im totalen
Quotientenring K von A erhalten bleibt. Nach Voraussetzung
iiber K®DB ist B
Un Spek Ag
ein el , g« v . Jetzt folgt m = n . Somit ist K&B pro-

¥ frei von einem Rang m . Nach (10.13} ist

vollstindig, wenigstens nicht leer. Es gibt daher

jektiv vom Rang n

Anmerkung. In den Sdtzen (10.14) und (10.16) wird die Torsi-
onsfreiheit von B nicht benttigt, wenn B und A lokal sind und
wenn der Torsionsuntermodul tB von B verschieden ist. Wir
skizzieren die Beweisidee  (von Auslander und Buchsbaum, [2]):

Offenbar ist tB ein Ideal in B . Dann ist B := B/tBtorsi-
ABgFreiA"B- . Alle Voraussetz-
ungen iliber B in den genannten Sdtzen libertragen sich auf die
A-Algebra B . Daher ist B freier A-Modul. Somit spaltet

0 ——atB-——»B--§-—4 0 auf. (Insbesondere ist tB endlicher

onsfreie A-Algebra. Es ist Frei

A-Modul.) Daher ist tBﬁwhtB der Kern der kanonischen Abbil—

dung g von B/m,B auf E/MAE , die ein Ringhomomorphismus ist.
Da B {iber A unverzweigt ist, ist BﬁmAB liber AﬁmA unverzweigt
und daher als lokaler Ring selbst ein Kdrper. Es folgt

QO = Kern g = tBAMAtB . Nach Krull-Neskayama ist dann tB = 0O .

Anhang. Wir geben einen Beweis fiir das Lemma (10.11) von
Auslander-Buchsbaum an, der mit einigen wenigen der grund-
legenden Hilfssdtze {iber homologische Dimension und Kodimen-~

sicn auskommt,
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Sei A noetherscher lokaler Ring und M # O ein A-Modul mit
dhAM < oo . Wir beweisen die Formel durch Induktion iber dhAM.
Ist dhAM =0 , so ist M frei und O+codhM = codh A gilt trivi-
alerweise. Sei jetzt dhAM = 1 . Wir fiihren den Induktions-
schlufl durch Induktion iiber codh A& .

Sei codh A = O . Dann ist liberhaupt jeder A-Modul W mit
dhAW<a: frei, Zum Beweis genligt es, eine exakte Segquen:z
Q G —-—=F — W— 0 zu betrachten, in der G,F endliche
freie A-Moduln sind, und dann zu zeigen, daf W notwendig
frei ist. Aus dhAws 1 folgt, daB der Kern einer jeden homo-
morphen Abbildung eines freien endlichen A-Moduls auf W frei
igt, Wir dirfen daher annehmen, daf der Rang von F mit der
Minimalanzahl von Erzeugenden von W iibereinstimmt. Dann ist
A€ Ass A be-
deutet, ein feaA , £ # O , mit fﬂh = 0 . Also ist fG = 0O und
W=F frei.

aber G gquAF . Es gibt wegen codh &2 = 0 , was m

Da M nicht frei ist, haben wir also codh A » 1 . Es gibt
eine exakte Sequenz O — N — F ——sM — 0 mit einem end-
lichen freien A~Modul F . Es ist N # O und dh,N = dh,M ~ 1 .
Nach Induk_tionsvecraussetzung ist dhAN + codh N = codh A .
Sei codh M = 0 ., Dann gibt es ein xeF , x¢N r WX SN L
Folglich enth&lt, wenn f irgendein Nichtnullteiler von F aus
W, ist, N/fN die Restklasse y von fx , wobei y # 0 und
Myy = 0 gilt. Also ist codh N/fN = 0 und cedh N = 1 . Die ge-

suchte Formel {libertrédgt sich von N auf M .

Sei jetzt codh M > 1 . Da nur endlich viele nichtmaximale
Primideale voen A zu vermeiden gind, besitzen A und M einen
gemeinsamen Nichtnullteiler fequA . Dann ist aber codh(A/Af)
= codh A -1, codh M/fM = codh M - 1 und dhA/Af(M/fM)
dh,M , so daB die Induktionsvoraussetzung (auf A/AfA ange-
wandt) das Gewlinschte ergibt.

§11. Symmetrische Bilinearformen

Sei A ein Ring. Ferner sei M ein A-Modul und @) eine symmetri-
sche A~Bilinearform auf M . Mit

GM : M —— HomA(M,A)

bezeichnen wir den kanonischen A-Homomorphismus, der xe& M die
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Linearform y n—--,d)(x,y) zuordnet.

Sei N A-—>A' ein Homomorphismus von Ringen. Das Tenso-
rieren mit A' ordnet @) eine symmetrische A'-Bilinearform @'

auf AJ(EAM zu , beziiglich der man Gh bilden kann. Es gilt

'®M
nun:

(11.1) Grundringerweiterung. Das Diagramm

A' @ Hom, (M,A)
Aec A f‘

A'® M Y

A
% Hom, . (A' @ ,M,A")

ist kommutativ, wobei 1y& der A'-Homomorphismus ist, der ein
a'®h , a'e A’ , he HomA(M,A) , auf a'"(A'®h) abbildet.

Beweis. Wegen der A'-Linearitdt der Homomorphismen geniigt es,
die Kommutativit&t auf Elementen der Form 1®x , x€M , zu

= ST : [} ' - f =
verifizieren. Es ist ‘\yM(A ®O‘M)(1®x) = ’\VMH@O’M(X)) =
A‘@G’M(x) . Dieser A'-Homomorphismus bildet 1® ye A' QAM auf
1®6;,(x)(y) = 1®@P(x,y) = P (1®x,1®y) ab. Dasselbe macht
aber U'A,@M(1®x) .

{(11.2) Zusatz., Ist M endlicher projektiver A-Modul, so ist

q¥ﬁ bijektiv.

Beweis. Sei F der Funktor, der jedem A-Modul M den A'-Modul
A'(SAﬁomA(M,A) zuordnet, und G der Funktor, der jeden A-Mo-
dul M den A'-Modul HomA.(A'QDAM,A') zuordnet. F und G sind
(kontravariante) additive Funktoren und respektieren deswegen
endlich direkte Summen. Die kanonischen Abbildungen 1{& er-
geben eine Funktorabbildung qﬂ : F—>G ., Man verifiziert,
daR WFA bijektiv ist. Dann ist ﬂyé bijektiv filir alle end-
lichen freien Moduln A-Moduln E und natiirlich auch fiir ihre
direkten Summanden, das $ind die endlichen projektiven A-Mo-
duln.

Definition. Eine symmetrische Bilinearform auf dem A-Modul M
heiBt nicht ausgeartet, bzw. vermittelt eine Dualitidt, wenn

der zugehSrige kanonische Homomorphismus Oh : NL—»HomA(M,A)

injektiv, bzw. bijektiv ist.

Sind KyreweoX Elemente von M , so heiBt die n-reihige
quadratische Matrix {qi(xi’xj))1si,j4n die Gramsche Matrix
von @ bezilglich x

TERERE Ihre Determinante bezeichnen
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wir als Diskriminante dlskr(x1,...,xn) = dlSkrW$(x1""'xn)

es s X .
der x.‘l' L n

Sei nun M freier A—Modul mit der Basis XyreoorX, o Mit
x:,...,x: bezeichnen wir die zugehérige Dualbasis von
M* = Hom, (M,A). Sei h : M¥—>M der Isomorphismus, der x? auf
x, abbildet. Dann ist ((@(xi,xj}) die Marix des Endomorphis-

mus h(?M beziiglich RyreoerX, o Es folgt:

{11.3) Aussage. Sei M freier A~Modul mit der Basis KyoveerXy

Der beziiglich der symmetrischen Bilinearform @ gebildete
Homomorphismus Gﬁ : M—>M* ist genau dann surjektiv, wenn
er bijektiv ist, und dies ist genau dann der Fall, wenn
aiskr@(xT,. ..,xn) Einheit in A ist. G"M
tiv, wenn diskr@@(x1,...,xn) Nichtnullteiler in A ist.

ist genau dann injek-

Von Interesse ist noch das folgende Kriterium.

{11.4) Gramsches Kriterium. Sei M ein A-Modul, der eine cer

beiden folgenden Eigenschaften besitzt:

(a) Fir jedes maximale Ideal M von A besitzt thals Modul
iiber Ay €in Erzeugendensystem aus n Elementen.

{b) M ist torsionsfreier A~Modul des Ranges n .,

Ferner sei ¢) eine symmetrische Bilinearform auf M , und

31,...,xn,y1,...,yn seien Elemente von M derart, daf

det(d@(xi,xj) Einheit in A ist. Dann sind x,,...,%x_  und

Yqree-e¥y ATBasen von M ; insbesondere ist M freier A-Modul

des Ranges n .

Beweis. Wir beweisen die Behauptung zundchst unter der Voraus-
setzung (a). Die Behauptungen lassen sich dann lokal verifi-
zieren. Wir dirfen annehmen, daf A lokal ist und das

. . n

= +.n . ., = ,
M Az,| : +Azn ist. Sei xl E r=1 arlzr und
Yy < 2 o=1 bsjzs mit a . bsjeza. Dann ist

(D xyox0) = (a; ) (P lzpaz ) (b o)

und (ari), (bsj) und (@(zr,zs)) sind invertierbar, woraus
die Behauptunger leicht folgen. (Die Cramersche Regel wird
benutzt,)

Nun setzen wir {(b) flir M voraus. Sei K der totale Quotien-
tenring von A . Nach dem bereits Bewiesenen ist K @@M frei
vem Rang n iber K . Es geniligt nun zu zeigen, da8 M von
XyreeorX, erzeugt wird. Sei x€ M vorgegeben. Es gibt einen
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Nichtnullteiler f in A derart, daB £x = :E:? 1
a; € A . Fir jedes j ist £ Pix, Y } (I)(fx,y ) =
Zlil= a, @(xi,y ) . Die Cramersche Regel zelgt nun, weil
det(@(x ,y V) Einhelt ist, daB a eAf . Da M torsionsfrei

ist, folgt x = ZI:=1 (al/f)xleAx1+...+Axn .

(11.5) Korollar., Seien A ein lokaler Ring, M ein endlicher

a,x, ist mit
iTi

A-Modul und (D eine symmetrische Bilinearform auf M . Dann

sind dquivalent:

(1) M ist frei und § vermittelt eine Dualitét.

(2} Die von (b auf M/WAM induzierte Form vermittelt eine Du-
alitdt.

Bemerkung. Ein endlicher Modul {iber einem lokalen Ring mit
einer symmetrischen Bilinearform, die eine Dualitidt vermittelt,
braucht nicht frei sein. So ist iiber dem Ring

A := kEx,YB/(XZ—Y3) = kﬂx, H das maximale Ideal W, ein Mo-
dul, fir den durch die Cramsche Matrix(i2 ;) bezﬁglich des
Erzeugendensystems x,y (Restklassen von X,Y), eine solche
Bilinearform definiert wird.

Beweis. Die Implikation (1) =3 (2} ergibt sich aus (11.1) und
(11.2). Umgekehrt: Sei X1,..
system von M . Modulo 'W%_ist XyseoorXy eine Basis von Mﬁmy .
Folglich ist diskr(xy,...,x ) = det (D (x50 4 5.
Einheit in A/m . wenn (2) q.'th Dann ist det(@(x Py )) eine
Einheit in A , und die Behauptung folgt aus (11.4) und (11.3) .

cr¥Xy ein minimales Erzeugenden=-

eine

§12. Charakterisierung dex Unverzweigtheit mit der Spur

Sei A ein Ring und B eine projektive A-~Algebra des Ranges n ,
d.h. eine A-Algebra, die ein projektiver A-Modul des Ranges n
istl

Durch die Spur Sp = Spi ist eine symmetrische A-Bilinear-

form

(x,y) ——>Sp (xy)

auf B definiert, die wir auch als Spur (-Bilinearform) bezeich-
nen. Wenn diese Bilinearform nicht ausgeartet ist, bzw. eine
Dualitdt vermittelt, so sagen wir: Sp ist nicht ausgeartet,
bzw., Sp vermittelt eine Dualitit.
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Sei ¢ : A —>A' ein Homomorphismus von Ringen. Dann ist
B' := A th eine projektive A-Algebra des R?nges n . Wie
wir am Ende von §8 sahen, gilt A'Q@Spi = Spi, . Dies bedeu-
tet, daB beim Tenégieren mit A' die Spur-Bilinearform auf
B in die Spur-Bilinearform auf B' libergeht. Insbesordere
folgt aus (11.1) und {11.2}:

(12.1) Grundringerweiterung. Sei B projektive A-Algebra des

Ranges n und cé : B-——aHomA(B,A) der durch die Spur defi-
nierte Homomorphismus. Ferner sei Q: A ~—3>A7A' ein Homomor-
phismus von Ringen. Dann ist A'QDG% nichts anderes als
GA'@ B °

Betrachten wir G% noch ndher. HomA(B,A) 1&gt sich in na-
tiirlicher Weise als B-Modul auffassen: Fiir hEEHomA(B,A) und
be B ist bh die Abbildung x+——>h(bx). Ist nun x€ B und be-
zeichnet hx das Multiplizieren mit x auvf B , so ist offenbar

CfB(x) =8peh, = x-Sp .

(12.2) Aussage. Sei B projektive A-Algebra des Ranges n und

xe B . Dann ist Gb(x} = X Spi . Insbesondere ist

O’B : B ———)HomA(B.A)

ein B-Homomorphismus.

Es folgt: Spi ist genau dann nicht ausgeartet, wenn Spi
von keinem Element # O aus B annulliert wird. Aus (11.3)
folgt, daB Oé genau dann bijektiv ist, wenn Gé surjektiv
ist. Also gilt:

(12.3) Aussage. Sei B projektive A-Algebra des Ranges n

Die Spur Spi vermittelt genau dann eine Dualitdt, wenn
HomA(B,A) als B-Mcdul von Spi erzeugt wird. In diesem Falle
ist HomA(B,A) als B-Modul isomorph zu B .

Das Hauptresultat dieses Paragraphen ist: .

(12.4) Satz. Sei B eine projektive A-Algebra deé Ranges n .

Genau dann ist B unverzweigt lber A , wenn Spi eine Dualitidt
zwischen B und HomA(B,A) vermittelt.

Bewels. Nach (2.3) ist B {ber A genau dann unverzweigt, wenn
fiir jedes maximale Ideal " aus A die endliche Algebra B/B
iiber dem Kdrper A unverzweigt ist. Andererseits ist
HomA(B,A) als direkter Summand des Duals eines endlichen
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freien A-Moduls insbesondere ein endlicher A~Modul. Daher ist
Gé genau dann surjektiv, wenn fiir jedes maximale Ideal wv
von A der Kokern von (A/w)@ﬂé trivial ist. Wegen (12.1) be-
deutet dies genau, daB fir jedes maximale Ideal W von A die
Spur von BB ilber A4M eine Dualitdt vermittelt.

wir diirfen daher von nun an annehmen, daB A ein Kdrper ist.
Uber einem Kdrper ist die Spur iibrigens genau dann nicht aus-

geartet, wenn sie eine Dualitdt vermittelt.

Zundchst zwei Hilfsliberlegungen. Sei R eine endliche Alge-
bra iber einem kOrper k ; ist Spi nicht ausgeartet, so ist R
reduziert. Beweis: Sei ¥l der Durchschnitt der maximalen Ide-
ale von R . Jedes xe 88l ist nilpotent, woraus Spi(xR) =0
folgt. Das ergibt ¥l € Kern Gy « Ist also Op injektiv, so
ist Wl = 0 , was bedeutet, dapR R reduziert ist.

Sei R endliche Algebra ilber dem Kdrper k und k' ein Erwei-
terungskérper von k . Offensichtiich ist 6% genau dann injek-
tiv, wenn k'lB Cf injektiv ist. Nach (12.1) ist dies dquiva-
lent dazu, daB G' injektiv ist. Also: Spk ist genau dann

k'®@R "@R
nicht ausgeartet, wenn Spk, nicht ausgeartet ist.

Sei jetzt Spi nicht ausgeartet iiber A . Wie wir gerade sahen,
]
ist dann SP:'GB nicht ausgartet fiir jeden ErweiterungskOrper

A' von A . Nach Lemma {(3.1) ist B folglich unverzweigt iiber A .

Sei umgekehrt B ilber A unverzweigt. Nach (3.1) ist B direk-
tes Produkt von Korpern B1,...,Br,die separable endliche Er-
weiterungsk&rper von A sind. Es ist trivial zu sehen, daB
Spi genau dann nicht ausgeartet ist, wenn alle Spuren Spii
nicht ausgeartet sind. Es geniigt daher zu zeigen, daB sepa-

rable Kdrpererweiterungen nicht ausgeartete Spuren besitzen.

Sei also K : k eine separable endliche K&rpererweiterung.
Sei L ein endlicher Erweiterungskdrper von K , der normal
iber k ist. Sei K = k{x] und ol das Minimalpolynom von x iiber
k . Dann ist L® K = L @ (k[x]/olk[x]) ¥ L[x]/«(L{x]. Da
iiber I in n verschiedene Linearfaktoren zerfdllt, ist die
L-Algebra L<® K direktes Produkt von Kérpern, die zu L iso-
morph sind. Folgllch ist SPLOK nicht ausgeartet. Nach einer
oben bereits benutzten Uberlegung ist dann auch Bpk nicht

ausgeartet. Und das war noch zu zeigen.
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(12.5) Korollar. Sei B eine projektive A-Algebra des Ranges n.

Ist B unverzweigt liber A , 50 ist HomA(B,A) = B-Spi als B-Mo-
dul isomorph zu B .

Der Beweis ergibt sich aus (12.2) und (12.4) ..

{(12.6) Korollar. Sei B eine pfojektive A-Algebra des Ranges

n=1 ., Ist B unverzweigt iilber A , so ist Spi : B—>A ein
surjektiver A~Homomorphismus; insbesondere besitzt der A-Mo-
dul B einen zu A isomorphen direkten Summanden.

ot

Beweis. Sel M ein maximales Ideal von A . Da B = HomA(B,A)
und da B endlicher projektiver A-Modul des Ranges n=1 ist,
hat man ¢ ¥ (A/#M) ®AB =2 (A/WM) ®AHomA(B,A) = HomA/m(B/mB, A M),
Wegen Hom, (B,A) = B Sp folgt Bild Sp ¢ . Da dies fiir jedes
maximale Ideal von A gilt, gilt Bild Sp = A .

Ein anderer Beweis ist wie folgt zu fiihren. Offenbar ge-~
niigt es zu zeigen, ng fﬁrBjedes maximale Ideal wi von A die

Lokalisierung AM¢$SPA = Sp “ surjektiv ist. Also darf man

annehmen, daBR B freier A-Mgahl mit der Basis x1,...,xn ’

n=a 1 iiber dem lokalen Ring A ist. Dann ist det(Sp(xixjn eine
Einheit. Folglich ist eines der Elemente Sp(xixj) der Matrix
(Sp(xiij eine Einheit (im lokalen Ring A) . Das bedeutet aber

1€ Bild Sp . -

Der Satz (12.4) setzt uns in die Lage, den folgenden wichti-
gen Satz Uber unverzweigte Erweiterungskdrper normaler Ringe

zu beweisen.

(12.7) Satz von Krull. Sei A normaler Integrititsring und B

eine unverzweigte torsionsfreie endliche A-Algebra. Dann ist
B direktes Produkt von endlich vielen normalen Integritits-
ringen, die unverzweigte endliche projektive A-Algebren sind.

Beweis. Einen groBen Teill der Vorarbeit hat bereits Satz
(10.14) geleistet: B ist ein projektiver A-Modul vom Rang n .

Sei K der Quotientenkdrper von A . Da B torsionsfrei ist,
ist B in die K-Algebra L := K«SAB eingebettet. L ist Uber K
unverzweigt und endlich und daher direktes Produkt von sepa-
rablen endlichen Erweiterungskdrpern L1""’Lr von K . Ins-
besondere ist L der totale Quotientenring von B . Wir zeigen
nun zuerst, daB B ganz-abgeschlossen in L ist. Sei B der
ganze AbschluB voﬁ B inL .
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Ist 32. ein Primideal in A , so ist K@ B? = (K ®AB) = L

auch der totale Quotientenring von B? ; bgﬁanntlich ist Eé
der ganze AbschluB von %? in L . Es geniigt deshalb, E? = B
fir alle 4 € Spek A zu zeigen, d.h. wir diirfen fiir den Nach-
weis von B = B annehmen, daB A lokal ist; die Voraussetzungen
ibertragen sich ja. Nunmehr gibt es eine A-Basis KyreoorX,
fir B . Sel x€B . Nach (12.4) ist die (mit der Spur gebilde-
te) Diskriminante 4 := diskr(x1,...,xn} eine Einheit in A .

Wir setzen x = a ¥ t...+a x mit a, €K an. Mit B ist auch B[x]
endlich ilber & ; nach (10.4) ist daher Sp(B[x])g.A . Insbeson-

P_ a. Sp(x.x.). Nach der Cramer-
i=1 7i i™j

schen Regel ist dann daie A flir jedes i . Da d Einheit in A

dere ist A 3 Sp(xxj) =

ist, erhdlt man aT,...,ane A , also xeB .

Wir haben bewiesen: B ist ganz abgeschlossen in L . Das
Einselement e, von L, ist idempotent in L . Die Ganzheits-
gleichung ei - ei = 0 zeigt, daB ey bereits zu B gehdrt. Da-
her ist B direktes Produkt der Unterringe Bei , die in Li
liegen. Diese sind auch unverzweigte endliche projektive
A-Algebren. Jedes Bei ist ganz abgeschlossen im Kdrper Li'

Damit ist (12.7) bewiesen.

Anmerkung. Unter gewissen Voraussetzungen kann man in (12.7)
auf die Voraussetzung der Torsionsfreiheit verzichten; vgl.

die  Anmerkung am SchluB von §10 .

Fiir die Galcistheorie ist folgende Anwendung von (12.7)

niitzlich:

(12.8) Satz. Sei A ein normaler Integritdtsring und B eine

unverzweigte torsionsfreie endliche A-Algebra. Ferner sei C
ein normaler Integritdtsring, der A-Unteralgebra von B ist.
Dann ist C eine unverzweigte endliche projektive A-Algebra.

Beweis, Nach (12.7) ist B direktes Produkt endlich vieler
normaler Integritatsringe Bi , die unverzweigte endliche_
projektive A-Algebren sind. Die B, sind Restklassenringe

von B . Dies gibt zu kanonischen Homomorphismen von C in die
Bi Anlaf3, deren Kerne endlich viele Primideale sind, deren
Durchschnitt das Nullideal ergibt. Daher ist bereits einer
der Kerne das Nullideal im Integritdtsring C . Wir diirfen
daher annehmen, daB auch B ein normaler Integritdtsring ist.

Die Voraussetzungen libertragen sich auf alle Lokalisie-
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rungen von A . Nehmen wir daher zundchst einmal an, dag 2
lckal ist. Dann ist B semi-lokal. Nun ist aber B auch eine
unverzweigte torsionsfreie endliche C-Algebra. Da B ganz {iber
C ist, ist C insbesondere semi-~lokal. Nach (12.7) ist B un-
verzweigte endliche projektive C-Algebra mit einem Rang t.
Daher ist B ¥ Ct . Also gibt es einen C-Homomorphismus von

B auf C¢ . Das zeigt, daR C freie endliche A*Algebra ist;

denn B ist ja frei iber A .

Nach (2.3) ist C bereits dann unverzweigt ilber A , wenn
Cﬁu%c unverzweligt lber Aﬁwh ist. Dafiir brauchen wir wegen
(3.1) nur zu zeigen, daB c/whc Unteralgebra von B/wﬁB ist;
denn B ist unverzweigt {iber A . Als¢ braucht man nur
Cr\((vth)B) =«ﬂﬁc zu verifizieren. Aus der Unverzweigtheit
von B Uber C folgt, daB sich das Jacobsonradikal von C zum

Jacobsonradikal von B erweitert: 'W%B =/W% . Wegen der Unver-
zweigtheit von B tiber A ist auBerdem fth =»M% . Daher hat
man Cr\((wl,hC)B) = CAMB = Cr\'WLCB . Da B frei iiber & ist,
folgt nun 4MAC =:M% .

Wir haben bewiesen: Flir jedes maximale Ideal M4 von A ist
Cy, unverzweigte freie AmfAlgebra des Ranges s := m/t . Nun
ist nur noch zu beweisen, daB8 C endlich iiber A ist.

Flir jedes maximale Ideal "4 von A sei x1(¢w),...,xS(MMJ
eine Teilmenge von C , die Basis von qmrﬁber AM&ist. Sei
Ay 2= diskr(x1(¢wd,...,xstm¢)) . Dann ist du$eaA upd dm¢Ein—
heit in A . Es ist klar, daB alle qm_das Ideal A erzeugen.
Es gibt daher eine endliche Menge N von maximalen Idealen von
A derart, daB ZmeuAd = A ist. Sei nun /? ein beliebiges
maximales Ideal von A ., Es gibt ein € N derart, das Ay
Einheit in A, ist. Nach dem Gramscheh Kriterium ist dann
x1{~wd,...,xstmw0 Erzeugendensystem von C, liber A, . Damit
ist kiar, das C von den X M), 1=iLs, meN liber A erzeugt
wird.

§13. Diskriminantenideale

Sei A ein Ring und B eine endliche A-Algebra mit dem Rang n .
Spur und Norm ven Elementen aus B sind dann nach §10 wohlde-
finierte Elemente aus dem totalen Quotientenring K von A .

Zu jedem x€B sind Sp(x) und N(xX) sogar ganz iiber A nach (10.3).
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Das Bild des A-Homomorphismus /\PB @h/\PB _giiffﬁ,x mit

{x,l A.../\xn)® (y.l Aess Ayn)b-—+det(5p(xiyj))1éi'jén

heiBt das Diskriminantenideal -ug von B iiber A , oder auch
kurz die Diskriminante von B iiber A . Es ist offenbar ein
endlicher A-Untermcdul von K . Im allgemeinen ist -ni nicht

in A enthalten.

Da die Spur in K.@hB ausgerechnet wird, ist 'ﬂi = ﬂiltE ,

wobei tB den Torsicnsuntermodul von B bezeichnet, der ein

Ideal in B ist. Uber die Torsion der A-Algebra B gibt das

Diskriminantenideal also keinen AufschluB. Nach (10.4) und
(10.5) ist klar:

(13.1) Aussage. Ist A ganz abgeschlossen in seinem totalen

Quotientenring oder enthidlt Frei,B eine offene quasi-kompakte

A
und vollstdndige Menge, so ist ﬂg ein endliches Ideal in & .

" Nach (10.2) gilt ferner:

{(13.2}) Aussage. Sei B eine endliche A-Algebra des Ranges n ,
? : A—>A' ein Ringhomomorphismus und B' die endliche A'-Al-

gebra_B' 1= A‘t&AB des Ranges n . Es gebe ein multiplikatives
System § in A derart, daB flir jedes Primideal P aus A mit
?ms = @ der Af—Modul B, frei ist und daB ‘:?(S) nur aus
Nichtnullteilern von A' besteht. (Diese Voraussetzung ist bei-
spielsweise fiir S = {1} erfiillt, wenn B projektiv ist, und

- fir das multiplikative System aller Nichtnullteiler von A ,
wenn A' flach i{lber A ist.) Dann ist

B' ., B
Moo = ATty
Beweis. Sei K der totale Quotientenring von A und K' der von A'.

Der A-Modul ﬂi wird von den Diskriminanten det(SpiaB(xiyj))

erzeugt, wobel x1,...,x5,y1,...,yn irgendwie aus einem A-Erzeu-
gendensystem von B herausgegriffen wird. Das Entsprechende gilt

T
flir 11,2. und die Elemente 1®xi ; 1®y. von B' ., Es genligt also
flr beliebige x€ B zu zeigen, daB Sp§9 (x) bei kanonischer Ab-
] ]
bildung in K' das Element Spi{(.gB (1®x}) ergibt. Die Spuren

sind aber Koeffizienten des charakteristischen Polynoms der
Multiplikation mit x bzw. 1®x . Daher folgt das Resultat nun
mit (10.2). -

Zum Gebrauch von (13.2) sei an die Anmerkung zu (10,2) er-~
innert.
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Mit der Diskriminante Mg 148t sich die Verzweigungsmenge
B _ _ L . .
vzw, = TrADA(B) —-{:?ESpek A s %? verzweigt iiber A?S-(zur
Definition siehe den Anfang von §2) beschreiben:

(13.3) Satz. Sei B eine torsionsfreie endliche A-ARlgebra vom

Rang n . A sei normaler Integritdtsring, oder FreiAB enthalte
eine offene, quasi-kompakte und vollstindige Menge. Dann gilt:

B B
VIW, = v { ﬂﬁ) .

Beweis, Wie im Beweis zu Satz (10.14) in den Einzelheiten aus-
geflihrt ist, lbertragen sich alle Eigenschaften von A und B
bei Nenneraufnahme multiplikativer Systeme.

Sei g}E:V(4LA), also 1%e1n fw unmfassendes Primideal ven 2

B
Dann ist A,f + Ag, Ny = 41};? . Wire ,?$ wi .
verzweigt {iber A_ . Nach® (10.14) bedeutetedies, dag %? endliche
freie A -Algebra wére. Aus der Unverzweigtheit folgte nach Satz

dann wdre B, un-

(12.4), daB die Spur von B? {iber A? eine vollstindige Dualitit
vermittelts, was hieBe, daB die Diskriminante von B? iber A?

das Einheitsideal A? widre. Widerspruch! Alsc ist doch P € vzwi.

Sei umgekehrt »?-¢V( 11A). Zu zeigen ist: 4 4 vew> . Es ist

ﬂ.? ('n = A_ . Wir diirfen also annehmen, daBg AAlokal ist
und?daB ﬂ. = A ist, und haben dann zu zeigen, daBR B unver-
zweigt uber A ist. Da A lokal ist, gibt es Elemente KyvwooeXoy
Yqreeor¥, € B derart, daR det(Sp(x y )) Einheit in A ist. Sei

K der totale Quotientenring von A . Nach Voraussetzung iiber B
ist KL@%F projektiver Modul des Ranges n iilber K . Das Cramsche
Kriterium zeigt, daB R:®AB frei vom Rang n Uber K ist und ins-
besondere Yqreses¥y als K-Basis hat. Da B torsionsfrei ist,
hat man B CK ®AB . Wir zeigen nun B = Ay.|+.-..+Ayn in K®AB .
Sei y € B vorgegeben, etwa y = a1y1+...+anyn mit aje K . Dann
ist Sp(xiy) = EE:?=1 ajSp(xiyj) . Flir das Element x;¥y von B
ist Sp(xiy)e‘A nach (10.4) und (10.5). Mit der Cramerschen
Regel folgt nun det(Sp(xiyj))-aeeaA fir alle v, also

a.l,...,aneA . Das war noch zu zeigen.

(13.4) Rorollar. Sei B eine tPgsionsfreie endliche A-Algebra
vom Rang n=1 . A sei ein normaler Integrititsring, oder
FreiAB enthalte eine offene, quasi-kompakte und vollstindige
Menge. Dann sind dquivalent:

(1) B ist unverzweigt liber A
(2) Es ist ﬂ, .
(3) Der A-Homomorphismus /Vi G%fAFB ~93§5£¥>A ist bijektiv.
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Beweis. Die Aquivalenz von (1) und (2} ist ein Spezialfall

von (13.3). DaB die Diskriminantenabbildung genau dann surjek-
tiv ist (2) , wenn sie bijektiv ist (3) , folgt einfach daraus,
daB unter der Voraussetzung der Unverzweigtheit B nach (10.14)
projektiv vom Rang n ilber A ist, so daB /\PB'QE "B projektiv

vom Rang 1 iiber A ist.

(13.5) Lemma. Sei B eine torsionsfreie endliche A-Algebra vom

Rang n=1 ., Mit K sei der totale Quotientenring von A bezeich-

net, L = K GhB sei unverzweigt llber K . Dann sind dquivalent:
(1) B ist projektive A-Algebra.

B . s R .
(2) ﬂA ist ein invertierbares Ideal. (Das scll heiBen: ﬂg

ist ein projektiver A-Untermodul des Ranges 1 von K .}

Beweis. Aus (1) folgt (2). Sei B projektiv. Dann ist

M= /\’B Gh/\nB ein projektiver A-Modul des Ranges 1 . Es
genligt nun zu zeigen, daB die Diskriminantenabbildung injek-
tiv ist. M ist aber torsicnsfrei und daher in ,A@L @%/\pL ein-
gebettet, und sogar dort ist diskr iniektiv, da L unéerzweigte
projektive K-Algebra vom Rang n ist.

Aus (2) folgt (1) . Sei ﬂg invertierbar. Diese Eigenschaft

und die Voraussetzungen {bertragen sich auf alle Lokalisie-
rungen von A . Wir diirfen deshalb 2 lokal annrehmen, und haben .
zu zeigen, daB B freier A-Modul des Ranges n ist. ﬂp ist jetzt

A
ein freier A-Modul des Ranges 1 . Jedes Erzeugendensystem von

r

-ﬂg enthdlt eine Basig. Daher gibkt es Elemente XyrewoeX,

. B
Yqreeesy, aus B mit M, = AA , wo A= det(Sp(xiyj))eK .

Es ist K ='nK = K-ﬂ% : denn L ist unverzweigt iliber K . Also

ist A Einheit in K . Nach dem Gramschen Kriterium ist

Yqreeee¥Yp eine K-Basis von L . Wir behaupten: B = Ay1+...+Ayn.

Sei ndmlich xe€eB , x = a1y1+...+anyn mit ajesx . Es ist

Sp(xix) = :Z:g=1 ajSp(xiyj) . Nach der Cramerschen Regel ist
nun aqlﬂ die Deter_minante der Matrix, die aus (Sp(xiyjn durch
Ersetzen von y, durch x hervorgeht, also ebenfalls ein Element
von ﬂ% . Da /AA Einheit in K ist, folgt jetzt aaeeA , und dies

fiir 1£9<n . Somit ist y,,...,y, eine A-Basis von B

Bemerkung. Die A-Algebra B erfiille die Voraussetzungen von

(13.5) und die dort angegebenen Hquivalenten Bedingungen. Dann
. ; . C s B
ist die Diskriminante #

A
A-Moduln vom Rang 1 ein Quadrat, ndmlich das Quadrat des pro-

in der Gruppe Pic A der projektiven

jektiven A-Moduls /\PB vom Rang 1 iiber A . Der Modul /\nB
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braucht nicht frei zu sein. Beispiel: A Ring der ganzen Zah-
len in Q(“:E) und B Ring der ganzen Zahlen in Q(Q-S V2 ).

Es lohnt sich, den zweiten Teil des Beweises von (13.5)
als gesondertes Lemma aufzufihren:

(13.6) Lemma. Sei B eine torsionsfreie endliche A-Algebra vom

Rang n=1 . Mit K sei der totale Quotientenring von A bezeich-
net. Kﬁ@%@ sel unverzweigt {lber X . Sind x1,...,xn,y1,...,yn

Elemente von B mit A-det(Sp(xiyj)) = ’ni , S0 sind XqyeoeorX,
und Yqr-++rY, A-Basen von B Uber A ; insbescondere ist B frei

iber A .

Wir sind nun in der Lage, einen Spezialfall des Satzes von
der Reinheit des Verzwéigungsortes behandeln zu k&nnen. Diese
ilberlegung wird in Kapitel V beim Beweits des allgemeinen Satzes
bendtigt.

(13.7) Satz. Sei A ein noetherscher Ring und B eine endliche

projektive A-Algebra des Ranges n =1 . Fir alle Primideale v
von A mit codh %}:é 1 sei B, ilber A_ unverzweigt. Dann ist B

¥ o

unverzweigt Uber A .

Beweis. Da B projektiv ist (FreiAB = Spek z), ist ﬂi ein gan-
zes Ideal. Wegen (13. 3) ist vzwi = V{ n ) , und wir brauchen

nur zu zeigen, daB 'n ¥ A zum Wlderspruch fihrt.

Sei K der totale Quotientenring von A . Die maximalen Ideale
von K erhdlt man aus den ¢ € Ass A , fiir die codh A = O ist.
Daher ist K SEB unverzweigt iliber K . Nach (13.5) ist nun ﬂ:

B A
(e umfassendes Primideal. Dann ist ( ﬂa) ein Hauptideal in
A, das von einem Nichtnullteiler erzeugt wird. Nach der Wahl

40}’

, \ . . B
ein invertierbares Ideal. Bei 4, = A sel c7 ein minimales

von 47 ist codh 2, = 1 . Nach Voraussetzung ist daher %% un-
verzweigt iber A, , was ( ﬂ = 'ﬂ By = A bedeutet. Dies
" 2%y By~

ist ein Widerspruch zu nﬁkg.uy

Als Ergdnzung zu Lemma (13.5) erwidhnen wir noch zwei nufz-
liche Kriterien:

(13.8) Lemma. Sei A ein Krullring und B eine endliche torsi-

onsfreie A-Algebra des Ranges n . Dann gilt:

(1) 1Ist 'ﬂi ein reduziertes invertierbares Ideal (¥ C) , so
ist B projektiv {iber A und ganz abgeschlossen in sei-
nem totalen Quctientenring.

(2) Sind x ,...,xn Elemente von B derart, daR das von

1
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diskr(xT,...,xn) erzeugte Ideal ein von O verschiedenes
reduziertes Ideal ist, so ist B frei iiber A mit A-Basis
KovooorX, o und B ist ganz abgeschlossen in seinem tota-
len Quotientenring.

In beiden Fillen ist B direktes Produkt endlich vieler Krull-

ringe, die endlich iilber A sind.

Bewels. Sei K der Quotientenkdrper veon A . Dann ist L := K(EAB
bereits ein Ring, in dem alle Nichtnullteiler Einheiten sind.
B ist in L eingebettet. Daher ist L der totale Quotientenring
von B ., In beiden Fdllen hat man ﬂ; = K*ng ¥ 0 und daher

’né = K . Also ist L unverzweigt iiber K . Nach (3.1) ist L
direktes 'Produkt separabler endlicher Erweiterungsk&rper

K]""'Kr von K .

Sei x ein Element der ganz akgeschlossenen Hiille E von B
in L und B' := B[x] . B' ist ebenfalls eine endliche torsi-
onsfreie A-algebra des Ranges n . Wir zeigen in beiden Fadllen

B = B' , In Fall {2) sei I' := Ax1+...+Axn .

Sei P die Menge der minimalen Primideale # © in A . Da B'
torsionsfrei ist, ist B) ein freier %FModul des Ranges n ilber

L4

dem Hauptidealring; sei etwa Yqeeeor¥p eine Basis. In Fall (1}

seien KypeserX, Elemente aus B , die eine Basis von B, lber

®

A, ergeben. Sei x. = a..v, mit a..e€d_ . Dann ist
’?’ g 3 Z ljyl ij ,y,

dlgkr(x1,...,x ) = det{a, jF-' Qiskr(yqreees¥y ) in A? . Wegen
'ﬂ LR 'ﬂﬁ in Fall (1) und direkt nach Voraussetzung in Fall

(2)ferzeugt d := diskr({x ...,xn) ein reduziertes Ideal ¥ O

1!‘
in A, , also entweder A, oder g»A . Es ist jetzt klar, daB

4
det (a lJ) eine Einheit ist. Das bedeutet aber 2? = B! bzw.
. = B! R
g Z 4

Das Ideal % := AnnA(B'/B) bzw. AM:= AnnA(B'/F) hat nach
dem gerade Bewiesenen die Kodimen51on 3:2 . Es ist somit klar,
das 4F%- M2 < n> in Fall (1) und m #2'C a-d in Fall (2).
Wegen codim Anzn =>2 gibt es, da ﬂﬁ und Ad ungemlschte Ideale
der Kodimension 1 sind, ein f e»m? , das prim zu ﬂh bzw. Ad
ist. Es folgt jetzt M = M5 in Fall (1) wnd # = Ad = s
in Fall (2) . Nach (13.5) sind daher B und B' endliche projek-
tive A-Moduln., Mit Hilfe der Gleichheit der Diskriminanten
zeigt man nun, indem man (13.6) lokal anwendet, daB Buu? Bl
ist fir jedes maximale Ideal M von A . Dann ist B = B' . (Das

Lokalisieren kann man sich in Fall (2) sparen.)
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Eine einfache Betrachtung der idempotenten Elemente von L
zeigt (vgl. den SchluB des Beweises von (12.7)), daB B in das
direkte Produkt der (liber A endlichen) Ringe Bi zerfillt, die
das Bild von B in Ki sind. Und dabei ist B
¢+ also ein Krullring. -

i der ganze AbschluB

von A in Ki
SchlieBlich sei noch ein Hinweis zur Berechnung der Diskri-
minanten gegeben. Sel B endliche A-Algebra vom Rang n , etwa
B = Ax1+...+Axm . Dann sei 1% das wvon den Diskriminanten
c'iiskr(:-:i recer X, Y 1£~i1<...<iné m erzeugte A-Ideal in
K bezeichnet. MaR hat #, € M. . Natiirlich hingt f, i.a.
von der Auswahl des Erzeugendensystems ab. Es gibt aber Fidlle,
in denen sich die Verwendung des (einfacher zuﬂberechhenden)
Ideals 1&1 lohnt. Ist B beispielsweise endliche projektive
A-Algebra (wie das bei den endlichen Erweiterungen von Dede-
kindringen der Fall ist), so ist notwendig H, = ‘nB

1 A
man durch Lokalisieren und Aussuchen von Basen aus den xi im

¢ Wie

Lokalen sofort feststellt. Immerhin ist ﬂﬁ mit Nenneraufnahme
vertridglich. Es gilt ferner: Ist A normaler Integritédtsring,
oder enthdlt FreiAB eine offene, quasi-kompakte und vollstin-
dige Menge, ist B torsionsfreie A-Algebra und ist 1H ein in-
vertierbares ldeal, so ist B projektiv iiber A und -ni = M.
Die Hilfsmittel flir den Beweis stehen in den S4tzen dieses

Paragraphen zur Verfigung.
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KAPITEL III: DIFFERENTEN

§14. Frobeniusalgebren

In der Differententhecrie, die wir in diesem Kapitel besprechen
wollen, ist es vorteilhaft,den Begriff der Frobeniusalgebra

verwenden zu kodnnen.

- Definition. Sei A ein Ring. Eine A-Algebra B heiBt eine Frobe-

niusalgekbra Uber A , wenn B endlicher projektiver A-Mcdul ist

und wenn der B-Modul HomA(E,A) projektiv ist. Eine A-Algebra
B heint eine strikte Frobeniusalgebra {iber A , wenn B endlicher

projektiver A-~Modul ist und wenn der B-Modul HomA(B,A} isomorph

Zu B ist.

Sei B Frcbeniusalgebra liber A . Als A-Modul ist Hom, (B,A)
endlich. Alseo ist HomA(B,A) auch als B-Modul endlich, d.h.
HomA(B,A) ist ein endlicher projektiver B~Modul.

Will man beil einer endlichen projektiven A-Algebra B die
Frobeniuseigenschaft nachpriifen, so beachte man, dag HomA(B,A)
notwendig Modul endlicher Darstellung iliber B ist. Ist ndmlich
h : Bnk——>HomA(B,A) ein surjektiver B-Homomorphismus, so bhe-
sitzt h als A-Homomorphismus einen Schnitt, d.h. Kern h ist
A-projektiv., Dann ist Kern h auch endlicher B-Modul.

(14.1) Direkte Produkte. Ein direktes Produkt von A-Algebren

BT""'Br ist genau dann eine Frobeniusalgebra ilber A , wenn

B1""'Br Frobeniusalgebren ilber A sind.
r

Bewels. Das direkte Produkt 1=1 Bi ist genau dann endlich

und A-projektiv, wenn es alle Faktoren B, sind, Ferner ist

vom, ([[5_, B,,2) ® [T, Hom, (B,,A) als Modul tber || F_. B
A i=1 i’ i=1 AL’ i=1 i

genau dann projektiv, wenn die direkten Faktoren HomA(Bi,A)

projektiv iiber Bi sind.

(14.2) Hilfssatz. Sei B eine endliche projektive A-Algebra,
A' eine weitere A-Algebra und B' die A'-Algebra A'tghB . Dann

sind die kanonischen Abbildungen ,

B' @ Hom, (B,A)NA' & Hom_ (B,A) —YE—aHom (B',A')
BTTANTS ATTTAYTY Al !
bijektive B'-Homomorphismen.

Beweis. DafB ‘q% bijektiver A'-Homomorphismus ist, wurde in

(11.2) bewiesen. Da \yé durch a'@h+—>a'(A'®h) gegeben ist,
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ist auch die B'-~linearitdt klar. Wegen der Assoziativitit des
Tensorproduktes ist schlieBlich A QﬁﬁomA(B,A)

1 p— 1 = L 3
A ®A(B®BHomA(B,A))— (A ®AB)®BHomA{B,A) B ®BH0mA(B,A),
und diese Isomorphien sind B'-Isocomorphien.

(14.3) Hilfssatz. Sei B eine endliche projektive Algebra iiber

dem lckalen Ring A ., Sei k := Afwh der Restekdrper von A und
B :=k ®,B = B/wyB . Dann sind &dquivalent:
(1) B ist Frobeniusalgebra iiber A .

(2) B ist Frobeniusalgebra iiber k .
{(3) B ist strikte Frobeniusalgebra iiber k .
{(4) B ist strikte Frobeniusalgebra iiber A .

Beweis. Aus (1} folgt (2} . HomA(B,A) ist endlicher projekti-
ver B-Modul. Nach (14.2) ist daher k:@@ﬂomA(B,A) = Homk(ﬁ,k)
projektiver B-Modul.

Aus (2) folgt (3) . B ist als endliche k-algebra direktes
Produkt seiner Lokalisierungen §i nach maximalen Idealen.
Nach (14.1) sind alle ﬁi Frobeniusalgebren iiber k . Uber lo-
kalen Ringen sind projektive Moduln frei; ein Dimensionsargu-
ment ilber k zeigt weiter Homk(Ei,k) Q'Ei . Daher ist
Homk(B,k) als direktes Produkt der Homk(ﬁi,k) zyklischer
B-Modul. Ein erneutes Dimensionsargument zeigt Homk(ﬁ,k) = B,

hus (3) folgt (4) . Mittels (14.2) folgt, daB k ®AHomA(B,A)
= '§®BHomA(B,A) = Hom, (B,A) /w4 B-Hom, (B,R) zyklischer B-Modul
ist., Da %%B im Jaccbsonradikal von B enthalten ist, folgt
nach dem Lemma von Krull-Nakayama, daR HomA(B,A) zvklischer
B-Modul ist. Ein surjektiver Homomorphismus B-ﬁ—aHomA(B,A)
von freien A-Moduln desselben Ranges ist aber bijektiv. Daher
ist HOmA(B,A) = B als B-Modul. (1) ist Abséﬁ%chung von (4) .

(14.4) Satz. Sei B eine endliche projektive A-Algebra. Dann
gilt:

(1) Ist A' eine A-Algebra und ist B Frobeniusalgebra iiber 2,
so ist A! @AB Frobeniusalgebra lber A' . ‘

(2) B ist genau dann Frobeniusalgebra {iber A , wenn fiir jedes
Primideal 4 von A die Lokalisierung 3? eine Frobeniusal-
gebra iber %? ist.

(3) B ist genau dann Frobeniusalgebra {iber A , wenn fiir jedes
maximale Ideal w von A die Lokalisierung By, eine Frobeni-
usalgebra lber A,ist.
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(4) B ist genau dann eine Fropeniusalgebra iiber A , wenn fiir
jedes maximale Ideal ¥ von A die Algebra (A/M¢)(3AB
eine Frobeniusalgebra ilber dem RestklassenkSrper A/m ist.

(5) Sei B eine Frobeniusalgebra i{iber A . Dann ist HomA(B,A)
ein projektiver B-Modul des Ranges 1 .

(6) Ist A semilokal und B Frobeniusalgebra ber A , so ist
B strikte Frobeniusalgebra iiber A .

{7) Ist B strikte Frcbeniusalgebra iiber A und ist By, ¥ O
fiir jedes maximale Ideal w4 von A , sc ist A direkter
Summand von B . ’

(8) 1Ist 5>: A —=>A' ein Ringhomomorphismus derart, daB es
zu jedem maximalen Ideal W von A ein Primideal ?5 in A'
mit y(w,) < /23 gibt, und ist A’ ®AB Frobeniusalgebra
ber A' , s0 ist B Frobeniusalgebra iUber A .

(9) Ssei ®: A—>B der Strukturhomomorphismus und A' :=
Bild¢ & B . Dann ist A’ endliche projektive A-Algebra
und B endliche projektive A'-Algebra.

B ist genau dann Frobeniusalgebra tiber A , wenn B
Frobeniusalgebra iber A' ist.

Beweis. Zu (1). Sei B Frobeniusalgebra ilber A und A' eine
beliebige A-Algebra. Dann ist B' := A' ®,B eine endliche pro-
jektive A'-Algebra. Mittels (14.2) folgt, daB HomA.(B',A’) =
B'®BHomA(B,A) projektiver B'-Modul ist.

Zu (2) und {(3). Ist B Frobeniusalgebra iber A und ¥ ein
Primideal in A , so ist g? = A?ﬁgmp Frobeniusalgebra iiber %?
nach (1). Zum Beweis der Umkehrungemin (2) und (3) nehmen wir
an, da8 B, Frobeniusalgebra iber AWList fiir alle maximalen
Ideale m¢t von A . Nach (14.2) bedeutet dies, da8 jeder B,—Mo-
dul Hom, (B,A) projektiv ist. Ist Ll ein maximales Ideal von
B mit W 2 M , so ist erst recht der By -Modul Homy, (B, A)g =
HomA(B,AHan’ projektiv. Da B endlich iilber A ist, enthilt je-
des maximale Ideal von B ein maximales Ideal von A . Folglich
ist HomA(B,AJthrojektiver By~Modul fir jedes maximale Ideal W
ven B . Da HomA(B,A) ein B~Modul endlicher Darstellung ist,
folgt jetzt, das HomA(B,A) projektiver B-Modul ist. Also ist
B Frobeniusalgebra iliber A .

Zu (4). Ist M ein maximales Ideal vcn A , so ist A/ =
Aw/“*AMp' Wwegen (1) und (3) dirfen wir zum Bewa2is von (4) also

annehmen, daf A lokal ist. In diesem Falle brauchkt aber nor
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(14.3) herangezogen zu werden.

Zu (5). Da jedes maximale Ideal von B iiber einem maximalen
Jdeal von A liegt, geniligt es wegen der {(im Beweis von (2)
und (3) naher ausgefihrten) Lokalisierungstechniken, (5) fir
lokale Ringe A 2u zeigen. Jetzt braucht aber nur noch (14.3)
herangezogen zu werden.

Zu (6). Da B endlich liber A ist, ist auch B semilckaler
Ring. Ein endlicher projektiver Modul mit Rang iiber einem
semilokalen Ring ist aber frei. (Siehe den Anfang von §8.)
Mit (5) ergibt sich nun, das HomA(B,A) freier B-Modul des
Ranges 1 ist.

Zu (7). Sei HomA(B,A) = BQ mit einem ne HomA(B,A). Wir
brauchen nur zu zeigen, daB 11 auf A abbildet, da B dann
direkte Summe von Kernvz und A ist, Machen wir die Annahme,
dag Tz(B) in einem maximalen Ideal W von A enthalten ist.
Sei k := A/ . Nach (14.2) istlc@wz ein erzeugendes Element
von Homk(k @AB,k). Wegen ‘rl(B) S M ist aber k®rz =0 . Es
folgt 0 = k®,B = (B /WA ) ®AMBW , was wegen des Lemmas
von Krull-Nakayama B, = O bedeutet. Widerspruch! Also ist n
doch surjektiv.

Zu (8). Ssei ¢ : A —>A' ein Ringhomomorphismus mit den
angegebenen Eigenschaften. Sei wi ein beliebiges‘maximales
Ideal von A und k := A/ . Wegen {(3) brauchen wir nur zu
Zeigen, daB B =k GkB Frobeniusalgebra ilber k ist. Uber
9(&%& liegt nach Voraussetzung ein Primideal und daher auch
ein raximales Ideal ' . Sei k' := A'/M4' . Nach (1) ist
k' ®AB = k' ®A' (al ®,B) Frobeniusalgebra iiber k' . Nun ist
aber A —>k' nichts anderes als die Akbildung A —» A/ —>A/u/'.
Daher ist B' := k'®,B = k'®, (k ®,B) = k'®,B . Nach (14.2)
ist ﬁ'@EHomk (B,k) = Hom, , (B',k') . Da B' treuflach iiber B
ist, folgt jetzt aus der Voraussetzung: Homk.(ﬁik') endlicher
projektiver B'-Modul, daB Homk(ﬁ,k) endlicher projektiver
B-Modul ist. Also ist B Frobeniusalgebra iiber k , und das
war noch zu zeigen,

Zu {9). Der Kokern Q von Ef ist A-Modul endlicher Darstel-
lung. Sei W maximales Ideal in A . Dann ist

Am4—-*BM¢ A;QMW » 0 exakt. Entweder es ist nun Ewt= o .,

was Q = O bedeutet, oder es ist B,+ O . Dann ist aber B,
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frei tber A, , und das Bild von &, —»B, ist direkter Sunuand.
Wiedrum ist ¢ projektiver A -Modul. Insgesamt erhalten wir,
daB Q endlicher projektiver A-Modul ist. Die Ausgangssecuenz
spaltet auf, und A' ist deswegen ebenfalls A-projektiv. Bei

By * 0 ist A, ——>(n") bijektiv. Daher ist B endlicher

ah '
projektiver A'-Modul.
n

Ist B Frob&iusalgebra iiber A , so ist B = A’ ®AB auch Fro-
beniusalgebra iilber A' nach (1) . Ist umgekehrt B Frobeniusal-
gebra lber A' und W maximales Ideal in A , s0 ist By, = 0
oder B, Frobeniusalgebra lber Aoy = (A'%WA, . FPolglich ist B
Frobeniusalgebra nach (3} .

(14.5) Transitivit&t. Sei B eine A-Algebra und C eine B-Alge-

bra., Dann gilt:

{1) Ist B Frobeniusalgebra iiber A und C Frobeniusalgebra iiber
B , dann ist C Frobeniusalgebra ilber 2 .

(2) Sind B und C Frobeniusalgebren iiber A und ist C projek+
tive B-Algebra, so ist C Frobeniusalgebra Uker A .

{3) Ist C Frobeniusalgebra iiber A und iiber B und gilt Cnm* o
flir jedes maximale Ideal ¥ von B , so ist B Frobenius-
algebra iilber A .

Beweig. Zu (1). Nach (14.4) diirfen wir sofecrt annehmen, daB
A lokal ist. Nach {14.4) ist dann sogar HomA(B,A) = B als
B-Modul und HomB(C,B) 2 C als C-Modul. Die kanonische Abbil-
dung HomA(C,A)-—-vHomB(C,HomA(B,A))durch

h—>(c > {br+—>h(bc))) mit der Umkehrabbildung durch
g+—>(cr—>g(c) (1)) ist, wie man leicht verifiziert, eine
C-Isomorphie. Weiter ergibt Einsetzen, daB HomB(C,HomA(B,A)

= HomB(C,B) als C-Modul. Insgesamt ergibt sich nun, daB
HomA(C,A) als C-Modul isomorph zu C ist.

Zu (2). Man geht wie im Beweis zu (1) vor und benutzt die

C-Isomorpt.ie HomB(C,HomA(B,A)) = HomA(C,A).

Zu (3). Nach Voraussetzung ilber C zeigt (14.4), dafR B
direkter Summand von C als B-Modul ist. Dann ist B hatﬁrlich
endlicher projektiver A-Modul. Weiter ist HomA(B,A] direkter
Summand von HomA(C,A) als B-Modul. Wegen HomA(C,A) = C als
C-Modul ist somit HomA(B,A) projektiver B-Modul, was den Be-

wels beendet,

Bemerkung. Im Beweis von (3) haben wir nicht voll ausgenutzt,
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daf C Frobeniusalgebra ist, sondern nur, daB B direkter Sum-
mand von C ist und daB C projektiver B-Modul ist.

(14.6) Tensorprodukte. Sind B und C Frobeniusalgebren iiber 2,

so ist B ®,C Frobeniusalgebra lber A .

Beweis. Nach (14.4) ist BtEAC Frobeniusalgebra ilber B . {14.5)
ergibt jetzt, daR Bcspc Frobeniusalgebra iiber & ist. -

Wegen der Kriterien aus (14.4) ist es angebracht,'endliche
Algebren idber K&rpern in bezug auf die Frobenius-Eigenschaft
niher zu studieren. Dies geschieht in den n&chsten nachfolgen-
den Aussagen. Man beachte, daB endliche Algebren iiber KSrpern
Ringe endlicher Linge sind.

(14.6) Frobeniusringe. Sei R ein Ring von endlicher Lidnge.
Fiir jeden R-Modul M bezeichne M¥ := HomR(M,R) den Dualmodul
zu M . Egquivalent sind:

(1) Das Dualisieren ist exakter Funktor.

(2) R ist als R-Modul injektiv.

(3) Jeder endliche R-Modul ist reflexiv.

(4) Jeder endliche R-Modul ist torsionslos.

(5) Das Dualisieren ist lingentreu.

Besitzt R diese Eigenschaft, so heiBt R ein Frobkeniusring.

Beweis. (1) und (2) sind unmittelbar nach den Definitiocnen
dguivalent.

Aus (2) folgt (3}). Sei M endlicher R-Modul und
F,—>F _ —>M—>0 eine exakte Sequenz mit fre:%#lﬁ—bdoduln
Fo'F1 . Mit der Voraussetzung erhdlt man nach zweimaligem
Dualisieren die kanonische exakte Sequenz F?*——aFg*LmaM*i—aO.
Von der ersten Sequenz gibt es einen kanonischen Homomorphis-
mus in die zweite Sequenz. Die kanonischen Homomorphismen
Fi———aFi* sind bijektiv. Nach dem Ser~Lemma ist dann auch

M —sM*¥* bijektiv. (4) ist Abschwidchung von .(3).

Aus (4) folgt (5). Zunichst eine Vorﬁberleguﬁg. Die Lé&nge
eines endlichen R-Moduls M sei mit lRM,bezeichnet. Ist
h : M---—-?M2 ein surjektiver, aber nicht injektiver Homomor-
phismus (was lRM>-lRM2 bedeutet) endlicher R-Moduln,sc ist

1% >1.M¥ . Beweis. Mit M —E>M,—»0 ist auch
o__._,M;._ﬂ_._;M*exakt. Bei lRM* & lRM; wire H und folglich

el bijektiv. Im kommutativen Diagramm
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* X H'.* lg*
M3

sind die kanonischen vertikalen Homomorphismen nach Voraus-—

setzung injektiv. Es folgt h injektiv. Widerspruch!

Zunéchst‘ﬁberlegen wir uns nun durch Induktion {liber die
Linge, daB generell 1RM* ErlRM gilt. Sei lRM = h +1 und M.I
ein Untermodul der Linge 1 in M . Nach der Voriberlegung und
der Induktionsvoraussetzung ilber M/M1 ist dann
1.M%> 1R(M/M1)* > n

Sei schlieBlich F ein endlicher freier R-Modul und U % O
ein minimaler Untermodul von F derart, daf lR(F/Uﬁ'>‘lR(F/U)

ist. Sei V ein Untermodul von U derart, daB lR(U/V) = 1 ist.
Dann ist nach der Voriiberlegung lR(F/V)* > 1R(F/U)* > lR(F/U)
und somit lR(F/V}*>lR(F/V) . Widerspruch! Alsc ist
lRM* ='1RM fiir alle endlichen R-Mcduln M .
Aus (5) folgt (1). Ist O-—~>M1——E;>Mh——?M2-—A>O eine exakte
» N

Sequenz endlicher R-Moduln, so ist auch O———+M£‘——aM ———;M:
exakt. Aus Lingengriinden ist aber h* surjektiv. Das beendet

den Beweis.

(14.7) Hilfsatz. Sei R ein Frobeniusring und E ein endlicher

F-Modul derart, daf HOmR(M,E) exakter Funktor in der ersten
Variablen M ist. Dann ist E projektiver R-Modul.

Beweis. E ist nach (14.6) torsionslos, somit Untermodul eines
freien endlichen R-Moduls F . Nach Voraussetzung liber E ist
nun HomR(F,E)———9HomR(E,E)—~—>O exakt. Daher ist E direkter

Summand von F .

(14.8) Direkte Produkte. Ein direktes Produkt wvon Ringen
Ry
die Ringe R

,...,Rm_endlicher Linge ist genau dann Frobeniusring, wenn

1,...,Rm Frobeniusringe sind.,

Beweis. Jeder endliche Modul M iber R := |l ?=1 Ri ist direk-
tes Produkt von Ri—Moduln Mi , und man hat HomR(M,R) =
]_rT;1 HomR (Mi’Ri) . Es ist nun leicht zu sehen, daf R genau

dann injektiver R-Modul ist, wenn jedes Ri injektiver Ri—Mo—
dul ist. - '

Untersucht man einen Ring R endlicher Lidnge darauf, ob er
Frobeniusring ist, so braucht man nur die lokalen Komponenten
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anzusehen; denn R ist direktes Produkt seiner Lokalisierungen.

Hier interessiert nun konkret:

(14.9) Aussage. S5ei R ein lokalér Ring von endlicher Lé&nge.

R ist genau dann Frobeniusring, wenn AnnR4MR ein Hauptideal

ist.

Beweis. Sei R Frobeniusring. Da Rﬁw% die Linge 1 besitzt, be-
. ~ X% . " _

sitzt nach (14.6) auch AnanLMR = (R/W%) die L&nge 1 . Insbe

sondere ist Annp#, zyklischer R-Modul, also ein Hauptideal.

~Sei umgekehrt (R/th‘ =4 AnnR¢Mh ein Hauptideal. Wegen
"4Mk-AnnR4Mh = Q0 ist dann AnnR¢Mk = RﬂMR . Bs ist also
lR(RﬂMEP* = 1 . Ein einfaches Induktionsargument zeigt dann
1M¥<€1 M fir alle endlichen R-Moduln M . Sei schlieBlich F
ein endlicher freier R-Modul und U # O ein minimaler Unter-
modul von F derart, dag lR(F/Uf'<:lR(F/U) ist. Sei V ein
Untermodul von U derart, das lR(U/V) = 1 ist. Dann gibt es
eine exakte Sequen:z O-—-—?R/mh———-) F/V—>»F/U —>0 , woraus
man nach dem Dualisieren lR(F/Vf‘£=lR(RAW§Y§lR(F/Uf211+1R{F/U)
= lR(F/V) erhdlt. Widerspruch!

{(14.10) Korollar. Sei R ein Ring endlicher Li#nge, in dem je-

des Ideal ein Hauptideal ist. Dann ist R Frobeniusring.
Der Beweis ergibt sich leicht mit (14.8) und (14.9) .

(14.11) Satz. Sei A ein Frobeniusring und B eine endliche

projektive A-Algebra. Genau dann ist B Frobeniusalgebra
ilber A , wenn B Frobeniusring ist.

Beweis. Vorbemerkung: Sei M ein endlicher B-Modul. Die kano-
nische Abbildung HomA(M,A)——ApﬂomB(M,HomA(B,A)) durch
h+—2(ni—>(b—>h(bm))) mit der Umkehrabbildung durch

g —>{mi—>g{m) (1)) ist, wie man leicht verifiziert, eine B-
Isomorphie. Sie ist auBerdem funktoriell in M .

Sei B Frobeniusalgebra iilber 8 . Nach (14.4),(6) ist dann
HomA(B,A) als B-Modul isomorph zu B . Nach unsérer Vorbemer-
kung ist folglich der in M exakte Funktor HomA(M,A) isomorph
zum Dualisieren iiber B. Nach (14.6) ist B Frobeniusring.

Sei umgekehrt B Frobeniusring. HomA(M,A) ist exakt in M
Nach unserer Vorbemerkung ist HomB(M,HomA(B,A)) exakt in M .
Da B Frobeniusring ist, zeigt Hilfssatz (14.7), daB
HomA(B,A) projektiver B-Modul ist. Das heiBt aber: B ist Fro-



76

beniusalgebra iiber A , -

Da Kérper stets Frobeniusringe sind, ziehen wir aus (14.11)
den wichtigen SchluB, daf eine endliche Algebra B {iber dem
Ké&rper k genau dann Frobeniusalgebra ist, wenn B Frobenius-
ring ist. Es handelt sich hierbei also um eine “innere" Eigen-

schaft von B . Vollsténdiger erhalten wir mit (14.4):

{(14.12) Korollar. Eine endliche projektive Algebra B liber dem

Ring A ist genau dann Frobeniusalgebra iiber A , wenn fiir je-
ées maximale Ideal M von A der Restklassenring B/mB ein Fro-

beniusring ist.

Wir wollen nun mit (14.11) den Schluf, daf die Frobenius—
eigenschaft endlicher Algebren {ber Korpern unabhidngig ist
von den betrachteten Grundkdrpern, auf eine wichtige Klasse

von Algebren verallgemeinern.

Sei R ein noetherscher lokaler Ring. R heift Macaulayring,
wenn codh R = dim R ist. Sei R ein Macaulayring der Dimension

ine Pri 1 i . i -~primi
r uné a a_ @ imfelge in W Sei By das W-primire

TR
Ideal Ra1+...+Rar . Die endliche Dimensicn q des (RAMR)-Vek—
torraumes (AnnRGﬂﬁﬁn))ﬁq. ist, wie man leicht sieht, unabhin-
gig von der Wahl der Primfolge der Linge r . Somit ist g eine

Invariante von R . Man nennt R einen MCq—Ring.

Ein Sonderfall liegt vor, wenn q = 1 ist. Dann ist offen-
bar RA4 ein Frobeniusring (wegen (14.9)), wie auch die Prim-
folge Aqreser@y gewdhlt war. In diesem Fall heift R auch ein

Gorensteinring. ZUu diesem Begriff sei auf [4] verwiesen.

Sei R ein (noetherscher lokaler) Gorensteinring und
Bqrecerdg irgendeine Primfolge in 4M? . Es ist s <« dim R .
" Da man jede Primfolge in Wy, zu einer solchen der Linge dim R

verlingern kann, ist augenscheinlich auch R/Ra1+...+Ras ein

Gorensteinring.

Ist P ein reguldrer lokaler (noetherscher) Ring, d.h. wird
1Mp von dim P Elementen erzeugt, die dann notwendigerweise
eine Primfolge bilden, so ist P offenbar ein Gorensteinring.
Der vorstehende Absatz zeigt dann, daB jeder lokale noether-
sche Ring,der vollstédndiger Durchschnitt ist, d.h. ein Rest-
klassenring eines reguldren lokalen Ringes modulo einer Prim-
folge ist, ein Gorensteinring ist. Den Begriff des vollstén-

digen Durchschnitts werden wir in einem spédteren Kapitel be-
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sprechen; vgl. auch [13], 1.
Fiir unsere Zwecke greifen wir zu der folgenden Definition.

Definition. Ein Ring A heiBe Gorensteinring, wenn flr jedes

maximale Ideal M1 von A die Leokalisierung Awmein noetherscher

lokaler MC1—Ring ist.

{(14.13) Satz. Sei A ein Gorensteinring und B eine endliche

"projektive A-Algebra. Genau dann ist B Frobeniusalgebra tiber
A , wenn B Gorensteinring ist.

Beweis. Unter allen maximalen Idealen von B liegen maximale
Ideale von A , nach denen man zundchst einmal lokalisieren
darf, was (14.4) zul#dBt. Wir nehmen jetzt also an, daB A ein
noetherscher lokaler Gerensteinring der Dimension r ist und
daB B £ O ist. B ist danh eine freie endliche A-Algebra des
Ranges = 1 und ebenfalls nocethersch. Sei Bqreeerdy eine Prim-

folge in A, und 4} := Aa,+...+Aa_ . Dann ist B := A/y ein
Frobeniusring und E := B/uyB eine endliche freie K*Algebra.

Nach (14.4) ist B genau dann Frobeniusalgebra iilber A , wenn
E Frobenuisalgebra iber A ist. Nach Satz (14.11) ist B genau
dann Frobeniusalgebra {iber A , wenn B Frobenius ring ist. Wir
haben daher noch zu zeigen: B ist Frchkeniusring genau dann,
wenn B Gorensteinring ist.

DayB im Jacobsonradikal von B enthalten ist, entsprechen
gich die maximalen Ideale von B und B . Sei U8l ein maximales
Ideal in B und TH:= Fﬁﬁq,B . BEs ist dann ﬁﬁﬁ= ﬁmn=(Bﬁ4B%n’=
an /»PBHI. Hierbei ist BHKEin noetherscher lockaler Ring. Da
B frei vom Rang 2 1 {iber A ist, ist Agresesdy auch eine Prim-—
folge im Jacobsonradikal von B ., Beim {exakten) Lckalisieren
wird daraus eine Primfolge im maximalen Ideal von Byy. Der
Kern von Bﬂn-——#ﬁéﬁ wird also von einer Primfolge der Linge
dim an erzeugt. Daher ist ﬁﬁﬁgenau dann Frobeniusring, wenn
B.m Gorensteinring ist. Wendet man noch (14.8) auf E an, so
ergibt sich nun das gewiinschte Resultat.-

Wir besprechen nun noch einige hinreichende Kriterien auf
Frobeniusalgebren. (12.5) lautet mit den in diesem Paragra-
phen entwickelten Begriffen wie folgt:

(14.14) Satz. Sei B eine unverzweigte endliche projektive A-

Algebra mit Rang. Dann ist B strikte Frobeniusalgebra iliber A .
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Ist die Rangvoraussetzung nicht gegeben, so ist sie doch
lokal stets erfiillt. Deshalb gilt:

(14.15) Korollar. Sei B eine unverzweigte endliche projektive

B-Algebra. Dann ist B Frobeniusalgebra Gber A .

Beispiele fiir verzweigte Frobeniusalgebren erhdlt man leicht

unter Benutzung der folgenden Kriterien.

(14.16) Satz. Sei A ein Ring # O und ol ein normiertes Poly-
nom des Grades nx 1 {iber A . Dann ist B := A[X] /el A[X] eine
freie endliche A-Algebra des Ranges n iiber A . Mit x sei die

Restklasse der Unbestimmten X in B bezeichngt. Sei n dieje~
nige A-Linearform auf B , die das Element x* der A-Basis

1,x,...,xn—1 auf Si -1 (Kroneckerdelta) abbildet. Dann ist
HomA(B,A) = By B .’Insbesondere ist B strikte Frobeniusal-

gebra iber A .

Beweis. Da B frei idber A ist, geniigt es zu zeigen, daR
HomA(B,A) von 11 erzeugt wird. Dieses braucht nach (14.2)
und (14.4) nur mcdulo maximaler Ideale von A nachgepriift zu
werden. Sei daher ohne Einschrankung der Allgemeinheit A = k
ein Kbrper.

Sei b = ?;; aixleB » @a, €k , b ¥ 0 . Wir behaupten:
by £ O . Beweis: Sei a £ 0 , afOfﬁr i>m . Dann ist
n—=1-m n—1=m

(bvz)(x )=‘VL(bx )=am1=0,also b'r[ =0 ., Aus
Dimensionsgriinden ist nun B*l = Homk(B,k).

(14.17) Korollar. Sei B eine einfache projektive A-~Algebra.

Dann ist B Frobeniusalgebra iber A .

Beweis. Durch Lokalisieren fithrt man (14.17) auf (14.16) zu-
riick. Als Variante sei der folgende Bewels angegeben: Die
Techniken von (14.4) erlauben es, A = k als Kdrper anzunehmen.
Dann ist aber B Restklassenring des Hauptidealringes k[x] und
deswegen auch ein Ring, in dem jedes Ideal Hauptideal ist.
Nach (14.10) und (14.11) ist dann B Frobeniusalgebra lber k .-

Die Variante gibt jetzt auch sofort den Bewels flir den fol-
genden Satz an.

(14.18) Satz. Sei B endliche projektive A-Algebra. Ist jedes
Ideal in B ein Hauptideal, dann ist B Frobeniusalgebra iliber A.

SchlieBlich interessiert noch fir die algebraische Zahlen-
theorie:
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(14,19) Satz. Sei A ein Dedekindring und B ein endlicher Er~

weiterungsring von A , der ebenfalls Dedekindring ist. Dann
ist B eine Frobeniusalgebra iber A .,

Bewels. Die Behauptung 188t sich lokal nachpriifen. Sei also
A lckal., In diesem Falle ist B semilokal. Ein semilokaler
Dedekindring ist aber ein Hauptidealring. Nun verwende man
{14.18) .

Variante: Sei A lokal. Dann sind A und die Lokalisierungen
von B hach maximalen Idealen diskrete Bewertungsringe des Ran-
ges 1 ,; élso reguldre lokale Ringe der Dimension 1' . Wir haben
also einen trivialen Spezialfall von (14.13) vorliegen. -

Zum SchluB besprechen wir noch ein Kriterium aus [13] auf
Frobeniusalgebren, das ein Spezialfall eines auch an sich in-
teressanten Lemmas liber noethersche Regel ist:

{14,20) Satz. Sei B eine endliche projektive Algebra iiber dem

noetherschen Ring A . Ist HomB(HomA(B,A),B) ein projektiver
B-Modul, so ist B Frobeniusalgebra iUber 2 .

Zum Beweis hat man zu zeigen, dafB HomA(B,A) ein reflexiver
B-Modul ist. Dafilir braucht man zundchst iiberhaupt ein Kriteri-
um auf reflexive B-Moduln, das sich auf A bezieht:

(14.21) Lemma. Sei B eine endliche projektive Algebra iiber

dem noetherschen Ring A und M ein endlicher B-Modul, M ist

genau dann reflexiver B-Modul, wenn er die folgenden beiden

Bedingungen erfiillt:

(1) 1Ist ein Primideal in A mit codh = 1 so ist M
# Bp €1 o

reflexiver B, =-Modul.

*r
{2) Ist ,? ein Primideal in A& mit codh A/? = 2 , so ist M? =0
oder codhA M =22 .
b g

Beweis. Im Beweis wollen wir B-Duale Homy(N,B) einfach mit N*
bezeichnen, entsprechend bei den Lokalisierungen von B . Die
kanonische Abbildung ¢ von M in das Bidual M*¥¥* = (M¥)* ist
mit der Nenneraufnahme vertréglich, wie man leicht nachrech-
net.

Sei M reflexiver B-Modul und 4 ein Primideal in A . Da
qé : M_——>(M*¥)  nichts anderes ist als die kanonische
Abbildung von Mg = in (M?)** und da ¢ schon bijektiv ist, ist
M?, reflexiver %P—Modul. Bei codh A, = 1 ist also (1) erfillt.
Sei nun codh A_ &> 2 . Als reflexiver B,-Modul ist M erst

4 | ? ¥
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recht ein Dual. Daher folgt (2) un mit der folgenden einfachen
(wohlbekannten) Uberlegung: Ist R ein Ring, N ein beliebiger
R-Modul und f,g eine Primfolge in S , so ist f,g eine Primfol-

ge von HomS(N,S).

zum Bewels der Umkehrung bemerken wir zuerst, daf ( genau
dann bijektiv ist, wenn dies beziiglich aller Lokalisierungen
von A richtig ist. Wir dlirfen daher annehmen, daf A lokal ist,
und zeigen dann durch Induktion lber dim A , daB (1) und (2)
hinreichend sind. Wegen (1) k&nnen wir gleich codh A = 2 und
auch codh M & 2 annehmen. Die Induktionsvoraussetzung liefert,
daB Kern 0" und Kokern & beim Lokalisieren nach Primidealen
v d ¥ 4&% verschwinden. Diese endlichen B-Moduln haben also
'{M&& als Tridger. Wegen Kern ¢ € M und codh M a1 felgt daher
sofort Kern & = 0 . Bei Kokern ¢ # O widre codh Kokern ¢ = O
im Widerspruch dazu, daB 0 —>M-T5>M* L5 Kokern G —» 0 exakt
ist mit codh M 2 2 ., Also ist O bijektiv. -

Mit Hilfe von (14.21) beweisen wir jetzt das angekiindigte
Lemma, das (14.20) verallgemeinert:

(14.22) Lemma. Sei B eine endliche projektive Algebra iiber

dem noetherschen Ring A und M ein endlicher B-Modul, der als
A-Modul projektiv ist. Ist HomB(M,B) projektiver B-Modul, . dann
ist auch M projektiver B-Modul.

Beweis.Es genligt zu zeigen, daB M reflexiver B-Mcdul ist. Wir
verwenden hierzu (14.21) und die im Beweis dazu vereinbarten

Bezeichnungen.

Die Voraussetzungen iiber (14.22) lUbertragen sich auf alle
Lokalisierungen nach Primidealen von A . Sei 2 ein Primide-
al von A . Ist codh A, = 2 , so ist M/?= 0 oder codh, M, = 2;
denn M? ist freier %?—Modul. Also ist (2) aus dem Kriterium
(14.21) erfiillt.

Die einzige Milhe macht es, (1) aus (14.21) nachzuweisen.
Sei also jetzt codh A, = 1 . Wir kiirzen ab R := A? und
5 := %? . Wir diirfen S # O annehmen. Ist codh R = 0 , sc ist
My 2U R assoziiert, d.h. es gibt eine exakte Sequenz
0-—~$R/WWR —>»R von R-Moduln. Durch Tensoieren mit dem freien
R-Modul § wird daraus die exakte Sequenz 0-—478/WWRS —>5 .
Da die maximalen Ideale wvon S alle iiber 4MR liegen, bedeutet

dies, daB jedes maximale Ideal W von S assoziiertes Primide-
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al von 8 ist, daB also codh SnT= 0 ist. Sei nun codh R = 1
~und fE.M%{Nichtnullteiler. Da § frei liber R ist, ist £ auch
NNT im Jacobsonradikal Mg von S . SchlieBlich ist S := 8/fs

frei {iber R/fR , und die obige Uberlegung zeigt wegen

codh R/fR = O , daB fiir jedes maximale Ideal W von 5 gilt:
codh Sz = 0 . Sei T ein maximales Ideal von S . Dann ist

f WNT von S, und nicht Einheit in Sy, . Ferner ist
Su¥f5n1= (S/fslnt= SﬂVfS von der homeologischen Kodimensicon O.
Daher ist codh Sy, = 1 . Insgesamt folgt aus codh R<€1 also
codh 5., =1 fiir jedes maximale Ideal WL von S . Wir nlitzen
dies in der folgenden Form aus: Ist N Untermodul eines endli-
chen freien S-Moduls und ist thN = 1 , s0 ist N projektiver
S-Modul. Man braucht dies nur in den Lokalisierungen S, von

S nach maximalen Idealen MW zu prifen. Dort ist aber

- = — .
codh Sﬁu"1 und Nnt 0O oder codh Nnn__1 , was wegen (9.11)
bedeutet, daB an frei ist.

Sei F1-—349Fo-—£—?M —» 0 eine exakte Seguenz von %?—Ho—
momorphismen und endlichen freien %P—Moduln F. . Durch Duali-

sieren mit B erhal;en wir die exakte Segquenz
<3
f———2~9F*——g—aF? und hieraus eine exakte Sequenz
*
0———704)*-—llafz-——»N-——ao mit einem Untermodul N von F? .

Da (M?r' = (M*%, projektiver QfﬁModul ist, zeigt die iberle-

gung des vorangehenden Absatzes, daB N projektiver %?—Modul

QO —=(2

ist. Die Sequenz spaltet daher auf. Insbesondere erhdlt man

-durch weiteres Dualisieren einen surjektiven Homomorphismus
e *%
h : Fo
phismus M-*——a(%?ﬁ* surjektiv., Als surjektiver Homomorphis-

—~m7U4)**. Daher ist auch der kanonische Homomor-

mus von endlichen freien A,-Moduln ist dieser Homomorphismus
auch injektiv, wenn beide Moduln Uber A? den gleichen Rang
haben. Um diese Ranggleichheit zu beweisen, lckalisieren wir
weiter nach einem assoziierten Primideal von A, . Es genﬁgt

&

also, unter der Voraussetzung codh %? = O weiter zu zeigen,

dafg M?-——a4M?)** injektiv ist. Ist WI{ ein maximales Ideal von

%? , SO ist codh(B?)W1= 0 , wie wir im vorangehenden Absatz
sahen. Mit (10.11) erhalten wir daher, das F?/N in den Loka-

lisierungen von %? nach maximalen Idealen frei ist. Daher ist

FT/N projektiv und folglich direkter Summand von Fﬁ . Aus

O —>N —>F,
* K ¥ 1 A ¥ ¥ . .
EH ——sN"—>0 . Wegen N = Kern h ist daher die Sequenz

% *x
Fﬁ* J A?Fg* h »(M _%— 50 exakt, woraus mit dem Ser-Lemma

¥ _ ‘

wird somit beim Dualisieren eine exakte Sequenz
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folgt, daR M_ —=(M _*¥* bijektiv ist.

¥ ¥

Insgesamt haben wir unter der Voraussetzung codh A? =
gezeigt, daf die kanonische Abbildung von M_ in (M J** =
(M**%L bijektiv ist. Also ist auch (1) aus (14.21) erfiillt.
Das heendet den Beweis.

§15. Kéhlersche und Ncocethersche Differente

Sei B eine A-Algebra. Von den verschiedenen LCifferenten von B

iber A ist vielleicht die Kdhlersche die begrifflich bequemste.

Definition. Sei DA(B) endlicher B-Modul. Dann heifft das O-te
Fittingiceal ﬁgtnA(B)) des B-Moduls D, (B) die (Kihlersche)

Differente von B ilber A . Sie werde mlt &? bezeichnet.

Beispiel. Sei A ein Ring, &« ein normiertes Polynom des Grades
n =21 iber A ung B := A[X]/oLA[ ] . Dann ist B freie endliche
A-Algebra des Ranges n . Es ist D, (B) = A[x}/(oih[x] + N.A[x]),
wobei o die Ableitung von o nach X ist. Bezeichnet also x
die Restklasse von X in B , so ist 492 = o'(x)B .

Man beachte die Bemerkungen lker Fittingideale zu Aussage
(2.1). Wegen (1.9}, Grundringerweiterung, und da das Bilden
von Fittingidealen ebenfalls mit Grundringerweiterungen ver-

trdglich sind, gilt:

{(15.1) Grundringerweiterung. Sei 9 : A-—>»A' ein Ringhomomor-
phismus und B' := A'Q%ﬁi. Ist DA(B) endlicher B-Modul, so ist

auch DA,(E‘) endlicher B'-Modul, und es gilt:
B
B g8

Wegen (1.10}, Nenneraufnahme, gilt iber (15.1) hinaus:

(15.2}) Nenneraufnahme. Sei DA(B) endlicher B-Modul, und sei

S ein multiplikatives System in B . Dann gilt:
B
S B, _ .. B
{}A B ({yA)S - rL9(1@ ’

Ist iilbrigens T ein multiplikatives System in A , das in

B Einheiten ergibt, so ist DAT(BS) = DA(B) und folglich

{? {Y S ; dies zeigt, daf (15.2) eine Ergédnzung zu (15.1)
1st.

Mit der neuen Bezeichnung soll (2.1) noch einmal aufgefiihrt
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werden; Differenten beschreiben den Verzweigungsort:

{(15.3) Satz. Sei DA(B) endlicher B-Modul. Dann ist
B _ B
VzwA = V({yA) .

Die Kdhlersche Differente ist na_he verwandt mit der Noe-
therschen Pifferenten.

Definition. Sei B® := B®AB die einhiillende Algebra von B iiber

A . Mit /ﬁL: B®—>B sei der surjektive PRinghomomorphismus
bezeichnet, der Tensoren b® c aus B® auf bc € B abbildet. (/u
wird kurz die "Multiplikation" genannt.) Sei I := Kerni und
ol := AnnBeI . Dann heift am(Ql) die Noethersche Differente
von B {iber A . Sie werde mit N{?i bezeichnet.

(15.4) Satz. Das Be-Ideal I = Kern/A werde von n Elementen

erzeugt. Dann gilt:
B.n B B
(N’\?A] g ’S’A QN'S’A *
Insbesondere ergibt sich flir den Verzweigungsort:

vawy = V(g5 = v .

Beweis. I ist ein Be—Idealz wird B bezliglich s als Be—Algebra
aufgefaft, so wird aus I durch Tensoieren mit B der BE-Modul
B(SBeI = I/I2 . Dieser B-Modul ist nach (1.4) nichts anderes
als D, (B) . Nach der Thecrie der Fittingideale hat man
" ¢ ‘#gemg Ol , wobei QL der Annulator des B®-Ideals I in
B® ist. Anwenden der Multiplikation ergibt /L(Cﬁ?)ﬁ/d*ie(l))g
(Clé . Nun ist aber ’M(Cln) = /uicn)n = &iri)n und
MOT(I)) =908 @ I =¥o(D,(B)) = A} .

{15.5) Grundringerweiterung. Sei @ : A -~—>»A7"' ein flacher Ring-

homomorphismus und B' := A’ @AB . Das B®-Ideal I werde von end-
lich vielen Elementen erzeugt. Danh gilt:

B' _ ... B
N ar - B N‘?A :

Beweis. A'QQABE 148t sich in kanonischer Weise mit B'® = B‘G%.B'
identifizieren. Dabei geht A'@ A4 in die Multiplikation m'

liker und A'®@1 in I' = Kern fk' . da das Tensoieren mit A' exakt
ist. Aus demselben Grunde, und weil I endlich ist, ist A'® 0Ol
nichts anderes als der Annullator O von I' . Nun ist

MR = A'dM)a'®d) =a @Ol =B T} -

(15.6) Nenneraufnahme. Sei S ein multiplikatives System in B .
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Das B®-Ideal I werde von endlich vielen Elementen erzeugt.

Dann gilt:
B
S B B
N{yA = (N{yA)S = Bg~ N{YA .

‘Beweis. Sei S5®S das multiplikative System in B® das aus allen

s®t mit s,t €S besteht. Offenbar ist (Bs)e = (Be}sos und

Bygs = Bg - Daher ist die Multiplikation f« von (Bg)e nichts
anderes als die Erweiterung /LSQS . Nenneraufnahme ist exakt,

und da I = Kern/ﬂ endlich ist, ist die Nenneraufnahme mit dem

~ e .
B )e Kern/“' - (B )Sos

B
; {y S_n . S ' -
Ann_ Kern/A und folglich NVa BSN A wWle gewunscht.

Annullator vertauschbar. Somit ist Ann(

Die vorstehenden Aussagen benutzen die Voraussetzung, daB
I= Keran endlicher B®-Modul ist. Deshalb interessiert noch:

{15.7) Aussage. Die A-Algebra B entstehe durch Nenneraufnahme
aus einer endlich erzeugten A-Algebra. Dann ist Kern (B — B)
endlicher B®-Modul.

Beweis. Im Beweis von (15.6) haben wir gesehen, daf die Erzeu-
gendensysteme der Kerne der Multiplikation bei der Nennerauf-
nahme erhalten bleiben. Wir dtirfen daher gleich annhemen, dasB
B selbst endlich erzeugte A-Algebra ist. Nun ist aber
X—?x®1 ~ 1®x eine A-lineare Abbildung von B in I , und
fiir x,y €B gilt xy®1 - 1®xy = (x®1 - 1®&x){(y® 1) +

(1®x)(y® 1 - 1®y) . Daher ist klar: Durchliduft x ein (end-
liches) Algebra-Erzeugendensystem von B , so durchlduft

x®1 - 1® ¥ ein (endliches) Erzeugendensystem fiir den B®-Mo-
dul I .-~

In vielen Fdllen gibt Satz (15.4) keine geniligende Auskunft
lber die Feinstrukturen der beiden Differenten. Wir werden in
der im Vorwort erwidhnten Fortsetzung dieses Heftes sehen, daB
die beiden Differenten iibereinstimmen, wenn B lokal vollstidn-
diger Durchschnitt lber A ist. S¥he [13] . Diese Voraussetzung
ist in der klassischen Zahlentheorie bei Erweiterungen von
Dedekindringen stets erfiillt - und damit steht eine wichtige
Information liber die Vielfachheit der Primteiler der Differen-
ten zur Verfiigung. Wir wollen hier schon (unter der zus&tz-
lichen, aber nicht ganz einfach zu eliminierenden Voraussetz-
ung, daf die Restékérpererweiﬁerungen separabel sind) einen
direkten Beweis flir den genannten klassischen Satz geben.
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(15.8) Satz. Sei A ein Dedekindring und B ein endlicher Er-

weiterungsring von A , der ebenfalls Dedekindring ist. Die

Restekdrper von B seien separabel iiber den Restekdrpern von
. B _ B :
A . Dann ist qu = N{TA .

Beweis., Beim Lokalisieren in A &ndern sich die Voraussetzungen
nicht. Wegen (15.1) und (15.5), das sich anwenden ld&B8t, da B
endlicher A-Modul ist, darf man annehmen, daf A lokaler Ring
ist.

Uber dem maximalen Ideal von A liegen nur endlich viele
maximale Ideale in B . Daher ist B sogar ein Hauptidealring.
Wir iiberlegen uns zunidchst, daB DA(B) ein zyklischer B-Modul
ist. Sei k := A/M, . Die endliche Algebra B := B/, B Uber
dem K&rper k zerfdllt in ein direktes Produkt von lokalen
k-Algebren ﬁi . Sei R eine dieser endlichen lokalen k-Alge~
bren und W sein maximales Ideal, Da R Restklassenring von B
ist, gibt es ein ze ¥l mit ¥fl= Rz . Da R/W separabel iiber k
ist, hat man O = Dk(R/TR) = Dk(R)/(Rdz+3H) und folglich
Dk(R) = Rdz nach Krull-Nakayama. Dk(ﬁ) ist das direkte Produkt
der Dk(ﬁi) und folglich zyklischer BE-Modul. Nun ist aber
Dk(B) = DA(B)/Bd4MAB = DA(B)/muADA(B) . Da @th im Jacobson—
radikal von B enthalten ist, zeigt das Lemma von Krull-Naka-
yama, daB DA(B) zyklischer B-Modul ist.

Es gibt eine treuflache Erweiterung von A durch einen lo-
kalen Ring A' mit unendlichem Restek&rper. Nach (15.4) ist
{FBQ {TB € B . Aus diesen Einbettungen werden in kanoni-
scher Weise die Einbettungen ’S,A‘ - qu C B' = &' @AB nach
{(15.1) und (15.5). Da A' treuflach iiber A ist, gelten Gleich-
heitszeichen dieser Inklusionen genau dann iber A , wenn sie
iilber B gelten. Ferner ist DA,(B') = A'ébADA(B) zyklischer E'~
Modul. Wir diirfen deshalb von nun an annehmen, daB A einen
unendlichen RestekSrper hat. Nach Lemma (4.2) ist dann B ein-
fache A-Algebra. Aus (15.4) folgt nun (n = 1) die gewlinschte
Behauptung.

§16. Dedekindsche Differente

Sei B eine endliche A-Algebra mit Rang. Mit K sei der totale
Quotientenring von A bezeichnet. L := K:@Ap ist nach Voraus-
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setzung iilber B projektive K-Algebra mit Rang; deshalb ist die
Spur Sp : L—>K wohldefiniert.

Die kanonische Abbildung K@AﬂomA(B,A)——#HomK(L,K} ist
bijektiv. Ist B ein A-Modul von endlicher Darstellung, so ist
das bekanntlich der Fall, da K flach liber A ist. In dem beson-
‘deren Fall hier betrachten wir eine exakte Sequenz
0 —>G——>»F—>B —>0 von A-Homomorphismen, wobei F ein end-

licher freier A-Modul ist. Im Diagramm

0 —>K @AHomA (B,A)——>K QAI-IomA (F,A)—/=>K @AHomA (G,A)

by A fg

O-—-‘-)HomK(L,K)f——-——éHomK(K @AF,K)———anomK‘ (K® »G,K)

mit den kancnischen Homomorphismen sind die horizontalen Se-
guenzen exakt. hF ist trivialerweise bijektiv. hG ist injek-
tiv, wie man sofort bestdtigt, da das Tensorieren mit K Nenner-
aufnahme von Nichtnullteilern ist. Das Ser-Lemma zeigt nun,

das auch hB bijektiv ist.

Wir erhalten somit kanonische Homomorphismen
HomA{HomA(E,A) ,B)-—-aHomK (K @AHomA(B,A) L) —> HomK(HomK(L,K) eL) .
Das Bild von J € HomA(HomA(B,A} .B) unter diesen Homomorphis-
men in Homy (Hom, (L,K),L) sei als K®P bezeichnet, SchlieBlich

sei
9 : Hom, (Hom, (B,A) ,B)~—>L
durch 9 (D) := (k®P) (Sp) definiert. (Wert auf der Spur nehmen!)

HomA(HomA(B,A),B) besitzt zwel B-Modul-Strukturen. Fiir b€ B
kann man b durch das Multiplizieren der Argumente von @D mit
b und b*@ durch das Multiplizieren der Werte von @ mit b de-
finieren. Beziiglich der zweiten B-Modulstruktur ist v ein B~Ho-
momorphismus. Der grofte Untermodul von HomA(HomA(B,A),B) '
auf dem beide Modulstrukturen iibereinstimmen, ist
HomB(HomA(B,A),E) , das BTDual'des A-Duals von B .

Definition. Der B-Untermodul Q(HomB(HomA(B,A),Bn von L heifBt
die Dedekindsche Differente von B Uber A . Sie werde mit 6{T§
bezeichnet.

Ist B torsionsfrei, so ist B—>L injektiv, und L ist augen-
scheinlich der totale Quotientenring von B . Besitzt d{Ti auBerdem
noch einen universellen Nenner, so 1li8t sich diese Differente
auch als gebrochenes Ideal auffassen.



87

{16.1) Grundringerweiterung. Sei B eine endliche A-Algebra

mit dem Rang n und y : A—>A' ein Ringhomomorphismus. Wei-
ter sei B ein A'~Modul von endlicher Darstellung und @ sei
flach, oder aber A' entstehe aus A durch Nenneraufnahme von
Nichtnullteilern. Dann ist B' := AT<®AB eine endliche A'-Al-
gebra mit dem Rang n , und es gilt:

B! .. B
Ip 2B,
Ist auBerdem A noethersch oder ist B projektiv ilber A , so

gilt:
D‘Sz?' = B"Dﬁ'i .

Beweis. Unter den Anfangsvoraussetzungen ist B' ein A'-Modul

vom Rang n , siehe (10.1) . Sei K der totale Quotientenring
von A , L := K@AB r und K' der totale Quotientenring von A4',
L' := K' ®A,B' = K’ @ L . Mit den ttberlegungen zu Beginn die-

ses Paragraphen sieht man socfcrt, dar A'(&AHomA(B,A) kanonisch
isomerph zu HomA,(B',N) ist. Dann hat man ein kanonisches
kommutatives Diagramm

HomA(HomA(B,A),B) -9.HomK(HomK(L,K),L)

1 L] ] [ ]
HomA.(A ®AH0mA(B,A),B ) HomK, (K @KHomK(L,K),L)
HomN(HomgttB',A'),B'} —————— HomK.(HomK,(L‘,K'),L')

mit den uns bereits bekannten horizontalen Homomorphismen,

Links vertikal werden B-Homomorphismen in B'-Homomorphismen

abgebildet, rechts vertikal ist das Auswerten auf Spi mit dem
]

Auswerten auf Spk, vertridglich. Siehe Schlufbemerkung von §8.)

- B’ v, B
hieraus folgt pVWan = B D{yA .

Unter den zusé&tzlichen Voraussetzungen (A noethersch, oder
B A-projektiv) ist HomA(B,A) ein A-Modul endlicher Darstellung,
womit sich dann die kanqnische Isomorphie von A'@AHomA
(HomA(B,A),B) mit HomA,(HomA,(B',A'),B') ergibt. Unter den
Voraussetzungen ist HomA(B,A) aber auch ein B-Modul endlicher
Darstellung, womit denn bei der genannten Iscmorphie
A' ® JHom, (Hom, (B,A),B) in Homg, (Hom,,(B',A'),B') Ubergeht.
Hieraus folgt, wenn man die v- bzw. y'-Bilder betrachtet,

B' _ _,, B
pUpr =B D"?A
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{16.2) Aussage. Sei B eine torsionsfreie endliche A-Algebra

mit Rang. A sei ganz abgeschlossen in seinem totalen Quoti-

AB enthalte eine offene veollstidndige

Menge. Dann ldBt sich D{}i in kanonischer Weise als B-Ideal

entenring K , oder Frei

auffassen.

Beweis. Unter den gemachten Voraussetzungen ist SpiaB—K®11

mit elnem'he Hom, (B,A) wegen (10.4} und (10.5); wir kdnnen h
als SpA bezelchnen. Offenbar kann man sich jetzt die ¥P-Bil-
der bereits in B ausrechnen. Man erhilt ein B~Ideal, das bei
der kanonischen Abbildung B —»K @AB auf D‘ﬁ/i abgebildet
wird. B-——?K1$%B ist nach Voraussetzung iiber B injektiv. -

Den AnschluB zur klassischen Definition der Dedekindschen
Differente gewinnen wir mit dem folgenden Satz.

{16.3) Satz und Definition. Sei B eine torsionsfreie endliche

A-Algebra mit Rang. Der totale Quotientenring von A sei mit
K bezeichnet. Der totale Quotientenring L := Ki@AB von B sei
unverzweigt iiber K . Dann heigt

Ci :={xEL : Sp;'(xB) < A}

der Komplementdrmodul ("Complementdrmodul") wvon B iiber A .
Es gilt:

D'S‘i = (ti)_1 :={y€; : yCB S—B}.

Ist B freier A-Modul, ist f1,...,f eine A-Basis von B und

damit eine K-Basis von L und ist f1,...,f die zugehdrige Dual-

basis von L liber K beziiglich der Spur, dann ist C —Af; ...+Af'

Beweis. Nach (12.3) und (12.4) ist SpK eine L-Basis von
HomK(L,K) .

Da B endlicher A-Modul ist, ist HomA(B,A) Untermocdul eines
endlichen freien A-Moduls, mithin torsionsfrei. Somit 1iBt
sich HomA(B,A) mit einem Untermodul von HomK(L,K) identifizie-
ren. Es gilt dabei:

]

Hom, (B,A) {hEHom (L,K) : h(B) € a}

I

{xSpIL< : (xSpK) (B) € A} 5
= { xspL : spg(xB) € 2} =T 'SpK .
Die Nichtnullteiler aus A reprédsentieren alle Nichtnulltei-
ler von B wegen (8.2); dies ist ja auch der Grund, weshalb L
der totale Quotientenring von B ist. Es folgt nun, daR



89

Hom,, (Hom (B,A) ,B) kanonisch in tom, (Hom, (L,K),L) eingebettet
1st Der letztere L-Modul ist Hom (L SpE,L) =T (SPE)* , wo-
bei (SpKY* diejenige L- Llnearform auf Hom, (L,K) bezeichnet,
die SpK auf 1 abbildet. Daher ist 1nsgesamt

HomB(HomA(B.A).B) ={H€ HomL(LaspK,L) 3 H(HOmA(B'A)) C B}
% B
B, -1 L %

di
Auswerten auf der Spur ergibt nun Dedekindsche Differente

o

LX)

‘{y (SPK

D{yi = (Ci)_1 , als "inverses Ideal" zum "gebrochenen Ideal"
B
A

Sei jetzt B eine freie endliche A-Algebra und f1,...,f
eine A-Basis von B , Mit f1,...,f bezeichnen wir die zuge—
hérige gewdhnliche Dualbasis von How (B,A) . Es ist f (f ) =
1,... fn

..,f in die zugehbrige gewéhn-

Sij (Kroneckerdelta). Beim Tensgaeren mit K geht £
in eine K-Basis von L und f1,.
liche Dualbasis von Hom (L,K) uber. fJEJL ist durch SpK(f f )
= Sij bestimmt, das 1st dasjenige Element von L , das bei
der kanonischen Abbildung ¢ : IJ—maHom (L,K), die zur mit der
Spur gebildeten Bilinearform gebildet w1rd, auf f] abgebil-
det wird; vgl. §11 . (Dabei ist G nach Voraussetzung bijek-

i i ‘1 L: »* i = ! '
tiv,) Es ist fj SpK fj . Sei nun x a1f1+...+an£n ’ ajeI<,

ein beliebiges Element von L . Genau dann ist xX€ 2 ¢ wenn

xSpK(B) A 1st, wenn also SpK(f X) = xSpK(fl)é A ist filr alle i.
_ n L o . .

Es ist aber SpK(f x) = 3=1 ajSpK(flfJ) = a; . Dies zeigt

CB = Af +...+Af' + wie behauptet., -

Unter den zusdtzlichen Vcoraussetzungen von (14.2) wird B
von SpK in A abgebildet und man erhidlt trivialerweise B fi
(und damit wieder “313 = (CB 1‘CB ).

scher
Dem Vergleich von Dedekindscher und Noethé> Differente liegt

ein Hilfssatz aus [13] zugrunde, dem wir uns nun zuwenden
wollen.

Mit % bezeichnen wir den kanonischen A-Homomorphisnmus
% : B®,B ——-—a»HomA{HomA(B,A),B)

mit ¥ (b&c) = (h+—>h(b)c). Entsprechend den beiden B-Modul-
strukturen auf Hom (Hom (B,2),B) gibt es zwei B-Modulstruktu-
ren auf B® = B G%B . namllch durch das Multiplizieren mit ag1

(das wir kurz in der Form a(b@c):= abec schreiben) bzw. mit
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1®a (das wir kurz in der Form a ¥ (b®c) := b®ac schreiben)
fir a€ B . Es gilt dann offenbar ¥(a(b®c)) = a®x(b&c) und
®(a%(b®c)) = a* (b®c) ., Also ist ® bezliglich entsprech-
end gewdhlter B-Modulstrukturen B-Homomorphismus. Insbhesondere
bildet ¥ den griBten Untermodul von B , auf dem beide B-Mo-
" dulstrukturen Ubereinstimmen, in den entsprechenden Untermo-
dul von HomA(HomA(B,A),B) ab.

Sei I der Kern der Multiplikation B® =B und Ol:= AnngeTI.
Beide B-Modulstrukturen stimmen offenbar auf Ol Uberein. Um—
gekehrt: Gilt ax = a» x fir ein x€ B? und fiir alle a€B , so
gilt x-(a®1 - 1®a) = O flir alle a€ B und damit x € Ol ; denn
a®l - 1®a , a€ B , erzeugen ja das B®-1deal I . Der gréte
Untermodul von B® , auf dem belde genannten B-Modulstrukturen
ibereinstimmen, ist also Ol . Es folgt X(Ol)QHomB(HomA(B,A).B).
Das Gleichheitszeichen gilt hierbei natiirlich, wenn » bijek-
tiv ist, was bekanntlich der Fall ist, wenn B endliche projek-
tive A-Algebra ist. |

{16.4) Hilfssatz. Sei B eine A-Algebra, I := Kern(Be-ﬂﬂ;9B)
und QOl:= ann oI . Dann bildet der kanonische Homomorphismus

% : B —> Hom, (Hom, (B,A) ,B)
cer Annulatcr in HomB(HomA(B,A),B) ab.

Sei B auBerdem endlicher projektiver A-Modul mit Rang. Dann
wird der (mit einer eindeutig festgelegten B-Modulstruktur
versehene) B-~Modul Ol von 2 bijektiv auf den B-Modul
HomB(HomA(BqA),B) abgebildet, und die Einschridnkungen von /<,
® und ¥V (Wert auf der Spur) ergeben das kommutative Diagramm

T
P

HomB(HomA(B,A):B)

Beweis. Nur noch der letzte Teil des Hilfssatzes ist zu bewei-
sen. Sei B endlicher projektiver A-Modul mit Rang. Gleichheit
van Homomorphismen ld8t sich lokal testen. Da I jetzt endlicher
B®-Modul ist, bleibt die Situation beim Lokalisieren erhalten,
was ¢, I und Ol angeh_t; vgl. (15.5) . Wie zu Beginn dieses
Paragraphen sieht man, daB auch % und ¥ mit dem Lokalisieren
vertrdglich sind; vgl. (16.1). Daher dirfen wir annehmen, daB

B eine freie endliche A~Algebra ist.
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Sei f1""’fn eine A-Basis von B und fT,...,f; die zuge-

hdrige Dualbasis von Hom, (B,A). Es ist f:(fj) = éij . Die Mul-

tiplikation in B ist durch Konstanten aus A bestimmt. Sei
n k . . "
fifj = E k=1 bijfk . Die Kommutativitdt von B bedeutet
k

btj = bji , wovon wir im folgenden stillschweigend Gebrauch

machen.

Sei nun x = z 1,5 aij fielfj ein Element von a ;, wobei

aijE.A ist. EinerseEgé hat man /uix) =:§£:i,j,kaijbtj fk,ande_

rerseits VY ¥ (x) = - Y f.R£f.) (5 . a,.Spl(f)f

e T N e e e aiid
i,jem "ijTim 73 Kk ™

k die Summen S:= EE:i.j a5 bij und T:= :z:i,m a;, b, gleich

sind. Wegen xe0Ol ist (1@£f,)x = (fi®1)>é . also

t _ -
Z-r,s,t ars bis fr® J‘:'1: - r,s,t qrs bir ftg'fs . Koeffizi
entenvergleich beim Basiselement fiefk ergibt die Formel

k _ i < . , . ,

:E:s a o bis = :Z:r ay bir fiir alle i,k . Hiermit ergibt
_ k _ i . .

sich 5 = 2, (% ;5 a;y byg) = 2., (2 _a, bi_ ). Dies ist

aber T , wie man durch Umnummerieren feststellt.

(16.5) Satz. Sei B eine strikte Frobeniusalgebra mit Rang lber

A . Sei Hom,(B,A) = By, ferner sei £€B durch Spy = £7 be-
| A B A
stimmt. Dann ist D{YA = Bf .

Sei auBerdem B frei iUber A . Es sei f1'°"'fn eine A-Basis
von B und f%,...,fﬁ die mit Y| gebil@ete zugehtrige Dualbasis
von B lber A . (Man hat 72(fif5) = Sij .) Dann erzeugt
A = Z?=1 £, ®£f] den Annulator A = Ann eI des Kerns I der
Multiplikation g: B®—>B.und man hat M(A) =3 |, £,£]=f.
Ferner gilt:

= n £ £ &
£, 121 Yl(fifj)fi ., 1£3%n

Schlieflich gilt noch fiir die mit der Spur und die mit n ge-
bildetenBilinearform:

diskr (f

_ wBrey . as
Spur . £) = N, (f)-diskr

(f1,.,.,fn) .

oo 1

Beweis. Aus Ranggrinden 1lst Bn ¥ B , Daher wird
HomB(HomA(B,A),B) von 'Qt——?1 erzeugt._ﬁ{Y§ ist das Bild von
Homg (Bm ,B) unter dem Auswerten ¥ auf der Spur, und das ist

By _
der B-Modul ¥ (B-(M+—>1)) = Bv(wz'-—ﬂ) = B+ (mvr—>1)(Spy) =
Bf -

Sei jetzt B frei ilber A und f1""'fn eine A-Basis von B .
Die bijektive Abbildung gi——?gY von B in HomA(B,A) ist die
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zur Bilinearform (x,y)k—a1thﬂ gehdrende kanonische Abbil-
dung G ; vgl. §11 . Das Urbild unter (Té der gewdhnlichen
Dualbasis f*,...,f: von Hom, (B,A) tber A ist die A-Basis

' ' * ]
f?""'fn von B . Man hat fj = fj?Z. =f$
. *, _ * ' r~) ' _
Es ist nun x(A)(fj) > 1E5 (£ £] (Talso x(A)(qu)

‘ f:'j . Daher ist 'ac(A)(gﬂz) = g fir jedes g€B , d.h. (A}
ist das erzeugende Element ’n}—-%1 des B-Mcoduls
HomB(HomA(B,A),B). Nach dem ersten Teil von (16.4) ist so-
rit AN ein erzeugendes Element des B®-Ideals Ol . schlieBlich
ist M(A) = YR(D) = v(mr=1) = £ .

. - n o s
Sei fj 121 aijfi mit ai.éiA . Dann gilt:

]
_ n — n =
EED =Dy o QUEED = 2y a8y, = ayy - Ist

_ n , ,
ffj = j{:k=1 ckjfk mit ckje,A , SO wird

(£ (£,£0) = ((£€E0))
n =

g {(£f,,....f )=
pur 1 B .0
i)+ det(c ) . Es ist aber det(cy ) = Np(f) .

B
(Spp (555500 924, jen

und hieraus durch Determinantenbildung diskr

dlsquz(f1,..

(16.6) Satz.Sei B eine endliche projektive A-Algebra und I
der Kern der Multiplikation Be-47B .

Ist B eine Frobeniusalgebra iiber A , dann ist AnnBeI ein
projektiver B-Modul des Ranges 1 . Ist umgekehrt AnnB
preojektiver B-Modul und ist A zudem noethersch, dann ist B

eI ein

Frobeniusalgebra iilber A .

Bezeichne K den totalen Quotientenring von A . Sei
L := K&
A B
iber A , dann ist nyA invertierbares Ideal in B . Ist um-
gekehrt N{}E invertierbares Ideal in B und ist A zudem noe-
thersch, dann ist B Frobeniusalgebra iiber A .

B unverzweigt liber K . Ist B eine Frobeniusalgebra

Beweis. Die erste Aussage folgt mit (14.4), (5) direkt aus
(16.4), da mit HomA(B,A) auch HomB(HomA(B,A),B) ein projek-
tiver B-Modul des Ranges 1 ist. Die Umkehrung ist nicht tri-

vial; man erhdlt sie mit Satz {14.20) aus (16.4).
Zum Beweils des zweiten Teiles des Satzes diirfen wir gleich

annehmen, daf A lokal ist und daf somit B einen Rang besitzt.
Unter der Unverzweigtheitsvoraussetzung ist die Abbildung

v HomB(HomA(B,AJJﬂ-éB als Teil der entsprechend gebildeten
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Abbildung Uber K ebenfalls injektiv. Zusammen mit (16.4) er-
halten wir daher, dan AnnBeI von fkbijektiv auf N{}g abge-
bildet wird. Der Rest der Behauptung folgt jetzt aus dem be-
reits bewiesenen ersten Teil des Satzes. -

Zur Verwendung beim Rechnen von Beispielen bemerken wir
noch:’

{(16.7) Aussage. Sel B eine freie endliche A-Algebra des Ran-

ges n , Es seien f1""'fn und f;,...,fé A~Basen von B der-
L n . : .

art, daB A: E i1 5@ E] in AnnBeI liegt, wobei I der

Kern der Multiplikation BS—>B ist.

Dann ist B eine strikte Frocbeniusalgebra dber A . Im ein-
zelnen gilt: Ist 1 = a1f%+...+anfﬁ mit aie.A . S0 ist
HomA(B,A) = Bn , wobei 12 die A-Linearform fi}——?ai ist.

22 (/) ist die B-Linearform N+ 1 auf Hom, (B,3) .

?,...,fi die gewdhnliche Dualbasis von

HomA(B,A) zZu f1""'fn . Man hat dann 2 (A) = (f§ P*?fﬁ) .

Insbesondere ist % {A) eine Isomorphie, sogar eine B-Isomor-
phie nach (16.4) wegen A€ ann e
£§euzeugt.) Die restlichen Beﬁauptungen sind jetzt klar. -

Beweis. Sei £

I . (Ubrigens wird AnnBeI von

Wir wenden uns nun dem angekiindigten Vergleich von Noe-
therscher und Dedekindscher Differente zu.

(16.8) Satz. Sei B eine endliche A-Algebra mit Rang . Sei K
der totale Quotientenring von A und L := KQAB . Mit I sei
der Kern der Multiplikation B® —>»B bezeichnet. Dann ist das
kanonisch gebildete Diagramm

AnnBeI /“ = B
J= s

kommutativ. Insbesondere ist
B B
N"?A - D'&A !
was heiBen soll: Bei B—L wird ﬁ{}i in ﬁfY§ abgebildet.
Ist B endliche projektive A-Algebra mit Rang, so ist

B _ B
NﬁA“D'SAQ'B'

Beweis. Sei x € AnngeI und X := (B—>L)em (x). Man kann X

auch ausrechnen, indem man x durch /Jo(Be-—~9Le) abbildet,
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wobei /u'die Multiplikation ;e-—d>L ist. Nach dem Beweis von
(15.5) ist x' := (Be-—dee)(x)éiAnnLeI' y wobei I':= Kern/ﬁ
ist. Nach (14.4), angewandt auf die projektive K-Algebra L ,
ist /.L'(x’) = vVa'(x') , wobei 31',9' in kanonischer Weise gebil-
. det sind. Man hat auch das kommutative Diagramm

e ® B
B ———>»HOmM (HOI!\A(B,A} 4 ) v\
L

Voo '
L X 1—101:1;&(1,,}0,13)%7

—3 Hom

K ¥
wobei an die Voriiberlegung zu Beginn des Paragraphen zu erin-
nern ist. Es folgt ¥ = /u'(x) = v'x'(x') = Y3¥(x) . Der Rest der

Behauptung ist nun klar.-

Die Dedekindsche Differente ist fiir manchen Zweck zu unge-
nau, wie folgender Satz zeigt.

(16.9) Korollar. Sei A ein noetherscher normaler Integritits-

ring und B eine endliche A-Algebra, die ebenfalls normaler
Integritédtsring ist. Der Quotientenkdrper L von B sei separa-
bel iUber dem QuotientenkSrper K von A . Sei

N—&’i = q1ﬁ...h qr

die Lasker-Noether-Zerlegung der Noetherschen Differente mit
?i := VO}l . Die Nummerierung der Primideale pi sei so ge-
troffen, daB codim qli = 1 genau fiir 1« 1%m gilt. Dann ist

Dﬁi =q1n...nqm 3

d.h. die Dedekindsche Differente ist das zur Noetherschen
Differenten gehtrige diviscrielle Ideal.

Nach (16.2) ist D{?g ein Ideal im noetherschen Ring B.

Beweis.| Sei ein Primideal %n B und ?:=BPAA . Nag; (15.5)
B _ o -
und (16.1) ist (a8 = N@’AX bzw. (D'S'A)B? D'S/Ag .

Sei codim ¥_= 1 . Dann ist.E? ein freier %?—Modul, und mit
(16.8) folgt (N€Y§)%? = (ﬁin)%? . Erst recht werden die Diffe-
renten in der Lckalisierung qﬂ von q? gleich. Das bedeutet

das die minimalen Primirk ten von A2
nun, da C}1,...,C}m e minimalen imdrkomponenten n gV a

sind.

Sei codim p 21 . p kommt genau dann nicht in der Lasker-
Noether-Zerlegung von ﬁéyg vor, wenn %pr nicht in der
~Lasker-Noether-Zerlegung von (dffg)ﬂp vorkommt. Da L iber K
separabel ist und da B Integritdtsring ist, zeigen die Uber-
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(Hom,
legungen von (16.3), daB v : HOLI?l;(B.A),B)-—)B €L injektiv ist.
Daher ist d{}i ein Dualmodul iiber B . Dasselbe gilt dann auch
in der Lokalisierung B,, . Dann ist aber codh('{yi}Bu = 2
und codh B;2 & 2 , woraus ?B# & Ass(Bp/(Dﬁi)Bz) folgt. -
Bei dim A = dim B = 1 im vorliegenden Satz miissen die bei-

den Differenten natiirlich gleich sein. Das ist bei klassischen
Erweiterungen von Dedekindringen der Fall. Aus (16.8) folgt

sogar ohne Separabilitdtsvoraussetzung sofort:

(16.10) Korollar. Sei A ein Dedekindring und B ein endlicher

Erweiterungsring von A , der ebenfalls Dedekindring ist. Dann

ist
B B
N"?A = D&A .

In der klassischen algebraischen Zahlentheorie spielt der
Begriff der Norm von Elementen und Idealen eine grofie Rolle.
lber die Norm h&éngen Differenten und Diskriminanten zusammen.
Wir besprechen dies kurz noch.

Sei B eine projektive A-Algebra mit Rang. Dann ist die
Norm N = Ni : B~>A wohldefiniert. Sei ¥ ein Ideal in B .
Das von den Normen N(b),be.z-, erzeugte Ideal in A bezeichnen
wir mit N(% ) . Dieses Ideal heiBt die Norm des Ideals ¥ .
Ist ¥ = Bb ein Hauptideal, so ist offenbar N(% ) = A-N(b) .

Mit beliebigen Grundringerweiterungen ist die Norm von Idea-

len nicht vertrdglich, jedoch mit Nenneraufnahme. Sei nimlich
S ein multiplikatives System in A . Dann wird N(Z?S) wegen
z—s ={b/s : bek ,s¢ S} iber A, erzeugt von Elementen der
Form N{(b/s) = N(b)/N(s) , also von den Elementen N(b),be ¥ ,
da N(s) eine Potenz von s und damit ebenfalls Einheit in Ag
ist. Also ist wirklich N(E—S) = N(X-)S .

(16.11) Satz. Sei B eine Frobeniusalgebra mit Rang Uber A .
Dann ist

B, _ B, _ B
NGV =n ;T8 =2,
in Worten: Die Norm der Differente ist die Diskriminante.

Beweis. Beim Beweis k&nnen wir gleich annehmen, dag8 A lokal
ist, da die drei benutzten Begriffe mit dem Lokalisieren ver-
trédglich sind.

Sei also A lokal. Dann ist B eine freie A-Algebra. Sei
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f1""'fn eine A-Basis von B .. Andererseits ist B semilokal
und HomA(B,A) daher nicht nur projektiv vom Rang 1 lber B ,
sondern sogar isomorph zu B , Sei HomA(B,A) = B? . Ferner sei
B :
SpA = f)z mit £f€B .
Nach (16.8) ist (U% = b . Nach (16.5) ist ferner
B _ . B,” By _ .
5V a = Bf . Daher ist NG ) = N(ﬁ{TA) = AN(f) .

Andererseits wird aber auch TLE nach (16.5} von N(f) er-
zeugt, denn diskrv(f1,...,fn) ist ja Einheit in & .-

Der vorstehende Satz liRt sich insbesondere auf endliche

Erweiterungen von Dedekindringen anwenden: Siehe (14.19).

£17. Einfache freie Algebren

Bei den einfachen freien Algebren hat man im allgemeinen keine
Schwierigkeiten, Verzweigungsprobleme konkret durchzurechnen.

Wir wollen das in diesem Paragraphen genauer besprechen.

Sei A ¥ O ein Ring, & ein normiertes Polynhom des Grades
n=1 aus A{X] und B := A[x])/o( A[X] . Weiter sei x die Rest-

klasse voen X in B . Dann ist 1,x,...,xn eine A-Basis von B.
Es gilt:

(17.1) Satz. Aquivalent sind:

(1) B ist unverzweigt {liber A .

(2) o und die Ableitung o erzeugen in A[X] das Einheitsideal.
(3) o(r(x) ist eine Einheit in B .

(4) Nj(o('(x)) ist eine Einheit in A .

(5) diskr(1,%,...,x 1) ist eine Einheit in A .

Beweis. Es ist D, (B) ¥ A[x]/(Xa[x] +e(a[x]) = B/ (x)B . Da-
her sind (1),(2) und (3) &guivalent. Am Ende von §8 haben wir
als Folgerung aus (8.2) gesehen, daB ein Element von B genau

dann Einheit ist, wenn seine Norm Einheit ist. Also sind (3}

und (4) &quivalent. Die Aguivalenz von (5) und (1) folgt aus

Satz (12.4) und Hilfssatz (11.3) . -

Ohne Benutzung von Satz (12.4) kann man die Aquivalenz von
(4) und (5) im vorstehenden Satz der folgenden Formel entneh-

men, die sich direkt beweisen 135Rt.

n
B (%)
(17.2) Satz. diskr(1,x,...,xn 1) = (=1} 2 Ni(oc(x)) .
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Beweis. Es gibt einen Erweiterungsring A' von A , iiber dem &
in Linearfaktoren zerfillt: = T\— {(X-b ) mit b_€a' .
Offenbar ist o = X  das charakteristische Polynom des
Multiplizierens mit x in B . Nach Lemma (2.1) ist

_ n . it+3 . i+3, _ n i+3
Xxi+j TTs=1 (X bs ) » woraus sich Sp(x ) Zsz‘l bs
ergibt, Folglich ist diskr(1,... ,xn-1) = det(Sp(xli]) =

get(P_0_, bl b)) = get®l)? = TT_ b b))% . (Vandermonde.)
Andererseits ergibt Lemma (9.1), daB Xo('(x) = T"zﬂ (X~ ol'(bs)).
also N(o(x)) = :21 o(,'(bs) ist. aus & =ZE=1T|-r*m(X-br)
erhilt man '(b_) =-|.Tr#s(bs—br). Daher ist N(cc'(x)) -

- _ —(h - 12y = (2)
]Ts,r,s#r(bs br) —Trs<r( (bs br) ) = =1 TTS r(b b )

Das beendet den Beweis. -

Wir werden weiter unten nach entsprechenden Vorbereitungen

einen einfacheneren Beweis flir (17.2) geben kdnnen.

(17.3) Satz. Alle Differenten von B iliber A sind gleich:
' _ &B _ B _ B
i(x)B - 'ﬁlA - NFSA - D’\?A

Beweis. Es ist DA(B) = B/o('(x)B und daher 4\9'2 = O('(x)B . Der
Kern der Multiplikation B®~—>B wird, da B = A[x] ist, von
x®1 - 1® x erzeugt. Nach (15.4) ist daher ﬁ'B = ’ﬁ/B . Nach
(14.16) und (16.11) ist schlieslich Y, = '&B

Aus (16.11) folgt iibrigens noch N (X' (x)B) =‘n,§' und damit

auf einfache Weise die Aquivalenz von (4) und (5) in Satz

{17.1) . Eine genauere Untersuchung dieser Methode gibt dann
sogar die scharfe Aussage (17.2), wie wir gleich sehen werden.

Wir betrachten die einhiillende Algebra B = B ®AB und die
Multiplikation Pk B®~>B mit dem Kern I . Bezeichnet
T - A[X]——?B die Restklassenabbildung, so ist B®T ein
A-Algebra-Homomorphismus von B & A[X] auf B ® B = B® . Nun
list sich B Q@ A[x] kanonisch mit B[x] 1dent1f121eren. Dabei
geht B®MT in das Substituieren X+—>»1®x des Polynomringes
B[X] Uber, das wir mit { bezeichnen wollen. Kern(B®TW ) =
B®OLA[X] geht in O(.B[x] iiber. Wegen o (x) = O gibt es ein
B en[x] mlt o«{=/3-(X-x) . Man hat g:(x—x) = 1@x - x®1 . Da-
her ist ¢ (I) = (x-x)B[x] , 1 (ann el =p4s(x], Ann oI =
9 (@)1B% , ¢ '(anng, $(B)) = (x—x)B[X] und somit
AnnBe(‘f(,G)B ) = 1.
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sei A:= 9(/3) . Zur Berechnung von A brauchen wir nur
I3 = b +b1x+...+b _1}{’1"1 mit biE.B zu schreiben; dann ist
A= N1, @x' . Die Koeffizienten von « = a +a,K+. .ot
n i=o0o i mit ) o o
a X", a,€a, a =1, stehen denen von f3 in der Beziehung
“byx + b, , = a, , woraus man (von unten beginnend)
— ‘ .1
bo = a, 1 + az-x + .. + 1rx
. F
b, =a 41+ 1:x
bn_1 = 1.1
erhdlt. Folglich ist die Ubergangsmatrix von der Basis 1,...,
x“"1 zu den bo""'bn—1 eine Matrix, in deren Nebendiagcnalen
ﬁbera%l 1 und darunter iUberall 0 steht. Ihre'Determinante ist
(- 1)(1). Also ist b PRI o n-1 eine A-Basis von B . Nach (16.7)
ist nun Hom, (B,A) = B?l, wobei 7 die A-Linearform X —> sun 1

ist und Et(ZS) die B-Linearform 7 +—>1 auf Hom, (B, A) .
(Vgl. auch den direkten Beweis von (14.16).) D;e x~ und bj
sind Tz—duale Basen nach (16.5), und es ist aufBerdem

= (-t 2 diskr,,l(1,...,xn—1)

diskryz(bo, 8w 'bn_.l)

Die Abbildung B[X] %> ®, B ~~»pB ist nichts anderes als
die Substitution Xk x . Aus o(zﬁ‘(x—x) erhdlt man daher

L= flex) +fB und MP@') = 4§ (B) wegen MY (X-x) = 0.
Somit ist /u(A) = /uc_f(p) =My («" = «'(x) . o

(16.5) liefert nun diskrSpurm,..;,x"'H = (-1) % N((x)).
Dieses ergibt den oben angekiindigten zweiten Beweis von (17.2).

Sei nun B unverzweigt iiber A , so daB &'(x) Einheit in B
ist. Wir haben SpA oa(x):q und daher Sp(xibj/OC(x)) =
&' x)?l(x b. /OC(x)) = Tz(xlbj) = 513 . Also ist
b /oux),...,b _/&'(x) = 1/«'(x) die Dualbasis zu 1 ) Koo o307

bezugllch der Spur.

Ist nur K<$AB fiber dem totalen Quotientenring K von A un-
verzweigt, so ist ol (x) Nichtnullteiler in B , und b /OC(x),
....bn_1/OU(x) ist die Dualbasis von Ki@AB zu 1,...,xn_1,be-
zliiglich der Spur, die nach (16.3) ilber A den Komplementdrmo-—

dul Cg erzeugt.

Die Benutzung von 12 in der Verzweigungstheorie einfacher,
freier Algebren scheint eine lange Tradition zu haben, vgl.
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P. Rogquette [10], §3. Auf den UYberbau der Verzweigungstheorie
vollstandiger burchschnitte gehen wir in der im Vorwort erwihn-
ten Fortsetzung dieses Heftes ein. Siehe auch [15] und die

dort angegebene Literatur.

§18. Beispiele

Beispiel 1. Sei k ein Kdrper und B der formale Potenzreihen-

ring kﬂx YB in den Unbestimmten X,Y iiber k . In B liegt

A := k[x + XY, YZJ] Man kann A auch als Restklassenring eines

freien Potenzreihenringes kﬂp vV, W]Inach dem von V2 -UW erzeug-

ten Hauptideal darstellen (Behnke-Kegel). Da dieser normal
ist, stimmt er aus Dimensionsgriinden mit A {liberein.

Als A-~Modul wird B von 1,X,Y erzeugt. Man sieht sofort,
das die Relatioff 'dieser Elemente von <f0,—XY,X2> und
<o,-v2,xy> erzeugt werden. Sei K := Quot(A) . Der Kdrper
L := Quot(B) wird wegen Y = (XY/XZ)-X von X iliber K erzeugt
mit dem Minimalpolynom TZ-XZE K[T]. (DaB T2—X2 irreduzibkel
ist, folgt daraus, daf X2 als Basiselement von 1Mh kein Qua-
drat in A und deswegen (A normal} auch kein Quadrat in K ist.)
Sei f€B . Dann besitzt f eine Darstellung f = fo+f1x+f£{mit
f f f €A . Hierbei ist f0 eindeutig bestimmt. Die A-Line-
arform f!—haf nennen wir ‘7 . In der Basis 1,X% von L iber K
rechnet man elnfach aus: SpK(f) = 2f und N(f)= f (f X+£f Y)

Somit ist Spy Lig = 27

2

Es ist D (B) isomorph zu B /M , wobei M von den Paaren

<2x%,0>, <Y x> , €0,2Y)> erzeugt wird. Also ist ﬁB =
B2x? + B4XY + BzY2 .

Schlielich wird Ann eI in B® erzeugt von den Elementen
1@x2 + X@X , 1®@XY + X@Y , 1®XY + Y®X und 1@ Y2 + vo@ ¥,
wie man sich ausrechnet,indem man die mit den weiter chen an-
gegebenen Relationen eine Darstellung Az——-9A3;-—9B-——9O
macht, diese mit B tensoriert und dann mit B-Mcduln rechnet.

Es ist nun ﬁ{fi = B2x% + B2xXY + B2Y? .

Sei jetzt char k = 2 . Dann ist {}B ﬁ{%i = 6{Yi =0
Spg = 0 und folglich auch 1L = .

Sei daher nun char k # 2 . Dann ist L separabel iber K .
; " QB B 2 B .
W = = = .
ir haben {}A N{?A ¢MB . Nach (16.9) ist ﬁ{TA B Wir
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B, _ 2 _ :
haben N(D{TA) = A . Ist f€4ﬁ? , £ = £ +£ X+Exmit £ ,f. £ €,

80 ist N(f) = fg - (f1x+f2Y) . Da A normal ist, hat man

fFX+f . Y€EANAM_ = M. . Folglich ist N(f)E/m/2 . Weiter ist

1 2 B A A
nix2) = x* , N(xy) = x2v?% una n(¥%) = v} . Daher ist N(vng)
4“% , wenn man die Norm des Ideals als das von den Normen der

.Idealelemente erzeugte Ideal definiert. Andererseits rechnet

. B _
man leicht 1LA = 4“% aus.,

Es sei darauf hingewiesen, daB HomA(B,A) als B-Modul zu B
isomorph ist. ’Q ist ein Basiselement (auch bei chaxr k = 2).
B ist aber keine Frobeniusalgebra lber A , da B nicht frei

{iber A ist.

Beispiel 2. Sei k ein Kérper der Charakteristik O und B der

Restklassenring des formalen Potenzreihenringes k[X,Y,Zﬂ nach
dem von X3-YZ,Y2—XZ und 22
dimensionaler lokaler Integritdtsring (mit Normalisierung kﬁtﬂ ’

X = t3 , ¥ = t4 ¢ 2 = t5 ). Die Restklassen von X,Y¥,Z in B

—XZY erzeugten Ideal. B ist ein ein-

seien mit x bzw. y bzw. z bezeichnet. B ist freie Algebra iber
A := kﬂxﬂ € B mit A-Basis 1,y,2 . Der Quotientenkdrper L von

B ist separabel algebraisch von Grad 3 ilber dem Quotientenkdr-
per K von A .

B ist der Restklassenring des Polynomringes A[Y,i] nach dem
von x3-YZ, Yz—xz und Zzasz erzeugten Ideal. Daher ist DA(B) der
Restklassenmocdul von 82 nach dem von Tupeln <-z,-y> ,
<2y,-%>, <-x2,22> erzeugten Untermodul und %‘2 = Bx3+By2+
B22 . Der Annulator des Kernes der Multiplikation B® —»B

2@ y + x2y®1 + 2@ 2 und

wird von x3®1 +y®z + z®y , X
. B {yB
Xz ®1 + y®y + x®2z erzeugt. Daher ist ﬁ'A = yVa - Nach (16.8)

ist ﬁﬁfi = 5{72 . Alle Differenten stimmen Uberein.

Mit Hilfe von (14.12) und {(14.9) ist leicht direkt zu sehen,
dal B keine Frobeniusalgebra iiber A ist. Wir k&nnen das aber

auch daran feststellen, daB die Norm der Differenten von fng
6

verschieden ist. Elnerseits ist diskr(1,y,z) = =27x° und daher
112 = Ax6 . Andererseits kann man sich leicht ausrechnen, das
n(£)e ax® liegt fur alle feVs . Es ist N(y?) = x° und somit

N (D) = ax® .

Beispiel 3. Wir besprechen eine ganze Klasse von Beispielen. Sei
im folgenden k ein K&rper und B eine lokale endliche k-Algebra.
(Wir wollen uns auf lokale k-Algebren beschridnken; bei beliebi-
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gen endlichen k-Algebren kommt man sofort durch Zerlegung in
direkte Produkte auf diesen Fall.) Mit K bezeichnen wir den
Restek&rper B/mwB .

Wegen (16.8) ist natirlich N{}i = ﬁ{Ti . Hiervon kann
492 sehr wohl verschieden sein. Aus [13] zitieren wir folgen-
des Resultat (das wir auch in der im Vorwort genannten Fort-
setzung dieses Heftes beweisen und das im lbrigen in Jjedem
Einzelfall leicht direkt bestdtigt werden kann): Ist K nicht
separabel iiber k , so ist {72 = 0 ., (Dies folgt wegen {}B C
bﬁﬁ?auch aus den Ausfilhrungen unten.) Ist K separabel iber k,
g0 ist &98 # O genau dann, wenn B vollstdndiger Durchschnitt
iiber k 1st und wenn auBerdem dlka/dlka kein Vielfaches der
Charakteristik von k ist; in diesem Falle ist {y = AnnBﬂﬂh .

Wir zeigen nun: Ist K nicht separabel {iber k , so ist
N{Tg O . Ist K separabel ilber k , so ist ﬁ{fﬁ # O genau dann,
wenn B Frobeniusalgebra iiber k ist (wenn B also Frobeniusring

ist, vgl. (14.11) und wenn auBerdem dika/dika kein Viel-
faches der Charakteristik von k ist; in diesem Falle ist

B _
NﬁA = AnnpWg .

Zum Beweis betrachten wir eine Kompositionsreihe von B in
der Form B = By 3/L*Lq_1 D...241 = 0 mit Idealen 4, , wobei
AL, = BE +n, _, sei, fq = 1 . Die Kompositionsfaktoren sind

isomorph zum B-Modul K . Restklassen von Elementen aus B in K
werden durch tbergqueren gekennzeichnet. Weiter seien KyreeesX

I

Elemente aus B mit K = k§1+...+k§m r M = dim K . Wir diirfen

annehmen, daf Spi(xj) = O ist flir j=22 . Es ist g = dika/dimﬂt
Die fixj bildgn eine k- Basis von B . Wegen ¢w oL, C.Anl 1

gilt offenbar Spk(x) q Spk(x) fiir jedes erB. Ist K nicht

separabel iilber k oder ist g ein Vielfaches der Charakteristik

von k , so ist Spi = O . Dann ist natiirlich auch dfTi =0 ,

da das Auswerten auf der Spur trivial ist.

Wir wollen von nun an annehmen, daB gk # O ist und daB K
separabel ilber k ist. Es ist dann a := Sp§(§1) ¥ 0 .

Sei n diejenige k-Linearform auf B , die f1x1 auf 1 und
alle {ibrigen Basiselemente fixj auf O abbildet. Offenbar ist
B
[ = .
Pp = qafytm .
Sei B keine Frobeniusalgebra iiber k . Ist
@ : Homk(B.k)—w—aB ein B-Homomorphismus, dann ist notwendig
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Bildd & M, und deswegen @(Spﬁ) = qaf, @(Tz) = 0 . Folglich
. B _ '
ist W, =0 .

Sei schlieBlich B Frobeniusalgebra iliber k . Dann wird
AnnB4MB von f1 erzeugt, und jedes Ideal # O in B enthdlt f1 .
Aus £ Tl ¥ 0 folgt daher Ann M =0 und aus Dimensionsgriinden

1 B {yB
Homk(B,k) =By . Dann ist aber oVa < Bqaf1 = Bf1 = AnnBﬁuB,
wormit der Beweis beendet ist. -

Das einfachste Beispiel einer Frobeniusalgebra, die kein
vollstidndiger Durchschnitt ist, erhdlt man in B := k[X,Y,iqu
wobel 41 von Xz—Yz,Yz-zz,XY,YZ,ZX erzeugt wird. Hier ist

o — 3 - ] \ B _ B
B/MAB Z k und g = dlka = 5 , Bei char k # 5 ist ﬁ{yA ﬁérA

¥ 0 , aber {Ti =0 .
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KAPITEL IV: OPERATION ENDLICHER GRUPPEN

§19. Allgemeines iilber Fixringe

Seien B eine A-Algebra und G eine endliche Gruppe. G operiere
auf B als Gruppe von A-Automorphismen, d.h. gegeben sei ein
Gruppenhomomorphismus o : G -—--AutA__AlgB . Wir schreiben hiu-
fig kurz eb filir «(e)(b), 6€ G,be B . Uberdies schreiben wir
kurz & fir «(#) auch dann, wenn o nicht injektiv ist (und
keire MiBverstédndnisse zu beflirchten sind). Der Fixring

B := {beB : 6b = b fir alle g e G}

ist eine A-Unteralgekra von B .

Operiert die endliche Gruppe G auf einem Ring B (als Gruppe
von #-Automorphismen) und ist A ein Unterring von B¢ ; SO

operiert G auf B auch als Gruppe von A-Automorphismen.

Die endliche Gruppe G operiere auf B . Flir bg B liegen die

Koeffizienten des Polynoms

TT x - ep)

eeG
im Fixring BG . Insbesondere liegen die Elemente Zs'eG &b
und wi(b) := WS&G b in BC . Da das angegebene Polynom nor-
miert ist und b als Nullstelle begsitzt (wegen g¢b = b fiir das
Einselement ¢ €G), folgt

(19.1) Aussage. B ist ganz iiber BC .

Operiere G als Gruppe von A-Automorphismen auf B . Flir eine
A-Algebra A’ operierﬁ dann G als Gruppe von A'-Automorphismen
auf B' := A'@ B mittels Fg(a'@b) := a'@fFb . Das Bild des
kanonischen Homomorphlsmus A'® BG — A’ ® B liegt offenbar
in (A'@AB) . Es gilt:

(19.2) Aussage. Der kanonische Homomorphlsmus A'® BG—-n-

(A'QAB) ist bijektiv in folgenden Fillen:
(1) A' ist flach iiber A .
(2) ord G ist eine Einheit in B .

Beweis., Sei n := ord G . Im Fall (1) betrachten wir dén A-Ho-

momorphismus @ : B—sB" mit br——e (b- o'b)’eG . Offenbar ist
G

Kern @ = B~ , d.h. die Sequenz

G $

O -—eB '-—-bB———an
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ist exakt. Ist A' flach iiber A , so ist auch die Sequenz

— G ide
Q0 At@AB ~——+A'®AB ______é (A'@AB)H

exakt, und das ist die Behauptung.

Im Fall (2} ist offenbar %ZG’GGG‘ eine A-lineare Projek-
tion von B auf B® . Dann ist aber id@® (%ZE) = % > (ide )
eine A'-lineare Projektion von A'®AB auf A'@ABG . Da Bild

1 ] G ., .
(< > ides ) = (A ®,B) " ist, folgt die Behauptung. -

Sei S ein multiplikatives System in B , das invariant unter
G ist, fir das also §(8) = S ist fiir alle &G . In diesem
Fall operiert G in natiirlicher Weise auch auf BS . Da die
Abbildung B—=B® , be—sv(b) , v(b) = TTeb , multipli-
kativ ist, ist v (S) ein multiplikatives System in BG . Jedes
Element von S ist Teiler eines Elements von yp(S). Somit ist
— B_. bijektiv. Aus (19.2)

der kanonische Homomorphismus Bv(S) S
folgt
G G _ ,.C
Ist 8' ¢ BG ein multiplikatives System mit w»(S)g S'¢g S ,
, - G _ ,.G _ uC
so gilt auBerdem noch (BS) = (B )v(S) = (B )S‘ .

Beispiel. Seien B ein Integritdtering mit Quotientenkdrper L,
A :=BG und K der Quotientenkdrper von A . Dann ist mit
S := B~{0} und S' := A\{0} :

G G

¢ = (B) =(BG)S,=A =K .

S s!
Der Quotientenkdrper des Fixringes ist also der Fixk&rper des
Quotientenkdrpers. Ist B normal, d.h. ganz abgeschlossen in L,
so ist wegen A = BG = LGr\B = KnB auch A normal, Da B ganz

iiber A ist, ist in diesem Fall B der ganze AbschluB von A in L.

Wir wollen zwei (geometrisch) wichtige Fdlle angeben, in denen
B (nicht nur ganz sondern scgar) endlich tiiber BG ist.

{(19.3) Aussage. Sei B eine A-Algebra endlichen Typs. Die end-

liche Gruppe G operiere auf B als Gruppe von A-Automorphismen.
Dann ist B endlich {iber BG . Ist A noethersch, so ist lberdies
BG ebenfalls eine A-~Algebra endlichen Typs.

Beweis. Sei B = A[b1,...,er . Da BG eine A-Unteralgebra wvon
B ist, gilt auch B = BG[bT,...,br]. Somit ist B ganz und von
endlichem Typ {liber BG , also endlich. Sei nun A noethersch.
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Cqrw=erCy seien.die Koeffizienten der Polynome TT;EG(x-ghp ,
i=1,...,r . Die A-Unteralgebra A' := A[c1,...,cS] < BG von
B ist von endlichem Typ iiber A und damit noethersch. Aufer-
dem ist B ganz und von endlichem Typ {lber A',alsc endlich.

Da BG zwischen A' und B liegt, ist BG ebenfalls endlich iiber

A' und insgesamt von endlichem Typ ilber A .

(19.4) Aussage. Sei k ein bewerteter K&rper und B eine analy-

tische k-~Algebra. Die endliche Gruppe G operiere auf B als
Gruppe von k-Automorphismen. Dann ist B endlich Uber Bq und

BG ist ebenfalls eine analytische k-Algebra.

Beweis. Unter einer analytischen k-Algebra verstehen wir de-
finitionsgemidB eine k—-Algebra, die endlich iber einer Potenz-
reihenalgebra von k ist. Sei nun b1""’br ein Erzeugenden-

system des Jacobson—-Radikals #,, von B . Mit Crres-rCy be-

zeichnen wir die vom Leitkoeffizienten verschiedenen Koeffi-
zienten der Polynome Tj;‘G(X- Gbi), i=1%...,r . Es ist

C €ty fiir alle j . Sei A' := k&cT,...,cS} das Bild des
k-Homomorphismus k((x1,...,xs‘>> — B mit Xj .——-cj . Eg ist c
A' eine analytische k-Unteralgebra von B . Ferner ist A' ¢ B
{wegen b- b e rWy;o‘“; = O fiir alle be A' und alle ¢ €G).

Die Algebra B ist endlich iiber A' . Um dies einzusehen, genigt
es nach dem WeierstraBschen Vorbereitungssatz in der Serre-
schen Fassung zu zeigen, daB B := B/#, B = B/(cy,...,C)B
endlich iiber k ist. B ist eine semilokale ncethersche k-ARlge-
bra, deren Restekérper endlich iilber k sind.Es geniigt somit

zu zeigen, das My = ﬁuB/(c1,...,cS)B nilpotent ist. Ist

n := ord G und ay = TI#X— ahH) , 50 ist O = di(bi] , woraus
b? e(c1,...,cS)B folgt. Das ergibt die Behauptung. Da nun B©
zwischen A' und B liegt, ist BC endlich iiber A' und damit ins-

gesamt eine analytische k~Algebra.

§20. Hilbertsche Zerlegungstheorie

Seien B eine A-Algebra und G eine endliche Gruppe, die auf B
als Gruppe von A-Algebra-Automorphismen operiert. Dann ope-
riert G in natiirlicher Weise auch auf der Menge der Ideale
von B . Ist 4 ¢B ein Ideal, so bezeichnet G, () die Isot®-
piegruppe von & , also

G, (B = {sec : 6B = Fl.
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G, () heiBt die Zerlegungsgruppe von P G, (}) operiert auf

B/ F . Der Normalteiler der Elemente E€G, (}) , die die Iden-
titit auf B/J induzieren, heiBt die Traghe1tsgruppe von &

und wird mit GT(;) bezeichnet, also

Gp(d) :={FeG : 6(b)-bel fir alle be B}.

G (3
Die Faktorgruppe G, (5)/0 () operiert auf B mit Fixring
Gz (g) Gp(p) T Gg (&)
. Man nennt B den Trigheitsring und B den

Zerlegungsring von P . Man hat die folgende Kette von A-Al-
ebren: ’
i G, (£) G (B)

BG cE Z c B ¢ B .
(20.1) Aussage. Ist'P. ein Primideal in B und g := 'P.n s8¢ ,
50 gilt:

Gy (P) = G (RBy) v Gp(R) = Gp(pBy) .

Ferner gilt
G(B) G() G, (RBe) G, (R)
sz PP F (B)Trvzmrr?) _

¢

Beweis. Der zweite Teil der Aussage folgt aus dem ersten Teil

zusammen mit {(19.2). Es genligt somit, den ersten Teil zu zei-

gen. Die Inklusionen G ’F.) c G (‘}lB ) und G (‘P) ¢ Gq (‘PB,)

sind trivial. Ist umgekehrt 5‘5G (‘FB } . so ist

S(P) ¢ Bn (FE'?) = }1 » also 6 € G, (p.). . Und ist 6e GT(‘FB,) , SO
gilt flir be B : &(b)- be B (PB,) ="P. , also e GT(F) .

)

{20.2) Lemma. Sei‘? ein Primideal in BG . Dann operiert G
transitiv auf der Menge der Primideale in B , die ﬁber'g
liegen. Ist 7& irgendein Primideal in B iber 4 (einFol— “
ches existiert stets da B ganz Uber B ist), so ist die Anzahl
der verschiedenen Primideale von B ﬁberm? gleich dem Index

: GZ(F)]
Beweis. Der zweite Teil folgt offenbar aus dem ersten. Sei
P ;==LJ61(;5P. Dann ist P eine G—lnvarlante Teilmenge von B .
Ferner ist (eP)nBG G(FnB ) = 6‘/37 2 . Wir haben zu zei-
gen, daB jedes Primideal q, in B tber 4 mit einem s"P, ) OEG,
ibereinstimmt. Angenommen, dies sei falsch. Darn ist q¢€'P.
fiir alle 6eG (Aus Q’gﬁp folgte wegen
der Ganzheit von B tiber ¢ , dag OJ =6"F ist.), und es gibt
ein be¢ q , b§¢P . Da P invariant unter G ist, gilt auch
eb¢P fir alle §€¢ G . Dann ist V(b) = Il (b)) ¢ P . An-

Fe G
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dererseits ist aber y(b) € q_n BG = ? £ P . Widerspruch! -

Sei 11 ein Primideal in B . Ein Element &€ G induziert dann
einen Isomorphismus B —* B,y - Insbesondere sind die Lokali-
sierungen B.’;1 nach Primidealen ’p_g B , die iber einem festen

Primideal > 2 BG

liegen, wegen (20.2) alle untereinander iso-
morph. Ferner operiert GZ(FD auf BF!und offenbarlist GTQEB#)
= G (}1) und G (Tlap) = GZ(FL) . Nach den Bemerkungen hinter
{19.2) ist ferner
(B#)G 2P (B ¢ (P NP
P»nB

(20.3) Lemma. Sei B ein semilokaler Ring, der endliches di-

rektes Produkt von lokalen Ringen ist, filir den alsc der ka-

i1 Bm, - wobei m1,...,7ﬂr

die verschiedenen maximalen Ideale von B sind, bijektiv ist.

nonische Homomorphismus B -»'TT

Ferner sei BG lokal. Dann sind die B untereinander isomcrphe

m
BG~Algebren, und es ist BG-—» B ?1n Isomorphismus fiir jedes

maximale Ideal Mg B , B' := B y M = M A B .

Bemerkung. Die Voraussetzungen von (20.3) sind zum Beispiel
immer erfilillt, wenn BG ein henselscher lokaler Ring ist, vgl.
§7 , insbesondere (7.1).

Beweis von (20.3). Es ist nur der angegebene Isomorphismus zu

bestdtigen. Dieser 1dent1%m§1ert sich mit dem kanonischen Ho-

momorphismus BG-——-(BwQ . Zundchst die Injektivitat. Dafiir
ist zu zeigen, daB BG——- Bmin]ektiv ist. Sei aeBG , af1 =0
in Bg, . Fir e G ist dann 6(a/1) = a/1 = 0 in EGTNU . Da mit

§€¢CG die &(MTN) alle max1malen %‘Sieale von B durchlaufen, ist
z . Es gibt ein be B mit b/‘!-b
in Bnnund bB/1 = 0 in Bn fir alle von M v?r?chledenen raxi-
malen Ideale M ¢ B . Offenbar ist be B . Sei 61,...,.5
ein Reprédsentanten.system fiir die Linksnebenklassen von G
beziiglich Gz(7n),und a := §=1 ¢;(b) . FUr ein beliebiges
1€ G bilden dann auch die Elemente fﬁa,..., TG} ein Repri-
sentantensystem flir diese Linksnebenklassen. Es ist also

_ ~ . ~ . .

TEy = OO Mt Fie (M) und me Y, . Folglich ist
=7 {=1 't’o'iéb) = Zi=‘| f#(i) 6y (b) = 21_1 & (1) (b)=a ,

d.h. es ist ae BY . Uberdies ist a/1 =b/1 =B in Bun wegen

O'i(b)/1 =GO(%'51 Bm fur o"i¢Gz (M) . pamit ist gezelgp, das

BC —_.(Bﬂi Z auch surjektiv ist.

a=04in B . Sei nun b e(Bno

r
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Der folgende Satz ist das Hauptresultat dieses Paragraphen.

(20.4) Satz. Die endliche Gruppe G operiere auf dem Ring B als

Gruppe von Automorphismen. Es sei ein Primideal in B .
P .
G

Ferner sei G' := G, (R) , ¢* := G, (R) ; B' := B , B" :=
G“ - » = é F | P, IT P (1] — 11} 21 s
B ;g P.nB ; R'i=RAB, R"i=RAB" . Fir die
Ringkette

BG c B! < BY < B

mit den Primidealen
¥ 1 B |
gilt dann:
(1) R ist das einzige Primideal in B Uber 'ﬁ.' .
(2) Die Restekérpererweiterung ae('P") -—-»ac('p.) ist rein

inseparabel.
(3) Die Erweiterung B'.-—*bBQF" ist endlich, unverzweigt

und frei vom Rang [G' : G"] . Die Restekdrpererweite-
rung ag(’P_') —_— gt “P.") ist galoissch mit Galoisgruppe
G'/G" .(Insbesondere gilt, wobei wir zur Forrulierung die

Begriffe von §21 verwenden: Pf—__'B »" ist eine Galois-
erweiterung, und zwar operiert G'/G" galoissch auf BHF
mit Fixring Bl,, .)

(4) Die Erweiterung (BG) —» B' , ist lokal etale mit trivi-
aler Restekorpererwelterung x(?)—-*'x(ﬁ,)..(Insbeson-
dere gilt: Ist (B )? henselsch, so ist (B )?-——vap
bijektiv.)

Wir erinnern daran, daf eine Erweiterung C — D lokaler

Ringe lokal etale heifit, wenn D treuflach und unverzweigt

{iber C ist und wenn D ilberdies Lokalisierung einer endlichen

C-Algebra ist; vgl. § 7.

Beweis von (20.4). Zu (1). Diese Aussage folgt aus (20.2),

angewandt auf die Gruppe GZ('p) .

Im weiteren k&nnen wir wegen (20.1) gleich annehmen, das
BG lokal mit dem maximalen Ideal ? ist. Dann sind auch die

Ideale 'Fl ,’P.',’P' jeweils maximal,

Zu (2). Sei beB . Es ist b Nullstelle von ‘rTreG”(x_ (b))
€ B" [ X]. Modulo ]1 sind die Elemente ¢ (b) alle gleich. Das
Minimalpolynom von b modulo 11 zerfdllt alsc iliber ae(?l) in ein
Produkt identischer Linearfaktoren. Folglich ist b modulo 71
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rein inseparobel Uber ae("FL") .

Zu (3). G' operiert auf B"Y wund B", . Sel #eG' ein Ele-
ment, das trivial auf B" /'P," operiert. Dann operiert & we-~
gen (2) auch trivial auf B/"p.. Somit ist 6eG" . Es folgt:
G'/G" operiert treu auf B" /‘p," als Gruppe von (B'/'F,')—Auto-—
morphismen. AuBerdem operiert G'/G" auf B'!.Fu mit Fixring B'.Fr.
Sei m := ord G'/G" . Wir erhalten also lber die Erweiterung
B',p.—-rB"»P. lokaler Ringe folgende Aussagen: Jedes Element
von B erfiillt eine Ganzheilsgleichung des Grades g m . Die
Erweilterung B'/’P' —B" /'p" der Restekdrper hat einen Grad
2 m . (Dies letztere folygt daraus, daB eine algebraische
Kérpererweiterung K ¢ L h6chstens so viele K-Automorphismen
besitzt wie der Grad der separablen Hiille von K in L angibt,)
Mit Lemma (4.5) erhalten wir: B",p., ist endlich und unverzweigt
iiber B"p‘ ; und der Grad von B" /"p," liber B'/’F’ ist genau m .
Damit ist B" /'F.“ galoissch iiber B'/‘p,' mit Galcisgruppe G'/G".
Zu zeigen bleibt noch, daB B',ia., frei Uber B!.p. ist. Seien
3‘1,..., gm die Elemente von G'/G" . Wegen B" /'F’B" = B" /"P.,"
ist die symmetrische Bilinearform B",6 x B',!P_ -j——» B'_p. ’
(X,y)r——s z =1 e‘ {xy) modulo 'P. die Spurform und vermittelt
somit modulo 'p. eine Dualitdt. Dann gilt dies auch flr @
selbst, und B" , ist frei Uber B'_P, vom Rang m =[B" /'P,":B'/F.']
nach {(11.5).

Zu (4). Nach Lemma (20.3) gilt (4), wenn B° = (8%), hen-

selsch ist. Wir fihren den allgemeinen Fall darauf =zuriick.
Sei C := BG beliebig und Ch die Henselisierung ven C . Es ist
Ch eine henselsche lokale treuflache Erweiterung von C mit

C /¢wc o /4u ch ! vgl. é?.S). (Ist C noethersch, i? kénnte
man an dieser Stelle flir C auch die Komplettierung C von C

benutzen.) G operiert auf C @CB mit Fixring Ch , vgl. (19.2).

a2

Die maximalen Ideale in C ®SB entsprechen umkehrbar eindeutig
[} I - r‘/ 1 'y ) [y —

denjenlgenfjn B . Sei B ¢ C ® B dasjenige mit R N B =R .

Es ist G ("P.,) G ("P.) . Nach {19 2) ist deshalb wieder

(C ® B)G‘Tn = Ch@ B = ¢t ® B' . Ferner ist

“P.' 'Pr\ (C ® B ) dasgenlge Prlmldeal in C ® B' mit

"PA R! =“Fl' . Nach {20.3) 1st Ch——a- (C ® B )'P' bljektlv.

Da die Erweiterung B"F' —-—-(C ®CB Y treuflach ist und auch
h

die Erweiterung C —» Ch,lst auch C —» B,F treuflach. Da C
und C ilberdies denselben Restekdrper haben, gilt dies not—



110

wendlgerwelse auch fiir ¢ und B' . Ferner ist mCB‘ ;=
(C @ B e M B' = 'FLB' . Es bleibt noch zu zeigen, daR
B' i Lokallslerung elner endllchen C-Algebra ist. Seien dazu

1&1,...,'p die von 11 verschiedenen max. Ideale von B' und
x€& B' ein Element mit x = 1 modulo P_' und x = O modulo ’Pi :
i=1,...,8 . InB := Cc[x]ist 71'- }lr\B ein Primideal, tlber
dem in B' nur das Prlmldeal }L liegt. Deshalb ist B’ Bﬁi .
Ebenso 11egt tiber "P, ”p s (Ch
so daf (C @CB ) = (C @CB )% ist. Es ist (C @CB)i
(C @CB )i, s:.cherl:wh surjektiv, aber auch injektiv, da

E —B' injektiv ist und Ch flach iber C ist. Also ist

@CE) nur das Prlmldeal 'F_

(Chgcﬁ) —— (Ch® CB.)i bijektiv. Nun ist offenbar

(Chacs')?’p = B',-ﬁ® ﬁﬁ(chcs Cﬁ)‘ﬁ '

so daf die Erweiterung (Ch@C'ﬁ)g —-——-!'(Ch@CB')::' durch Tenso-
tieren mit der treuflachen Erweiterung Ei'_—b(c QDCEL%_ aus
Ei-———’B' entsteht. Mit der ersten ist deshalb auch die

letzte eine Isomorphie.

(20.5) Korollar. Die endliche Gruppe G operiere auf B . Fiir
ein Primideal Rg B mit g := Rn BC sei Gp(R) = {1 . pann

. - G
ist B lokal etale iber (B )., .
B .4
Beweis. Mit den Bezeichnungen von (20.4) ist B','p_ = B.p und
B“ ist Komposition der beiden lokalmetale Erwelterungen

(B ) MB'-P:"——"B'

¥ r"
Bemerkung. In der Situation des Korollars (20.5) kann B., auch
bei treuer Operation von G lokal etale sein, ohne das GT(’FL) ={1}
ist. Beispielsweise gilt das filr die maximalen Ideale der Al-
gebra B = al , 0 >3 , wo A ein lokaler Ring ist und die symnme-
trische Gruppe B’n durch Vertauschen der Komponenten operiert.

Man vergleiche aber Satz (21.7).

§21. Galoiserweiterungen

Bei der Definition und Charakterisierung der Galoiserweite-
rungen von Ringen folgen wir Teichmiiller und Auslander/Gold-

man [3] .

Definition. Die endliche Gruppe G der Ordnung n operiere auf
dem Ring B als Gruppe von Ring-Automorphismen. (Vgl. Beginn
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von §19.) G operiert galoissch auf B , wenn B unverzweigt
und projektiv vom Rang n {iber dem Fixring B¢ ist. Eine Ring-
erweiterung A € B heiBt Galciserweiterung, wenn es eire ga-

loissch operierende Gruppe G auf B gibt mit BG = A .

G operiere galoissch auf B . Wir haben bei der Definition
nicht verlangt, daB G treu auf B operiert.
Wir werden spiter
sehen, dal G notwendig treu operiert,

Einfache Beispiele fiir galoissch operierende Gruppen sind
aus der Kérpertheorie bekannt: Jede endliche Automorphismen-
gruppe eines Kdrpers operiert galoissch; Satz von E. Artin.

{21.1)Grundringerweiterung. Sei B eine A~Algebra und G eine

endliche Gruppe, die auf B als Gruppe von A-Algebra-Automor-
phismen operiert. Ferner sei A—>A' ein Homomorphismus wven

Ringen.

Operiert G galoissch und ist A——>A' flach, so operiert G
galoissch auf A! @AB mit Fixring (A" ®AB)G = A" @A(BG) . Um-
gekehrt: Operiert G galoissch auf A ®AB und ist A—>2' treu-
flach, sc operiert G galecissch auf B

Beweis. Sei n die Ordnung von G ., In beiden Teilaussagen ist
A —%pn' flach, so daB wir statt (A'® B)G-——‘>A' @AB die nach
(19.2) &dquivalente Erweiterung A' @ABé —>A' ®AB betrachiten

kénnen. A' ®AB = (A ®ABG) ®BGB entsteht aus der BG-Algebra

B durch Erweitern mit der BGwAlgebra A'QDABG .

Operiert daher G galoissch auf B , so bleiben die Eigen-
schaften "unverzweigt® und "projektiv vom Rang n" von B {ilber
BG nach (2.5) bzw. (8.1) beim Tensgieren mit der BG—Algebra
al ®ABG erhalten. Folglich operiert G galoissch auf A ®AB .
Dieser Teil der Aussage (21.1) ist librigens auch ohne die
Flachheitsvoraussetzung richtig, wie wir weiter unten sehen

werden: (21,8).

Umgekehrt operiere G galoissch auf B , und A~—>A' gel treu-

flach. Dann ist zunichst A'QDABG
G

nicht nur flach, sondern

. Nach dem zweiten Teil von (2.5) ist
dann mit A’ ®AB iber A! @ABG auch B iiber BG unverzweigt. Pro-
Jektivitidt und Rang kann man ebenfalls erschliefen (vgl. die
Zitate zu Beginn von §8).

socgar treuflach iber B



112

(21.2) Lemma. Die Gruppe G operiere galoissch auf dem Ring B.

Dann l&Bt sich das charakteristische Polynom eines Elementes
X € B iiber BG wie folgt berechnen:

X, = (X- &X) & BG[X] .

geG
Insbesondere gilt fir Spur und Norm:

Sp X = E ¥x , N x = “ ox

Gei e

Beweis. Sei A := BC . Die Polynome ‘IGéG (X- o-x) und x:

gehen bei Grundringerweiterung A-—»3A' koeffizientenweise in

die entsprechend zu 1® x €A’ ®AB gebildeten Polynome {iber.

Sie sind deshalb gleich, wenn sie lber allen Lokalisierungen
von A nach maximalen Idealen gleich sind. Wir diirfen daher
wegen (21.1) annehmen, daf A lokal ist. Es gibt eine treuflache
Erweiterung von A durch einen lokalen Ring mit unendlichem
Restekdrper. Wegen (21.1) dirfen wir somit auch annehmen, das
der RestekOrper A/muh unendlich ist.

Da B unverzweigt und frei illber A = BG ist und da A einen
unendlichen Restekdrper hat, gibt es nach Lemma (4.3) ein
normiertes Polynom &K EA[X] mit B = A[X]/O(A[X]. Der Grad von
ol stimmt mit dem Rang ven B liber A lberein, das ist n = ord G.
Sei z ein Element von B mit B = A[z] und &(z) = 0 . Dann ist
1,...,,zn“1 eine Basis von B , und die Koeffizienten eines nor-
mierten Polynoms des Grades n mit Nullstelle z sind durch die
Koeffizienten einer Darstellung von z" in den Basiselementen -
eindeutig bestimmt. Solche Polynome sind &, ?(z und
-TrGeG (X- oz} . Daher ist 'X; = _TFVeG (X~ ¢z} . Das Element
x ist ein Polynom in z , d.h. es gibt ein P€ A[X] mit x = P(z}).

Nach Lemma (9.1) ist nun

XX - ll (X-P(e2z)) = TT (X- ¢P(z)) = W (X- ox).

GEG GeC
Die Zusitze sind klar. -
Lemma (21.2) ist auch unter abgeschwidchten Voraussetzungen
noch gliltig; wir gehen darauf in einem Anhang am Ende des Pa-

ragraphen ein.

Lemma (21.2) ist hier vor allem deswegen von Bedeutung, weil
sich mittels der Gruppe eine Beschreibung der Spur und damit

auch der Diskriminante ergibt.
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(21.3)} Aussage. Es sei A ein Ring und B ein Erweiterungsring

von A , der projektiv vom Rang n ilber A sei., Die Gruppe
G = {c',..., Oh} der Ordnung n operiere als Gruppe von A-Al-
gebra-Automorphismen auf B . Ferner sei Spi = iz:?éeﬁ'. Fur

‘Elemente x1,...,x 1 Yqreeer¥, aus B gilt:

n

det (Sp(x, v, )]1£1 jen = det ( kai)4ék,ién.det(cukyj)1gk,jén'

Insbesondere gilt fiir die Diskriminante beziiglich der Spur:

diskr(x,,...,x ) = det( 01x )141 34n

. ) _ n =
Beweis. Es ist Sp(x x ) E k_16"(x x.) E k=1 Oi(xi)GL(ij
woraus sich bereits fur die Matrizen (Sp(x y )y) =
By aLxy ) ( G‘y ) ergibt. -

Wir geben in den nachfolgenden 8&tzen eine Reihe von Cha-

rakterisierungen der Galocisoperation an.

(21.4) Lokalisierung-Pelokalisierung. Sei B eine A-Algebra.

Die endliche Gruppe G operiere auf B als Gruppe von A-Algebra-
Automorphismen. Dann sind dquivalent:

(1) G operiert galoissch auf B .

(2) Fir jedes Primideal 4 von A cperiert G galoissch auf %?.

Beweis. {(2) folgt aus (1) nach (21.1).

Sei umgekehrt (2) erfiillt, Ist g; ein Pr1m;deal von BG und
g, 1= ,?,/'\A ; BO lStGB’ galoissch tiber (B ) ; da (B )? eine
Lokalisierung von (B %, ist, ist erst recht %F galoissch iiber
(BGEK nach (21.1). Wir diirfen also ohne Beschrédnkung der All-

gemeinheit annehmen, daB A = BG ist.

Seli n := ord G . Es geniigt nun zu zeigen, daf B endlicher
Modul {iber BG ist. Denn fiir einen endlichen Modul ist Projek-
tivitdt vom Rang n eine lokale Eigenschaft. Dasselbe gilt fir

die Unverzweigtheit.

Sei G —{0" Faees G“’} = id . Flir jedes Primideal 4 von
BG seien x?,...,x’ €B so gewahlt daf x?/1,...,x171 eine Basis

von B, iber (BG)"? bilden. Nach (21.3) ist

diskr(xf/1,...,5%/1) = det( o, xf/n = det( 0, x"') /1 .

Da B, fiiber (B ), unverzweigt ist, ist die Diskriminante eine
Einheit in B‘? . Die Determinantendet( ﬁ"ing)z ’ @,eSpek BG,
erzeugen daher in jeder Lokalisierung das Einheitsideal. Dann



¢ . Es gibt also eine endliche Teilmenge E

erzeugen sie aber B
von Spek BG derart, daB BG von den det{ cixg)z » 4 €E , erzeugt
wird. Wir behaupten nun, daf B von den x%,...,xg r $€E erzeugt
wird. Das wiedrum kann lckal nachgeprilift werden. Sei also
fq,ESpek BG vorgegeben. Es gibt dann ein $€E mit det( vixg)z
€ 4y - Dann ist nach (21.3) diskr(x%/1,...,x§/1) in By, eine
Einheit. Das Gramsche Kriterium (11.4) zeigt nun, das B% von

den x?,...,xi erzeugt wird. Das beendet den Beweis. -

Die ndchste Charakterisierung von Galoisoperationen benutzt
verschridnkte Gruppenringe. Sei B ein Ring und G eine Gruppe, die

auf B als Gruppe von Ringautomorphismen cperiert. Der ver-
schridnkte Gruppenring B[G] ist dann der freie B-Modul mit der
Basis € ¢G , in dem man eine Multiplikaticn durch

(xe ) {yep) := x &ly) GTEG , X,Ye B

e !
definiert und distributiv auf den ganzen Modul erweitert.
Operiert G trivial auf B , so ist B[G] der gewdhnliche Gruppen-

ring von G mit Koeffizienten in B .

B 1ldBt sich vermittels der Einbettung X —=Xxe wobel £

E f
das neutrale Element von G ist, als Unterring von B[G] auf-
fagsen. Jedoch ist B[G] i.a. keine B-Algebra, wvielmehr ist der
Durchschnitt von B mit dem Zentrum von B[G] gerade der Inva-

riantenring BG , wie man unmittelbar sieht.

sei B eine Algebra iiber dem Ring A . Dann ist,wie wir ge-
racge sahken, auch B[G] eine A~Algebra. Ferner gibt es eine

kanonische Abbildung
A : B{G] —>Eng,B ,

die xe, auf y+—>x 0y abbildet, 0¢€G , x€B , und dadurch als
additive Abbildung auf B[G] festgelegt ist. Offensichtlich ist
A sogar A-linear. Wir behaupten nun, dag A sogar ein A-Al-
gebra-Homomorphismus ist. Zum Beweis braucht wegen der A-Line-
aritit nur noch die Multiplikativitédt auf Elementen der Form

Xe. o, Ye, mit x,y €B , &,T€G nachgeprift zu werden. Sei 2¢€ B,

Dann ist einerseits A{xegye.)(z) = A(x ¢(y)es ) (z) = x0ly)eTz
und andererseits l(xec_) A (yet) (z) = 1(xeu.,) (yrz) = x 8(ycz) =
x (y)oTrz , woraus sich l(xeo,ye,c) = Alxeg) l(yet,) wie ge-

winscht ergibt. SchlieBlich ist A sogar ein Homomorphismus

von B-Moduln, wenn man die B-Medulstruktur auf EndAB des Multi-



plizierens auf Werten heranzieht.

Sei A—~—¥rA' ein Ringhomomorphismus. Dann ist A'(ghB[G]
nichts anderes als (A' @AB)[G] . Offenbar ist die Komposition
von A'®@ A mit der kanonischen Abbildung 7 von A' ®,End,B
in EndA. (A ®A
(A ®AB)[G] in End,, (A' ®,B) . Ist 3 bijektiv, was beispiels-
weise der Fall ist, wenn B von endlicher Darstellung ilber A

B) gerade die kanonische Abbildung von

ist oder wenn B endlich iUiber A ist und A' durch Nenner-—
mit Nichtnullteilern

aufnahmeYaus A hervorgeht, so kann man alsc sagen, daB A mit

Grundringerweiterung vertridglich ist.
So viel Struktur auf B{G] und A muB Bedeutung haben:

(21.5) Satz. Die Gruppe G der Ordnung n operiere auf dem

Ring B . Dann sind dquivalent:
(1} G operiert galecissch auf B .
(3} B ist ein endlicher projektiver BG—Modul, und

A : B[6]—>End B ist bijektiv.
B
{21.6) Zusatz. Sei A ein Unterring von B , und die Gruppe G

der Ordnung n cperiere auf B als Gruppe von A-~-Algebra-Homomor-
phismen. Eine der beiden folgenden Bedingungen sei erfillt:

(3') B ist endlicher projektiver A-Modul, und die Abbildung
A' : B[6] —>End,B ist bijektiv.

(4) B ist unverzweigt und prejektiv vom Rang n itber A ,
und es ist Spi = %2: o,

Pann ist A = BG , und G o%eriert galoissch auf B .

Bewels der beiden Sitze. Aus (1) folgt (3). DaB A bijektiv

ist, bedeutet, daB die Elemente von G eine B-Basis im BGu

Endomorphismenring von B bilden. Dies 1l&8t sich wegen (21.1)

in allen Lokalisierungen nach Primidealen von BG nachpriifen.
Wir diirfen daher annehmen, daf BG lokal ist und daB demzufol-
ge B freier BG-Modul des Ranges n ist.

G *
1!

gewbhnliche Dualbasis dazu in Hem G(B,BG) . Faft man diesen

Sel XgreevsX) eine Basis von B iiber B~ und x ...,x: die
Dualmodul als Untermodul wvon EndBG(B) auf, so ist x*,...,x*

1 n
eine B-Basis von End ;(B) . Fiir jedes ¢ &G gilt

B
¢ = ?=1 cﬁxj)xg . Die Elemente GH,..., G; von G bilden
daher genau dann eine B-Basis von EndBG(B), wenn z :=
det( Glxj)léi,jén eine Einheit in B ist. 2z€B ist Einheit

genau dann, wenn 2z  Einheit in B ist. Nach (21.2) und (21.3} ist
2 _
z = diskr(x1,...,xn). Dies ist aber eine Einheit (sogar in
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'BG) . da B unverzweigt lber BG ist.

Sei nun (3) erfiillt. Wir kommen damit sofort in die Situ-
ation von (21.6}, indem wir B als BG—Algebra auffassen.

Sei also (3') fiir die A-Algebra B erfiillt. Diese Eigen-
schaft bleibt auch in Lokalisierungen erhalten. Da B endlicher
projektiver A-Modul ist, ist {4) auch eine lokale Eigenschaft.
Wir diirfen daher annehmen, daB B freier A-Modul eines Ranges
r ist. Folglich ist B[G] freier A-Modul des Ranges rn und
EndAB greier A-Mcdul des Ranges r? . pa Af bijektiv ist, gilt.
rn = r . Bei B = 0 ist unsere Aussage iiberhaupt trivial. Beil
B £ O ist r ¥ O und man kann r = n folgern,

Wir zeigen jetzt zundchst, daB Z“GG' die Spur von B ilber
*x

n
die zugehfrige gewdhnliche Dualbasis. Wir fassen den Dualmo-

dul HomA(B,A) als A-Untermodul von EndAB auf. EndAB selbst
ist ein B-Modul beziiglich des Multiplizierens der Werte von

A ist. Sei x,,...,X eine Basis von B iber A und x?,...,x

Endomorphismen. Beispielsweise l&Bt sich unter diesen beiden

*
noxx, .
i=1 Tivi

Kenventionen schreiben: idB =
/
Die Elemente aus G bilden eine B-Basis von EndAB , da l
. , , . * _
surjektiv ist. Es gibt daher Darstellungen xi = E eG bficd
mit bviéEB . Diese Koeffizienten h&ngen noch voneinander ab.
Um dies nachzuweisen, betrachten wir Elemente y € B und
x‘f(y)=§ b .0y von a < BS
i x GEG* i
ist xi(y) =’Cxi(y) und folglich E FeG bﬁ‘i gy = E a_,éGt(bG,i)‘ra'y.

Da hierin y beliebig war und da die 6-€G linear unabhingig iiber

. Fiir ein beliebiges TeG

B sind, ergibt 51dn'tbGi = ht&'i ci
fiir das neutrale Element & von G , s0 ist bri ='tbi fiir alle

TeG , 1«i<n . Nun haben wir

[} — * m— n n
ldB - i Xixi = Z xi Z b, = z { E Xi O'bl)o" .
teG  i=1

. Setzen wir also bi t= b

i=1 i=1

Da &= idB ist, ergibt ein Koeffizientenvergleich
1 = 1.1_ ®x.b, . Dann ist aber flir x€B :
i=1 "i7i n
B _ * _
Spy (x) = i x, (xx,) = _E_ > Glhb,) 07 (xx,)
i=1 i=1 6eG n
n
= E (E G(b,) o(x,)) ox = E ( Giz: b.x,)gx
ceG i=1 i + ceG i=1 ii
= E ox ,
Te G

B
woraus Sp, = ZU*&GG- folgt.
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Sei z : et(crx ) » wobei irgendeine Reihenfolge

eG,1si=sn *
‘der G €G festgelect sei. Es ist ¢ = jg: 61x )x. . Daher
ist ((Yx ) als Ubergangsmatrix von der B~Ba51s x1,...,x: zu

den 0€G , die wegen der Bijektivitdt von :\ eine B-Basis
bilden, invertierbar. Folglich ist z und damit auch 22 eine
Einheit in B . Nach (21.3) ist ZZEEA und 22 = diskr(x1,...,x3.
Offenkar ist 22 auch Einheit in A . Daher ist B unverzweigt
tber A .

Zum veollsténdigen Bewelis ven (21.5) und (21.6) ist jetzt
noch (21.6) unter der Voraussetzung (4) zu beweisen. Die
Identitit A = B braucht wegen (21.1}) nur lokal nachgewiesen
zu werden. Ebensolches gilt wegen (21.4) fiir die Galoiscpera-
ticon. Da sich auch (4) lckalisieren l&ft, diirfen wir von nun

an annehmen, daB A lcokal ist. Sei x ,xn eine A-Basis von

Feoos
B . Die Betrachtung von det(crxi)2 l diskr(x1,...,xn) zeigt
wegen der Unverzweigtheit von B iiber A , daR (G‘xi) eine in-
vertierbare (n>xn)-Matrix ist. Da xT,...,xﬁ eine B~Basis wvon
End B ist, folgt nun aus G==§:F 1 01x )x* , daB auch die

GWEG eine B-Basis von End B bilden. Folgllch ist der B-Homo-
morphismus und A- Algebra Homomorphismus jl von B[G] in

EndAB bijektiv! Das Zentrum wvon B[G] wird bijektiv auf das

Zentrum von EndAB abgebildet, und das ist einfach A . Daher
ist A auch das Zentrum von B[G]. pa B°

liegt, folgt wegen 2 & BG nun A = BG . Das beend et den Be-

im Zentrum von B{G]

weis, da ja B unverzweigt und projektiv vom Rang n iiber A
vorausgesetzt war. -

Zur ndchsten Charakterisierung der Galoiscoperation ziehen wir
die Hilbertsche Zerlegungstheorie aus §20 heran.

(21.7) Satz. Die Gruppe G operiere auf dem Ring B als Gruppe

von Ring-Automorphismen. Dann sind dquivalent:

(1) G operiert galoissch auf B .

(5) G operiert trigheitslos auf B , d.h. fiir jedes Primideal
12 von B besteht die Trdgheitsgruppe GT(¥2) nur aus der
Identitédt.

Ist Spek B zusammenh&éngend, d.h. hat B auBer O und 1 keine

idempotenten Elemente, und ist B # O , so sind (1) und (5)

auch dquivalent zu

(6) G operiert treu auf B , und B ist endlich und unverzweigt
tiber BC
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Beweis. Sei n := ord G . Aus (1) folgt (5). Zum Beweis be-
trachten wir ein Primideal :p in B und 4 := B r\'p . DaB
unverzweigt liber BG ist, was beim Lokalisieren mit (BG%} und
Ubergang zum Restekdrper k :=?£(g>) erhalten bleibt, ist

K :=:3£(¥2) endlich separabel iiber k . Nach Satz (20.4) ist
daher G, (£) /G, (R ) die Galoisgruppe von K idber k . Seien
nun %2 Byreens p die verschiedenen Primideale von B iiber
4 i nach {(20.2) ist r = [G : (P_)] . ba k®BGB unverzweigt
und endlich vom Rang n liber dem Kdrper k ist, ist k'ebGB ein~
fach direktes Produkt der Restekdrper K = 2¢( }21) peeer (L.
Da G transitiv auf den 421 operiert, sind die ae(%li) Hqui-
valent iber k . Daher ist n = r-dika . Es folgt nun, dag
Gztp ) gerade aus dika Elementen besteht. Eine echte Quoti-
entengruppe von Gz($2) kann dann nicht die Galoisgruppe von

K iliber k sein. Folglich ist GT($2) die neutrale Gruppe, was

ZUu zeigen war.

Aus (5) ergibt sich (1) zurick. Wegen (20.7) ist (5) auch
lokal Uber BG erfiillt. Nach (21.4) diirfen wir deshalb annehmen,

dag BG lokal ist. Wir kiirzen ab A := BG .

Sei A' die Henselierung von A (vgl. §7). A' ist eine treu-
flache Erweiterung von A , ein lokaler Ring mit maximalem Ideal
/Vbh. =%A' . Sei B' := A'® B . Nach (21.1) genligt es zu zei~-
gen, daB B' galoissch iiber A'-lst Nach (21.1) ist A' = p'© .

Sei Zp' ein beliebiges Primideal in B' und *2 das Urbild
von 1? in B . Da B/p -——78‘/&' injektiv ist, gilt trivialer-
weise Gn{[ ) 2 GT(Pf) . Daher operiert G auch chne Triagheit
auf B' . {(Man beachte, daB dieser SchluB auch bei beliebiger
Erweiterung A —>A' durchfiihrbar ist.)

Wir diirfen somit jetzt annehmen, dag A = ¢ ein Henselscher
lokaler Ring ist und daB die Trigheitsgruppen der maximalen
Ideale von B trivial sind. (Auf diese kommt es ja auch nur an.)
Sei £ ein maximales Ideal von B und r := [G : Gz(p.ﬂ .
gibt dann r maximale Ideale p = 42 qree 421_ in B . Diese sind
untereinander konjugiert und somit isomorph. Da B ganz iiber A
ist und da A henselsch ist, ist B nach Satz {(7.41) in kanoni-
scher Weise isomorph zum direkten Produkt der A-Algebren Bpi.
Es geniigt daher zu zeigen, das GZ(¥1) galoissch auf B¥ operiert
mit Fixring A . DaB A der Fixring von G, (J) ist, folgt aus

Hilfssatz (20.3) .
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Somit k&nnen wir ohne Einschriinkung der Allgemeinheit an-
nehmen, daf B lokaler Ring ist, daB A = BG henselsch lokal
ist und G ohne Trédgheit auf M"E operiert., Aus (20.4)

folgt nun, daB G galoissch auf B cperiert.

(6) ist offenbar eine Abschwdchung von (1) und (5), wenn
B £ O ist. Zum Beweis der Umkehrung machen wir die zusdtzliche
Voraussetzung, daB Spek B zusammenhédngend ist. Wir werden
dann (5) aus (6) ableiten. Diesen Beweis entnehmen wir ebenso
wie (6) aus {9], X .

Sei m: B GAB —>»B die Multiplikation und I der Kern von a .
Da B unverzweigt iliber A ist, zeigt (2.4), daB I direkter
Summand des Ringes B®AB ist. Daher wird I von einem idempo-

tenten Element z erzeugt.

Sei jetzt %2 ein Primideal in B und o'eGT(éfQ) . Wir be-
trachten den Automorphismus id®¢ von B ®,B . Wegen
(6 -1id)(B) ¢ R ist Me(1d® (0 - 1id)) eine Abbildung von B &,B
in q?— . Insbesondere gilt /u((ideo‘)(z)*z)ép . Wegen z€ I
folgt M(id ® 07) (z) € 1}2 . Der Ringhomomorphismus acs{id ® ¢)
bildet das idempotente Element z auf ein idempotentes Element
von B in JFL ab. Nach Voraussetzung iliber B ist daher
Mm(ide ¢)(z) = 0, also (14 ®07)(z) €I . Da I von z erzeugt
wird, ergibt sich (ide® ¢ ) (I})ECTI .

Betrachten wir nun ein x€ B . Es ist 1®x - x®@1¢1I , folg-
lich Is(id@ &) (1ex-x®1) = 1® ¢x - x®1 . Daher ist
O=/u(1®¢'x-x®1) = X - x . Folglich ist 0"=idB , und

das war zu zeigen. -

Wir haben im Beweis bemerkt, daB die Eigenschaft (5) bel
beliebiger Grundringerweiterung erhalten bleibt. Es gilt:

(21.8) Korollar. Sei B eine A~Algebra und G eine endliche
Gruppe, die auf B als Gruppe von A-Algebra-Automorphismen
operiert. Ferner sei A —>A' ein Homomorphismus von Ringen.
Operiert G galoissch auf B , so operiert G auch galoissch auf

A ®AB . Dabei ist die kanonische Abbildung A' ®ABG —>(A' @AB)G
bijektiv,

Beweis. DaBl G galoissch auf A! ®AB operiert, ist klar. B ist

projektiv vom Rang n liber B » und somit ist B® ein direkter

Summand von B . Folglich ist die Einbettung A’ ®ABG-——>A' @,B
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injektiv, und das Bild dieser Einbettung ist in (A’ ®AB)G
enthalten. Da G galoissch auf Aﬂ(Eﬂﬁ operiert, ist dieser
Ring auch projektiv vom Rang n tiiber (A'QBAB)G . B%}m Lokali-
sieren nach den maximalen Idealen von A"gABG, projektiv" in
"frei" {bergeht, zeigt eine einfache Rangiiberlegung, daR

a' ®, 85— (ar ®,8) ¢ bijektiv ist.

(21.9) Korollar. sSind B1""'Br Galoiserweiterungen von A

beziiglich der Gruppen G;,...,G_ , so ist B, ®,--- @gpr eine
Galoiserweiterung von A beziiglich der Gruppe G1><...><Gr mit

der kanonischen Operation.

Beweis. Ohne Beschrédnkung gsei r = 2 . Es ist B.| @ABZ unver-
zweigt und projektiv mit einem Rang, der gleich ist der Ord-
nung von G1><G2 ist. Nach (21.8) ist der Fixring unter

1><G2 gleich B1i9AA.= B, . Deshalb ist A Fixring unter G X Gy.-

Aus der Aquivalenz von (1) und (5) folgt auch sofort:

(21.10) Korollar. Die endliche Gruppe G operiere galoissch

auf dem Ring B # O . Dann operiert G treu auf B .
Naheliegend ist noch:

(21.11) Korollar. Die endliche Gruppe G operiere galcissch

auf dem Ring B , und H sei eine Untergruppe von G . Dann
operiert auch H galoissch auf B , und pil ist unverzweigt und

G

projektiv vom Rang [G : H] ilber B- . Ist H Normalteiler wvon

G , so operiert G/H galcissch auf B

Beweis. Mit G operiert erst recht H trégheitslos auf B ; (21.7)
zeigt so, daB H galoissch auf B operiert. Da B endlich projek-
tiv lber BH ist, ist BH direkter Summand von B . (Beweis: B/BH
ist von endlicher Darstellung iiber BH und lokal frei, denn

aie Aussage ist im lokalen trivial.,) Folglich ist gt endlicher
projektiver BG—Modul. Die ilibrigen Eigenschaften von BH iber

B® lassen sich lokal in B® testen. Sei deshalb jetzt B® lokal.
Dann sind B und BH semilokal. B ist dann freier BH-Modul vom
Rang ord H . Es folgt, daB BH freier BG-Modul vom Rang [G : H]
ist. Wie im 3. Absatz des Beweises von (12.8) sieht man leicht,

das pH unverzweigt iber B® ist. (Zum Vergleich: A := 8% .
C := BH .) Ist H Normalteiler von G , so0 operiert G/H auf BH,
besitzt die Ordnung [G : H] , hat den Fixring (BH)G/H= G

X . H
und operiert deswegen galoissch auf B .
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Anhang. Wir knlipfen an Lemma (21.2) an. Die endliche Gruppe
G der Ordnung n operire auf dem Ring B als Gruppe von Ring-
Automorphismen. Wir treffen die Voraussetzung, daB B ein
BG—Modul desselben Ranges n ist. In jedem x €B ist dann das
charakteristische Polynom.'xglﬁber B¢ definiert, n&mlich das
charakteristische Polynom zur Multiplikation h mit x& B .
(Vgl. §10) Wir sagen, die Formel f gelte (fur B liber B ),
wenn fir jedes XE€B gilt:

1_[-(X - ox) .

GeG
Formel f gilt, wenn G galoissch operiert: (21.2), aber auch

noch in vielen anderen F#llen, worauf wir im folgenden ein-

gehen.

Vorbemerkungen. Wir beginnen mit einigen Hilfsliberlegungen

einfacherer Art, die wir spidter ohne ndhere Kennzeichnung zi-
tieren.

Sei A := B% . sei @, : A—>A , i€I , eine Familie

sefkern @, =0 . Gilt §
fir alle AiébAB , so auch fir B . Der Beweis ist klar nach
(21.1) und (10.1) .

flacher Ringhomomorphismen mit (ﬁ\

Hiernach darf man ochne Beschridnkung der Allgemeinheit bei
der Untersuchung, cb ﬁ- gilt, Nenneraufnahme mit Nichtnull-
teilern ausfiihren. Daraus folgt insbesondere, indem man zum
totalen Quotientenring von BG iilbergeht, daB man B gleich als

projektiven B®-Modul vom Rang n = ord G annehmen kann.

AuBerdem darf man nach geniigend vielen Primidealen lokali-
sieren. Daher kann man stets annéehmen, daPf BG lckal und B

freier BG-Modul vom Rang n ist.

1
Eine Folgerung aus 6. ist die Formel § , womit bezeichnet
sei, dap fiir jedes x€ B gilt:

det h drT-Tx .

TeG
Ist X eine Unbestimmte ilber B , xe€ B und H 1= X ldB[X]
BG[X]QDhY = h,_, das Multiplizieren mit X—x in B[X] , so ist
7(x = det hx—x . Andererselts ist Geq o (X-x)= TT;EG(X_ FX) .

Also: Gilt §' fiir B[X] , so gilt § fiir B . Man beachte nun,
daB X-x Nichtnullteiler in B[X ] ist. Da det hy x somit Nicht-
nullteiler in B[X]G = B [x] ist, denn wir konnen ja voraus-

setzen, daB B frei {iber B~ ist, so k&nnen wir Nenneraufnahme
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mit Nichtnullteilern von BG[k]betreiben und erreichen, daB

X-x sogar Einheit ist. Als g" bezeichnen wir {‘, eingeschrdnkt
~auf Einheiten aus B . Um § in einer Katesorie von Ringen zu

erhalten, die abgeschlossen in Bezug auf Polynomerweiterungen

und Nenneraufnahme ist, genligt es also, 5" zu zeigen.

Nun zu einigen Ergaﬁissen.

(21.12) Satz. Formel g gilt fiir B , falls BG reduziert ist.

Beweis. Die Lokalisierungnhach den minimalen Primidealen von
BG sind K8rper, die flach Uber BG sind; der Durchschnitt der
Kerne der Abbildungen in sie ist nach der Voraussetzung iber
BG das Nullideal. Wir dlirfen alsc annehmen, da8 BG ein XKérper
ist. Nach den Vorbemerkungen ist klar, éa8 nur &" verifiziert
zu werden braucht. Wie im Beweis zu (3.1) setzt man sich zudem
durch eine endliche Kbrpererweiterung in die Lage vorauszu-
setzen, daB alle Restekdrper von B kanonisch isomorph zum

Kborper k = BG sind.

Nehmen wir nun einmal an, daf B lokal ist. Sei x€ B Ein-

heit. Dann ist x = a + y mit aek , yve€ 4“% . Da y nilpotent
ist, ist det hX = an . Andererseits ist .Tr¢€G ¢(aty) =

n .
v&ec(a+fy) = a + z mit zeMB .
aber z = 0 .

Wegen zemBnA = 0O ist

Im allgemeinen ist B nicht lokal. Dann zerfdllt die k-Al-
gebra B aber in das direkte Produkt ihrer Lokalisierungen B
Mit (20.3) und dem folgenden Hilfssatz wird das Problem auf
den bereits bekannten lokalen Fall reduziert.

(21.13) Hilfssatz. Sei A := B® lokal. W, , ..., MW, seien aie

maximalen Ideale von B und B = B?M die Lokalisierungen
danach. Die kanonische Abblldung von B in TT-i 1 Bi sel bi-

jektiv, Gilt Formel 8 bzw. 5 fiir alle Bi , S0 auch fir B .

i-

Beweis. Wir verwenden Hilfssatz (20.3) und die im Beweis dazu
angegebenen Bezeichnungen. Ein xe& B 148t sich als Produkt von
Elementen schreiben, die je h&chstens in einem der Bi von 1
verschieden sind. Beide Seiten der zu zeigenden Formel sind
multiplikativ in x . Seli daher jetzt Wl eines der 3N1 und x

héchstens in an ven 1 verschieden.

Sei G' := GZ(IR) . Da alle B, untereinander isomorph sind,

]
und da A—————}(Bm)G nach (20.3) bijektiv ist, ist B frei
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vom Rang wm:= ord G/r = ord G' . Offenbar identifiziert sich
det hx in natirlicher Weise mit det hx/1 in (B’n)G' . Anderer-
seits ist 'FT,eGs-x - wie man durch Zerlequng von G in Neben-
klassen bezliglich G' sieht- im Produkt der Bi das Element,

das in jeder Komponente dasjenige Element von A ist, das in
B mic T,
(21.14) Satz. Formel iﬁ gilt fir B , falls n = ord G Nicht-
nullteiler in BC ist.

T (x/1) Ubereinstimmt.

Beweis. Nach den Vorbemerkungen ist klar, daB wir annehmen
diirfen, daB n eine Einheit in A := B® ist und daf B ein freier
A-Modul des Ranges n ist. Ferner brauchen wir nur f" Zu veri-

fizieren. Sei x also eine Einheit in B .

Sei o das Ideal der nilpotenten Elemente in A und A':=A/u.
Die kanonische Abbildung A' — (A’ OAB)G ist bijektiv nach
(19.2). Die Restklasse von x in A'@AB ist ebenfalls Einheit.
Nach (21.12) gilt daher fiir a := det h_und b := ]—]'ﬂGa'x ,
daB ¢ := a - b ¢ ist.

Man rechnet sich direkt aus, daf h. und hd’x filr e G die-

selbe Determinante haben. Daher ist a = (det h )n =

= = n Jo i i = n =
Tr"ll'a,eG dne--t1 hy = det h'lTa'x b n Well:ler ist a (b+c)
b + nb c+... , WOraus wegen a = b eine Relation

0]
c

c(nbn*1+fc) mit einem feA folgt. Daraus ergibt sich aber
0 , da nb™ ! Einheit in A ist. -

i

Das Problem, ob § allgemein gilt, soll noch reduziert werden.

Zundchst kommt man leicht zum noetherschen Fall: Man darf anneh-
men, daB B frei iber BG mit der Basis 1 = x1,...,xn ist. Sei

X € B vorgegeben. Es gibt dann eine endliche Teilmenge M von
BG . welche die Strukturkonstanten von B bezliglich KyrooosX

die Elemente der Matrizen der & € G beziglich x cec X und die

1!
Koeffizienten von x beziglich Xyreoo X, enthdlt. Bei A1
G G

< s = -
Z[M] € B~ und By = A;x,+...+A,x  1st dann B,” = A, und x€B,,

und in B, l&Bt sich § fiir x untersuchen.

Man kann dann zum totalen Quotientenring von A, ilibergehen

1
und schlieBlich auch zu dessen Lokalisierungen nach maximalen
Idealen. Das sind aber lokale Ringe der homologischen Kodimen-
sicn O .,

G
Sei also nun B frei vom Rang n {lber dem lokalen Ring A := B
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mit codh A = O . Wir behaupten nun: Fiir einen beliebigen
Restklassenring A' von A ist der kanonische Homomorphismus

A' — (A" @AB)G bijektiv., Wir betrachten dazu die kanonische
Abbildung ¢ : B —» B durch Xe— (x- ax)ﬁ:G . Ihr Kern ist
¢ = a , ihr Kokern sei mit Q bezeichnet. Nach Lemma (10.11)
folgt nun wegen codh A = 0 und dhA Q £ o , daB Q freier A-
Modul ist. Kern und Bild von.<§ sind daher abspaltende direk-

te Summanden. Daher ist auch die tensSV%te Seqguen:z
]
O —=A' = A'@pABG..-.- A'@AB m A'@ABn

exakt. A'®¢d ist nichts anderes als die Abbildung X'+
(x'=6%') g, VOR A'®,B in (A' @AB)" . Daher wird A' bijektiv
auf (A'QQAB)G abgehildet.

Ca bei dem Problem jeweils nur Identit&temendlich. vieler
Elemente nachgepriift zu werden brauchen,zeigt der Krullsche
Durchschnittssatz, daB man nur noch §" fiir Ringe des Typs
A/wu; nachzupriifen braucht. Sei also jetzt A nulldimensional.
Sei o ein normiertes Polynom iiber 3 , das liber A/4wA Minimal-
polynom eines Kbrperelementes ist, das algebraisch iber A/«bA
ist; dann gehérﬂdieses Element zum Restek&rper des lokalen
Ringes A[X]/a A[X] , der endlich frei iiber A ist. In endlich
vielen Schritten erhdlt man so eine treuflache Erweiterung A'
von A derart, dafB A'QDAB dieselben Restek&rper wie A' besitzt.
Wegen (21.13) erhilt man also § allgemein, falls man §" zeigen
kann fiir Ringe B 2 BG = A , B frei vom Rang n = ord G , A und
B lokal mit gleichem Restekdrper, A und B Ringe endlicher Lé&nge.

Bei char A/«¢A = p > 0 erhdlt man dann beispielsweise ein
pc)sitives Resultat, wenn die p-Sylowgruppe von G Normalteiler

ist.

§22. Einbettung in Galciserweiterungen

In diesem Paragraphen weollen wir endliche unverzweigte Erweite-—
rungen unter geeigneten Voraussetzungen in Galoiserweiterungen
einbetten.

Als Beispiel betrachten wir zun#dchst normale Algebren. Sei A
ein normaler Integritdtsring und B eine endliche torsionsfreie
unverzweigte A-Algebra., Nach (12.7) ist B direktes Produkt von
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endlich vielen normalen Integritdtsringen B1"“’Br : die un-
verzweigte endliche projektive A-Algebren sind. Seien Lyresss
L. minimale endliche Galoiserweiterungen des Quotientenkdr-
pers K von A , die B1 bzw...Br enthalten. Weiter gibt es eine
Galoiserweiterung L von K , in die sich die Li derart ein-
betten lassen, daB L von den Bildern erzeugt wird.

sei ﬁl die A-Unteralgebra von Li , die von den zu Bi ken-
jugierten A-Algebren erzeugt wird. Nach {(2.7) ist Bi unver-
zweigt iilber A . Die von den Bildern der Bi in L erzeugte
(endliche) A-Unteralgebra sei C . Nach (2.7) ist auch C un~
verzweigt iUber A . Ferner ist L der Quotientenkdrper von C .
Wieder nach (12.7) ist C projektiv (und normal) iber A . Die
Galoisgruppe H von L iiber K operiert auf C mit Fixring A .

Ferner enthdlt H genau dim,L = RangAC Elemente. C ist alsc

eine Galoiserweiterung, ianie sich alle Bi einbetten lassen.
Dann ist B = B1)<...><Br in die Galoiserweiterung Cr von A
eingebettet. Dag Cr eine Galoiserweiterung von A ist, zeigen
wir in (22.2) unten. Zundchst bemerken wir, daB wir statt
der als Kompositum der Galoiserweiterungen Eﬁ konstruierten
Algebra C auch ihr Tensorprodukt hdtten verwenden k&nnen. Es

gilt ndmlich nach (21.9) offensichtlich:

(22.1) Aussage. Seien B.,,...,B_ Algebren {lber dem Ring A, die
1 r

sich in Galoiserweiterungen'ﬁ1 bzw. ... bzw.‘ﬁ? iiber A ein-
betten lassen., Dann 1ld8t sich jedes Bi in die Galoiserweite-
rung §1 ®,--- q\ﬁr von A einbetten.

(22.2) Lemma. Sei C eine Galoiserweiterung von A bezliglich

der Gruppe H . Dann ist c* eine Galoiserweiterung von A be-
zliglich der Gruppe HxZ_ , wobei Z_ die zyklische Gruppe der
Ordnung r ist.

Beweis. Es ist cf = CQAAr . Nach (21.9) k&nnen wir daher
C = A annehmen. Das zyklische Vertauschen der Komponenten
von A" ist aber eine galoissche Operation von Z. auf A mit
Fixring A .

(22.3) Korollar. Seien B1""'Br Algebren iiber dem Ring A .
L&Bt sich jede Algebra Bi in eine (von i abhidngige) Galois-
x...XBr in

erweiterung von A einbetten, so 1liB8t sich auch B1

eine Galoiserweiterung von A einbetten.

Wir haben eingangs bewiesen, um es noch einmal gesondert
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zu formulieren:

(22.4) Satz. Seien A ein normaler Integritdtsring und B eine

endliche torsionsfreie unverzweigte A-Algebra. Dann 1&Bt sich
B in eine Galeciserweiterung von A einbetten. Ist B nullteiler-
- frei, so kann diese Galoiserweiterung ebenfalls nullteilerfrei
gewdhlt werden.

Bemerkung. Ist B eine endliche tﬁgsionsfreie reduzierte Alge-
bra iiber dem normalen Ring A , so zeigt der Beweis von (22.4),
dal sich B einbetten 1&8t in eine endliche A-Algebra C mit
einem Rang n , auf der eine Gfuppe der Ordnung n mit Fixring

A operiert.

Mit einer anderen Konstruktion als der fiir den Beweis von
(22.4) benutzten l4At sich allgemeiner folgendes beweisen:

(22.5) Satz (Auslander/Goldman4[3]7L7thm. A. 7). Seien A ein
Ring und B eine unverzweigte endliche projektive A-Algebra

des Ranges n & 1 ., Dann 138t sich B in eine Galoiserweiterung
von A mit Galoisgruppe Y; einbetten.

Beweis. Wir folgen dem Beweis aus [3] . Wir erinnern zundchst
an folgendes. Da B iiber A unverzweigt ist, wird der Kern I
der Multiplikaticnsabbildung B = B ®AB +%3B nach {2.4) wvon
einem idempotenten Element e erzeugt. 1 - e erzeugt dann das
Annullatorideal AnnBeI . Da 1 unter der Abbildung b ®c +¥»ceb
invariant ist, gilt dies auch flir e und 1 -~ e . Nach (12.5)
ist ferner Spi eine Basis des B-Moduls HomA(B,A).

Ist B frei lber A und ist f1""'fn eine A-Basis von B
mit der beziiglich der Spur dualen Basis f{,...,fé ;y 80 ist

.= n '
A 2121 £, ®£f] nach (16.5) ein erzeugendes Element des

e_ - n P o=
B--Ideals &nn_,I mit A =1 £ = 1 . Da s auf Ann I

injektiv ist, folgt aus s«(1-e) = 1 sofort A=1-e.

Kehren wir zur allgemeinen Situation zuriick! Zu jedem r mit
r< n sei Tr das r-fache Tensorprodukt von B {iber A . Fiir 1 £ i
< r sei vi : B-—---‘vTr diejenige Einbettung von B in die A-Al-
gebra Tr , die b auf 1®...®b ®...®1 (b nur an der i-ten Stelle,
sonst 1) abbildet. Flir 1 i , j £r sei ”13‘ : B®AB—-——)TI_ der
A-Algebrahomomorphismus b®c > \&(b) vj(c} . Sodann sei

1= : .= 1-e . =Y, . . mpo-
€y vi](e) und Z&ij 1 €y vlj(ék) Dies sind idemp

tente Elemente in Tr , und es ist eij = eji ‘ lsij = iji '
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eii =0 , 41 = 1 . Das idempotente Element ||i<j eij von

Tr wollen wir ebenfalls mit e bezeichnen., Bei 1 < j sei /Lij
die Abbildung

b1®...br —r ...b.

;-1 ®bb ®... @b, ®b,

j-1 j+1
. Der Kern von /4ij wird von eij erzeugt,

von T_ in T__,
Wir beweisen nun zun&dchst durch Induktion ilber r , daB das

Ideal (e) = eTr ein projektiver A-Untermodul von T. des Ranges

(n}r ist, wobei (n)r als Abkiirzung fiir n(n-1)...{n-r+1) steht.

Fad

Wegen Tz/(e) = B®/I ¥ B ist der Induktionsbeginn r = 2 klar,

Sei nun r = 3 und sei die Formel fiir r -~ 1 bewiesen. Man
beachte im folgenden: Sind a,b idempotente Elemente eines
Ringes R , s0 ist RamnRb = Rab, Mit ¥ sei das Ideal

¥

1r

(Tj—i<j<r e;4) in T, bezeichnet. Dann ist (e) = e  ...e , o
nd

u

( ...E £ = (e

)y o+ e1r r-2,r

) + &

wobei man letzteres modulo e _, sofort sieht. Es folgt
’

er--1,r r-1,r

rang, (e) = rangA(er_1'r) + rangAe1r...er_2'£K -rang, ({e__, r)+3%
Nach Induktionsvoraussetzung, angewendet auf (er_1 r) + B/

4
(e, 4 ) » ist rang,((e _, ) + &) = rang, (e 4 ) + (n),_y -

Folglich ist

rang, (e) = rang,(e, ...e ¥ - (n),._, -

r-2,r
S0 fortfahrend erhdlt man in r-1 Schritten insgesamt

rangA(e) rangA53 - (r-1) (n)

r-1

=n{n) 4 - (-, _; = (), .
{Das die direkten Summanden, mit denen man rechnete, iUberhaupt
einen Rang haben, sieht man bei der Zurilickverfolgung der Rech-

nung.)

Jetzt sei C := Tn/(1—e) . Da C als A-Modul isomorph ist zu
(e) = eTn + 1st C eine projektive A-Algebra vom Rang (n)n = n!.
Als Restklassenalgebra von Tn ist C nach (2.7) eine unverzweigte
A-Algebra. Die n-te symmetrische Gruppe Xh , die wir im fol-
genden mit G bezeichnen wollen, operiert in natlirlicher Weise
auf Tn durch

0'(x1®...®xn) = x ® ...0x

1 o ')
fiir ¢eG , x,l,...,xnéB . Jedes 6 &G permutiert die eij unter-
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einander. Da eij = eji idempotent ist, hat man scdann Ge = e
und ¢(1-e) = 1 -~ e . Folglich operiert G in natlirlicher Weise

auf der Restklassenalgebra C . Diese Operation ist eine Ga-

loisoperation mit Fixring A , wie wir sehen werden.

Fiir alle i ist G"'Qi = vG"i . Bezeichnet 1 : Tn—-—?C die

Restklassenabbildung, so ist auch G(W vi) = ﬂ’x&i »

werden sehen, daB8 diese Abbildungen injektiv sind und daher

Wir

B in C einbetten. SchlieBlich zeigen wir, daB Spg einfach die
Summe der Automorphismen von C ist, die durch Operation von
G auf C entstehen. Nach (21.6) operiert G dann galoissch auf
C mit Fixring A .

Die beiden Behauptungen iiber Trﬁh und Spg ;, deren Beweis
noch aussteht, lassen sich lokal beweisen. Wir diirfen also

annehmen, daB B die A-Basis £ ,...,fn hat. Wir verwenden dann

1
die zu Anfang des Beweises getroffenen Bezeichnungen.

Mit J}==:E:¢€G sign6 - §” bezeichnen wir den Antisymmetri-
sierungsoperator auf der A-Algebra Tn . Fir einen zerlegbaren
| ®... @z ist ﬂ-(z1®...®zn) = det(vi(zj)).“i’jén.
Bei iO < jo ist daher

Tenscr z

/‘*iojo(ﬁ-(z1®.--®zn)) = det(m; g (V;(z))) =0
w?gen ﬂioj?/gvio(z.)) = /uiojo( jo;'z;{)) . Flir alle z€T,
gilt daher (z) € ic Kern/t.«-ij l<] 5 )= (e) .
Sei £ := f_'@...@f und f£' := f' ®...®f' . Dann ist
AE) VA(£") = aet(S L, vy (£) v (£2)) = det( v;5(A)) =
GEt(LSij) . Wegen e = e’ ist welter eva{f)dg(f' = det(eﬁl
Bei 1 # j , ist eij Faktor von e , weshalb dann e é&ij = O 1st.

Somit ist (e Z&i.) einfach das e-fache der Einheitsmatrix, und
wir erhalten e Ja(f)JA(f') = el = e . Wegen quf)dq(f')e (e)
ist (1-e) A(£)J/A(£') = 0 . Es folgt A(£)A(£') =
(1-e) A (£) A(f') + e B(f) & (f') = e . (Ubrigens wird (e) auch
von JQ(f) und von 4 (f') erzeugt; dies sind aber im allgemei-

nen keine idempotenten Elemente.)

Wir zeigen jetzt, das h’v1 eine Einbettung von B in C
ist. Sei etwa b€B mit T!'\J1 (b) = 0, also V,(b} € (1-e) .
Fiir jedes G€G ist dann ebenfalls G'(1) (b) = 0’\)1 (b) € (1-e).
Folglich ist v, (b) € (1-e) filr alle i . Sei b =er‘=1 af,

n 3 ——
mit aje-A . Dann ist oi(b) = =1 aj vi(fj) und die Cramer
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sche Regel liefert aj-det( vi(fj)) = aj¢4(f)e (1-e) . Erst
recht ist aje = ajuﬂ(f)ua(f')e (1-e) , woraus aj = 0 folgt
fliir alle j , was aber b = 0O bedeutet. Alsoc ist n'v1 injektiv.

Wir behaupten nun, daf fir alle zeT_ gilt: JA(z) =
Th n
Spp (2VA(£'))A(f) . Da

(Zgreeerz,) b—> /.1T(z1 ®...®z )
(21,...,zn) l———>SpAn((z1® ...®zn)ﬂ(f'))~’a(f)

schiefsymmetrisch sind, geniigt es, die Behauptung fiir z = £
zu beweisen. Es ist aber

T T
n ' _ n . . '
sp, (£VA(£')) = 8p, (2 o, oSignG (£, £ 1(1)@“'®fnf&—1 1)
(n)
— : . B ] L] M B +
= Elr6651gnG'SpA(f1fG_1(1)) - SpA(fnfg—1(n;

=1 .

Durch Einsetzen von zJ3(f) an Stelle von z und anschlieBen-
des Multiplizieren mit V3 (f') erhalten wir jetzt

Iz SHEY) JA(E') = szn(ze)e . Es ist weiter signg-J3(f') =
o (V& (£')) und daher

Az AE))A(E) =2 signo - Oz B(E))JHE")

=S geg TEVHE) ALE)) =37 S(ze) .
T

In;gesamt ist SpAn(ze)e = E GEG(T%ze) . Wegen Spg(ﬂ'z) =
SpAn(ze) folgt jetzt die Behauptung iber Spg . Der Beweis
ist beendet. -

Etwas allgemeiner als (22.5) gilt:

(22.6) Korecllar. Seien A ein Ring und B eine unverzweigte

endliche treue projektive A-Algebra. Dann ldBt sich B in eine

Galoiserweiterung von A einbetten.

Beweis. Es geniigt nach (22.5) zu zeigen, daf sich B in eine
unverzweigte endliche projektive A-Algebra mit Rang =1 ein-
betten 1&B8t. Es gibt eine Zerlegung A = A1>(...><Ar derart,
daB B = B1>(...><Br mit projektiven endlichen Ai—Algebren

Bi des Ranges ni = 1 ist. Sel n = kgV(n1,...,nr) und

m; = n/ni . Dann ist B in die endliche projektive A-Algebra
B' := B1®m1 XX By ONr ges Ranges n 2 1 eingebettet.Mit
Hilfe voen (1.7) und (1.8) sieht man, daB B' unverzweigt iiber
A ist,
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KAPITEL V: REINHEIT DES VERZWEIGUNGSORTES

§23. Der Satz von der Reinheit des Verzweigungsortes

Die abstrakt-algebraischen Formulierungen und Beweise des Satzes

von der Reinheit des Verzweigungsortes finden sich in einer Reihe
von Arbeiten von Zariski, Serre, Auslander/Buchsbaum und Nagata,

die in [jg] angefihrt sind. Wir orientieren uns bei unseren Aus-

filhrungen an der spédter liegenden Arbeit [1 ] von M. Auslander.

(23.1) Satz. Es seien A,B noethersche lokale Ringe und

: A—>B ein lokaler Homomorphismus. Ferner sel vorausgesetzt:
(1) Es ist dim A = dim B .

(2) ¢ ist guasi-endlich.

(3) DA(B) ist endlicher B-Modul.

{4) A ist regulér.

{(5) B ist normal und guasi-ungemischt.

Dann besitzt der Verzweigungsort Vsz

A
mension = 2

keine Komponente der Kodi-

tiber die Voraussetzungen sind einige Bemerkungen angebracht.
Daf g guasi-endlich ist, bedeutet, daB B/th endlicher A-Modul
ist, also sogar ein endlichdimensionaler Vektorraum ilber Aﬁah .
In vielen Fillen (z.B. bei analytischen lokalen Ringen und bei
kompletten lokalen Ringen) bedeutet dies bereits, daB B endlicher
A-Modul ist. Hierbei ist (3) als Forderung iiberfliissig. Aber auch
die Quasi-Ungemischtheit von B ist dann bereits erfillt, d.h.
alle minimalen Primideale der Komplettierung B von B haben die-
selbe Dimension. Denn ist B endlich iber A , dann ist B Restklas-
senring einer Lokalisierung eines Polynomringes in endlich vielen
Unbestimmten iiber A , und das ist ein lokaler Macaulayring; Rest-
klassenringe von lokalen Macaulayringen sind aber quasi-ungemischt.
(Siehe [8 ], §34. Wir bringen einen einfachen Beweis im Anhang

weiter unten.)

In der Literatur findet man hdufig fiir den Reinheitssatz die
folgende Voraussetzung, die den Bedlirfnissen der algebraischen
Geometrie angemessen ist: A sei reguldr lokal, B sei der ganz-
algebraische AbschluB von A in einem endlichen separablen Erwei-~
terungskérper des Quotientenkdrpers von A und B sei die Lokali-
sierung von Bo nach einem maximalen Ideal. (1) bis (5} ist dann
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offenbar erfiillt.

Die Namensgebung fiir den ganzen Problemkreis erkldrt sich
leicht aus dem folgenden Korollar des Satzes (23.1).

{23.2) Korecllar. Die Voraussetzungen seien wie in (23.1). Uber-

dies sei der QuotientenkOrper von B unverzweigt liber A . Dann ist

Vzwg leer oder rein 1~kodimensicnal.

DaB der Quotientenkdrper von B unverzweigt idber A ist, bedeu-
tet, daB das Nullideal von B unverzweigt iliber A ist, anders ge-
sagt, daB B in der Kodimension O idber A unverzweigt ist., Nach
(23.1) kann B dann htchstens noch in der Kodimension 1 {iber A
verzweigt sein. Also ist (23.2) einfach eine Einschrédnkung von
(23.1) auf spezielle Voraussetzurigen.

(23.3) Korollar. Die Voraussetzungen seien wie in (23.1). Uber-

dies sei kodim Vzwi-i-Z . Dann ist Vzwi =@ , d.h. B ist iberhaupt

unverzweigt {iber A .

Dies ist ebenfalls eine direkte Folgerung aus (23.1). Vielfach
wird der Satz von der Reinheit des Verzweigungsortes in der Form
(23.3) formuliert und verwendet. Im geometrischen Kontext kommt
man direkt mit (23.3) aus, da man dort ja "in die Umgebung gehen”
kann. '

Wir wollen zundchst zeigen, daB sich (23.1} relativ leicht aus
(23.3) =zurilickgewinnen 1l&Bt.

{23.4) Hilfssatz. Die Voraussetzungen seien wie in (23.1). Dann

ist die Komplettierung ‘Q : ﬁ-—~>ﬁ endlich und injektiv. Fiir je-
des Primideal R @B ist dim a"lnﬁ = dim %u' . AuBerdem ist

Dﬁ(ﬁ) = DA(B)A = EGBDA(B) , also die Komplettierung von DA(B).

Beweis. S)léBt sich in die Komplettierungen fortsetzen. Nach
Voraussetzung 1st Bﬁth Modul endlicher Linge. Daher ist

B/uhp = ﬁ"“%?’% i ﬁ/ﬂaﬁ . Da wwa von 4»A erzeugt wird, haben wir
schlieBlich, das BB ¥ B/w,B endlich dber A ist. Da A komplett
ist, ergibt eine einfache Approximation, das B endlicher 3-Modul
ist. (vgl.[8 ], (30.6).) Dann ist B ganz iiber & , und es ist
insbesondere dim B = dim(ﬁ/Kern'é). Lokale Ringe haben dieselbe
Krulldimension wie ihre Komplettierungen. Daher erhalten wir
jetzt aus dim A = dim B , daB dim(i/Kenn%) = dim ﬁ ist, Trivi-
alerweise ist ﬁ wie A regulidr, insbesondere nullteilerfrei. Rest-
klassenbildung nach Nichtnullteilern erniedrigt aber die Dimen-
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N .
sion. Daher ist Kern4 = O , d.h. wir haben ﬁ_@ 3

Sei jetzt W ein Primideal in B . Wir betrachten ein Primide-
al ?29'33 mit dim Bﬁi' dim (B /¥1Bﬂ) . 42 ist ein minimales Prim-
ideal in B . Wegen der Quasi-Ungemischtheit wvon B ist dim Bﬁp,—
dim ﬁ . Da A nullteilerfrei ist und daAﬁ/ﬁ endlich iber A ist,
ergibt dim & = dlm(B/ﬂ) . daB auch A—guyB/ﬁ injektiv ist. Man
hat also ;203%. =0 , und (da ist eine Einbettung, fiir die das
g01ng—up und das g01ng—down—Theorem gelten. ([8 ] §10.) Folglich
ist dim A’& A= kOdlm(‘f )~ ('&./?) = kodlm(?}l/p) . Diese Zahl
stimmt nach der Wahl von 42 mit kodim® in B iberein, was defi-
nitionsgemdR dim BR ist,

Betrachten wir schlieBlich die universelle A-Derivation

d : B—-—yDA(B) von B . Derivationen sind stetige Abbildungen in
den ideal-adischen Topologien Daher 148t sich 4 zu einer A-Deri-
vation @ : B——ﬁpD (B) fortsetzen Die Elemente von A lassen gich
durch solche aus A belleblg approx1m1eren. Jede Potenz 4wg+1
wird wvon d in w&a DA(B) gguﬂﬁ%Eﬁéblldet- der Durchschnitt iber
alle diese Moduln ist der Nullmodul, da D ()" endllcher 8-Modul
ist. ﬁhnlich beweist man D (Y = %33 . FOlgllCh ist dA =0 ,

und d ist auch A- Derlvatlon. Sei jetzt 5 : B-—ﬁ>M eine belie-

) . ~
bige A—Derivation von B mit Werten in einem endlichen B-Modul M .

Dann ist élB eine A-Derivation von B ., Daher gibt es einen B-Ho-

momorphismus h : D (B) —>»M mit SlB = hd . Als endlicher ﬁ-Mo&ﬁl
ist M kompletter B~ Modul Daher 1l&8t sich h zu einem B- Homomor—
phismus h von D (B)" in M fortsetzen. Die Derivation hd stimmt
auf B mit o ubereln. Aus Stetlgkeltsgrunden hat man dann

§ = gd + da M endlicher B—Modul ist. Wir haben jetzt bewiesen,
daB 8 die universell-endliche ﬁ—Derivation von ﬁ ist. Da aber

B endlicher A-Modul ist, stimmen universell-endliche und univer-
selle Q-Derivation iiberein. Folglich ist DA(BT“ = Dﬁ(ﬁ) . was

den Beweis beendet.

Reduktion von (23.1) auf (23.3). Seien A,B Ringe mit den in (23.1)

angefilhrten Eigenschaften. Machen wir die Annahme, das Vzwi eine

Komponente der Kodimension & 2 besitzt, und flihren wir dies mit-

tels (23.3) zu einem Widerspruch!

A ist der Nullstellenort V({?i) der
Kdhlerschen Differente i?B . Nach unserer Annahme gibt es ein

minimales Primideal ?22@2 der Kodimension= 2 . Sei (7} ein be-

Der Verzweigungsort Vsz
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liebiges minimales Primideal in B mit O}Qﬁ’iﬁ und On B =R .

Ferner sei 4} := ﬁrﬁc} . Wir werden sehen, daf sich (23.3) auf

ﬁay-—aﬁq,anwenden ldB8t, und damit einen Widerspruch herbeifiihren.

ﬁw-——?ﬁq,ist ein lokaler Homomorphismus noetherscher lokaler
Ringe. ﬁ% ist als Lokalisierung des reguldren lockalen Ringes A

nach Serre's Satz wieder reguldr.

Fal
Wir verwenden nun die Ergebnisse von {(23.4). Da B endlich {iber
)
ﬁ ist, ist C? minimales Primideal wvon B . Folglich ist ﬁq;——aﬁ

quasi-endlich. Der Differentialmodul wvon ﬁq beziiglich %W ist als
Lokalisierung eines endlichen ﬁ—Moduls ein endlicher ﬁq—Modul.
Nach (23.4) ist ferner dim A_ = dim By. Als endlicher Modul liber
R ist B Restklassenring eineg’(noetherschen) lokalen Macaulay-
ringes. Dann ist natilirlich auch B Restklassenring eines lokalen

A
Macaulayringes. Erst recht ist B, quasi-ungemischt.

o

Da B normal ist, liegt wegen kodin&ﬂ 2 2 eine Primfolge der

Linge 2 in p . Diese ist dann auch eine Primfolge der Linge 2

in 8 , die in enthalten ist. Folglich ist auch dim By > 2 .
A

Offenbar ist Aﬁ das O-te Fittingideal des B-Moduls DAﬂéfl.

Wegen DA(B)A = Dﬁ(ﬁ) ergibt sich somit {3§§ = {?g . Da Vzwg =
V({yﬁ) ist, ist somit zwar'Cw verzweigt iiber 2 , aber jedes echt
in C? enthaltene Primideal wvon ﬁ ist unverzweigt iber A . Daher
besteht der Verzweigungsort von 8 lUber ﬁ% nur aus C?ﬁq . Und
dieses Primideal hat eine Kodimension = 2 . Es geniligt jetzt zu
zeigen, daB a% normal ist.

Hierzu verwenden wir das Lokalisierungskriterium von Krull.
Sei dazu ein Primideal von B vorgegeben, das gleich in der Form
Flﬁ% mit einem Primideal W in B angegeben sei, wobei die homolo-
gische Kodimension des lokalen Ringes R := (qu&A den Wert

codh R < 1 hat; wir haben zu zeigen, daB R normal ist.

Al
Da wir eine Primfolge der Linge 2 in C? haben, ist codh BqAEZ.
[ ] A r -m 3
Daher ist W % 0} . Also ist R = By unverzweigt lber ﬁﬁn'&‘ Die-
se Lokalisierung von R ist ebenfalls reguldr nach Serre's Satz.

Nach (23.4) ist r := dim ﬁﬁfma= dim R . Wir haben nun wegen der
Unverzweigtheit, daR wuh vom maximalen Ideal wvon ﬁﬁfwzerzeugt

wird, das wegen der Regqularitidt aber ein Erzeugendensystem von

r Elementen besitzt; folglich besitzt auch wwR ein Erzeugenden-
system von r = dim R Elementen. Also ist R reguldr und erst recht
normal. Das beendet die Reduktion.
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Beweis von (23.3). Die Erweiterung A —¥ B erfiille die Vorausset-

zungen von (23.3).

Wir komplettieren wieder und k&nnen (23.4) anwenden. A—>8
ist also endlich und 1n3ekt1v. Mit Hilfe von (23.4) sieht man
ferner, daB {?B {7ﬁ ist. Da {3 wegen VzwA = V[fyB) und der
Voraussetzung kodlm Vzwi = 2 eine Prlmfolge der Langeréﬁthalt,
gilt dies auch fiir {yﬁ . Wie in dem vorstehenden Reduktionshe-
wels 51eht man nun, dafi ﬁ normal ist. Ist 8 unverzweigt lUber A A P
so ist {}ﬁ =f r WOraus {?ﬁ = B folgt: B ist dann unverzweigt

tiber A . Es geniigt alsoc, den folgenden Satz zu beweisen:

{23.5) Satz. Sei A ein reguldrer noetherscher lokaler Ring und

B ein normaler endlicher Erweiterungsring von A . Ist codim Vzwg

= 2 in B , so ist B unverzweigt iiber A .

Anmerkung. Unter den Voraussetzungen des Satzes ist B regulédr,
d.h. fiir jedes Primideal ¥Z von B ist B,, reguldr. Sei ndmlich

B := Anp . Da B iibexr A unverzweigt ist, hat man FZBF? = ?Bp .
Also wird das maximale Ideal von Qp von ebensoviel Elementen er-
zeugt wie das maximale Ideal von A@ » und diese 2ahl ist wegen
der Regularitdt von %? gerade dim 5? . Wegen dim.gg = dim Bp er-
weist sich jetzt auch Bp als regulir.

Bewels von {23.5). Wir fiihren den Beweis des Satzes nach einer

Beweismethode von Auslander aus [1 ].

K bezeichne den Quotientenkdrper von A , L denjenigen von B .
Da B endlich iiber A ist, ist L = K<3AB endlicher Erweiterungsk&r-
per von K . Da B in der Kodimension O unverzweigt iiber A ist, ist
L unverzweigt lber K , d4.h. L ist separabel iiber K .

Sei L' die kleinste L umfassende Galoiserweiterung von K und
B' der ganze Abschluf von B in L' . Da L' : K separabel ist, ist
B' bekanntlich ein endlicher A-Modul. B' ist ein noetherscher
normaler Integritdtsring. Wir zeigen nun, daf kodim Vzwi' >
codim Vzwﬁ(.z 2) ist. (Hierzu wird nur gebraucht, daB A noether-
scher normaler Integritdtsring ist; wir kommen darauf in (23.6)

zuriick.)

Sei {:03,..., G}lydie Galoisgruppe von L' liber K und
C := A I__cr1 (B) yvoee O‘ (B):] . Dann ist C eine endliche Erweiterung
von A , folglich A.Q-B S CSB' , Da B eine Basis von L {iber K
enthdlt, ist L' auch der Quotientenkdrper von C .
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Sei nun *"eVzwi. ' fp i= 'P.r\B und @ := Anp . Nach dem
going-down Theorem ist codim ' = codimy = codim g . Es geniigt
daher zu zeigen, daB B, verzweigt liber A ist; denn dann ist

L]

codhm?-4? codim Vzw: . SchlieBlich folgt dann codim Vzwi =

. . ! ! B! B
{min codim p. : Revaw, L > codim vaw,

Machen wir also die Annahme, daBf B, unverzweigt iliber A? ist.
Dann sind auch die zu Q? isomorphen A?—Algebren 61(%?) unver-
zweigt. Nach (2.7) ist weiter das Kompositum AQEGH(B Jreoos G (B ﬂ
unverzwelgt iber A},. Das ist aber die 59—Algebra C, . Nach dem
Satz von Krull (12.7) ist 9? nornal. Da C, endlich iber 5? ist
mit Quotientenkdrper L' , und da B die ganze Hille von A in

& 4
L' ist, erhalten wir jetzt Qg = Bé . Folglich ist %é unverzweigt
iiber g? . ba B}, Lokalisierung von B& ist, ist erst recht B#,
unverzweigt tber A_ . Widerspruch!
(1 wegen (12.8)

Wir diirfen alsc beim Beweis von (23.5) /ohne Beschrénkung der
Allgemeinheit annehmen, daB L iiber K galoissch ist. Sei G die
Galoisgruppe von L iiber K . G operiert auf E , de B der ganze
Abschluf von A in L ist. Da A normal ist, und da B ganz iiber A

ist, haben wir BG = A . Sein :==[1.: K] = ord G = rangAB .

Wir betrachten nun den verschrédnkten Gruppenring B[G] beziig-
lich der Operation von G auf B und den kancnischen A-Algebra-Ho-
momorphismus A : B[G]—-—?EndAB . Sei ¥ ein Primideal in A
Dann ist A, nichts anderes als die kanonische Abbildung von
B?[__G] in End B?  wie wir in § 21 sahen. Bei codimg 4 1 gibt
es nur noch imideale der Kodimensiocn &« 1 in %P ; nach Vcraus-
setzung iiber die Kodimension wvon vai
tiber %? ; als endlicher torsionsfreier Modul Uber dem Hauptideal-
ring A? ist 3? freier A_-Modul des Ranges n ; daher ist Q? galo-

issch iiber A_, , d.h. 7\@ ist bijektiv.

ist %F dann unverzweigt

&8

Wir benutzen nun einige bekannte Hilfssdtze liber reflexive
Moduln, die wir iibrigens im nachfolgendeh Paragraphen kurz be-
‘sprechen werden. Jeder Nichtnullteiler f aus dem maximalen Ideal
von A erzeugt in B ein ungemischtes Ideal der Kodimension 1 , da
B normal ist. Ist g ein Nichtnullteiler in ¢MA , der prim zu f
ist, so ist g , da B ganz ilber A ist, nicht in den minimalen
Primidealen von fB enthalten. Folglich ist g prim zu f auch in B.

der Loange <2

Also ist jede PrimfolgeYin A auch eine solche in B ; das heift
aber, daB B reflexiver A-Modul ist. Dann ist auch B[G] = 8" re-
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flexiver A-Modul. Schlieﬁlichlist auch EndAB reflexiver A-Modul.
Fiir jedes Primideal g mit codim § &« 1 in A ist A. bijektiv.
Der Homomorphismus A reflexiver A-Moduln ist dann iberhaupt bi-
jektiv.

Nun hat sich B als reflexiver Modul iiber dem reguldren loka-
len Ring A erwiesen, dergestalt, daB EndAB als A-Modul isomorph
zu einer direkten Summe B" ist. Nach einem Lemma von huslander,
das wir im n&chsten Paragraphen beweisen: (24.5), ist B dann
freier A-Modul. Nach Satz (13.7) ist nun B liberhaupt unverzweigt
iber A . -

Damit sind die S&tze (23.1), (23.2), (23.3) und (23.5)lber die
Reinheit des Verzweigungsortes sdmtlich auf das genannte Lemma

von Auslander zurilickgefiihrt.

Ein Teil des Beweises von (23.5) 1ldBt sich noch verbessern

und ergibt dann das auch an sich interessante Lemma:

(23.6) Lemma. Sei A < B eine endliche Erweiterung normaler noe-—

therscher Integritdtsringe, fir die die Erweiterung K< L der
Quotientenkdrper separabel ist, Ist L' die kleinste L umfassende
Galoiserweiterung von K und B' der ganze AbschluB von A in L' ,
so gilt:

. B' _ , B
codim VzwA = codim VzwA .

Beweis. Wegen der im Beweis von (23.5) bewiesenen Abschitzung
. . . B .

brauchen wir nur noch fclgendes zu zeigen: Sei %lé Vzw, mit
codim Vsz

A '
codim'p A’ dann gibt es ein Primideal ¥'€ Vsz mit
codim }Q' = codimp .

A

Sei 4 := ;}20 A . Nach dem going-down-Theorem haben ;}Q und 4
dieselbe Kodimension. Und das gilt auch flir die lber 4 liegenden
Primideale von B' . WHren alle diese Primideale unverzweigt Uber
A , so0 widren gé_ unverzweigt. Nach Satz (12.8) wire dann auch der
normale Zwischenring g?,unverzweigt tiber A im Widerspruch da:zu,
dag ;2 verzweigt iber A ist. Das beendet den Beweis.

Anhang. Wir geben einen neuen Beweis flir den bekannten Satz [8],
(34.9).

{23.7) Lemma. Es sei R ein nullteilerfreier noetherscher lokaler

Ring der Dimension g , der Restklassenring eines noetherschen
lokalen Macaulayringes ist. Dann ist jedes assoziierte Primideal
A

der KomplettierungR g-dimensional.
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Beweis. Sei P ein noetherscher lokaler Macaulayring und & ein
Primideal in P mit Pég = R . In bekannter Weise konstruiert man
eine Primfolge {f1,...,fm} in P derart, da8 4 minimales Primide-
al von Al := Pf1+...+Pf ist. Es ist m = codim4g . Wegen

o € Ass (P/ ) gibt es einen injektiven Homomorphlsmus h von

R = PAg in P/ov . In derx Komplettlerung ist auch h R-——a(Pﬁm)
ﬁ/ njektlv. Es folgt Ass R ;-ASS{P/AW) fiir die P-Moduln

/&- und P/ﬂv . ba auch Aw =P von einer Primfolge erzeugt

> N

wird und da P ein Macaulayring ist, in dem jedes von einer Prim—
folge erzeugte Ideal ungemischt ist, besitzen alle Primideale
aus Ass(ﬁﬁﬁi) und damit erst recht die aus Ass A dieselbe Dimen-
sion dim P - m = leL?r =Aq . Da die assoziierten Primideale von
R aus denen des B- Moduls R durch Restklassenbildung modulo yz
hexrvorgehen ergibt sich nun die Behauptung.

§&24. Ein Lemma von Auslander

In diesem Paragraphen wird der Beweis fir das im vorigen Paragra-

phen verwendete Lemma von M. Auslander gebracht.

Wir beginnen mit einigen Vorbemerkungen iiber reflexive Moduln.
Sei A ein Ring und M ein A-Modul. Das gewthnlicheDual HomA(M,A)
sei im folgenden auch mit M¥* bezeichnet, wenn keine MiBverstidnd-
nisse tiber A zu befilirchten sind. M** := (M*¥ ist das Bidual von
M . Der A~Modul M heiBt reflexiv,'wenn die kanonische Abbildung
M—>M** bijektiv ist. Ist A noethersch, M endlicher A-Modul und
S ein multiplikatives System in A , so ist der aus der kanonischen
Abbildung M—>M** durch Nenneraufnahme entstehende %gHomomorphis—
S~—-§(M**)S (funktoriell) gleich der kanonischen Abbildung

in das A.-Bidual von M

8 s s °
sieren sind mit Nenneraufnahme vertrdglich.

mus M

von M Kurz: Dualisieren und Biduali-

(24.1) Hilfssatz. Es seien A ein Ring und. M,N Moduln iber A . Ist
(M'N) .

f,9 eine Primfolge in N , so ist f,g Primfolge in HomA

Beweis. DaB f,g Primfolge von N ist, heift, daB f kein Nullteiler
von N und g kein Nullteiler von N/fN ist. (Wir verlangen nicht,
daf £ und ¢ im Jacobsonradikal von A enthalten sind. Beispiels-
weise darf g = 1 und damit ohne Belang sein.) 2ur exakten Sequenz
0-—H?N——£*N———9N/fN—"~9O  in der das Multiplizieren mit f eben-

falls mit f bezeichnet sei, geh&rt die exakte Sequenz
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wobel T = Hom(M, f) das Multiplizieren mit f auf dem A-Modul
HomA(M,N) ist. f ist injektiv! Ferner ist Kokern fs;HomA(M,N/fN),
und sogar auf diesem groReren Modul ist das Multiplizieren mit

‘g nach dem gerade Bewiesenen injektiv.

(24.2) Lemma. Es seien A ein ncoetherscher normaler Integritdts-—
ring und M,N endliche A-Moduln. Dann gilt:

(1) M ist genau dann reflexiv, wenn jede Primfolge f,qg in A
auch eine Primfolge in M ist.

(2) Ist N reflexiv, so ist auch HomA(M,N) reflexiv.

{3) Sind M und N reflexiv, so ist eine A-lineare Abbildung
: M—%N genau dann bijektiv, wenn fiir jedes Primideal
¥ in A mit codim? = 1 die Lokalisierung 9?: Mf-——)N*
bijektiv ist.

Beweis. Ist M reflexiv, s¢o ist M ein Dual, und Hilfssatz (24.1)

zeigt, daf jede Primfolge der Ldnge 2 in A auch eine in M ist.

Sei umgekehrt diese Bedingung erfiillt. Dann gibt es keine Torsi-

onselemente in M , und folglich ist M-——rM** injektiv, Der Kokern

C dieses Homomorphismus kdnnte # O sein; in diesem Falle sei

2 E Ass C . Bei codim? = 1 widre A ein Hauptidealring und des-

halb M? frei, woraus folgte, daB g? reflexiv wdre, daB also

C, = O wire; Widerspruch zu 4 € Ass C . BAlso ist codim*} 1 und

f? enthélt eine Primfolge f,g in A , die nach Voraussetzung eine

Primfolge in M ist. Daher ist die homologische Kodimension

codh A? = 2 und codh N% 2 2 . Dann besitzt aber C, , das ist der

Kekern der kanonischen Abbildung von M, in sein Bidual, die ho-

mologische Kodimensien = 1 im Widerspruch zu L E Ass C , was Ja

C O und codh C, = 0 bedeutet.
p ¥ P

Mittels (1) und (24.1) ergibt sich jetzt sofort (2). Die Be-
dingung in (3) ist trivialerweise notwendig. Sie ist auch hin-
reichend, denn dann ist codinm Kerng =2 2 und codim Kokerncf = 2,
woraus man wie im ersten Teil des Beweises Kern¢ = O und dann
auch Kokern & = O ableitet. -

AuBer der homclogischen Dimension dh und Kodimensicn codh ver-
wenden wir im folgenden noch die Theorie des Grads von Rees. Und
zwar bendtigen wir:

{24.3) Lemma. Seien A ein noetherscher lokaler Ring und M,N end-~
liche A-Moduln # O . Der Annullator Ann

AM enthilt genau dann
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eine Primfolge der Lénge r von N , wenh Ext;(M,N) = 0 ist fir

alle i< r .

Beweis. Seil fGEAnnAM M%.Nlchtnullte1ler von N . Das Multiplizie-
ren mit £ annulliert alle Ext> {({M,N). Daher ist Ext {M,f) = O,und

A
die lange Ext-Sequenz zu O-——aN~—£—?N——~9N/fN———9O zerf&llt in

die exakten Sequenzen

i+1
A
fiir jedes i . Wegen fefM¢ ist N/fN £ O ., Ein trivialer Indukti-

onsschluB zeigt, das Ext (M N} = 0 ist flir i < r , wenn AnnAM

O-—-)Ext;(M,N)—--?Ext;(M,N/fN)——-—-}Ext (M,N) —>0

eine Primfolge der Lange r enthdlt.

. * o] ;

Sei umgekehrt M~ = ExtA(M,N) = 0 . Sei Ass M ={}?1....,1pm}
und Ass N {ﬂh,...,thg . Es gibt eine Zahl s derart, daB
&?1....@ = Ann,M . Bestdnde Ann,M nur aus Nichtnullteilern

s .

von N , so wdre (/?1.../9m) < Gqueeu ,orn und es gibe daher
ein g€ hss M und ein 4 €Ass N mit # <4y - Wegen M? ¥ O wire
erst recht Mﬂ-* 0O . Aus HomA(M,N) = O folgte Hom ﬂ &T)::O
Wegen €Ass N enthdlt N, einen Modul isomorph zu A .

gen o o P B/ O By
Aus M # O folgte nun aber, daB es einen Homomorphismus #% O
von M%,auf A%/ﬂT%% C.N gdbe. Widerspruch! Alsc gibt es doch
einen Nichtnullteiler f von N mit fEZAnnAM .Ein trivialer Induk-~
tionsschluB mit Hilfe der okben angefiihrten exakten Seguenzen
zeigt jetzt, daB aus Ext;(M,N) = 0 fir i € r felgt, daB eslin

AnnAM-eine Primfolge der Lange r von N gibt. -

~ Wie in der Arbeit [ ] von Auslander kommt man bei kleinen
Dimensionen mit speziellen Schllissen zu dem gewiinschten Frei-
heitskriterium,

(24.4) Lemma. Es sei A ein noetherscher lokaler Ring mit dim A<=3

und M ein reflexiver endlicher A-Mocdul endlicher homologischer
Dimension dergestalt, das HomA(M,M) isomorph zu einer direkten
Summe von Kopien von M ist. Dann ist M freier A-~Modul.

Beweis. Wir gehen anders als in [1 ] vor. Wir schlieBen den tri-
vialen Fall M = 0 aus, Da M ein Dual ist, zeigt (24.1), daBg
codh M 2 min{2,codh A} ist. Nach (10.11) ist dh,M + codh,M =
codh A . Bei codh A £ 2 ist also M trivialerweise frei. Sei daher
nun codh A = 3 . Dann ist wenigstens noch dhAM < 1 . Es gibt also
eine exakte Sequenz 0—>a*— >p% —»M—»0 . Nach Voraussetzung

gibt es eine Zerlegung HomA(M,M) = Mm . Sei ﬁ} ein beliebiges
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Primideal in A mit ¢ # M, . Dann ist codh A z dim A? & 2 .
Da M, ebenfalls reflexiv und von endlicher homologischer Dimen~
sion iiber A, ist, zeigt das bereits Bewiesene, daB M, ein freier
A_-Modul des Ranges m ist. Man hat dann offenbar m = s-r . Da |
M # 0 ist, kann nicht HomA(M,M) = 0 sein. Also ist m = 1 und
folglich r < s . Die Tatsache, daB8 M, frei ist fiir alle 32# W, 1
wird auch noch im folgenden benlitzt: Da ExtA mit der Nennerauf-
nahme vertridglich ist, ist offensichtlich ExtA(M,N) = 0 fir je-
_ ¥+ 4”& und jeden endlichen A-Modul N ; folglich ist
Ext;(M,N) ein Modul endlicher Linge {iber A . Wir bezeichnen die

Liange von A-Moduln mit QA

Durch Anwenden von HomA(—,M) auf die kurze Aufldsung von M

erhalten wir die exakte Seqguenz

O——-;HomA(M,M)———aHom S,M)—-4>HomA(Ar,M)———?Ext;(M,M)ﬂ—J?O .

A(A
Unter Berlicksichtigung der speziellen Gedgebenheiten kann man kurz

schreiben:

0 —>M° QLIS VL NN Y ————>Ext {M,M}—>0

%
d/f \\b

Dabei ist die exakte 4er-Seguenz gleich durch die Einfiihrung eines
Moduls U in drei kurze exakte Secuenzen aufgebrochen worden. Da

1 .
AExtA(M,M) eine
Primfolge der Linge 3 von A . Nach (24.3) ist daher
Ext;(Ext;(M,M),A) = 0 fir i< 3 . Aus der zweiten Dreiersequenz

Ext;(M,M) von endlicher Lidnge ist, gibt es in Ann

mit U erhalten wir daher durch Anwenden von HomA(—,A) eine lange
Homologiesequenz, aus der wir wegen Extz(M } =0 ablesen kdnnen:
Ext {(U,a) = Ext (M ;A) und Ext (Ext (M, M) +A) Ext (u,a) . Durch
Duallsleren der ersten Drelersequenz mit U erhaltenﬁabgen

ExtA(M ) = 0 das exakte Teistlick

Ext;(U,A)-——aExt;(Ms,A)*——?Ext;(MS_I,A)~—4?Ext§(U,A)—-—9O

mit Moduln endlicher Linge. Ist q := f%Ext;(M,A) ¢ SO ergibt
sich daraus die Abschdtzung: { Extz(U A)-(s-r)g+s.g-rrq £ O .
Folglich ist Exti(U,A) - 0 und damit Ext3(Ext1(M M),A) = O .
Wegen (24.3) und codh A = 3 ist schlleﬁllch Ext (M,M) = O .

Damit erhalten wir jetzt durch Anwenden von HomA(M,—) auf
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die Aufl&sung von M die exakte Sequen:z
Ext, (4,A7) —>Ext, (M,25) —>0 .

Wegen r < s bleibt aus Ldngengriinden nur Ext;(M,A) = 0 ilbrig.
Hiermit erhdlt man durch Dualisieren der Aufldsung von M , das
M* direkter Summand (A?j* = AS , also freier A-Modul ist. Dann

£33

ist natiirlich auch M = M freier A-Modul.

{24.5) Lemma von Auslander. Es sei A ein reguldrer noetherscher

lokaler Ring und M ein reflexiver endlicher A-Modul dergestalt,
daR HomA(M,M) isomorph zu einer direkten Summe von Korien von
M ist. Dann ist M freier A-Modul.

Beweis. Wir folgen dem Beweis in [4 ]. Sei n := dim A . Da alle
endlichen A-Moduln endliche homologische Dimension haben, folgt
der Satz bei n < 3 direkt aus (24.4). Sei daher nun n> 4 , und
sei der Satz filir alle reguldren Ringe kleinerer Dimension bewie-
sen. Sei auBerdem M # O und HomA(M,M) =z M0 ; &8s ist m= 1 .

Die Voraussetzungen ilibertragen sich in alle Lokalisierungen.
Fiir alle Primideale 4 in A mit 8 * Wy ist deshalb nach In-
duktionsvoraussetzung M, freier A%~Modul. Niitzen wir dies aus,
so sagen wir im folgenden kurz: Nach (V).

Wir nitzen die Induktionsvoraussetzung weiter aus, indem wir

auch Restklassenringe von A betrachten. Sei xe-w%i, aber x¢*ﬂ§.
Dann ist B := A/AX ein regulirer lokaler Ring der Dimension 7
n-12= 3 . Da M ein Dual ist, ist x auch Nichtnullteiler von M
Sei M := M/xM . Wegen x € My ist M 4+ O . Dann weiB man zunidchst
nur, daB jeder Nichtnullteiler von Z auch ein sclcher von M ist.
Also ist'ﬁlwenigstens torsionsfrei. Durch Anwenden von HomA(M,—)
auf die exakte Sequenz O —»M—=>M-——>M—>0 erhalten wir die

exakte Sequen:z
0 —> Hom, (M, M) X, Hom, (M,M)—S> Hom, (M,¥)—> Ext; (M, M) ,

wobei Ext;(M,M) wegen (V) ein Modul endlicher Linge ist und
HomA(M,M) kanonisch iscmorph zu HomA(ﬁ,ﬁ) = HomK(EIE) ist. Nach
Einsetzen von HomA(M,M) = M" und Dividieren durch x erhalten
wir eine exakte Sequen:z

Qs M Homg (M, ) —> 1 —0

mit einem A-Modul T von endlicher L&nge. Nach (24.3) ist dann
Ext1(T,K) = O , und deshalb ergibt das Dualisieren tber X eine
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Isomorphie Hom—(ﬁ M* = (ﬁmf; = ()™ . (Wir wollen fiir einen
A-Modul N das Dual Hom—(N ) kurz mit N¥ bezelchnen ) Nochmali-
ges Dualisieren erglbt eine Isomorphie Hom—{M M) = (wa)m .

Es laBt 51ch nun einfach zeigen, daf Hom—(M My* **

isomorph zu
.HomK(M**,M ) ist. Da M torgionsfrei ist, glbt es eine kanonische
exakte Sequenz O0—>M—>N*5— 5 y—>0 , wobei U wegen (V) ein
Modul endlicher Li&nge ist. Deswegen erhidlt man durch Anwenden

von Hom—(M,-} und anschlleﬁendes doppeltes Dualisieren eine Iso-
morphie HomE(M MI** Homw(M M**) . Durch Anwenden von

Hom—(— M**) auf die Sequenz mit U und ausschlieBendes doppeltes

Dualisieren ergibt sich endlich Homz(M,M$:) = HomK(M**,M**) .

Nach (24.2) ist M'® reflexiv. Die Induktionsvoraussetzung
besagt nun, das M** ein freier A-Modul ist. Da U ein Modul end-
licher Linge ist und da dodh A = n-1=3 ist, ergibt (24.3), daB
0o = u¥ Ext%(U,ﬁ) = Ext~(U A) ist. Durch Dualisieren von

% —>W*" erhalten wir daher, dag M* = M¥*F frei ist und das
Exty (M,K) = 0 ist.

m"

Sei 0 —>»W—>F—>M —>»0 eine exakte Sequenz mit einem end-
lichen freien A-Modul F . Tensoriert man mit X , so erh&lt man
eine exakte Sequenz 0 —W—>F—>M—> 0 von A-Moduln, da x
Nichtnullteiler von M ist. Dualisieren mit A ergibt wegen
Ext%(ﬁ,ﬁ) = 0 eine exakte Sequenz 0 —sM*——>F* —H» FE 50 .

Da Homx(—,i) = HomA(—,i) ist, ist auch 0-——9HomA(M,K)——~9
HomA(F,i)w——aﬁomn(w,ﬁ)———’0 exakt. Das bedeutet offensichtlich
Ext)(M,A) = 0 .

Wendet man nun auf 0———9A-—§~?A~——3K—ﬂ—90 den Funktor

HomA(M,—) an, so erhdlt man die exakte Sequenz

o——er«l*—-—x—m’-"i———rﬂom (M ‘ﬁ)-—-—pExt;(M,A)~—i‘-—rExt;(M,A)—-—ao ;

Alsc ist Ext (M A) = % Ext (M,A). Das Lemma von Krull-Nakayama
zeigt nun Ext {(M,a) = 0O . Folglich ist 81nfach M xM* = W
freier A-Modul. Dann ist natdrlich auch M* freier A-Modul.
SchlieBlich ist M = M*¥ freier A-Modul.

§25. Beweise im gleichcharakteristischen Fall

sich
In speziellen Situationen 1l&B8t der Reinheitssatz anschaulicher

und einfacher beweisen. Dies ist vor allem dann m&glich, wenn
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der reguléré lokale Grundring A einen Korper enthdlt, was genau
dann der Fall ist, wenn A die gleiche Charakteristik wie sein
Restktrper besitzt. Je hach der Charakteri?tik des Restekdrpers
geht man verschieden vor. u

Fall der Primcharakteristik. Da der wesentliche Teil des Reinheits-
satzes in einer Aussage vom Typ (23.5) besteht, wollen wir uns '
darauf beschrédnken. Wir beschreiben einen einfachen Beweis von
(23.5) unter der zusdtzlichen Voraussetzung, daf der Grundring &
die Primzahl-Charakteristik p hat. Die Beweismethode starmt von

E. Kunz [ 7 J.

Sei also A ein reguldrer ncetherscher lokaler Ring der Prim-
zah¥Charakteristik p und B ein normaler endlicher Erweiterungs-
ring von A , von dem wir zundchst nur voraussetzen, daBl er in
der Kodimension O unverzweigt ist. Der Quotientenkdrper L von B
ist dann separabel und endlich liber dem Quotientenk&rper K von A.
Man hat alsco L = K[LP] ., S0 daB die kanonische Abbildnng

P P} -
X @ oL — k[P =1

bijektiv ist. Eine analoge Aussage 1l&Bt sich flir B liber A be-

weisen, wie wir gleich sehen werden, Zunédchst:

{25.1}) Lemma. A ist treuflache Erweiterung von Ap

Beweis. Da die Komplettierung 2 von A treuflach liber A ist, ge-

nligt es zu zeigen, dag 2 treuflach tiber aP ist. Der Isomerphismus
A—>2aP durch a —> aP und die Einbettung aP—> A lassen sich in
die Komplettierungen fortsetzen. Ihre Kompositionen ergeben je-
wells den Frobenius-Endomorphismus von A bzw. A . Daher ist (ApyA
nichts anderes als ﬁp . Dies ist eine treuflache Erweiterung von
aF. Also ist & treuflach tiber AP . wenn R treuflach tiber AP ist.
Es geniigt daher zu zeigen, daB A treuflach tiber &P ist, d.h. wir

diirfen gleich annehmen, daf A komplett ist.

Nach dem Cohenschen Struktursatz ist dann A isomorph zum for-
malen Potenzreihenring kﬁx1,.{.,x I], n = dim A , ilber dem Reste-
kérper k von A . Dann ist Ap = kp[xp,...,xﬁjﬂ. Hieriber ist
kp[x1,...,xn] frei und lokal. Und Grundkdrpererweiterung ist
ebenfalls treuflach.

(25.2) Lemma. Der kanonische Homomorphismus

A ®APBP — afsP ]
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ist bijektiv.
Beweis., Die Elemente # O aus 2P sind Nichtnullteiler von BP und
wegen (25.1) ‘auch Nichtnullteiler von AWG)pBP . Dieser A-Modul

A
ist also torsionsfrei. Daher ist die kanonische Abbildung wvon

| S Py - P _ p Py in- :
A®APB in K®A(A ®APB ) K®APB KCX)KP(K ®APB ) injektiv.

Da BF torsionsfrei und endlich tiber AP ist, ist KPQQ po——d?Lp
bijektiv. Folglich wird A ® Bp injektiv in K® Lp abgebildet.
Iiéa I}X——?I.lst bijektiv, éle wir bemerkten. Folgllch ist die
kanonlsche Abbildung von A @) BP in L injektiv. Deren Bild ist

a[eP ] .

(25.3) Lemma. A[Bp] ist reflexiver A-Modul.

Beweis. Da A treuflach iiber AP ist und da AP noethersch ist, geht
fliir jeden endlichen aP-Modul M der kanonische Homomorphismus von
M in sein AP-Bidual durch Tensorieren mit A in den kanonischen
Homomorphismus von A.®‘ M in sein A-Bidual iber. Als normaler
noetherscher Ring ist B reflex1ver A-Modul. Also ist auch BF re-
flexiver AP-Modul. Es folgt: A @ po ist reflexiver A-Modul. Mit
(25.2) felgt nun das Resultat. A

(25.4) Lemma. Ein Primideal p aus B ist genau dann unverzweigt,

wenn die Einbettung

A[BP] A (BRI A ———aB#
bijektiv ist.
Beweis. Sei O},:: A[BP],-‘%Q . Wegen BP € A[Bp] ist ?2 das einzige
Primideal in B ﬁber(%. Daher ist g , d.h. die Lokalisierung

nach dem multiplikativen System A[B ] (% . Seil schlieBlich

:=AnOP—Anp.
Bezeichne b die Einbettung A[Bp]-u——aB . Wir haben zu zeigen:

Genau dann ist h, surjektiv, wenn a% unverzweigt Uber A[Bp]q’ist.

Nach dem Lemma von Krull-Nakayama ist h, genau dann surjektiv,
g’ := a{BP] /q,A[Bp]

in T := /OB surijektiv ist. T ist lockal und endllch iiber S '
o J

wenn die kanonische Abbildung des K&rpers

und S ist als Restklassenring einer Lokalisierung von ALBp]?/
?A[Bp] endlich itiber dem Korper R := A?/ y_. Man verifiziert
unmittelbar A [B 14 = A [}Bop , woraus sich dann S = R[TP]
ergibt., Nun 1st S—>T surjektlv genau dann, wenn T eine separab-
le endliche K&rpererweiterung von R ist. Nach (2.3) ist dies ge-

nau dann der Fall, wenn B unverzweigt tber A ist. -
% v



145

Wir verschérfer nun die Voraussetzungen und kdnnen dann den
folgenden Spezialfall von (23.5) beweisen: Sei A ein regulirer
noetherscher lokaler Ring der Primzahl-Charakteristik p und B
ein normaler endlicher Erweiterungsring von A , Ist codim Vzwi
= 2 in B , so ist B unverzweigt liber A .

Beweis: Aus der Voraussetzung felgt insbesondere, dafB die
Quotientenkdrper der Ringe eine separable endliche Erweiterung
bilden. Wir konnen also die vorstehenden Lemmata enwenden. tber
den 1-kodimensionalen Primidealen von & liegen genau die 1;ko—
dimensionalen Primideale von B . Flir jedes Primideal 4 in 3
mit codimg = 1 ist also B? unverzweigt Uber A? . Die Einbettung
A[Bplg—_—’ag semilokaler Ringe ist daher in allen Lokalisierungen
nach maximalen Idealen bijektiv nach (25.4}), somit selbst bijek-
tiv. Da A[BP] nach (25.3) und B reflexive A-Moduln sind, zeigt
(25.2), dan A[BP]~——#B iberhaupt bijektiv ist. Nochmalige Anwen-
dung von (25.4) ergibt nun die Behauptung.

Fall der Charakteristik Null. Wir wollen uns wieder auf eine Dis-

kussion von (23.5) beschrédnken. Ferner wollen wir annehmen, daf
A komplett ist und daB A und A//m-A die Charakteristik O haben,

so daB A ein formaler Potenzreihenring A = k[x1,...,xn] iber
einem K¥rper k der Charakteristik O ist. (Die folgenden Uber-
legungen k&dnnen auch analog mit Ringen konvergenter Potenzreihen
durchgefiihrt werden.) Gegeben sei auBerdem eine endliche normale
Erweiterung B von A mit cedim Vzwi = 2 . Als nullteilerfreie end-
liche Erweiterung eines kompletten lokalen Ringes ist B selbst
ein kompletter lokaler Ring. Wir werden sehen, daff B reguldr ist
und unverzweigt ilber A . Die Beweismethode besteht im wesentlichen
darin, die partiellen Ableitungen von A nach den xi als Derivati-
onen nach B fortzusetzen und dann das Jacobi-Kriterium zu ver-
wenden, Sie stammt von Zariski., Neuerdings benutzt man als Formu-
lierungshilfe Differentialmoduln; siehe beispielsweise [6] .

Sei ai die partielle Ableitung von A nach.Xi ' DE(A) .= A"

und A ——?Di(A) die k-Derivation, die jedem a €A das n-tupel

( 31a,..., o a) zuordnet. Diese ist die universell-endliche k-
Derivation von A . Als endliche A-Algebra besitzt auch B eine
universell-endliche k-Derivation B-—3D§(B) . Es gibt ein kano-
nisches kommutatives Diagramm
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A-—————-—"‘?i’
!

D¢ (a) —Z—> D] (B)
mit einem eindeutig bestimmten A-Homomorphismus g . Es ist
Di(B)/B-Bild g = Di(s) . Da B endlich iiber A ist, hat man
Dg(B) = DA(B) . Bezeichnet man noch die Fortsetzung von g nach
Bt&Ani{A) mit h , =0 erh&dlt man die kanonische exakte Sequenz

B ® DS (A) —5 DF (B) ——> D, (B) —> 0 .

Da E in der Kodimension O Uber A unverzweigt ist, ist DA(B) ein
Torsionsmodul. Man weifB, daR D:{B) ein B-Modul des Ranges n =
dim B = dim A ist., Wegen Bt&ADﬁ(A) = BtgAan = B” ist h also aus
Ranggriinden injektiv. (Wegen der in diesem Passus verwendeten ein-
fachen Grundtatsachen iker universell-endliche Differentialmoduln
vgl. {1 ].)

Da B nach Voraussetzung auch in der Kedimension 1 unverzweigt
ist, ist codim AnnBDA(B]eé 2 . Es gibt also in AnngD, (B) eine
Primfolge der Lidnge 2 , denn B ist normal. Nach (21%.3) ist dann
HomB(DA(B),B) = 0 und Ext;{DA(B),B) = 0 ., Aus der exakten Sequenz
mit h erhdlt man also beim Dualisieren mit HomB(—,B) eine Iso-
morphie

?/ n* e
Homy, (B @ , DY’ (A)) «———Homy, (D} (B) ,B) .
Es gibt alsc Elemente hiezHomB(DE(B),B), die auf den totalen
Differentialen dxj die Werte hidxj = aixj = Sij (Kroneckerdelta)
annehmen, also k-Derivationen Ji von B in sich mit Sixj = 6ij'
(Dies sind die Fortsetzungen der ai.)

Nach dem nachfolgend behandelten Lemma von Vascoﬁ%los (Teil
einer Variante des Jacobi-Kriteriums) ist jetzt X1""'Xn eine
Primfolge im lokalen Ring B . Das bedeutet, daB der A-Modul B
die homologische Kodimension n hat. Da A regullr ist, hat man
dhAB<f<XD . Nach (10.11) ist daher B freier A-Modul. Das eén—
fache Diskriminantenkriterium {(13.7) zeigt wegen codim VzwA =2,
daB8 B unverzweigt iilber A ist. -

c
Wir haben noch das erwihnte Lemma von Vascoifélos aus [14 ] nach-

zuholen:

(25.5) Lemma. Seien R ein noetherscher lokaler Ring, der einen
KOrper der Charakteristik O enthdlt, Xporonr X Elemente des maxi-

malen Ideales 4«R und 61,_,_, én Derivationen von R in sich mit

éi(xj) = Si

i o Dann ist KyreoosXy eine Primfolge in R .
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Beweis. Induktion {iber n ., Der Fall n = O ist trivial. Sei nun
n=1 . Das Ideal Rx,+...+Rx__ .
man sofort sieht. Daher induziert Sn eine Derivation auf
R : R/Rx1

Nach Induktionsvoraussetzung ist x1,...,xn_

ist invariant unter Sn , wie

+...+Rxn mit dem Wert 1 auf der Restklasse in von % .
1 eine Primfolge in R.
Es geniigt nun zu zeigen, daR En Nichtnullteiler in R ist, d.h.

wir brauchen nur noch den Fall n = 1 zu betrachten.

Sei also xEWR und S eine Derivation in R mit Sx = 1 . Sei

AN = AnnRx . Wir zeigen nun durch Induktion iiber m , dap An&E Rx"

fiir jedes m . Nach dem Krullschen Durchschnittssatz ist dann
Mgﬁme“‘ =0

Es ist <€ Bx° = R . Sei &4 & Rxm, m=4¢g . Wir haben dann zu

. + : . : .
zeigen: - & Rxm ! . Sei ae A . Es gibt nach Voraussetzung ein

bER mit a = bx™ . Aus O = ax = bxm"'1 folgt O = é(b)xm+1+b(m+1)xm

= x(48(b)x +(m+1)bx ) 5\ Der Ausdruck in der Klammer ist ein Ele-

ment von ¢ und ist deshalb in der Form ox™ darstellbar. m+1 ist

Einheit in R . Daher folgt nun bxm_1€ Rx" . Weiteres Ausklammern

von X liefert nach endlich vielen Schritten b€ Rx . Dann ist aber

aec Rxm+1 .

Schlieflich sei noch erwdhnt, daB es in der komplex-analyti-
schen Geometrie auch einen topologischen Beweis fiir den Reinheits-
satz gibt. Ist ndmlich T : ¥Y——>X eine endliche Uberlagerung
komplexer R3ume, ¥ normal, X Mannigfaltigkeit, und ist X1 < X

die analytische Diskriminantenmenge, so ist x1 leer oder rein 1-
kodimensional. Sei ndmlich 1-u£}x{1 und U eine Umgebung von x derart,
daB X1F\U { 2 2)-kodimensional ist. Wir diirfen voraussetzen, daB
n := dim X & 2 ist%lﬂ/u in geeigneten Koordinaten Kreuzprodukt

U; X... XU von Gebiefen U, € € ist und daB X, U darin die Form
{GBX... X{O'}XUrX... XU, mit r = 3 hat, wenn nicht der trivi-
ale Fall X.an = @ vorliegt. Dann ist U--X1 einfach zusammenhdn-

gend, die unverzweigte iiberlagerung Y- 17—1(U—X1) von U--X1 zerfallt

in zu U-X, homomorphe Bldtter, die sich aus trivialen Griinden in
1T“tU)fc:nrtsetzen. Also ist r! (U) unverzweigt iber U , und es

ist doch UM x1 =g .
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