Losungsvorschlage zu ausgewahlten Ubungsaufgaben aus
Storch/Wiebe: Lehrbuch der Mathematik Band 2, 2. Aufl. (version 2010) Kapitel 6

17 Normierte Vektorraume

Abschnitt 17.A, Aufg. 1, p. 540 (1.11.2012) ;

Man beweise 17.A.2: Fir einen normierten Vektorravmind die AdditionV x V — V, die Skalarmulti-
plikationK x V — V und die NormV — R stetig.

Beweis: Es genugt jeweils zu zeigen, dass jede abgeschloss&ugel des Bildraums das Bild einer
abgeschlossenen Kugel des Urbildraums enthalt.

Seialsaa, b) € Vx V, wobei wir aufV x V die Maximumsnorm mitj(x, y)|| := Max (|lx||, [ly|l) wéhlen,
und seis > 0 vorgegeben. Au(x, y) — (a, b)|| := Max (|lx—all, [y—b|) < § := 3¢ folgt dann in der Tat
[(x+y) —(@+b)ll <llx—all+lly—>bll <26 =e¢.

Sei fernern(r, a) € Kx V, wobei wir aufK x V wieder die Maximumsnorm mii(z, x)|| := Max(|t| , ||x||)
benutzen, und sei> 0 vorgegeben. Wir wahleh:= Min (1, ¢/(llall+1+1r])). Aus||(t, x) — (r, a)|| :=
Max(|t—r| , ||x—a||) < § folgt dann zunachsgtx || — Jla]| < [[x—al <8 < 1, also||x|| < |la]|+1 und damit

lex—rall < 1t =r)x +r(x—a)ll < lt=rlllxll +rllx—al < 8lxll + |78 < 8(lall+1+r]) < e.

Sei schlie3lichu € V unde > 0 vorgegeben. Augx —al| < § := ¢ folgt dann||x| — Jlal| < [x—a| < ¢
undllall — x| < lla= x| = [[x—al < e, alsol|lx]| — flall| < &. o

Abschnitt 17.A, Aufg. 2, p. 540 (1.11.2012):

Man fuhre den Beweis von 17.A.4 flif = C aus: Eine Nornm| — || auf einemK-VektorraumV kommt
genau dann von einem Skalarprodukt &yfwenn die Parallelogrammregel

Ix + yII2+ llx = ylI? = 2lx[®+ 2lyl*, x.yeV,
fur diese Norm gilt.
Beweis: Flr Elementer, y desC-VektorraumsV definieren wir
oy) =2y I2 = x0? = y1?) = 5 (lix+y 12 = Ix 12 = [1y1?) -
Die Parallelogrammregel liefefix + y||? + |lix — y||? = 2|ix||? + 2||y]|?> = 2||x||1? + 2||y||?, also
lix+ ylI? = Ilx1? = Iyl? = =(lix—yI* = Iy1* = 1x17) = =(lidy+)07 = [Iyl* = Ix[?)
= —(lliy+xlI> = [ylI* — |xI’) . Esfolgt:

() = S (I + 1% = Ixl? = Ivl?) + 5 (lx+ ylII* = Ix1? = [1y1?)
=3 (Ily+x1? = IylI> = Ix1%) = 5 (liy+x1Z = Iy = lx1I?) = (v, x).
Damit erhalt mar(x, x) = (x, x), d.h.(x, x) = Re(x, x) = 3 (x+x[? = [x[? — [x]?) = |Ix]12.

Wir zeigen nunix +x’, y) = (x, y) + (x/, y) flr x, x’, y € V und gehen dabei wie im Beweis zu Satz 17.A.4
vor. Mit dreimaligem Anwenden der Parallelogrammregel ergibt sich

2llx +x" + y[I2+ 217 = llx +x"+ 2917 + [Ix + x|
= 2|lx + yII* + 2llx" + y[17 = llx — x'[17 + Ilx + x|
=2llx + yI?+ 2lx" + y[I* + 2x + X')7 = 2|x > = 2|x"|*,  also
I+ x"+ Y12 = llx + 212 = Iyl? = llx + yI2 = 121 = [y1Z + 11X + y1I2 = 117 = 1yl
Ersetzt man darim undx’ durch iv bzw. ix’, so erhélt man wegehix||? = ||x||?, ||lix'||? = ||x’||?> auRerdem

lix +ix" + ylI2 = [lix +ix |2 = [y12 = lix + yI% = x> = Iyl + lix"+ 12 = 117 = [yl
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Damit sieht man

(x +x',y) = (Il 4+x"+ ylI2 = -+ = [117) = S(lix+ix"+ ylI> = x+x"117 = [y1?)

= 2(IIx + yII* = Ix1% = Iv1%) + 3(IIx"+ 17 = X117 = [y 1I?)

= 5 (x4 yIZ = 1x1Z = 1y 1I) = S (Hx"+ yIZ = 12712 = 1917) = (2, 9) + ', y) -
Die Gleichung(ax, y) = a(x, y) gilt bei festenx, y € V wegen der schon bewiesenen Additivitat fur alle
a € Q. Da aber beide Seiten dieser Gleichung stetige Funktionesiimd, gilt sie fir allex € R. Haben wir
die Gleichung auch fiir = i gezeigt, so ist sie damit fur allec C bewiesen. Die Parallelogrammregel liefert
in der Tat]| y-+x[1*+ [ y—x[1* = 2|y [*+2llx[|?, d.h.— (| —x+y 12 = x> = I]y11%) = x4y 2= Ix1Z =1y 11,
und somit

(ix, ) = 3+ yI? = N2 = 1y17) = 51l —x+ 1% = llixl® = 1y ]?)
= <_i§(||ix+)’||2 — 1l = 1y I%) + S(be+ y 12 = ) = ||y||2)) —ix,y)

Schliel3lich folgt aus dem Bewiesenén x + x’) = (x +x’, y) = (x, y) + (x/, y) = (y, x) + (y, x’) und
(x,ay) = (ay,x) =a (y,x) = a{x, y). Insgesamt ist gezeigt, da(ss —)ye n Skalarprodukt ist mif—||

als zugehoriger Norm. °
Bemerkung: Man hétte auch das reelle Resultat 17.A.4 benutzen kdnnen, um zu sehen, dass es sich bei
der betrachteten Funktion, y) um eine reell-bilineare Funktion a®f handelt, und hat dann nur noch die
Gleichungenix, y) =i (x, y) und(y, x) = {(x, y) fur alle x, y € V zu prifen.

3
3

Abschnitt 17.A, Aufg. 4, p. 540 (1.11.2012) ;

a) Man zeige, dass die Maximumsnorm und die Summennorrk&utbei || > 2 nicht von einem Skalar-
produkt herrtihren.

b) Man zeige, dass die Supremumsnorm und dieNbrm auf Gc([a, b]), a < b, beide nicht von einem
Skalarprodukt herriihren.

Beweis: Nach Satz 17.A.4 genligt es jeweils ein Beispiel zu geben, bei dem flr die betrachtete Norm die
Parallelogrammregel verletzt ist.

a) Seieny, joe I mitio# jo. Wir definierenx = (x;) undy = (y;) durchx;, := 1, xj, := 0 undx; := O flr

i # o, jo bzw. durchy;, := 0, yj, := 1 undy; := 0 flri # io, jo.

Dann gilt[[xloo = [[¥llec = X+ ¥lloo = lx— ylloo = L und wegen|x+y||2, + lx—y[|2, =12+ 12 =2 #

2(1x112, + 2|ly|2, = 2- 12 + 2. 12 = 4 ist die Parallelogrammregel verletzt. Die Maximumsnarm ||

rihrt daher nicht von einem Skalarprodukt her.

Ferner gilt danrjix||s = lyll1 = 1, [Ix+yll1 = [lx— yll1 = 2 und wegenx+ y[|§ + [x— y[| = 22+ 2% =

8 £ 2||x[17 4+ 2|lyll2 = 2- 12 + 2- 12 = 4 ist die Parallelogrammregel verletzt. Die Summenngrm||;

rihrt somit ebenfalls nicht von einem Skalarprodukt her.

b) Sei etwax () := (t—a)/(b—a) undy(t) == 1,z(t) := § fir allet € [a, b].

Dann ist (Xl = 1, I¥llfas) = 1, 1x+ Yty = 2 Undlx = yligas) = L, lx+ I, 5 + 1x=yIE 4 =
22+ 12 =54 2|x|If, 5 + 21y, , = 2- 1%+ 2- 1> = 4. Bei der Supremumsnorfn— ||, s ist also die
Parallelogrammregel verletzt Sie ruhrt daher nicht von einem Skalarprodukt her.
b

t—a di — (t a)?

Fernerist| x|y = [

b—a 2(b—a) la = 3(b-a), ||ZI|1=f%dt = lb—a),

b b
lx+zlli= [ 2:2 + %‘dt =f(2:2 +%> dt =b—a sowie
b (a+b)/2 b
_ _ t—a_;‘dt: (;_t—a)dt (t—a_;)dt
”x Z”l { b—a 2 af 2 b—a +(a+{)/2 b—a 2

=3(b—a) - gw—a) +3b—a)—3(b—a) = 3(b—a),

also [lx+zli+ lx—zllf = (14 55) (b—a)? = FH(b—a)® # 2||x[F+2[|z]% = (2-342- 3) (b—a)? = (b—a)?.
Die L*-Norm verletzt also ebenfalls die Parallelogrammregel und rdhrt daher nicht von einem Skalarprodukt
her. °
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Abschnitt 17.A, Aufg. 5. p. 540 (1.11.2012)

a) Die Vervollstandigung voiK‘” bzgl. der Norm, die vom Standardskalarprodukt herriihrt, ist der Hilbert-
Raumzﬂzg(l) der quadratsummierbaren Familidm) € K/, d.h. der Familien(a;) in K/, fur die
Y., la:|? endlich ist. Das Skalarprodukt aeg (1) ist gegeben durch

((a), (b))2 = ab; .

iel
Fur I = N schreibt man einfach statt¢Z (N) . Dieser Raum hei3t der Hilbertsche Folgenraum.

b) Die Vervollstandigung voikK”’ bzgl. der Maximumsnorm ist der Banach-Ra¢fi(/) der Nullfamilien
(a;) € K! (fur die in jeder Umgebung von & K fast alle Glieder der Familie liegen). Die Norm a3f(7)
ist die Maximumsnorm

(@) oo := Max{la;| | i € 1}.

E]?{(I) ist ein abgeschlossener Unterraum vap(B . Ebenso ist bei unendlicheihder Raumeg (1) =
K+ ¢% (1) der konvergenten Familien Gber der Indexmehg@egl. Bd. 1, Anschnitt 6.B) ein abgeschlossener
Unterraum von B (7).

c) Die Vervollstandigung voiK " bzgl. der Summennorm ist der Banach-Ratfn/) der summierbaren
Familien(a;) € K/ mit der Norm
(@)lls = > lail .
iel
Beweis:a)¢Z (1) istein Unterraum voiK!: Fir(a;) , (b;) € €2(I)unda € KgiltnamlichY_ |a; |2, Y || <
iel iel
oo und folglich " |aa;|? < oo sowieY_ |a;i+b;|? < 2 |a;|>+ 2 |b;|? < 0o (letzteres wegehu; + b; |2 =
iel iel iel iel
|a;|?+ |bi|* + 2 Rea;b; < |a;|*+ |bi|* + 2la;||bi| < 2|a;|*+ 2|bi[?), alsoa(a;), (ai)+ (b;) € €& (). Ferner
ist (—, —), offenbar ein Skalarprodukt aﬂ%(l).

€2.(I) ist vollstandig Zum Beweis sei{a;), k € N, eine Cauchy-Folge i (7). Es ist zu zeigen, dass
(a;p) in Z]%(I) konvergiert. Sei daza > 0 vorgegeben. Dann gibt es &g e N mit ||(a;x) — (ai0)|l5 =
3 law—aie|? < e furallek, £> ko, also mit " |ai—a;¢|? < e fiir jede endliche Teilmengd von I und erst
iel ieH
recht|a;y—a;¢|° < ¢ fur allek, £ > ko. Fur jedesi € I ist alsoa,y, k € N, eine Cauchy-Folge und konvergiert
somit wegen der Vollstandigkeit voK gegen eing; € K. Fir ¢ — oo ergibt sich Y |aj — a;]? < e,
ieH
also auchi|(a;;) — (ai)||§ =Y |ax—a;|?> < e, daH eine beliebige endliche Teilmenge vérist. Mit der
iel
Dreiecksungleichung sieht mdita;) (2 < [[(aix) — (@)ll2 + (@) ll2 < e + [(ai)ll2 < oo. Damit ist
gezeigt, dasgy;) in Ei(l) liegt und dass die Cauchy-Folge,), k € N, gegen(a;) konvergiert.
Offenbar gilt(KY) ||—|2) € ¢4(1). Ferner istK") dicht in¢Z(/): Ist namlich(a;) € €4(1) und iste > 0,
so gibt es eine endliche Teilmengevon I mit " |a;1? = | Y |ai]? — Y |a;[?| < &. Setzt marb; ;= g,
iel-H iel ieH
fur i e Hundb;:=0flr i e I — H. so liegt(b;) in K und es gilt nach Konstruktiof(a;,) — (b;)|2 < «.
(Ferner ist(a;) = ) ., aie; und folgliche;, i € I, eine Hilbert-Basis des HiIbert-Raurﬂ%(!). Vgl. dazu
Abschnitt 19.A und insbesondere dort die Aufg. 6, die zeigt, dass die Rak(fg bis auf Isomorphie die
einzigen Hilbert-Raume sind.)

b) Offenbar istﬁ%(l) ein normierter Unterraum von&1). E%(I) ist vollstandig Zum Beweis seia;;),
k € N, eine Cauchy-Folge im%(l). Es ist zu zeigen, dasg;) in Z%(I) konvergiert. Sei dazg > 0
vorgegeben. Dann gibt es dige N mit || (a;x) — (ai¢)]loo = Max{lajx —ai¢| | i € I} < ¢ fUr allek, £ > ko,
also erstrechy;;—a;¢| < e fUralle i € I undk, £ > kq. Flrjedes € I ista;, k € N, daher eine Cauchy-Folge
und konvergiert somit wegen der Vollstandigkeit idgegen eimy; € K. Fur hinreichend grofdec N giltalso
laix—a;| < e und ferneta,; | < e wegen(a;;) € Z%(I). Furdies& giltdann aucha;| < |ajx—a;|+|aix] < 2e,
d.h. esist(a;) € e%(l). Ferner erhalt mai(a;r) — (a;)]lec = Max{|a;x—a;| | i € I} < ¢ flr diesek, d.h.
die Folge(a;r) konvergiert inﬂ%(l) gegen(a;).

Offenbar gilt(KY) | —llo) € €%(I). K ist dichtin¢ (1) Ist namlich(a;) € €% (1) und iste > 0, so ist
die Menge H := {i € I | |a;| > ¢} nach Definiton vorfﬂo((l) endlich. Setzt mawn; ;= q; fur i € H und
bi:=0fir ie I— H. so liegt(b;) in K und es gilt nach Konstruktiof(a;) — (b))« < €.
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Nach ANH.E.5 (1) ist% (1) als vollstandiger Teilraum inB(7) abgeschlossen. Man hatte auch umgekehrt
zunéchst zeigen kdnnen, dafé’gl) abgeschlossen in der Banach-Algebra(B ist. Z]%(I) ist natlrlich
auch multiplikativabgeschlossen, aber bei unendliché&egine Unteralgebra, da dann das Einselement fehlt.

Sei nun/ unendlich. Fira € K ist danna+ ¢% (/) die Menge der konvergenten Familien tldemit
Grenzwertz, also K+ ¢% (1) die Menge aller konvergenten Familien tlder

Wir zeigen noch, dass auck + E%(I) in Bx(I) abgeschlossen und damit eikeBanach-Unteralgebra
von Bk (1) ist. Sei dazua;;) , k € N, eine konvergente Folge von konvergenten Familien bt der
Familie (b;) € Bk (I) als Grenzwert. Wir haben zu zeigen, dass aicheine konvergente Familie ist, also
in K+ ¢2(1) liegt. Sei dazwe > 0 vorgegeben. Bezeichney, € K fir jedesk € N den Grenzwert der
Familie (a;;), so gibt es eine endliche Teilmengg von I mit |a;; —a;| < ¢ fUralle i € I — H, und allek.
Die Folge(a;x) , k € N, konvergiert gegelib;), es gibt daher auRerdem digie N mit || (a;x) — (bi)]loo =
Max {laix—b;| | i€ 1} < e firallek > ko, also mit|b; —ax| < |b;—a| + laix—ax| < 2¢ fiir allek > ko und
alleie I— (HoU---U Hy,—1). Dal unendlich ist, besitzt die beschrankte Famibe | i € 7} nach dem
Satz von Bolzano-Weierstrald einen Haufungspunktk, d.h. fir unendlich vielé e I gibt es einb; mit
|b;—b| < e. DaHpU---U Hy,_1 endlich ist, gibt es insgesamt e I mit |b;,—b| < e und|b;,—ay| < 2¢
far alle k > ko, also mit|ay — b| < |b;y— ax| + |bi,— b| < 3¢ fur alle k> ko. Die Folgea,, k € N konvergiert
daher gege. Nach Konstruktion liegt die konvergente Folge, — a;) , k € N, konvergenter Familien
in Z]%(I) und konvergiert gegen die Familié; — b). Daﬁ%(l) in Bk (1) abgeschlossen ist, liegh; — b)
ebenfalls in¢% (1), d.h. die Familie(b;) konvergiert gegen.

(Bemerkung. Der Raur(f%(l) ist der Raum der stetigéf-wertigen Funktionen auf dem kompakten Raum
I ¥ {w}, der die Ein-Punkt-Kompaktifizierung vahmit der diskreten Topologie ist, vgl. Bd. 3, Beispiel
2.B.18.)

c) Offenbar ist¢k (1) ein Unterraum vorK!. ¢k (1) ist vollstandig: Zum Beweis sei;), k € N, eine
Cauchy-Folge it% (7). Esistzu zeigen, dass;;) , k€ N, in ¢1 (1) konvergiert. Sei dazei> 0 vorgegeben.
Dann gibt es eikge N mit || (aix)— (aio) |1 = Y laix—aie| < e fUrallek, £> ko, alsomit)_ |ay—ai| < e

iel ieH
fur jede endliche Teilmengd von I und erst rechiia;,—a;,| < e fUralle i € I undk, £> ko. FUr jedesi € I
ist a;r, k € N, daher eine Cauchy-Folge und konvergiert somit wegen der \ollstandigkeiK \gggen ein
a; € K. Fur¢ — oo ergibt sich|| (a;x)— (a;) |1 = >_ |air—a;| < &, daH eine beliebige endliche Teilmenge von

iel

[ war. Mit der Dreiecksungleichung sieht mg@;)ll1 < [[(aix) — (@)1 + (@)1 < & + (@) |1 < oo.
Damitist(a;) € €% (I) gezeigt und dass die Cauchy-Folgg.), k € N, gegen(a;) konvergiert.

Offenbar ist(K", || —|l1) € €k (I). Ferner istK") dicht in ¢} (I): Ist namlich(a;) € ¢k (1) und iste > 0,

so gibt es eine endliche Teilmengevon I mit Y |a;| = |Z lai| — > |a,~|| < e. Setzt marb; ;= q; flr
iel-H iel ieH
ie Hundb;:=0flrielI— H. soliegt(p;) in K" und es gilt nach Konstruktiof(a;) — (b;)|1 <&. e

Abschnitt 17.A, Aufg. 6. p.541 (1.11.2012):

Seienm € N U {00, w} undV := C([a, b]) der Vektorraum dem-mal stetig differenzierbaren bzw. bei
m = w der analytischeiiK-wertigen Funktionen auf dem Intervall,[p)] C R, a < b.

a)Beim # 0 istV, versehen mit der Supremumsnorm, kein Banach-Raum.

b) Firm e N wird durch

171 = Sup| Y- 1Yo | ¢ € la, b1}
k=0

eine Norm aufV gegeben, beziiglich d&r ein Banach-Raum ist. (Diese Norm heif3t auch dielCorm )

Beweis: a) Seif :[a, b]: K eine stetige, nicht differenzierbare Funktion. Nach dem Weierstral3schen Ap-
proximationssatz 12.A.14 aus Band 1 gibt es sogar eine Kglgevon Polynomfunktionen auti], b], die
gleichmaliig gegerf konvergiert. Nach dem Cauchy-Kriterium fur gleichmaflige Konvergenz 12.A.2 aus
Band 1 ist die Folge bzgl. der Supremumsnorm eine Cauchy-Folge, d%([n,(b]) gegeny konvergiert,

aber wegenf ¢ C([a, b]) nicht im Raum @([a, b]) fir m # 0. — Es genugte natirlich ein einziges
Beispiel einer gleichmalig konvergenten Folge von Polynomen anzugeben, deren Grenzfunktion nicht dif-
ferenzierbar ist. Nach Band 1, Beispiel 13.C.7 (1) konvergiert zum Beispiel die R&fhg (*/?) (x2—1)"

auf [-v/2, +/2] gleichmé&Rig gegefx|.
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b) Sei( f,) eine Cauchy-Folge in/J[a, b]) bezgl. der Normj| — || ™. Firk = 0, ..., m ist jede der Folgen
(£®) eine Cauchy-Folge bzgl. der Supremumsnorm, konvergiert alsa abif §leichmagig. Nach Bd. 1,
14.E.1, istdanry := lim f, m-mal differenzierbar, und es git® = lim f® firk =0, ..., m. Die Folge
(f,) konvergiert also in €([a, b]) gegenf. .

Abschnitt 17.A, Aufg. 15. p. 543 (1.11.2012):
Die Multiplikation A x A — A einer normierteriK-AlgebraA ist stetig.

Beweis: Es genlgt zu zeigen, dass jede abgeschlossé&ugel des Bildraums das Bild einer abgeschlos-
senen Kugel (mit positivem Radius) des Urbildraums enthalt (wobei die Norm aufA so gewahlt ist,
dass sie die Produkttopologie definiert). Sei dlsd) € A x A, wobei wir aufA x A die Maximumsnorm
mit [|(x, y)|I ;= Max (|lx]|, [ly]l) wahlen, und sei > 0 vorgegeben. Sei:= Min (1,&/(|lall + [Ib]+1)).
Aus ||(x,y) — (a,b)| = Max(||x—a|| , ||y—b||) < § folgt dann zunachgtx| — Jlal| < |lx—a] < é, also
]l < llall+1 und

lxy—abl < Ix(y=D)I + |(x—a)bll < llx|llly—=bll + llx—alllbll < (lall+Dé +5lb]l <. o

Abschnitt 17.A, Aufg. 18 p. 543 (1.11.2012):
Fur Vektorenxy, x», x3, x4 €ines normiertek-Vektorraums gilt

lx1—=x3ll 4 [lx2 = x4ll < llx1—x2ll + [[x2—x3ll + [lx3—xall + [lxa— x4l .

(Die Summe der Langen der beiden Diagonalen eines beliebigen Vierecks ist kleiner-gleich der Summe der
Langen der vier Seiten.)

Beweis: Man kann ohne Einschrankung der Allgemeintie@it—x3|| > |x2—x4| annehmen. Dann bekommt
man durch zweimaliges Anwenden der Dreiecksungleichung:

lx1—x2ll + [lx2—x3|l + llx3— xall + [|xa—x1|l > [[x1—x3]l + lx3—x1]l > [[x1—x3]| + [x2— x4l . o

Abschnitt 17.B, Aufg. 1. p.553 (1.11.2012):

SindV und W normierteK-Vektorrdume, is¥ nicht endlichdimensional und i8t # 0, soist Lk (V, W) £
Homg (V, W).

Beweis: Nach Satz 3.A.18 besitif eine Basiv;, i € I. Indem wir jedes; durchv;/||v;| ersetzen, kénnen
wir |lv;|| = 1 fur allei € I annehmen. D& nicht endlichdimensional ist, iteine unendliche Menge. Fur
jede nicht beschrankte Familie;) € K/ und jedesw € W, w #0, ist dann die durclf (v;) = a;w, i € I,
definierte lineare Abbildung : V — W nicht stetig, da dag-Bild der EinheitskugeBy (0; 1) eine nicht
beschrankte Menge iW ist, vgl. Satz 17.B.1. °

Abschnitt 17.B, Aufg. 2 p.553 (1.11.2012):

a) Seien|| — || und| — ||’ zwei nicht aquivalente Normen auf einem normieri&vektorraumV. Dann
gibt es eine Folge i¥, die bezuglich einer der beiden Normen eine Nullfolge ist und bezuglich der anderen
unbeschrankt ist.

b) Sei f:V — W eine lineare Abbildung normierté€-Vektorraume. Genau dann igtstetig, wenn flr
jede Nullfolge(x,),cn in V die Bildfolge (f (x,)), . in W beschrénkt ist.

Beweis: a) Gemal} Satz 17.B.9 kdnnen wir ohne Einschrankung annehmen, dass gsekRimgibt mit
Ix]” < ,BIIxII fur alle x € V. Zu jedemn € N* gibt es dann eincn e V —{0} mit ||x,|l' = n?||x,|.

Firy, = gilt lim |yl = 0 wegen|y,|| = |\ | == — 0 bein — oo, aber|y,|' =
|I n” nllx l
/
|| | = 1%, > ”x"” = n — oo. Die Folge(y,) ist also bzgl] — | eine Nullfolge, aber bzgl.
nllxnll n|x,|| nx,||
I = |I” unbeschrankt.

b) Wenn f stetig ist, so gilt lim f(x,) = f( lim x,,) = f(0) = O fur jede Nullfolge(x,) in V. Dann ist
die Bildfolge ( £ (x,)) als Nullfolge inW erst recht beschrankt.

Sei umgekehr¥ nicht stetig. Dann isf’ nicht beschrankt, d.h. es gibt keine reelle Zakt 0 mit || f (x)|| <
C| x|l fur allex € V. Zu jeder natiirlichen Zatl € N* gibt es somit einx, € V— {0} mit || £ (x,,) || = n?||x,]| -
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Fur die Folge(y,) mit x, := ” ” e V qilt I|m v = 0 wegen| y,| ” i — 0 bein— oo,
n|[Xn
2
aber| f(y) |l = Hf( ”)“ ||f|Tan||| > ||||x"|||| =n — oo . Daher |st(yn) eine Nullfolge inV, deren
n|lx, n||x,
Bildfolge unter f in W nlcht beschrankt ist. — Man beachte, dass a) auch aus b) folgt. °

Abschnitt 17.B, Aufg. 3. p.553 (1.11.2012):

Eine Norm| — || auf einenK-VektorraumV heif3t feiner als die Norrt— ||” auf V, wenn es eine positive

reelle Zahlg gibt mit | x|’ < B ||x| fur allex € V. Zwei Normen heil3en vergleichbar, wenn eine der
beiden feiner als die andere ist. (Zwei Normen sind also aquivalent, wenn jede davon feiner als die andere
ist.)

a) Folgende Aussagen sind aquivalent: ()| ist feiner als||—|’. (2) Die IdentitatV — V vonV ist

stetig, wenn man den Urbildraum mit der Norm || — || und den Bildraun¥ mit ||—|" versieht. (3) Jede
bezlglich| —|| konvergente Folge ist auch bezlglich ||’ konvergent. (4) Jede Nullfolge beziglidh-||

ist auch eine Nullfolge bezuglidh-|". (5) Jede bezuglictj—| beschrankte Menge ist auch bezuglich|)’
beschrankt.

b) Ist ||—| feiner als| —|’, soist jede bzgl]—| dichte Teilmenge voi¥ auch dicht bzgl. || —|’.
¢) Man untersuche jeweils die folgenden Normen auf Vergleichbarkeit:

(1) die euklidische Norm, die Maximumsnorm sowie die Summennornik&uf 7 unendlich;

(2) die Supremumsnorm, ditund die L*-Norm auf @ ([a, b]) ;

(3) die Normen Sup{é|f<k><z)|\re[a,b]}=||é|f<’<>|||w, énﬂ’”nm,

m 1/2 m
Max (Il f Qoo .o 1™ llo) - [[Max (1@, ... 1F™))], - (;}nﬂbu%) : kZOIIf(")Ill

auf q;;([a, b]) ,me N. (Die beiden letzten Normen sind so genannte Sobolew-Normen.)

Beweis:a) (1) < (2): Genau dannist — || feiner als|| — ||’, wenn es eirg € R gibt mit ||x||" < 8 ||x] far
allex € V. Dies ist genau dann der Fall, wefhidy (x)||” < B ||x|| fir allex € V ist, d.h. wenn die Identitat
V — V vonV stetig ist, wenn man den Urbildraubhmit der Norm || — || und den Bildraum¥ mit || —|
versieht, vgl. Satz 17.B.1.

(2) & (3): Nach ANH.B.3 ist id, als Abbildung vonV, versehen mit der Normi—||, nachV, versehen
mit der Norm||—||’, stetig in einem Punkt € V, wenn flr jede Folgéx,) in V, die bzgl.|—| gegemx e V
konvergiert, die Bildfolgdidy (x,)) = (x,,) bzgl. ||—|’ gegen id (x) = x konvergiert.

(3) « (4): Die Aquivalenz folgt daraus, dass eine Folgg) in einem normierten Vektorrauri genau
dann gegen € V konvergiert, wenn die Folger, — x) eine Nullfolge inV ist.

(1) = (5): SeiM C V eine durchC > 0 bezlglich|—| beschrénkte Menge iW. Ist nun ||—| feiner als
I—1", d.h. gibt es eine positive reelle Zahlgibt mit || x|’ < B ||x| fur allex € V, so folgt firx € M aus
x|l < C sofort||x||” < BC, d.h. M ist auch bzgl]|—|’ beschrankt.

(5 = (2): Nach Satz 17.B.1 ist id stetig, wenn ig¢ auf der Einheitssphare(®; 1) von V bzgl. |—||
beschrankt ist. Da diese Sphare bzgl.|| durch 1 beschrankt ist, istjdS(0; 1)) = S(0; 1) nach (5) aber
auch bzgl]|—||" beschrankt.

b) Sei |—| feinerals|—||’, d.h. es gebe eine positive reelle Zghgibt mit || x|’ < B ||x| furallex € V.
M C V sei eine bzgl]—|| dichte Teimenge voi¥. Sei hunx € V. Zu vorgebenem > 0 gibt es dann ein
yE€ M mit |x—y| <e/B,alsomit|x—y|" < Bllx—yl|l < e. DaheristM auch bzgl|—|" dichtin V.

c) (1) Sei(x;) € K, d.h. nur endlich viele der Komponentene= K seiens£0. Dann gilt:
Max{|x;| |ie I} <Y |x]? < (Z |x;] ) d.h.[x]lee < lIx]l2 < |lx]l2. Die Summennorm ist also feiner als

iel B
Maximumsnorm und euklldlsche Norm und die euklidische Norm ist feiner als die Maximumsnorm (jeweils

mit Skalierungsfaktop := 1).

Dar unendlichist, enthdlt eine abzahlbar unendliche Teilmenge-= {ji, ..., j, ...} mit jx £ j, fUrk #¢.
Setzt man dann® = (x");c; mit x™ ;= 0 firi € I— {ju, ..., joy undx; := 1 firi = j,, 1<k <n,
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S0 gilt x| = 1, [x™]2 = /n und [|x™ |1 = n. Firn — oo sieht man, dass es kethe R geben
kann mit||x||1 < Bllxll2 bzw. |x]l1 < Bllx|lec bzW. [|x]|2 < Bllx|lo. Daher sind weder euklidische Norm

noch Maximumsnorm feiner als die Summennorm, und die Maximumsnorm ist auch nicht feiner als die
euklidische Norm.

(2) Die L?>-Norm ist feiner als die E-Norm: Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung liefert namlich
lxlla = f lx(@®)]dt = afbl' lx@)|dt = (1, |x])2 < 11z llx]l2 = vVb—a - ||x]|2.
Die Supremumsnornii — ||« ist feiner als|| — ||2: Der Mittelwertsatz der Integralrechnung liefert namlich
Ixllo = (afb|x(r)|2dr)1/2 < ((b-a) lx12)" = Vb=a - 1zl

Naturlich ist dann die Supremumsnonn- ||, auch feiner als die t-=Norm (wegen|x |1 < (b—a) - [|x|ls)-
Wir betrachten nun flr > \/2/(b—a) die stetigen Funktionen, : [a , b] — R mit

n3(t—a) fir a<t<a+ (1/n?)),
X, (1) == {2n—n3(r—a) fira+ (1/n% <t <a+ (2/n?)),
0 fira+ (2/n%) <t <b.

) b 1/2 a+1/n? 1/2
Damn st vl = ([ l@Pdr) = (2 [ n8t—ardr) = /2, Iule = n und s =

a

1 a+1/n?
[xaOldt =2 [ n3t —a)dt = % Es gibt also keir > 0 mit ||x, [« < B llx,]l2 und keing’ > 0 mit
0 a

x,ll2 < B’ llx, |11 fiir allen, d.h. die [>-Norm ist nicht feiner als die Supremumsnorm und dieNorm ist
nicht feiner als die B-Norm.

(3) Esqilt
Max (1| f Vlloo s -+, 1™ lloo) = Max (Sup{| f @ )] | 1€ [a, b]} , ..., Sup(f™ )] | 1 € [a, b]})
= Sup{Max (| fOOI,....1f"®I) | tela.b]} = [Max(1fOl..... 1)

Die ersten vier der angegebenen Normen sind nun aquivalent wegen

Max (I f Qlloo s .- 1f ™ o) < ZOHf(k)”oo < m+DMax(If Qo 1F™lo0) »

k=
[Max (171 .. 1F ") o = 1 2 1O = Gnt-D) [Max (171 1D ] -

Die funfte Norm ist feiner als die sechste Norm: Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung liefert namlich
m m b m b m m
YU Pl= [IfPOlde=Y [1-1fP@Oldr =3 (1, 1fOh2a < X 12 1/ Pl
k=0 k=0 a k=0a k=0 k=0

= x/b—a-éllf(bllz =Vb—a- (.. ) (1Ol 1 ™2)),

m 1/2
=Vb=a- 1@ Dl (1O llze o 1) |, = Vot De=—a) - (D 1018)
k=0
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mn 1/2
Die Norm Max([| f @l . - ... [ /"™ ]l«) ist feiner als die Norn‘( > ||f(")||§> (und damit auch als die
k=0
Norm Y [ f®|1): Der Mittelwertsatz der Integralrechnung liefert namlich
k=0
& k)12 12 (k) 2 /2 ¢ 02 (m) 12 12
(o) (Z F1r9w) ai)” < (b-a) 3 Max(IfOI ... 17 12)
k=0 k=0 a k=0

=Vm+Db—a) - Max (Il fQlloos ..o 1f™llsc) -

Zwischen den drei zuletzt betrachteten Normen gibt es keine weiteren Feiner-Beziehungen. Als Beispiele
betrachten wir die stlickweise-mal stetig differenzierbaren Funktionen aus (2) (die sich durch ge-
eignetes "Glatten" der Knickstellen zd"@unktionen abandern lassen). Dafir gilt namlich (bet 1)

m 1/2 m
2 - 1
(;) ||x,(lk)||%> = \/; +n? sowie Max(JIx©llos , - - -, 1x o) = n+n® undkz0 lxPlli=5+n. o

Abschnitt 17.B, Aufg. 4. p.554 (1.11.2012):

Eine stetige additive Abbildung : V. — W normierterR-Vektorraume isiR-linear.

Beweis: Nach Voraussetzung gilt(x+y) = f(x) + f(y) fur alle x, y € V. Durch Induktion Gber € N
zeigen wirf(nx) =nf(x) firallexe V. Esistf(x) = f(x+0) = f(x) + f(0),alsof(0-x) = f(0) =
0=0- f(x), und der Schluss vom aufn+1 folgt Wegenf((n+1)x) = fnx+x) = f(nx)+ f(x) =

nf(x)+ f(x) = (n+l) f(x). AuBerdemgiltO= f(0) = f(x —x) = f(x)+ f(—x),alsof (—x) = — f(x).
Ferneristf (x) = f(m-2x) = mf(+x),alsof (£x) = Lx beim+# 0, und somitinsgesanft(gx) = ¢f (x)
furallege Qundxe V.

Ist nunr € R beliebig, so gibt es, d&@ in R dicht ist, eine Folge, rationaler Zahlen mit limg, = r. Die

n—oo

Stetigkeit vonf liefert wie gewlnschy (rx) = f(lim g,x) = lim f(g,x) = lim g, f(x) =rf(x). o

Das Ergebnis der Aufgabe besagt insbesondere aliassdditive Abbildung endlichdimensionaleiVek-
torrAume notwendigerweis@-linear ist.

Abschnitt 17.B, Aufg. 5. p. 554 (1.11.2012):

Der Differenziationsoperatab : Ci([a, b]) — C%([a, b]) ist stetig, wenn die beiden Raume jeweils mit
den Normen aus 17.A, Aufg. 6b) versehen werden.

Beweis: Es gilt [D(x)]lo = [l%llc = Sup{lt(®)| | 7 € [a,b]} < Sup{lx(@®)| + [x(®)| | t € [a, b]} fir
x € Ck([a,b]),d.h.esis{|D| < 1 undD ist beschrankt, also stetig. o

Abschnitt 17.B, Aufg. 13 p.556 (1.11.2012)

SeienV und W K-Vektorraume mit Skalarprodukt und: V. — W eineK-lineare Abbildung, fur die die

adJunglerteAbblldung‘ W — V existiert. Dannqilt] /|| = ||f|| Genau dann isf stetig, wennff stetig
ist. Insbesondere ist ein selbstadjungierter Opekagmif V genau dann stetig, wens stetig ist. IstV nicht
endlichdimensional, so gibt es stets nicht stetige Operagpeari V derart, dasg? stetig ist.

Beweis: Fiirx € V gilt || 7(x)|? = (f(X) F@) = (x ,f}(x)); Il L GOl < IxlILAILF @) und

somit || ()l < I Ix]- Es folgt|| fIl < Il fIl und il = 171 < I£Il, also insgesami{f|| = [ 1.
Insbesondere ist mit auchff stetig sowief? bei f = f.

Istumgekehr] f £1| < oo, SO gilt] £ ()12 = (f(x), f(x)) = (x, F L)) < XM £ < Il F £ Hlx]
fir x € V. und somit|| f (x)|| < ||ff Nlxll, doh fl < ,/||ff|| < 00, und f ist stetig.

SeiV nun unendlichdimensional. Ahnlich wie in Aufg. 1 konstruiert man eine nicht stetige lineare Abbildung
g:V —V, deren Quadrat? sogar O ist. .
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Abschnitt 17.B, Teil vonAufg. 14. p. 556 (1.11.2012):
SeiV ein endlichdimensionaler Hilbert-Raum.

a)Fureinf e V* = V'ist| f|| = |lgradf]| . Die Norm aufV* rihrt ebenfalls von einem Skalarprodukt
her. Istv; , i € I, eine Orthonormalbasis von, so ist die Dualbasis;, i € I, eine Orthonormalbasis von
V* beziglich des in dieser Weise assoziierten Skalarprodukt®auf{Ein ahnliches Resultat gilt fiiv’
auch dann, weni ein beliebiger Hilbert-Raum ist, vgl. 19.A.9.)

b) Fur einen Operatof € EndgV = Lk (V) mit dem adjungierten Operatgrist || f|| = Je, wobeic der
grolte Eigenwert vorf f ist. (Daf f und f f dieselben Eigenwerte haben, folgt insbesondgie= || /1,
vgl. auch Aufg. 13. Ferner ist fur einen selbstadjungierten Opeyasmf V die Norm|| f|| von f gleich dem
Maximum der Betrage der Eigenwerte vgn Im Fall K = C gilt dies allgemeiner fiir normale Operatoren
aufVv.)

c) Auf EndgV wird durch(f, g) := Spg f = Spfg ein Skalarprodukt definiert. Die zugehorige Norm

“ 1/2 ~\1/2
I £l = (Spff)"* = (SpsF)”
heitdie Hilbert-Raum-Norm auf Epd’, vgl. Beispiel 15.C.6. Esistf|| < || f |+ furalle f € EndkV,
und das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn Rargl ist.
d) Ist DimgV > 2, so ruhrt die Operatornorif+ || auf EndiV nicht von einem Skalarprodukt her.

Beweis: a)Fir f € V* = V'ist | f|l = llgradf|: Aus | gradf||> = (gradf, gradf) = | f(gradf)| <
I/l gradf|| folgt namlich| gradf|| < || f|l (auch beigrag = 0). Umgekehrtgilt| f (x)| = |(x, gradf}|
< |xllllgradf| furallexe V,d.h.| f| < | gradf].

Die Norm aufV* ruhrt von einem Skalarprodukt hefir f, g € V* gilt grad f + gradg = grad(f + g)

wegen(x, grad f +gradg) = (x, gradf) + (x, gradg) = f(x)+g(x) = (f+g)(x) = (x, grad(f+g)) fur
allex e V. Istfernera € K, so hat manix, gradaf)) = (af)(x) = af (x) = a{x,gradf) = (x,agradf),
also gradaf) = a gradf. Dann wird durch

(f,8) == (gradg,gradf), f geV~,
ein Skalarproduk{—, —) auf V* definiert, fur das/{f, f) = J/{gradf, gradf) = | gradf| nach dem

bereits Gezeigten die Operatornoffii| ist. Die Symmetrie von—, —) und die Additivitat in beiden
Komponenten folgt dabei aus den entsprechenden Eigenschaften des Skalarprodukis AofRerdem

gilt (af, g) = (gradg, grad(af)) = (gradg,agradf) = a(gradg,gradf) = a(f,g) und(f,ag) =
(grad(ag) , grad f) = (agradg, grad f) = a(gradg, gradf) = a(f, g). (Das Skalarprodukt auf* wird
also durch Zuriicknehmen des SkalarproduktsWanittels des antilinearen Isomorphismus grad =~ V
gewonnen.)

Seiv;, i € I, eine Orthonormalbasis vol. Dann ist die Dualbasi®, i € I, eine Orthonormalbasis
vonV*: Es giltvi(v;) = 8;; = (v;,v;) furallei, j e I, alsov}(x) = (x, v;) fur allex € V und somit
gradv} = v;. Damit folgt wie behauptefv;, Vi) = (gradv;‘, gradv}) = (v;, v;) = §j; .

b) Wir betrachten die nichtnegative hermitesche FaéraufV mit ®(x, y) := (x, f f(¥)) = (f(x), f(V)).
Das Maximum der Rayleigh-Quotienta(x, x)/(x, x) = | f(x)[|?/|lx[|* = || f(x)||* auf der kompakten
Einheitskugel 80; 1) ist nach Satz 15.B.5 der gro3te Hauptwert ¥gralso der grof3te Eigenwervon f f.
Andererseits ist das Maximum vdjry (x)|| auf S0O; 1) definitionsgemaf gleichf||. Es folgt| f| = /c.

IstK = C und f normal, so istf nach dem Spektralsatz 15.A.15 diagonalisierbar in einer Orthonormalbasis
v, i € 1, aus Eigenvektoren zu Eigenwerten i € /. Dann W|rdf in dieser Basis durch die konjugiert
transponierte Matrix beschrieben, d.h. esﬁ$b) = ¢;v; und somltff(v,) = |c;|v;. f hat also die

Eigenwertgc; |2, und das Maximum dg; | ist nach dem Bewiesenen gleihf||.
c) Wegen (fi+ f2,8) = SP(fa+ f2)8 = SPfig + SPf2g = (f1. &) + (/2. 8)
(f. 81+ 82) = SPfg1t g2 = SPfe1+SPfg2 = (f. g1) + (f. 82).,
(af.g) =Spafg=aSpfg=al(f. g)
(f.ag) =Spfag=Spfag=a Spfg =a(f, g)
fr f, g, f1, f2, g1, g2€ EndkV, a e Kiist (—, —) sesquilinear.
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Da die Matrix von} bzgl. einer Orthonormalbasis van nach 15.A.5 aus der voyi durch Transponieren
und Queren hervorgeht, gilt Spb= Sp/f. Es folgt{g, f) = Sp}gA: Spfg=Spgf = (f g),dn.(—, —)

ist auch hermitesch. Dg f ein semipositiver Operator ist, igtf diagonalisierbar mit nichtnegativen
Eigenwerten. Genau dann ist alsfi /) = 0, wenn Spf f, also die Summe dieser Eigenwerte, gleich 0

ist. Dann sind diese Eigenwerte aber schon selber 0, und esffelgD. Insgesamt ist—, —) also ein
Skalarprodukt.

Da | f]|° nach b) der groRte Eigenwert v§ﬁf ist und | 1% die Summe aller dieser Eigenwerte (in ihrer
Vielfachheit gezahlt), gilfl fI| < || flln. Genau dann gilt dabei das Gleichheitszeichen, wenn es aul3er dem
groBten Eigenwert der selbstadjungierten Abbildyhg keine weiteren Eigenwertg 0 gibt, d.h. wenn
Rangf f < 1list. Dies ist nach dem Rangsatz genau dann der Fall, wenn Dim(Kgin> Dim V — 1 ist.

Nach 15.A, Aufg. 7 ist aber Kertyf f) = Kern f. Also gilt || f|| = || f s genau dann, wenn Rarfg< 1 ist.

d) Wir wahlen eine Orthonormalbasis i € I. Wegen|I| = DimgV > 2 gibt es eine Zerlegung= 1L W I,

von I in zwei nichtleere disjunkte Teilmengeh und I,. Dann definieren wir durchf (v;) = v; fur
i€, f(vy) :=0flrie I, bzw. g(v;) := 0flur i € I, gv;) := —v; fur i € I, zwei Abbildungen
f,g:V — V. Dannsindf, g, f+ ¢, f— g diagonalisierbar, in ihrer Hauptdiagonale stehen nur die reellen
Diagonalelemente,D, —1, d.h. diese Abbildungen sind selbstadjungiert und ihre Operatornorm ist nach b)
jeweils das Maximum der Betrage der Eigenwerte. Es gilt also nach Konstruiktipe= ||g]l = || f+ gl =

| f— gl = 1. Daher gilt fur dieses Beispidlf + gl + || f — glI> = 1°+1% = 2 # 2| f|I°> + 2|Ig|? =

2-1%2 + 2. 12 = 4, und die Parallelogrammregel ist verletzt. Nach Satz 17.A.4 riihrt die Operatornorm auf
V somit nicht von einem Skalarprodukt her. °

Abschnitt 17.B, Aufg. 15 p. 557 (1.11.2012)

Sei||—|| eine Norm aufK”. Diese Norm induziert auf dem Raum,KK) dern x n-Matrizen UberK eine
Norm durch ||| = |l fall, A € M, (K), wobei fy der Operatorr — 20x auf K” mit der Matrix 2
beztiglich der Standardbasis ist. Aus 17.B.4 folgt dann insbesofidere|2l|| fur jeden Eigenwerk von
A = (a;;) € M,(K). Uberdies bemerken wir, dass nach 11.A, Aufg. 41 jeder EigenwerRveawonhl

in der Vereinigung der Kreis§(a,-i : Z#i |aij|), i = 1,...,n, als auch in der Vereinigung der Kreise
B(ajj; Xoixz; laijl), j =1, ..., n, liegt. —Wendet man diese Ergebnisse auf die Begleitmatrix
0O 0 --- 0 —ag
10 --- 0 -—-a
Ap=|: + . :
O 0 --- 0 —a,o
O 0 -+ 1 —a,

eines Polynomg&” = ap + a1 X + - - - + X" € K[X] an (vgl. Beispiel 11.A.23), so gewinnt man Aussagen
Uber die Lage der Nullstellen eines solchen Polynoms. Haufig ist es auch nitzlich, statt derviattix

den Eigenwerten,, ..., A, € C die verschobene Matrif — A&, mit den Eigenwerten; — A, ..., A, — A

Zu betrachten (Spektralverschiebung). Zum Beispiel bietet sich das Zentrieren auf den Schwerpunkt

-1 _1
di= 2 Ot 4 h) = = SpR

der Eigenwerte an. Die Matri¥ — % (Spl) €, ist spurlos, d.h. ihre Spurist 0.
a) Ist || —| die euklidische Norm auk”, so ist||2|| = /c, wobeic der groRte Eigenwert vORI ist.

b)Ist|| — || = || — |l die Maximumsnorm auK”, so ist||2(|| das Maximum der Summennormgffzl laij] ,
i=1...,n,derZeilenvorR = (q;;) € M,(K) (Zeilensummennorm).

c)lIst||—| = ||— |1 die Summennorm adk”, so ist||2l| das Maximum der Summennorm@?:l laijl
Jj=1,...,n,der Spalten voRll = (a;;) € M,,(K) (Spaltensummennorm).

Beweis: Seid = (a;;) € M, (K).

a) Die euklidische Norm adif” riihrt vom euklidischen Skalarprodukt her. ﬁ)gfgl bzgl. der Standardbasis
von K" durch die Matrix’A2( beschrieben wird, isll fo || nach Aufg.14b) gleich,/c, wo ¢ der groRte
Eigenwert vori A2/ ist.
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b) Bezgl. der Norm|— || ist 2]l < [|24]]; := Max{ Y7_; |a;j] |i=1...n}. Furr ="(x1,...,x,) € K"
gilt namlich

1200 = Max { | Y " aijx;| | i=1,...n} <Max{ ) laij|lx;| | i=1....n}

j=1 Jj=1
<Max{ ) lajl ltlloo | i=1,...n} =Max{ D jai| |i =1...n} [tllo = 12 I]loo -
j=1 j
Ist |21, = Z;?:l laiy;|, d.h. wird das zugehdrige Maximum in dgften Zeile vorl angenommen, und ist

p ="y ...,y € K mity; := Ww/mio” , falls a;,; # 0ist, undy; := 0 sonst, so gilt in jedem dieser
beiden Falley ; y; = |a;,;| und ferner|y||o = 1 (beiA # 0). Daraus folgt|A|| > |||, wegen

12010 = Max {|Y ay y| |i=1....0} = D ai; vl =D laijl = 121 = [ 19l -

j=1 j=1 Jj=1

c) Bzgl. der Norm||—||y ist ] < [|U]ls == Max{>"_|a;| | j=1 ...n}. Firgr ="(x1,...,x,) € K"
gilt namlich

122 = Z | Zal,x,| < ZZ laij | 1x;] = Z x| Z jaij| < Z o IR0 = 2L el

i=1 j=1 i=1 j=1 i=
Ist |4)ls = >_7_; laij,| , d.h. wird das zugehdrige Maximum in dgyten Spalte vor®l angenommen, und
ist ¢, der jo-te Standardbasisvektor, so djlti, 1 = 1 und|ejolla = > i ; laijol = 120l = 1l llejoll1
also||2U[ly < 4] .

Abschnitt 17.B, Aufg. 26 p.559 (1.11.2012):

f:V — W sei eineK-lineare Abbildung normierteK-Vektorraume und/ < Kern f sei ein abgeschlos-
sener Unterraum. Dann giltf|| = || f|| fur die induzierte lineare Abbildung : V/U — W .

Beweis: GemaR 17.A, Aufg. 10a) wird die Norih— || auf V := V /U definiert durch
x|l ;= d(U, x) =Inf {|x—ul |ueU} =Inf{|y|l | ye x=x+U} fir xeV.

Insbesondere igfx|| < ||x||. Da definitionsgemalf(x) = f(x) ist, gilt | f ()| = IIF @[ < I FIIx] <
I £llx]l, alsoll £l < I fIl. Fur beliebige Elemente € X gilt | fX)I = | fO)I < IfIllyll und somit
I£CON < IIfIl Inf {||y|| | ye X} = IIf1IIx|. Dies liefert|| f|| < || 1|, insgesamt alstyf|| = || || o

Abschnitt 17.B, Aufg. 27. p. 559 (1.11.2012) :

V sei ein normierteK-Vektorraum,U < V ein Unterraum und’ : U — K eine stetige Linearform. Dann
lasst f sich zu einer stetigen Linearforg: V. — K mit ||g|| = || f|| fortsetzen. (Eine stetige lineare
Abbildung f: U — W lasst sich auch dann zu einer stetigen linearen Abbildung — W fortsetzen,
falls W nur endlichdimensional istn der Regel jedochicht, ohne dabei die Norm zu vergro3ern. Fir ein
Beispiel siehe Band 4, 6.B, Aufg. 1e).)

Beweis: U ist ein dichter Unterraum des Abschlusgeson U in V. Daher lasst siclf : U — K nach Satz
17.B.6 zu einer eindeutig bestimmten stetigen Linearfornianfit derselben Norm wig fortsetzen. Wir
kénnen daher gleich annehmen, désselbst inV abgeschlossen ist.

Bei f = 0 kdnnen wirg = 0 nehmen. Sei als@g # 0. Dann ist Kernf eine abgeschlossene Hyperebene in
V,d.h.esistV/Kern f = Ky mit einemy ¢ Kern f ausV. Indem wiry/||y| statty betrachten, kdnnen wir
noch|y|| = 1 annehmen. Nach Aufg. 26 ist dafi|| = || fIl = | f ()| = | f(y)|. Der Satz 17.B.19 liefert
eine stetige Linearforma: V/Kern f — K mite(y) = |[y]| = 1 und]le|| = 1. Fir die stetige Linearform
gV - Kmitg(x) := f(y)e() auf V gilt danng(y) = f(y)e(y) = f(y), d.h.g setztf auf V fort.
AuBerdemistigll = lIigll = I f D ell = [fD el = 1D =111

Ist W n-dimensional, d.hW = K", so ist fir einen normierten Vektorraukh eine K-lineare Abbildung
h: X — W dasselbe wie ein-Tupel (h1, ..., h,) von LinearformenX — K, wobeik genau dann stetig ist,
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wenn die Komponentenabbildungépalle stetig sind. Die Behauptung fi¥ folgt dann direkt aus dem
Bewiesenen. Die Norm einer Fortsetzyngst nattrlich mindestens so grof3, wie die Norm v@n °

Bemerkung. Vielfach heil3t auch die bewiesene allgemeinere Version von 17.B.19 der Satz von Hahn-Banach.

Abschnitt 17.B, Aufg. 28 p.559 (1.11.2012):

SeienV ein normiertefk-Vektorraum und/ € V ein Unterraum. Ein Vektar € V gehort genau dann zur
abgeschlossenen Hullé von U in V, wenn jede stetige Linearform, die alif verschwindet, auch auf
verschwindetU ist also der Durchschnitt der abgeschlossenen Hyperebengrdie U umfassen.

Beweis: Seix € U und f € V' eine stetige Linearform, die adif verschwindet. Dann gibt es eine Folge

(x,) In U mit lim x, = x, und es giltf (x,) = 0. Wegen der Stetigkeit voyi folgt f(x) = f(limx,) =

lim f(x,) = 0. Oder: Der Kern einer stetigen linearen Abbildung ist abgeschlossen und enthalt daher mit
U auchU.

Seinunx € V—U. Dann giltU N Kx = 0 und d(U x) > 0. Gabe es namlich eine Folge,) in U
mit lim d(x,, x) = 0, so wérex = limx, € U, daU abgeschlossen ist. Durgh(u+rx) :=r flru e U
und r € K ist eine Linearformf auf dem Unterraunt/ @ Kx von V wohldefiniert. f ist stetig mit Norm
<1/d(U,x). FurreK, also —u/r € U, gilt namlich

K—|d(U,x) < il ||—1'u —x| = 1
dU, x) dU, x) r dU, x)
(Inder Tatist sogaj || = 1/d(U, x) .) Nach Aufg. 27 lasst siclf zu einer stetigen Linearforg: V — K
fortsetzen. Nach Konstruktion verschwingewie f auf U und hat aufx den Wert 1. Kerr ist eine
abgeschlossene Hyperflachelindie U enthalt, nicht abet. °

|futro)l=Ir| = llu+rx].

Abschnitt 17.B, Aufg. 29 p.559 (1.11.2012):
SeiU ein abgeschlossener Unterraum des normigktérektorraumsV. Dann ist die kanonische Sequenz

’

00— (V/U) ——V —— U 0

der stetigen Duale exaki’ ist eine normerhaltende Abbildung, ubd identifiziert sich einschliel3lich der
Normen mit dem Faktorraurvi’/ Bild n’.

Beweis: ( ist surjektiv Jedesf € U’ lasst sich nach Aufg. 27 zu einer stetigen Linearfggauf ganzV
fortsetzen. Fln e U gilt dannd/(go) (1) = go(t(u)) = go(u) = f(u), d.h./'(go) = f.

' ist injektiv. Fur f € (V/U) mit z’(f) = 0 hat manf o # = 0 und dann wegen der Surjektivitat der
kanonischen Projektion : V — V/U auchf = 0. (Man beachte, dassnach 17.A, Aufg. 10b) stetig ist,
also mit jedemf € (V/U) auchz'(f) = f o stetig ist und somit iV’ liegt.)

Esist o’ = 0, alsoBild 7" € Kern/: Furhe (V/U) gilt /(7' (h)) = hom ot = 0wegenr ot = 0. Da
definitionsgema@’(h) = h gilt, ist ||z’ (h)|| = ||=’(h)|| = ||k|| nach Aufg. 26, d.hz’ ist normerhaltend.

EsistBild 7" = Kern/': Flr f € Kern/ gilt namlich//(f) = 0, d.h. f|U = 0 und somity < Kern f. Nach
Aufg. 26 gilt dann| f|| = | 1l fur die induzierte Linearformf : V/U — K. Daher ist aucly stetig, und
esqiltz'(f) = for = f,d.h. fe Bildn'.

Versehen wir schlie3liclv’/ Bild =" mit der Norm gemaf 17.A, Aufg. 10a), so dj§|| = d(g, Bild 7’) =
Inf {lh—gll | he Bildn'} = Inf {|hom—g| | h:V/U — K stetig} fiir g€ V'. Sei nunf € U’. Dann
gibt es — wie oben gezeigt — eig € V' mit /'(go) = f und|goll = || fI|. Wegen/(g) = g|U gilt sicher
llgll > | f]lfurallege V' mit/(g) = f. Dahomr firalleh: V/U — KaufU verschwindet, ist dann auch
lhom—gl|l = | f] fur dieseg. Es folgtd(g, Bild #’) > | f||. Ferner gilt dafig—go)|U = f— f =0,
d.h. g — go lasst sich in der Forng — gg = h o & mit einemh:V/U — K schreiben, und man sieht
d(g,Bildn’) < |hom — gl = I(g—go) — gll = llgoll = [ fII. Insgesamt folgtl (g, Bild =) = [ fI|. e

Bemerkung: Istf:V — W eine stetige surjektive lineare Abbildung normieri&fVektorraume mit
Kernf = U, so sagt marW trage die Quotientennorm vow, wenn der induzierte Isomorphis-
mus f:V/U — W normerhaltend istU’ tragt also die Quotientennorm van'.
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19 Hilbert-Raume

Abschnitt 19.A, Aufg. 1, p. 642 (1.11.2012) :
Seien(x,) und (y,) konvergente Folgen ink-VektorraumV mit Skalarprodukt. Dann ist auch die Folge
((xa » ya)) konvergent irkK, und es gilt
lim (x,, y,) = (limx, , lim y,) (Stetigkeit des Skalarprodukts)
Beweis: Seie > 0 vorgegeben. Ist :nli%mOo x, und y:nILmoo yn, SO gibteszw’:= Min (1, e/(A+Ix [ +lyI))

einng € N mit |lx,— x| < & und|y,—y| < & furallen € N mit n > no. FUr diesen gilt dann auch
yall=lye=y+yI < llya—=yIl + Iyl <&+ |ly|l. Mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung sieht
man nun flm >ng:

|<xnv yn> - <x’ y)l = |<xnv yn> - (x, yn> + (X, yn) - (x, y>| = |<X,,—X, yn) + (x, yn_y>|
< e =x Iyl + IxHlye =yl < '+l + lixlle” < &' A+ Nyl +llxl) < e.
Daher konvergiert die Folg€x,, v,)) gegen(x, y). °

Abschnitt 19.A, Aufg. 2, p. 642 (1.11.2012):

Seiv;, i € I, ein Orthonormalsystem ifi-VektorraumV mit Skalarprodukt. Fir beliebige, y € V gilt
dann

ZI(x, vi) (i, )= lIxI Iyl

iel
Beweis: Sei H eine beliebige endliche Teilmenge vén Indem wir zunachst die Cauchy-Schwarzsche
Ungleichung auf die beiden Vektordhx, v;)[),.,, und (|(y, v;)]),_,, des mit dem Standardskalarprodukt
versehenei®? anwenden und dann die Besselsche Ungleichung-fir-), erhalten wir

D v s Y=Y 1 v s o)l < )Y 1 v 2 D 1y v 2 < VIV IR = [x ).

ieH ieH ieH ieH

Da dies fiur alle endlichen Teilmengéh von I gilt, ergibt sich die Behauptung mit Hilfe des Majoranten-
kriteriums 6.B.7 aus Band 1. °

Abschnitt 19.A, Aufg. 3, p. 642 (1.11.2012) :

Ein Orthonormalsystery; , i € I, im K-VektorraumV mit Skalarprodukt ist genau dann vollstandig, wenn
furallex, y € V gilt

(x, ) =D (x, v (i, y) -
iel
Beweis: Gilt die angegebene Gleichung, so erhalt mancféry
X[ = (e, x) =D (e v x) = D e v) o) = Y [(x v
iel iel iel
Mit Satz 19.A.3, (3= (1), ergibt sich daraus die Vollstandigkeit von i € I.

Sei umgekehri;, i € 1, ein vollstandiges Orthonormalsystem v@n Nach Satz 19.A.1c) (1) gilt dann
Y {x,vi)v; = x und ) (y,v;)v; = y. Wegen der Stetigkeit vofr, —), vgl. Aufg. 1, und(v; , v;) = §;;

iel jel
folgt:
) =D v, D o)=Y v > o) (v =Y (e, v (3, )

iel jel iel jel iel

=Y (x v (v, ). g

iel
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Abschnitt 19.A, Aufg. 4, p. 642 (1.11.2012) :
Ein Orthonormalsystem in einem Hilbert-Raumist genau dann eine Hilbert-Basis, wenn es maximal ist.

Beweis: Seiwy, s € S, ein Orthonormalsystem i. Nach Satz 19.A.7 gibt es eiki C V derart, dass die
Vektorenv, v € K, zusammen mit dewy, s € S, eine Hilbert-Basis und damit ein Orthonormalsystem von
V bilden. Istwy, s € S, ein maximales Orthonormalsystem, so miss- ¢ sein und somitu;, s € S, selbst
eine Hilbert-Basis vorv.

Ist umgekehrtw,, s € S, eine Hilbert-Basis vorV und liesse sie sich durch einen Vekioe V zu einem
goReren Orthonormalsystem vBrerganzen, so war@, w,) = O fur alles € S. Mit Satz 19.A.3 (4) erhielte
manv = 0 im Widerspruch zyjv| = 1. °

Abschnitt 19.A, Aufg. 5, p. 642 (1.11.2012) :

In einem separablen Vektorraum mit Skalarprodukt ist jedes Orthonormalsystem abzahlbar. (Insbesondere
sind in separablen Vektorraumen mit Skalarprodukt alle Hilbert-Basen gleichméchtig. — Dies gilt Gbrigens
fur beliebige Vektorraume mit Skalarprodukt.)

Beweis: Seiv;, i € I, ein Orthonormalsystem ink-VektorraumV. Fur i # j liefert der Satz von
Pythagoragv; — v; | = [lvil|2 + lv; > = 1+ 1 = 2, d.h.||v;— v;| = +/2. Ferner seV separabel, d.h. es

gebe eine abzéhlbare Teilmen@evon V, die dicht inV ist. Zu jedemi € I gibt es also eirnw; € W mit

lvi—w; || < $+/2. Mit der Dreiecksungleichung sieht man dannif j

V2 = vi—vjll = [vi— witw;i— wj+w;— ;|| < [Jvi—wil| + lwi—w; || + v —w;il| < V24 w;—w;],

d.h.|lw;—w;|| > 0 und somitw; # w;. Die Abbildung/ — W mit i — w; istalso injektiv. DaW abzahlbar
ist, ist auchl und damit das Orthonormalsystem i € I, abzahlbar. °

Abschnitt 19.A, Aufg. 7, p. 643 (1.11.2012):

SeiV ein Hilbert-Raum mit der Hilbert-Basis, , n € N. Die Unter-Hilbert-Raumé&/ und W von V seien

definiert als Abschluss von~ Kuy, bzw. >~ K(vy, + v2,41) . DannistUN W = 0, aberU + W ist
neN neN
nicht abgeschlossen, also kein Unter-Hilbert-Raum Von(Sind U, W aberorthogonaleabgeschlossene

Unterraume eines Hilbert-Raum®&s so ist auchllV + W = U @ W abgeschlossen if.)

1
n+1

. . 2
Beweis: Seic, = (v, + ﬁv2n+ls V2, + ﬁv&+l> 1+ (2,,+1) y Wy 1= Cp /2(v2n + Tlﬂvznﬂ) und
u, ‘= vy,. Dann bilderu,, n € N, undw,, n € N, Hilbert-Basen vorU bzw. W. Ein Elementxc UNW
besitzt nun nach Satz 19.A.1 c) Darstellungen der Foem) . aiu; = Y ;. biw; Mit a;, b; € K. Esfolgt
(X, Vans1) = Yies @i Vo, V20e1) = 0 UNd = (x, 1) = (X, v20) = e’ (x, wy) — 525 (X, v2usa) = €/ by
fur allen € N und somitx = Y,y aivz SOWiex = 3, biwi = Yoy € aiv2 + Yoy € i g V241
Dann ista, = (x, vy,) = ¢, ta, und somita, = O fur allen wegenc, #1, alsox = 0. Daherist/ N W = 0.
Offenbar liegen die Elements, undv,,, 1 der gegebenen Hilbert-Basis véhalle in U +W. Daher ist
U+W dichtinV, also der Abschluss vali+W gleich V. Es bleibt zu zeigen, dags+W # V ist. Wegen
2 .
Z,EN_ (ﬁ) < oo list 575 vz41, i € N, nach Satz 19.A.1d) eine Cauchy-Familie= Y_, y 57 v2i41 Ilegt
also im Hilbert-Raumyv. Lagex in U+ W, so gabe es eine Darstellung= ) ",y aiu; + D, biw; mit

a;. b; € K. Dannisteinerseitsr, vz,.1) = 527 undandererseits, vz,1) = by (Wy, v241) = zagcn b

alsob, = cl/2 > 1 fur allen € N. Nach Satz 19.A.1d) ist nup_,_y b,w, kein Element vonW, da

> en 1ba]? = oo ist.

Zum Beweis des Zusatzes sgkE= u,+w,, n € N, eine konvergente Folge i+ W mitu, € U undw, € W.
Wegen||z, — zulI? = ity — um||? + |lw, — w,, ||? sind dann(u,,) und (w,) Cauchy-Folgen i/ bzw. W und
damit konvergent mit einem Grenwert U bzw.w € W, daU und W abgeschlossen, also Hilbert-Raume,
sind. Dannistliny, = u+w € U+ W. Also istU + W abgeschlossen. °

ny

Abschnitt 19.A, Aufg. 8, p. 643 (1.11.2012):
a) Ein unendlichdimensionaler Hilbert-Raum besitzt keine Orthonormalbasis.

b) Ein separabler Vektorraum mit Skalarprodukt von tiberabzahlbarer Dimension besitzt keine Orthonormal-
basis. Insbesondere besitzt der Vektorra%@[@, b]) keine Orthonormalbasis.
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Beweis: a) SeiV ein unendlichdimensionaler Hilbert-Raum. Angenommen, € I, sei eine Orthonor-
malbasis vorV (im Sinne der Linearen Algebra), es habe also jedesV eine Darstellung = " alv;,
wobei nur endlich viele de#; € K von 0 verschieden seien. Daunendlich ist, besitzf eine abzahlbar
unendliche Teilmenge, die wir mi identifizieren kbnnen. Setzen wir nuf ;= 0 fir i € I — N und

a; = 1/ +1) fur i € N, so ist die Familida;|?, i € I, summierbar inR und somitg;v;, i € I, nach
19.A.1d) eine Cauchy-Familie ii. DaV ein Hilbert-Raum ist, ist die Fammilie sogar summierbar, und es
gilta; = (y, v;) flry := ), _, a;vi, vgl. 19.A.1 e). Andererseits besitzaiber eine Darstellung = > a/v;,
wobei nur endlich viele det; € K von 0 verschieden sind, und auch dafir gjlt= (y, v;) = a;. Dies ist

ein Widerspruch zu; # 0 fur unendlich vielg.

b) Hatte der separabl€-vektorraumV mit Skalarprodukt eine tberabzahlbare Orthonormalbasis (wieder
im Sinne der Linearen Algebra), so wére dies ein Giberabzéhlbares Orthonormalsystém\iiderspruch
zum Ergebnis von Aufg. 5.

DerK-Vektorraum (%([a, b]) , a < b, hat gewiss Uberabzahlbare Dimension. Beispielsweise sind die Funk-
tionene®, o € K, linear unabhéngig. (Das Skalarprodukt ist natirlichy) = fa” x(1)y(t) dt.) .

Abschnitt 19.A, Aufg. 9, p. 643 (1.11.2012):

SeienV ein Vektorraum mit Skalarprodukt uri@l ein vollstandiger Unterraum voVi. Ferner seien € V
ein Punktundy, ,n € N, eine Folge inW mit lim ||x — y,|| = d(x, W).

a) y, , n € N, ist eine Cauchy-Folge und damit konvergen#in

b) Istx’ :=lim y,, so istx — x’ € W+ undx’ unabhangig von der Wahl der Folgs,) .

c) Die Abbildungp : x — x’ ist die Orthogonalprojektiopy vonV auf W.

Beweis: a) Wegen lim|x — y,|| = d = d(x, W) ist lim ||x — y,||> = d°. Sei nune > 0 vorgegeben. Zu
¢ = £2/4 gibt es eimg e N mit ||x — y,||2 — d?| < & fir allen > ng. Seien num, m > no. Da die
(affine) Gerade durcl, und y,, endlichdimensional ist, existiert die orthogonale Projektjovon V auf
diese Gerade. Sei:= g(x) € W. Nach dem Satz des Pythagoras ist dganr- y,|| > ||lx — y|| > d und
analog|lx — vl = llx — yll = d. Es folgt mit Hilfe der Dreiecksungleichung und dann des Satzes von
Pythagoras

13— Yl < 19n =1+ 13m— Y = VX = 3a 12 = Ix =312+ I1x = ymll2 — lIx — ]I
< VIx=ylP=d? + Vlx—yullP—d? < Ve + Ve =¢.

b) Da die Folg€g(y,) nach a) eine Cauchy-Folge ist ufd vollstandig ist. konvergiert die Folge gegen ein
Elementx’ € W. Sei nunw e W, w # 0, beliebig und; € W das Bild vonx bei der orthogonalen Projektion
von V auf die Gerade durch’ undx’+ w. Nach dem Satz des Pythagorag|ist-z| < ||x—x’|| beiz # x'.
Dies ist ein Widerspruch dazu, dags= d(x, W) = lim ||x— y,|| = [lx—lim y,|| = ||lx — x| das Infimum
der Entfernungen vom zu einem Punkt voiW ist. Also istz= x" und daher —x" = x—z orthogonal zuw.

Ist auchx” € W Grenzwert einer Folge von Punkten dus deren Abstand zu gegend (x, W) konvergiert,
so ist auchx — x” orthogonal zuW. Das Dreieck mit den Eckpunkten x’, x” ist nun gleichschenklig und
hat zwei rechte Winkel bei’ bzw.x”. Dann muss’= x” sein.

c) Nach Konstruktion isp(x) = x fir x € W, alsop|W = idy. Firxe Wt gilt x— p(x) = x—x" e Wt
und somitp(x) € Wt N W = 0, alsop(x) = 0. Wir zeigen noch, dass linear ist. Dazu seien, y € V
und U sei der von den Bildern’ := p(x), y' = p(y) und p(x + y) erzeugte Unterraum voWw. Dann ist
offenbar|x — x'|| = d(x,U) = d(x, W), [ly—Y'll = d(y,U) = d(y, W) und [[(x+y) — p(x+ y)Il =
d(p(x+y),U) =d(p(x+y), W). Da die Werte der orthogonalen Projektippn von V aufU nach Satz
13.B.4 mit denen vomp Ubereinstimmen und linear ist, ist augHinear. °

Abschnitt 19.A, Aufg. 11, p. 643 (1.11.2012) :

SeiU ein Unterraum deX-Hilbert-RaumsV. Fur einen Vektor € V sind folgende Aussagen aquivalent:
(x eU. (2)x e (UYH*. (3)FurjedenVektop € V mity LU istauchy Lx. (4)Jede stetige Linearform
aufV, die aufU verschwindet, verschwindet auch auf

Beweis: (1) = (2): Zux € U gibt es eine Folgéx,) von Elementemn, € U mit x= lim x,. Fir beliebige

n—oo

Elementey € U~ gilt dann(x,, y) = 0 und somit(x, y) = (lim x,, y) = lim(x,, y) =0, d.h.x e (U .
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(2) = (1): Wir zeigen zunachdU ™ = UL. WegenU C U gilt U™ € U*. Sei umgekehrt e U*. Fir
ye U, alsoy = lim y, mit y, € U, gilt dann{z, y,) = 0 und folglich(z, y) = (z, lim y,) = lim(z, y,) = 0,

alsoz € U". — DaU abgeschlossen und somit vollstandig ist, ¢ilt= U & U = U o U"* nach
Satz 19.A.5. Zux € (U*)* gibt es daher Elemente € U undu* € U+ mit x = u + u*. Es folgt
flut||? Luty=x—u,ut) =(x,ut) — u,ut)=0-0=0,dhut=0undx=ucU.

={(u—,u
(2) = (3): Furye Vmit y LU gilt ye U*. Ist nunx € (U*)*, so gilt also(x, y) = 0 und folglichy_Lx.
(3) = (2): Gilt y_Lx fiir jedesy e U+, so ist definitionsgemaRe (U+)*.

(3) = (4): Sei f € V' eine stetige Linearform auf, die aufU verschwindet. D& stetig ist, ist Kernf =
£~1(0) abgeschlossen und umfasst daherthiuchU .

(4 = (3): Seiye V mit yLU. Die stetige Linearformy — (z, y) auf V verschwindet dann auf und
daher nach (4) auch auf d.h. es istt Ly. (Man beachte, dass die betrachteten Linearformes (z, y)
nach dem Rieszschen Darstellungssatz 19sarftlichestetigen Linearformen auf sind.) °
Abschnitt 19.A, Aufg. 12, p. 643 (1.11.2012) :

SeienV ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt ung ein Operator au¥’, der einen adjungierten Operat;ﬁr
besitzt.

a) Esist Kernf = (Bild £)*. Db)IstV ein Hilbert-Raum, so gilBild f = (Kern f)*.

Beweis: a) Es ist Kernf C (Bild f)l Furx e Kernf und beliebige Elementg(y) € Bild f gilt nAmlich
F(x)=0und dahetx, f(y)) = (f(x), y) = 0, d.h. es isk € (Bild f)*.

Es ist Kernf D (Bild f)*: Firx € (Bild )t ist f(f(x)) € Bild f und folglich 0= (x, f(}(x)))) =
(f(x) f(x)) ||f(x)||2 0, d.h. f(x) 0 und somitx € Kern}.

b) Mit Aa) und wegen der Aquivalenzl) < (2)" in Aufg.11 sieht manBild f = ((Bild jAf)L)l =
(Kern})L = (Kern f)*. .

Abschnitt 19.A, Aufg. 13 p. 644 (1.11.2012):
Sei f ein stetiger Operator auf dem Hilbert-Radm Dann gilt:

&) F=f byEsistl7fll=IfFl=IfI% c)EsistKemJ =Kem f7 undBid = Bild /7.
Beweis: a) Da f stetig ist, besitz}f' nach Satz 19.A.10 einen adjungierten OperétoMit 15.A.3(3) folgt
dann} = f.

b) Fur allex € V gilt einerseits nachASatz 19.A301 = |1 £Il und somitl| f FCOI < NI FEOI <

NI A = 1 A1%1x], d.h. es ist||fjf|| I £1I2. Andererselts Ilefert die Cauchy- Schwarzsche Un-

§l|ei0hungllf(X)IIA2 = (f(x), f(x)) = (ffx),x) < |Iff(X)|| lx]l < ||ff|| Ix12, also| fII* < ||ff||
Insgesamt folgtl f £ || = || £11°. Analog wird| f || = || f||> bewiesen.

c) Furx € V folgt ausf(x) 0 sofortff(x) = 0, d.h. es gilt Kerry‘ C Kernff Sei umgekehrt

xeKernff. Dannistf f(x) =0und folgllch||f(x)||2 (f(x) f) =&, ffx)=0,dh.f(x)=0
und somitx € Kern f f. — Nutzt man nun die Aquivalend) < (2) in Aufg. 11 und dann Aufg 12a) (mit
f stattf), so erhélt man

Bild 7 = ((Bild £)*)* = (Kemn [)* = (Kern £ )+ = (Kern(f 1))t = (Bild £ )Y+ = Bild £ 7.

Abschnitt 19.A, Aufg. 14, p. 643 (1.11.2012) :
Seip # 0 eine Orthogonalprojektion eines Vektorraums mit Skalarprodukt. Danpnsttig mit|| p|| = 1.

Beweis: Nach Satz 13.B.1 ist eine Projektiprz 0 genau danreine Orthogonalprojektion, wenp (x) || <
lx] far alle x € V ist, d.h. wennp stetig mit|| p|| < 1 ist. Da aber fur eine # 0 in Bild p gilt p(x) = x,
ergibt sich sogalp|| = 1. °
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Abschnitt 19.A, Aufg. 15, p. 644 (1.11.2012):

a) Fur zwei Orthogonalprojektionep und g einesK-VektorraumsV mit Skalarprodukt sind aquivalent:
Q) p<gq. (2)g—pisteine Orthogonalprojektion. (Fpx)| < |lg(x)]| furallex € V.

b) Fur die Orthogonalprojektionepy, ..., p, desK-VektorraumsV mit Skalarprodukt sind aquivalent:
(1) p1+--- + p, ist eine Orthogonalprojektion. (2)p1+---+ p,l <1. (3) pip; =0flri<j.

Beweis: a) Dap undg Orthogonalprojektionen sind, giv = Bild p & Kernp = Bild ¢ & Kerng.
(1) = (2) Seip<gq, d.h. Bildp C Bild ¢g. Wir zeigenV = (Bild ¢ N Kernp) & (Bild p & Kerng):

Da Bildg zu Kerng und Kernp zu Bild p orthogonal ist, sind die beiden angegebenen Unterraumé’von
zueinander orthogonal. AuRerdem gibt es zu jedenV Elementey € Bild ¢ undz € Kerng mitx = y+z
und dazw € Bild p undv e Kernp mit y = u+v. Esfolgt x = v+ (u+z) mitu+z € Bild p @ Kerng und

v e Bild g nKern p. Letzteresfolgtaug € Bild p € Bild g, dau+v =y =q(y) = qu)+q) = u+q )
ist, alsog (v) = v, und fernew € Kern p.

Furv e Bildg NKernp gilt nun (g— p)(v) = g(v) — p(v) = v —0=v, furu e Bild p gilt (¢ — p)(u) =
gw) — p(u) = u—u = 0und firz € Kerng qilt (¢ — p)(z) = ¢q(z) — p(z) = 0— 0 = 0 wegen
Kerng = (Bild ¢)* < (Bild p)* = Kernp. Insgesamt is§ — p also die orthogonale Projektion vahauf
Bild ¢ N Kern p langs(Bild p @ Kerng).

(2) = (1) Seig— p eine Projektion. Da die Summe+ (¢ — p) = g ebenfalls eine Projektion ist, liefert
5.F, Aufg. 15a) die Gleichun@ — p)p = 0 und somiyp = p? = p. Firjedes: = p(u) € Bild p gilt also

u = pu) =qpu) = qu) € Bild g. (Bemerkung. Einen etwas anderen Beweis der Aquivalénz> (2)
findet man als Lésung zu 13.B, Aufg. 1c).)

(1) = (3) Seip < ¢q, d.h. Bildp C Bild g und Kerng € Kernp. Zux € V gibt es Elemente € Bild g
undz € Kerng mit x = y+z. Wegen|p| <1 folgt [p()|l = llp(y) + p@I = llpWI = lIyll =
lg(¥) +q @I = llg.

(3) = (1) Seix e Bild p. Aus (3) folgtlx|| = [Ip() [ < llg()l < ligll x|l < llx]l (wegen|lg| = 1), also
lg(x)|l = |lx|l. Zux gibt es Elemente € Bild ¢ undz € Kerng mit x = y+ z. Der Satz von Pythagoras
liefert nun|y||?+ [|z[I* = [ly + z|I* = [Ix]1* = llg)II* = llg(y) + ¢ [I* = [ly||%, alsoz = 0 und somit
x=yeBildg. °

b) (1) = (2) folgt sofort aus Aufg. 14.

(2) = (1) Wir verwenden Induktion Uber. Der Falln =1 isttrivial. Seinum>2und||p1+---+ p.| < 1.
Firallexe V giltdann [[(p1+ - 4 pu-1) @) 4+ pa)? < Ip1+ - + pull®lx ] < Ix]1%.

Da die p; Orthogonalprojektionen, also semipositive Operatoren, sind{@it+ - -- + p,_1)(x), x) =
(x,(p1+ -+ pa_1)(x)) > 0. Furx € Bild p,, d.h. p,(x) = x, erhalt man so

Ix02 > (p1+ -+ pa) @) + xIP = [(p1+ - + Pa) P+ 2((p1+ -+ - + pa_1) (), x) + [Ix]12.

Dies liefert(py + - -+ + p,_1)(x) = O fur allex € Bild p,,, d.h.(p1 + --- + p,_1)p, = 0. Dann gilt
auchp,(p1+ -+ p,-1) = 0. (Sind f, g selbstadjungiert mitfg = 0, so gilt 0 = (fg(x),y) =
(x, gf (y)) furallex, ye V. Speziell furx = gf (y) ergibt sichgf (y) = 0, vgl. auch 15.A, Aufg. 7e).) Wir
erhalten so Bildpy + --- + p,_1) € Kernp, = (Bild p,)*. Mit dem Satz von Pythagoras bekommt die
Ausgangsungleichung dann die Gestalt

I(p1+ -+ PP+ 1 Pa O = 1(pr+ - -+ + pac1)(x) + pa ()1 < [lx]I%.

Folglich ist [|[(p1 + - + pa—)X)|| < |x]| fur alle x € V und somit|py + --- + p.—1]l < 1. Nach
Induktionsvoraussetzung istdahg#-- - -+ p,,_1 eine Orthogonalprojektion. Wegép;+- - -+ p,—1)p, =0
ist dann nach 13.B, Aufg. 1b) augh + - - - + p, eine Orthogonalprojektion.

(1) = (3) Seip1+- - -+ p, eine Orthogonalprojektion. Da es auf die Reihenfolggdeicht ankommt, zeigt
der Aquivalenzbeweis von (1) und (2), dass dann gueh p; fur beliebigei, j eine Orthogonalprojektion
ist. Mit 13.B, Aufg. 1b) folgtp; p; = 0.

(3) = (1) Wir verwenden Induktion tGber. Der Falln =1 ist trivial, der Falln = 2 wird in 13.B, Aufg. 1b)
behandelt. Beim Schluss ven-1 aufx folgt ausp; p; = 0 fiiri < j zunachst nach Induktionsvoraussetzung,

dassi+- - -+ p,_1 Orthogonalprojekionistund dannweg@n+- - -+ p,_1) p, = p1pn+- -+ pu_1pn =0
wieder mit 13.B, Aufg. 1b), dass augh + - - - + p,_1 + p, eine Orthogonalprojektion ist. o
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Abschnitt 19.A, Aufg. 16, p. 644 (1.11.2012) :

Mit P, bezeichnen wir die in der Rekursionsformel 19.A.14 auftretenden Legendre-Polynome des Intervalls
[a, b]. Furihre Ableitungen gilt:
22n+1) 1)
b—a By
b) Die Beziehung in a) lasst sich stets zerlegen in

13;;+1 _ 2t—(a+Db) ﬁy: _ 2(n+1) Fn und
b—a b—a
Beweis: a) Durch zweimaliges Differenzieren erhalt man

2(2n +1 =
—da

a)Firn > list P, — P_, =

2t— (a+b) = Pn_Pn = 2n
b—a b—a

P,.

n+1(f) - Py (1)

1 dn,d n 2(2n+1 d
= (n+1)! (b—a)"+1 (E) (E)z((l‘—a)(l‘—b)) o —I ((bn a)ni-l (dl) ((t—a)(t—b))

_ 1 ((dydE=azb n_ 22n+1 ;
"l (b—a) ((E) w7 (a—ae=)") - % (E) (t=a)a=b)")

1 2 dn v dn,2—a—b)? W
= 2l (b—a) (b—a(E) ((=a)@=0)"+ () (% (t—a)e—b))")

22n+1) , d \n n
- S ) (t—ae-b))

1 dn(((2t—a—b)’n 4n(t—a)(t—b n-

n! (b_a)n b—a b—a
_ 1 dw(atbPn—dabn -1
T nl(b—a) (=) ( h—a ((t a)(t b)) )
_ 1 o o
T m=1D!' (b—a)1L (dt) ((t a)(t b)) =P, ().

b) Wir vergleichen beide Seiten der ersten Formel durch direkte Rechnung. Mit der Leibniz-Regel hat man

(%)"”((Zt— (a+D)) ((t—a)(=b))") = (21— (a—l—b))(%)Hl((t—a)(t—b))n+2(n+1)(%)"((t—a)(t_b))”
und folglich
Pl - %ﬂ’) P/(1)

= oo () - oe=n) %;11)1 (g) (= aa=b)’

— n!(b——la)nﬂ (%)m(z;— (a+b) (t—a)t—b)") - % (%)m((t_a)(t_b))n

= n.(,,—la)ﬂ (= @+) () (t-a=b)" + 20+ (5 (- at-1)")

% ( d,)"“((r—a)(r—b))"
= 2D (Y (e-ae-n) = 2D B

Die zweite Formel liel3e sich in analoger Weise erhalten. Wir beweisen sie aber mit der im Buch angegebenen
Anleitung (was auch bei der ersten Formel mdglich gewesen wére). Zunéchst zeigen wir mit partieller
Integration, dass die linke Seite orthogonal ist zu jedem reellen Polyh@nes Grades n. Es ist aber

b

(a-+b) F
[ (B B - Fraw) 0 a

a
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b

b
a0~ [ Ro(BED o) drt [ Fraw 0 ar

a

—(a+b) ~
b a

= P D) Q) + P (@) Q(a) — P, 1(b) Q) + Pn 1(a) Q(a)

=Q0®)+ (=1)"0(a) — Q) + (1" 1Q®) =
da die Integrale verschwinden, weil alle Polynome vom Geadorthogonal zWwP, sind und alle Polynome
vom Grad< n—1 orthogonal zuP,_;. Da die linke Seite der zu beweisenden Formel ein Polynom vom
Gradn ist, kann sie sich vo®, nur um eine multiplikative Konstante unterscheiden. Die Leitkoeffizienten

2 o n: (2n)! W 2n (2n)!

b—a ((b—a)n'n! “b—a (b—a)'n'n
Bemerkung. Im Allgemeinen genigt es, Formeln Uber die Legendre-Polynome fir_ein festes Intervall zu
beweisen, zum Beispiel fir das Standardintervall,[1], da sich die Legendre-Polynon#. , , und P, . . 4
fur verschiedene Intervalle:[ 5] und [c, d], a < b, ¢ < d, leicht ineinander transformieren lassen. Mit

i = 229 (:_ o) + a gilt namlich
d—c

der beiden Seiten stimmen aber Uberein. °

d—c ~ ~
CPiap®) und P (1) =Pl (0.

Fn;c,d(r) =

S

Q

Abschnitt 19.A, Aufg. 17, p. 644 (1.11.2012) :
a) Fur die Werte der Polynomé in der Mitte ¢ := % (a+ b) des Intervalls{, b] gilt bei m >0:

~ ~ Lim/2
Pasa(@ =0, Pa(=(-3)"("))-
b) Fir O<t < % (b—a) und n>0ist Pvn(c —1) = (=D" ﬁ,,(c+t)

1.Beweis:a) Wegent—a)(t—b) = (t—c+ 3(b—a))(t—c — 3(b—a)) = (t—c)?>— Z(b—a)? erhdlt man

D _ ; i ne, _ no_ 1 i n _ _ 4 N2\
B0 =y () - @e=0) = = () (=0 4(b ar)
_ 1 nn_l-k_Zki”_Zthk
~ nl(b—a)" Z(k)( 4) (b—a) (dt) (t=o)
[n/2]
2n—2k 1\« 2%k n—2k
)n Z( 1)( )( >(_Z) (b—a)*(t—c)" %,
also 5 © 1 (—1)[n/2]< n )(2n—2[n/2]) (—1')[n/2](b—a)2["/2](c—c)”_z["/z]
! (b—a)" [n/2] n 4
0, falls n = 2m+1,
- 1 m 2m
{(_Z) (7). falls n=2m.
b) Unter Verwendung der Rechnung in a) sieht man in der Tat
[n/2]
2n—2k 1.k 2% n—2k
Pu(c— )n Z( ()" )(_Z) (b—a)®((c—1)—c)
[ /2 ]
2n—2k 1\« 2k n—2k
= e a)” Z(_ D)) = 2) G—a" (=0
- g () e
= )n A a

[n/2]

_ (_1)11 )n Z( 1) ( )(Zn 2k> (_%)k(b_a)%((c+t)_c)n—2k
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[n/2]
— (_1\" 1 _ 2n—2k _1—k _ N2km—2k __ . _4\np
=V G LD (D) ) o=t = 1 P+, o
2. Beweis:a) Wir verwenden die Rekursionsformel aus Satz 19.A.14. Wegen
=~ 2 b+a 2 b+a b+a
P = —_ = . —_ =
1(€) b—a ¢ b—a b—a 2 b—a
liefert sie nP,(c) = —(n—1)P,_»(c) . Durch Induktion tiber erhalt man damit sofor®,1(c) = O fiir
alle m. Ferner bekommt man so mit Hilfe der InduktionsvoraussetzRpg 1, = (—%)m71<2(mm__11)>
Wegenﬁo =1
~ 2m—1~ 2m—1, 1im-1 (2m—2)! 1 1\m-1(2m)!
Pm = — Pm_ = ———- = \—)|— _—
2n(€) om L2m-0(©) o ) m—D)! (m—1)! DD

= (="(%).

b) Wir verwenden die Rekursionsformel aus Satz 19.A.14. Wag&n—1) = 1 = Py(c+¢) und

5 _ 2 qa+tb . bta 2t (2 ca+b _btay_ 3
Pre—n = = (50 - - g = 2 = (35, (50 40 — ) = e
gilt die Behauptung firn =0 undn =1. Der Induktionsschluss ergibt sich aus
Pue—1) = 2L Bye1) Byate—1) —1Pn 2e—1)
— 2” L Bue+n (—1" 1R, "2 (c+1)
= (-1 (2” L Pien) Byatetn) - —1Pn 2(C+t)) = DBt e
Abschnitt 19.A, Aufg. 18, p. 644 (1.11.2012) :
Fir die Legendre-Polynome, bzgl. des Intervalls+1, 1] und m € N zeige man:
1 0, falls m < n oderm —n ungerade,
", P)Y= | t"P,(t)dt = [2n+1
{ ) / @) + I ], , fallsm>nundm—n gerade.
-1 2 2r[53(m+n+D]u

Beweis: FUr m < n wurde (t", P,) = 0 im Beweis von 19.A.13 mitbewiesen; schliel3lich werden die
P,, ne N, aus der Basis,, n € N, durch Anwenden des Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahrens
gewonnen. Furm —n ungerade erhalt man, indem man Aufg. 17b) (mit= 0) anwendet,Pn( 1) =
(=D"P,(¢) und somit(—)" P,(—t) = (=1)"t"(— 1)"P ) = (=™ "t"P,(t) = —t"P,(t). Da der
Integrand eine ungerade Funktion ist, verschwindet danrn:tia®,) darstellende Integral ebenfalls.

Sei nunm > n undm—n gerade. Dig-te Ableitung von(r?—1)" verschwindet bei & k <n an den Stellen

1und—1, da(r—1)" dort Nullstellern-ter Ordnung hat. Durch-fache partielle Integration, wobei jeweils
der zweite Faktor integriert wird, bekommt man daher

1 1
m d" n d B n m—1 dn71 2 n
t"— @ =1D"dt = 1" dt — —— (=" dt
/ gD = =) ‘—1 m/ Y
-1 -1

1

m—.1 d*~ n
= — t D" dt
m / LAY
-1

mld

= —mit dn2

(21)"dt +mon— 1)fm2d _(2—1)" di
-1
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= m(m— 1)/'" 2d™" ( —1)'dr =
=(-1)"m@m—-1)--- (m—n+1)/zm—"(t2—1)" dt

1
= (=1)"[m], / "2 —1)" dr
-1

Weiteren-fache partielle Integration, wobei jetzt der erste Faktor integriert wird, liefert

1 1
m—n 2 n 1 m—n+1,,2 n L 2n fmn+2 2 n—1
t t°=)'dt = ——1t =1 —— |t =1 dt
f ( ) m—n+1 ( ) -1 m—n+1 ( )
-1 -1
1
2n m—n+2,.2 n—1
= —— |t t°—1 dt =
m—n—l—l/ ( )
-1
— (—1y 2n2(n-1)-- /m+n dt
m—-—n+1)(m—n+3)-- (m+n 1
— (1 2n2n—1---2 1=yt (=1)"n!
(m—n+1(m—-n+3)---(m+n—1) m4n +1 [%(m+fl+1)]n+1 ’

dam+n+1= (m—n) + (2n+1) nach Voraussetzung ungerade ist. Insgesamt erhalt man so

n+1
2"n' dt

— 2n+1 1 _1\n m—n .2 _a\n _ 2n+1 1 o\ (—l)”n'
SN hani g )[m]n/r e = [ W g

-1
_ [+l [ml, .
Vo2 2 [ imAn+D]n

Abschnitt 19.A, Aufg. 19, p. 644 (1.11.2012) :
Man bestatige die Fourier-Entwicklungen fir die folgenden Funktighgr-1, 1] — R bzgl. der Legendre-
Polynome des Intervalls{1, 1]:
0, falls—-1<¢r<0 8m+ 2m\ P
a) f(t) = =—+Z< 1)'"—( )2,23—121
1, falls O<r<1 2
stetig. Man verglelche dazu den Anfang von Abschnltt 19.C)

2m—2 Py,
b) £() =11l = 5 W s, ( Z_l> o

(", P,) = t P.(t)dt =

>—1)" dr

. (f ist nur stlickweise

m=1
c) Welche Summenformeln werden bei a) und b) durch die Parsevalsche Identitét geliefert?
1
Beweis: a) Wir berechnen die Koeffizienten der gesuchten Fourier-Entwicklung. Esist= [1-Podt =
0
t |0 , und fir n > 1 folgt mit Aufg. 16a) und 17a)
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1 1
n+1 [ 3 2n+1 1
= | 1.P,dt = . |=——= | P,(t)dt = — t t
0 0

0

_ —\/Ml_ﬂ( Pra@® = Pra = (Pria(@ - P, 1(0)) = J4n1_+2( ' 1(0) — Pr1a(0)) .

Es folgt ¢, = 0 und

1 ((—1)'" (Zm) B (—l)’”+1<2m+2))
J8mE6\ 4n m 4an+1 \ m+1
= ars () G (o 2 = car B ().

b) Wir berechnen die Koeffizientes), der gesuchten Fourier-Entwicklung. Es isf = ff1|t| Podt =

Com+1 =

1 1 1 1 1 .. .
t —dt = —— t|dt = — , und fur n > 1 folgt mit Aufg. 16a) und 17a
Cn = /|t|P dt = ‘/ 2n+1f|t| o — P_y)dr
1
1
- ([0 B [ )
-1 0
~ 0 ~ 1
W(( 0 (P Py 41 (Pra-Py)| +
0 1
+/(ﬁn+l_ / n+1 n 1 dt)
-1 0
:ﬁ( Broa(=1) + Prs(—1) + Brpa(D) — Bpy(D) +
1 =~ ~ 1~ ~ 0 1~ ~ 1~ =~ 1
(2n+3( n+2 — P) on_ 1(P Pn—2)> ‘_1 <2n+3( n+2 — P ) - 2n_1(Pn - Pn—2)> ‘O)
_ 1 2 _L
= 553 (Pr2® = Fa0) = 5 =5 (R0 = Fr2(0))

Es folgt ¢2,,1 = 0 und

o= s (g (G (2 2) - 2 (2)) -

(

e - S ED)
)
)

1 2m—2\ (="t 2 2m+1 (2m—1)2m 2 ((2m—1)2m
= 1 4
m(m—l 4m <4m+3(2m—|—2+ ) m?2 +4m—1( m? * )>
_ 1 <2m—2 (—1)"1—1( 4m—2 4) (-1 _VBm+2 <2m—2>
- J8m+2\m—1 4m m(m—l—l) 4nm(m+1) \m—=1/"
2 4. 1 8m+ 6 2m\?
c) Fur die Funktionf aus a) gilt| f|15 = f 12dt =1 undn§]| P)ol% = =5 + Om ( ) .

2
Die Parsevalsche Identitat liefert alsE 8m+6 (2’") —1-

__8m+6 1_1
— 42142 (m+1)2 2 2
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Fir die Funktionf aus b) gilt[|x||5 = f|t| dt = Z/t dt = % und
-1

s 1. v 2n—2\> 1

8m+2 <2m—2>2_

o
. N 2
Die Parsevalsche Identitat liefert alsE 1 =3~

< 42m m2(m+1)?

N =

1
3

m=

Abschnitt 19.A, Aufg. 20, p. 645 (1.11.2012) :

Seieng:]a, b[— R, eine (Dichte-)Funktion wie am Ende von Beispiel 19.A.12 updn € N, die Hilbert-
Basis vonV := C%([a, b]) , die aus 1t, 12, ... durch Orthonormalisieren bzgl. des Skalarprodukts—),
gewonnen wird. Dann sind alle Nullstellen vapreell, liegen im Intervall §, b[ und sind einfach.

Beweis: Nach Konstruktion ist/, ein Polynom vom Graa, besitzt also hochstemsNullstellen, und ist
bzgl. (—, =), zu allen Polynomen vom Gra€n orthogonal. Sind.4, ..., A, die paarweise verschiedenen
Nullstellen vonJ,, im Intervall Ja, b[, so hat man eine Darstellunf () = (t— Ap)* - - - (t — A,)* H(¢) mit
Vielfachheiterw; € N und einem Polynon#, das in ki, b[ keine Nullstelle, also dort nach dem Zwischen-
wertsatz immer das gleiche Vorzeichen hat. Es ist nur zu zeigendagsst.

Fur das reelle Polynomi'(z) := (t — A ... (t — A,)* mitg; = 0, fallso; gerade ist, und; = 1, falls
a; ungerade ist, hat nun die PolynomfunktignF, = (r — A"t ... (r — A,)% T H(t) nur NuIIsteIIen
gerader Vielfachheit, also tGberall in,]b[ dasselbe Vorzeichen, und verschwindet in den vorneden. .

verschiedenen Punkten nicht. Daher ist das Integfal F), /J () F() gt)dt # 0 und folglich

n<GradF =¢1+---+¢ <r<n,alsor=n. °

Bemerkung. Wie bereits am Ende von Beispiel 16.A.12 bemerkt, hei3en auch hier die PolynaraeN,
die Jacobi-Polynome bzgl. der Dichtefunktign Zu einer Verallgemeinerung dieser Polynome und
einer Anwendung auf die numerische Integration verweisen wir auf Band 3, Beispiel 16.A.17.

Abschnitt 19.A, Aufg. 21, p. 645 (1.11.2012) :
a) Ein UnterraumU einesk-Hilbert-RaumsV ist genau dann dicht, werii+ = 0 ist.

b) In jedemK-VektorraumV mit Skalarprodukt, der kein Hilbert-Raum ist, gibt es echte abgeschlossene
UnterraumeW C V mit W+ = 0.

¢) Ein K-VektorraumV mit Skalarprodukt ist genau dann ein Hilbert-Raum, wenn jeder abgeschlossene
UnterraumW von V ein orthogonales Komplement besitzt.

Beweis: a) Sei zunachgt/ dicht in V und seiy € U+. Zu beliebigemx € V gibt es dann eine Folga:,) in
U mit lim x, = x, also mit(x, y) = (lim x,,y) = lim (x,,y) = 0, d.h. es ist bereitgc V+ = 0, also
n—oo n—oo

n— oo

y=0. Folglich istU+=0.
Sei umgekehrt/+ = 0. WegenU C U ist dann erst recI'(tU) = 0. DaU als abgeschlossener Unterraum

des Hilbert-Raum¥ vollstandig ist, giltV = U & (j = U nach Satz 19.A.5, d.l/ ist dicht in V.

b) SeiV einK-Vektorraum mit Skalarprodukt, der kein Hilbert-Raum ist. Danivisbn der Komplettlerung
V verschieden und es gibt ejre V mit y ¢ V. Die Linearformf : V — K sei definiertdurclyf (x) := (x, y)
fur allex € V. Dannistf stetig (mit|| /|| = |lyll) und folglich W := Kern f ein vonV verschiedener
abgeschlossener Unterraum ilonAngenommeniy - enthielte ein Elements£ 0. Fiir jedes € V gilt dann
x— (f(x)/f(2)z € W,dh.esistV =W @ Kz. Folglichisty’ := (f(2)/(z. z)) z ebenfalls ein Gradient
von f wegen(x, y') = 0 = f(x) furxe W und(z, y') = f(z). Die Fortsetzung”: V — Kvon f aufV
mit f'(x) = (x, y) fir x € V hatte auch’ als Gradient. Zu jedeme V gibt es namlich eine Folge, € V
mit x = Iim X, also mit(x, y') = (nleooxn,y’) = nle (X,,) = I|m f(x)) = f’(nILmooxn) = f'(x).

ESfOlgtIIy yII2 =y, ==y .Y)=fO-=y)— fO— y)—0-a|50y y"im Widerspruch zu
yeV,y'¢V.
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¢) Nach Satz 19.A.5 besitzt jeder abgeschlossene Unterraum eines Hilbert-Raaim&omplement. Ist
umgekehrt® kein Hilbert-Raum, so gibt es nach b) abgeschlossene Unterraume dimkein Komplement
besitzen. °

Abschnitt 19.B, Aufg. 1, p. 651 (1.11.2012):

V und W seien normierté<-Vektorraume undf :V — W undg:V — W seien kompakté&-lineare
Abbildungen. Dann sind aucfi+ g undaf, a € K, kompakt. Ebenso ist die FortsetzufigV — W von
f auf die Komplettierungen (vgl. 17.B.6) kompakt mit BifdC W.

Beweis: Sei(x,) eine beschrankte Folge In. Da f kompakt ist, enthél@f(x,,)) eine konvergente Teilfolge
(f(xn)),cn - Da auchg kompakt ist und(x,,) beschréankt, enthalt ferndg(x,,)), ., €ine konvergente
Teilfolge (g(xy,)), - DaNNist((f + ) (xn, )., = (f ()., + (8(xn,)),., €ine konvergente Teilfolge
von ((f 4 ¢)(x,)). Daher istf + ¢ kompakt. AuBerdem ist nattirliofiaf)(x,,)), .y = a(f (xs,)),.y €iNE
konvergente Teilfolge vo(if (x,)), d.h.af ist ebenfalls kompakt.

Zu jedemy e \7gibt es eine Folgéx,) in V mit lim x, = y. Dann giltf(y) = lim f(x,). Daf kompakt

ist, gibt es eine Teilfolgéx,, ) der beschrankten Folde, ), fur die die BiIdfoIge(f(x,,k)) gegeneiwe W
konvergiert. Dann folgt aber augﬂy) = kILmoo f(xy,) = we W. Daher gilt Bildfg w.

Sei schlie3liciy, ) eine beschrankte Folge ih. Dann gibtes zu jedeme N* einx,, € V mit ||x,— y, || < ,—ll
Die Folge(x,) ist ebenfalls beschrankt ivi, und wegen der Kompaktheit vof besitzt die Folge{f(xn))
eine konvergente Teilfolg(ef(xnk)) mit einem Grenzwenb € W. Da die Folg&x,, —y,, ) nach Konstruktion
eine Nullfolge ist und daf wie f stetig ist, ist auch{f (x,, — yn,)) = (f (xn)— f () eine Nullfolge in
W, d.h. die Folge(f(ynk)) konvergiert ebenfalls gegan. Daher ist aucff kompakt. °

Abschnitt 19.B, Aufg. 2 p. 651 (1.11.2012):

V sei ein normierteK-Vektorraum,f sei ein kompakter ung ein stetiger Operator aif. Dann sind auch
die Operatorerfg undgf kompakt.

Beweis: Sei (x,,) eine durchC > 0 beschrénkte Folge iif. Da g stetig ist, ist dann die Folg@(x,,))
beschrankt durchig|| - C. Wegen der Kompaktheit voii besitzt nun die Folgéf(g(x,))) = (fg(xn))
eine konvergente Teilfolge. Daher igtp kompakt. Aul3erdem besitzt die Folg;é(xn)) eine konvergente

Teilfolge. Wegen der Stetigkeit vanist dann auch die Folgg (f(x,))) = (g (x)) konvergent. Somit ist
gf kompakt. °

Abschnitt 19.B, Aufg. 3 p. 651 (1.11.2012):

V sei ein normierteiK-Vektorraum,W sei einK-Banach-Raum undg;, :V — W, n € N, sei ein Folge
kompakterK-linearer Abbildungen, die inkK-Banach-Raum k(V, W) gegen dieK-lineare Abbildung
f:V — W konvergiere. Dann ist aucfi kompakt.

1. Beweis: Sei (x;) eine durchC > 0 beschrankte Folge i¥i. Da die f, kompakt sind, gibt es zu jedem
eine Teilfolge(xy, ;)jen VON (xi), fur die die BiIdfoIge(fn (ka))jeN gegen einy, € W konvergiert. Da auch
jede Folge(x, ).y beschrankt ist, konnen wir dabei sukzessive erreichen, dass flrjedisdie Folge
(xx, ,)jen €ine Teilfolge von(x, , ;)jen ist.

Wir zeigen zunéchst, dass die Folgg) eine Cauchy-Folge i ist. Dazu sek > 0 vorgegeben. Wegen der
Konvergenz der Folgéf,,) gibt es eimge N mit || f,,— full < %s fur allem, n > no. Aulerdem gibt es ein

Jom) e Nmit || £, (xx,, ) — yall < %s fur alle j > jo(n) und allen. Wir kdnnen dabei nocliy(n) > jo(n —1)
annehmen. Fir alle > n > ng gilt wegenjo(m) > jo(n):

1Y — Yull = lym — fl”‘l('ka'jo(m))” + ”(fm(xk,n_‘,-o(m)) - fn(ka_,-o(m))” + ”fn(ka‘j[)(m)) = ull
1 1 2 1
< 38+ 1= full IXk, | + 38 = 56+ 566C =¢.

Da W nach Voraussetzung vollstandig ist, konvergiert die Falge also gegen eiry € W. Es genugt
nun zu zeigen, dass auch die Fol(gé(x;mo(m))nEN gegeny konvergiert. Aus obiger Wahl vong folgt
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I f— full = ”!11100 I fn— full < 2= fiir allen > no. Wir kdnnen ferner annehmen, ddss — y|| < e fur
n> ng ist. Es ergibt sich dafur

I1f Ok, o) — Y= Ky o) — SOk o) 10 (X o) — Yl A+ Ly — Yl
<= fall Xk | + 36+ 36 < 56C + 36 =¢. .
2.Beweis:Nach Lemma 19.B.2 ist zu zeigen, daé(sE(O; 1)) relativ kompakt inW ist. Dazu verwenden
wir Satz 3.A.4 aus Band 3 und haben nur zu zeigen, ¢é§$o; 1)) prakompakt ist, d.h. dass es zu jedem
&> 0 endlich viele Kugeln By, ; &) ---B(y,;¢), y1,...,y € W gibt, die f(B(0; 1)) uberdecken. Wegen
nILmOo fa = f gibtes eime Nmit || f,— fI| < 3¢. Da f,(B(0; 1)) nach Voraussetzung kompakt ist, gibt es

Vi, ..., y-€ Wmit £,(B(0; 1)) € U B(y;; 36) . Zux € B(0; 1) gibtes daher eifo mit £, (x) € B(yj, ; 3¢)
j=1

und folglich mit|| £ (x) — yj, |l < I(f = £+ 1 £ = violl < I1f = full lIx]| + 3& < e+ 26 = 2¢.
Dies zeigtf(x) € |J B(y;; %e) fir allex € B(0; 1) und folglich £(B(0; 1)) < | B(y;; ¢). Daher ist
j=0 j=0

f(B(0; 1)) prakompakt. .

Abschnitt 19.B, Aufg. 4, p.651 (1.11.2012):

Man begrinde, dass eine Isometrie auf einem unendlichdimensionalen Hilbert-Raum nicht kompakt sein
kann.

Beweis: Jeder unendlichdimensiondke VektorraumV mit Skalarprodukt besitzt eine orthonormale Folge
v;, i € N (vgl. 19.A.4). Eine Isometrig’ von V erhélt die Abstande/2 zweier verschiedener Elemente der
Folgev;, i € N. Die Bildfolge f(v;), i € N, kann also keine konvergente Teilfolge besitzehist somit
nicht kompakt. °

Abschnitt 19.B, Aufg. 5, p. 651 (1.11.2012) :

Die Orthogonalprojektion eines Hilbert-Raunmésuf einen abgeschlossenen Unterrduivon V ist stetig
und selbstadjungiert und genau dann kompakt, weéremdlichdimensional ist.

Beweis: Sei p eine Orthonormalprojektion des Hilbert-Raufvismit Bild p = U. Nach Satz 13.B.1 gilt
dannjp(x)]| < |lx|| = 1- |x]| fur alle x € V, d.h. p ist stetig mit||p|| <1, und nach Satz 13.B.2 igt

selbstadjungiert. Der abgeschlossene Unterr&uist ebenfalls ein Hilbert-Raum, auf depdie Identitat
idy induziert. Istp kompakt, so erst recht|U = idy, undU muss endlichdimensional sein.

Ist umgekehrty endlichdimensional, so ist wegdiw(x,)|| < |lx,| fur jede beschréankte Folge,) in V
die Bildfolge (p(x,,)) beschrankt, besitzt also nach dem Satz von Weierstra3-Bolzano, vgl. ANH.D.8, einen
Haufungspunkt und damit eine konvergente Teilfolge. (Man beachte: Jede stetige Abbildung> W
endlichen Ranges ist kompakt, vgl. 19.B.3.) °

Abschnitt 19.B, Aufg. 6, p. 651 (1.11.2012):

SeiV ein normierteik-Vektorraum und¥v einK-Vektorraum mit Skalarprodukt. Ferner g€i V — W eine
K-lineare Abbildung.

) Es gilt || 1l = ISyll:= Sup{I(f(x), »)I [ xe V., ye W, IxlI=1, |y =1} (e Ry).

b) Sei K= C, V= W und|R/| := Sup{|(f(x).x)| | x € V,|lx|| = 1} die Rayleigh-Norm von

f. Danngilt|Rs|l < [l fIl < 2lIRfll. Insbesondere ist genau dann stetig, wenn die Rayleigh-Quotienten
(f(x),x)/]Ix]|? auf V —{0} beschrankt bleiben. (Man gehe mit der Formel aus Satz 12.B.2 (2) vor wie im
Beweis von 19.B.5. — Nach 19.B.5 gilt fgelbstadjungiert®peratoren sogaff| = [|Rs|. Mit Hilfe

der Spektralsatze 15.A.15 bzw. 19.B.11 zeigt man diese Formel auch direkt fiir normale Operatoren, falls
Dim V < oo ist bzw. f kompakt. Sie gilt ganz allgemein fur normale Operatoren, vgl. Bd. 4, 19.C, Aufg.5
fur ein weitergehendes Resultat (wobei man|pgéj < co zur Komplettierung tberzugehen hat). — Im Fall

K = R ist beispielsweis¢R|| = O fur jeden schiefselbstadjungierten Operatoaber| /|| # 0 bei f # 0.

In der Komplexifizierungfc, von f, die auch schiefselbstadjungiert ist (wegefy = :g(c) fur jeden reellen
Operatorg, fir deng existiert), ist abef Rio Il =lfol=I1fI.)
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c) Fiir denC-linearen Operatof : C?>— C?, (Z;) - (8 é) (;) = (%), gilt I £ 1= 2Rl

Beweis: a) Furx e V, y e W mit ||x|| =1, ||y]| = 1 gilt wegen der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

S = IFONIYIE < I IxIyIE=1/1. Daherist|Syll < || fIl. Bei f(x) # 0O gilt andererseits
IfCl = (fC), fF/If N = IS¢l nach Definition von| S, || und folglich || /]| < [IS¢|l. Insgesamt

ergibt sich|| 1= IS¢l .

b) Mit Hilfe von a) sieht man| R¢|| < IS¢l = | fIl. = Es qilt|(f(x), x)| < ||Rf||||x||2 fur alle x € V nach
Definition von|[R¢||. Seinunx € V mit ||x|| =1 und f(x) # 0. Esist|| f(x)|| < 2||R|| zu zeigen. Dazu
verwenden wir die Formel aus Satz 12.B.2 (2) fur die Sesquilinearfomit @ (x, y) := (f(x), y) fur alle
x,ye Vundsetzendarin:= f(x)/|| f(x)|. Dannist]y| =1, und wir erhalten mit der Parallelogrammregel

IFCO = (), FEN/NIFEN = (fx),y) = D(x,y)
=3 (PG+y,x+y) — Px—y, x—y) +idx+iy, x+iy) —i®x—iy,x—iy))
T((fO+y), x+y) = (fr—y), x—y) +i{fx+iy), x+iy) — i (fx—iy), x—iy))
TG+ x+ W + =), x= )+ [(f+iy), x4+iy)] + [(f(x—iy), x—iy)])
HIRA(Ix+ 12 + llx—y12 + x+iyl2 + [x—iyl?)
= 2R I(21x12 + 2312 + 2[x 112+ 2[liy?) = 3R (4llx12 + 4l¥11) = 3IRs |l - 8= 2|[Ry]l.
c) Fur alle(z1, z2) € C? gilt || f(z1, z2)Il = (22, Ol = |z2| < |22/ [z2]? = 1+ ||(z1. z2) || . AuBerdem ist
I£0, )]l = [(1,0)| =1=1-(0,1)||. Daherist| f|=1.

FUr (z1,z2) € C? mit ||(z1, 22) |l = |z1/?+ |z2? = 1 gilt ferner |Ry(z1. z2)| = [{f(z1.22) , (21, 22))| =
[{(z2,0), (z1, 22))| = |z2z1] = |z1]|z2] <  nach der Ungleichung vom aritmetischen und geometrischen

Mittel. Dabei gilt fiirz; = z, = 1/+/2 das Gleichheitszeichen. Insgesamt erhalt iyl = 5 = 3/ f1|.

Al

IA

Abschnitt 19.B, Aufg. 7, p. 651 (1.11.2012) :

Seienf : V — V ein kompakter Operator auf dem Hilbert-Rawrund 1 ein Eigenwerts 0 von f. Man
zeige, dass Bildf — A id) ein abgeschlossener Unterraum Jonst.

Beweis: Sei(f —ridy)(x,), n € N, eine konvergente Folge in Bilgd — A id) mit x,, € V. Zu zeigen ist
y = lim (f—xidy)(x,) € Bild(f— 1idy). DaV ein Hilbert-Raum ist und/; (1) = Kern(f — xidy)
ein abgeschlossener Unterraum, gibt es nach Satz 19.A.5 eine orthogonale Zevlegurgi) © Vy(1)*.
Wir kdnnen gleich annehmen, dass= (Vf()\)L ist fir allen.

Wir zeigen zunachst, dass die Folge) beschrankt ist. Andernfalls gabe es eine Teilfolge dieser Folge,
fur die die Folge der Betrdge gegen konvergiert, und wir kdnnen nach Weglassen von Folgengliedern
annehmen, dass dies die Folgg) selbst ist. Die Folgeé(f— A idv)(x,,)) konvergiert, ist also beschrankt.

Es folgt im (f—Ax idv)(xn/||xn||) = Ii_r)n (f—=xridy)(x,)/llx.] = 0. Da die Folge(xn/||x,,||) beschrankt

ist undfn k(?oompakt, besitzt die Folgzef(ojc,,/||xn||)) eine konvergente Teilfolge, und nach Weglassen von
Folgengliedern kénnen wir annehmen, dr?_s)go Wifx, /llx, 1) =: x € V;(A)* existiert. Dann is|x| = 1
und es folgt limx, /|1x, | = x—l(nleoo Fa/Ixall) = lim (f—2 idv)(x,,/||x,,||)) — 21y £ 0. Wegen der
Stetigkeit vonf ergibt sichf (x) = f(& lim x,/llx,[) = A lim f(x,/[x,]l) = Ax, d.h. es wére € V;(1)

ein Eigenvektor vory zum Eigenwert. rilr;l)o\jwderspruch z&_)eoovf(x)i.

Da nun(x,) beschréankt ist ung” kompakt, besitzt die Folgef (x,)) eine konvergente Teilfolgéf (x,)).
Dann konvergiert auch die Folge,, ) gegenv := kILmOO Xp, = kILmOO fl,)—r1t kli_)moo(f—k idy)(x,,). Wegen

der Stetigkeit vonf — A idy liegt danny = kILngo(f—kidv)(xnk) = (f—kidv)(kILmooxnk) = (f—xridy)(v)

in Bild (f—Aid). o

Abschnitt 19.B, Aufg. 9, p. 652 (1.11.2012):

V seiderC-Vektorraum der unendlich oft differenzierbaren Funktionewf [0, 7] in C mit x(0) = x(;r) = 0,
versehen mit der £-=Norm. Man zeige, dasg:V — V mit f(x) := x” selbstadjungiert, aber nicht stetig
ist, und bestimme die Eigenwerte und Eigenvektoren fon
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Beweis: Partielle Integration liefert fiic, y € V (wegenx(0) = x(r) = y(0) = y(;r) = 0):

(F(x), )= (¥, y) = /m)mdz =00 |, —/xa)mdt =
0 0
= 0r) Y) — £(0) YO ~ [ 5030 dr = — 5050 di =i 5).
0 0
Daher gilt auch{x, f(»)) = (f(y),x) = —(y,x) = —(x,y) = (f(x),y), d.h. f ist selbstadjungiert.
Speziell fury = x ergibt sich(f(x),x) = —(x,x) = —||x[|?> < 0. Ist dabeilx| = 0, d.h.x = 0, so ist

die Funktionx (z) konstant und wegen(0) = 0 identisch 0. Daher isf sogar negativ. Es folgt, dass alle
Eigenwerte vory negative reelle Zahlen sind.

Sei nunx € V ein Eigenvektor vory zum Eigenwerix < 0. Dann gilt f (x) = Ax, d.h.X — Ax = 0, und
zusatzlich muss(0) = x(w) = 0, aberx # 0 gelten. Die Differenzialgleichung — Ax = 0 hat das
charakteristische Polynoii’—x = (X+i+/[A[)(X—i+/[A]) . Die Losungen der Differenzialgleichung sind
alsox(t) = acos/|A[t + bsiny/|A[t mita, b e C. Wegenx(0) = 0 ista = 0. Wegenx () = 0, aber

x # 0, ist dann sin/[Ax] 7 = 0, also/[A| 7 ein ganzzahliges Vielfaches0 vonz und i = —k?, k € N*,
Der zugehdrige Eigenraum wird erzeugt varir) := sinkz.

Wegenf (x;) = —k?x; ist || f|| = k2, k e N*. Daher istf nicht beschréankt und folglich nicht stetig. (Man
beachte, dass die Menge der Eigenwerte eines stetigen Opefatats beschrankt ist durdhy||.) °

Abschnitt 19.B, Variante zuvAufg. 9, p. 652 (1.11.2012) :

V sei derK-Vektorraum der unendlich oft differenzierbaren FunktioneR — C, die aulRerhalb eine
(von x abhangenden) kompakten Intervalls verschwinden, versehen mit deSkalarprodukt(x , y) 1=

[ x() y(t)dt. Zeigen Sie, dass der Hermitesche Differenzialopertof — V mit f(x) = —i + t2x
—00

positiv ist.

Beweis: V enthalt beispielsweise die Funktiomit z(¢) := e¥/**~ fur |¢| <1 undz(¢) := Ofiir |¢] > 1. Vgl.

auch Band 1, Beispiel 16.B.9. — Partielle Integration liefertdfiiy € V (da die Limiten dieser Funktionen
fir r— oo und r — —oo verschwinden):

(F)9) = =+ 9 = = [ 5050 di + (1% ) =
=00+ [50F@ di+ 23 = [FOTO dr+ 250 = 5 + 6300,

Daher gilt auchix , f(y)) = (f(y),x) = (¥, %) + (12, x) = (X, 9) + (x,1%y) = (X, 9) + (t°x, y) =
(f(x),y),d.h.fistselbstadjungiert. Speziell fiir=x hatman(f (x), x) = (x, x)+(t?x, x) > [|%[|5 > O.
Ist dabei||x||, = 0, d.h.x = 0, so ist die Funktion () konstant und wegen(z) = 0 flr groR3ejz| identisch
0. Daher istf sogar positiv. Es folgt, dass alle Eigenwerte yopositive reelle Zahlen sind. °

Bemerkung: x erfiillt die Eigenwertgleichung (x) = —i + t?>x = Ax genau dann, wenn die Funktion

y 1= xe'"/2 die Differenzialgleichung — 2y + (A—1)y = 0 Iost. Diese zweite Differenzialgleichung heif3t
die Hermitesche Differenzialgleichung. Beide Differenzialgleichungen haben fiir jed &5
nichttriviale Lésungen, die ad® notwendigerweise analytisch sind, vgl. die Bemerkung im Anschluss an
Satz 20.C.1. Itv kénnen also keine Eigenfunktionen des Hermiteschen Operators existiekénagh dem
Identitatssatz aul3er O keine analytischen Funktionen enthalt. Losurdgrersten Differenzialgleichung,
fir die [ x[3= /7 |x(1)|?dt < oo ist, existieren jedoch auif (nur) fiir . = 2n+1,n € N. Es sind dies die
Hermiteschen FunktioneH,, (r) e~'*/2 mit den Hermiteschen Polynomé),, vgl. Band 3, Beispiel 15.B.9,
msbesondere Satz 15.B.14: V — Vst naturlich nicht stetig. Andernfalls lief3e si¢ghzu einem Operator

f auf der Komplettlerung/ = L2(R; At) von V fortsetzen, der notwendigerweise auf dem Unterraom
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derx e CZ(R) mit ||x |2 < oo mit dem Hermiteschen Operaton— —x + t°x Ubereinstimmt, vgl. Band 3,
Korollar 15.A.6. (Man betrachte zue C¥(R) Funktionen der Formfm € V, wobei f,, eine Hutfunktion
ist, die auf F-m, m] glelch 1ist,m € N.) Auf dem Unterraun’’ C V hétte aber die Fortsetzung vgndie

EigenfunktionenH,, (1) e~ ’/2, deren Eigenwerter2t- 1 beliebig grof3 werden. (Mit diesen Eigenfunktionen
kénnte man auch direkt die Stetigkeit vgreum Widerspruch fiihren.)



