
Lösungsvorschläge zu ausgewählten Übungsaufgaben aus
Storch/Wiebe: Lehrbuch der Mathematik Band 2, 2.Aufl.(Version 2010), Kapitel 6

17 Normierte Vektorräume

Abschnitt 17.A, Aufg. 1, p. 540 (1.11.2012) :

Man beweise 17.A.2: Für einen normierten VektorraumV sind die AdditionV × V → V , die Skalarmulti-
plikationK × V → V und die NormV → R stetig.

Beweis: Es genügt jeweils zu zeigen, dass jede abgeschlosseneε-Kugel des Bildraums das Bild einer
abgeschlossenen Kugel des Urbildraums enthält.

Sei also(a, b) ∈ V ×V , wobei wir aufV ×V die Maximumsnorm mit‖(x, y)‖ := Max
(
‖x‖ , ‖y‖

)
wählen,

und seiε>0 vorgegeben. Aus‖(x, y) − (a, b)‖ := Max
(
‖x−a‖ , ‖y−b‖

)
≤ δ := 1

2ε folgt dann in der Tat
‖(x+y) − (a+b)‖ ≤ ‖x−a‖ + ‖y−b‖ ≤ 2δ = ε.

Sei ferner(r, a) ∈ K×V , wobei wir aufK×V wieder die Maximumsnorm mit‖(t, x)‖ := Max
(
|t | , ‖x‖

)

benutzen, und seiε>0 vorgegeben. Wir wählenδ := Min
(
1 , ε/

(
‖a‖+1 +|r|

) )
. Aus‖(t, x) − (r, a)‖ :=

Max
(
|t−r| , ‖x−a‖

)
≤ δ folgt dann zunächst‖x‖−‖a‖ ≤ ‖x−a‖ ≤ δ ≤ 1, also‖x‖ ≤ ‖a‖+1 und damit

‖tx− ra‖ ≤ ‖(t− r)x + r(x−a)‖ ≤ |t− r|‖x‖ + |r|‖x−a‖ ≤ δ‖x‖ + |r|δ ≤ δ
(
‖a‖+1+|r|

)
≤ ε .

Sei schließlicha ∈ V undε > 0 vorgegeben. Aus‖x− a‖ ≤ δ := ε folgt dann‖x‖ − ‖a‖ ≤ ‖x− a‖ ≤ ε

und‖a‖ − ‖x‖ ≤ ‖a−x‖ = ‖x−a‖ ≤ ε, also|‖x‖ − ‖a‖| ≤ ε. •

Abschnitt 17.A, Aufg. 2, p. 540 (1.11.2012) :

Man führe den Beweis von 17.A.4 fürK = C aus: Eine Norm‖−‖ auf einemK-VektorraumV kommt
genau dann von einem Skalarprodukt aufV , wenn die Parallelogrammregel

‖x + y‖2 + ‖x − y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2 , x, y ∈ V ,

für diese Norm gilt.

Beweis:Für Elementex, y desC-VektorraumsV definieren wir

〈x, y〉 := 1
2

(
‖x+y‖2 − ‖x‖2 − ‖y‖2

)
− i

2

(
‖ ix+y‖2 − ‖x‖2 − ‖y‖2

)
.

Die Parallelogrammregel liefert‖ ix + y‖2 + ‖ ix − y‖2 = 2‖ ix‖2 + 2‖y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2, also

‖ ix+ y‖2 − ‖x‖2 − ‖y‖2 = −
(
‖ ix−y‖2 − ‖y‖2 − ‖x‖2

)
= −

(
‖ i(iy+x)‖2 − ‖y‖2 − ‖x‖2

)

= −
(
‖ iy+x‖2 − ‖y‖2 − ‖x‖2

)
. Es folgt:

〈x, y〉 = 1
2

(
‖x+y‖2 − ‖x‖2 − ‖y‖2

)
+ i

2

(
‖ ix+y‖2 − ‖x‖2 − ‖y‖2

)

= 1
2

(
‖y+x‖2 − ‖y‖2 − ‖x‖2

)
− i

2

(
‖ iy+x‖2 − ‖y‖2 − ‖x‖2

)
= 〈y, x〉 .

Damit erhält man〈x, x〉 = 〈x, x〉, d.h.〈x, x〉 = Re〈x, x〉 = 1
2

(
‖x+x‖2 − ‖x‖2 − ‖x‖2

)
= ‖x‖2 .

Wir zeigen nun〈x + x ′, y〉 = 〈x, y〉+ 〈x ′, y〉 für x, x ′, y ∈ V und gehen dabei wie im Beweis zu Satz 17.A.4
vor. Mit dreimaligem Anwenden der Parallelogrammregel ergibt sich

2‖x + x ′ + y‖2 + 2‖y‖2 = ‖x + x ′ + 2y‖2 + ‖x + x ′‖2

= 2‖x + y‖2 + 2‖x ′ + y‖2 − ‖x − x ′‖2 + ‖x + x ′‖2

= 2‖x + y‖2 + 2‖x ′ + y‖2 + 2‖x + x ′‖2 − 2‖x‖2 − 2‖x ′‖2 , also

‖x + x ′ + y‖2 − ‖x + x ′‖2 − ‖y‖2 = ‖x + y‖2 − ‖x‖2 − ‖y‖2 + ‖x ′ + y‖2 − ‖x ′‖2 − ‖y‖2

Ersetzt man darinx undx ′ durch ix bzw. ix ′, so erhält man wegen‖ ix‖2 = ‖x‖2, ‖ ix ′‖2 = ‖x ′‖2 außerdem

‖ ix + ix ′ + y‖2 − ‖ix + ix ′‖2 − ‖y‖2 = ‖ ix + y‖2 − ‖x‖2 − ‖y‖2 + ‖ ix ′ + y‖2 − ‖x ′‖2 − ‖y‖2.
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Damit sieht man

〈x + x ′, y〉 = 1
2

(
‖x+x ′+y‖2 − ‖x+x ′‖2 − ‖y‖2

)
− i

2

(
‖ ix+ ix ′+y‖2 − ‖x+x ′‖2 − ‖y‖2

)

= 1
2

(
‖x + y‖2 − ‖x‖2 − ‖y‖2

)
+ 1

2

(
‖x ′+ y‖2 − ‖x ′‖2 − ‖y‖2

)

− i
2

(
‖ ix+y‖2 − ‖x‖2 − ‖y‖2

)
− i

2

(
‖ ix ′+y‖2 − ‖x ′‖2 − ‖y‖2

)
= 〈x, y〉 + 〈x ′, y〉 .

Die Gleichung〈ax, y〉 = a〈x, y〉 gilt bei festenx, y ∈ V wegen der schon bewiesenen Additivität für alle
a ∈ Q. Da aber beide Seiten dieser Gleichung stetige Funktionen ina sind, gilt sie für allea ∈ R. Haben wir
die Gleichung auch füra= i gezeigt, so ist sie damit für allea∈ C bewiesen. Die Parallelogrammregel liefert
in der Tat‖y+x‖2+‖y−x‖2 = 2‖y‖2+2‖x‖2, d.h.−

(
‖−x+y‖2−‖x‖2−‖y‖2

)
= ‖x+y‖2−‖x‖2−‖y‖2,

und somit

〈 ix, y〉 = 1
2

(
‖ ix+y‖2 − ‖ ix‖2 − ‖y‖2

)
− i

2

(
‖−x+y‖2 − ‖ ix‖2 − ‖y‖2

)

= i
(
− i

2

(
‖ ix+y‖2 − ‖x‖2 − ‖y‖2

)
+ 1

2

(
‖x+y‖2 − ‖x‖2 − ‖y‖2

))
= i〈x, y〉 .

Schließlich folgt aus dem Bewiesenen〈y, x + x ′〉 = 〈x + x ′, y〉 = 〈x, y〉 + 〈x ′, y〉 = 〈y, x〉 + 〈y, x ′〉 und
〈x, ay〉 = 〈ay, x〉 = a 〈y, x〉 = a 〈x, y〉. Insgesamt ist gezeigt, dass〈−, −〉 ein Skalarprodukt ist mit‖−‖
als zugehöriger Norm. •
Bemerkung: Man hätte auch das reelle Resultat 17.A.4 benutzen können, um zu sehen, dass es sich bei
der betrachteten Funktion〈x, y〉 um eine reell-bilineare Funktion aufV handelt, und hat dann nur noch die
Gleichungen〈ix, y〉 = i 〈x, y〉 und〈y, x〉 = 〈x, y〉 für allex, y ∈ V zu prüfen.

Abschnitt 17.A, Aufg. 4, p. 540 (1.11.2012) :

a) Man zeige, dass die Maximumsnorm und die Summennorm aufK(I ) bei |I | ≥ 2 nicht von einem Skalar-
produkt herrühren.

b) Man zeige, dass die Supremumsnorm und die L1-Norm auf CK([a, b]) , a < b, beide nicht von einem
Skalarprodukt herrühren.

Beweis: Nach Satz 17.A.4 genügt es jeweils ein Beispiel zu geben, bei dem für die betrachtete Norm die
Parallelogrammregel verletzt ist.

a) Seieni0, j0∈ I mit i0 6= j0. Wir definierenx = (xi) undy = (yi) durchxi0 := 1, xj0 := 0 undxi := 0 für
i 6= i0, j0 bzw. durchyi0 := 0, yj0 := 1 undyi := 0 für i 6= i0, j0.

Dann gilt‖x‖∞ = ‖y‖∞ = ‖x+y‖∞ = ‖x−y‖∞ = 1 und wegen‖x+y‖2
∞ + ‖x−y‖2

∞ = 12 + 12 = 2 6=
2‖x‖2

∞ + 2‖y‖2
∞ = 2 · 12 + 2 · 12 = 4 ist die Parallelogrammregel verletzt. Die Maximumsnorm‖ − ‖∞

rührt daher nicht von einem Skalarprodukt her.

Ferner gilt dann‖x‖1 = ‖y‖1 = 1, ‖x+y‖1 = ‖x−y‖1 = 2 und wegen‖x+y‖2
1 + ‖x−y‖2

1 = 22 + 22 =
8 6= 2‖x‖2

1 + 2‖y‖2
1 = 2 · 12 + 2 · 12 = 4 ist die Parallelogrammregel verletzt. Die Summennorm‖ − ‖1

rührt somit ebenfalls nicht von einem Skalarprodukt her.

b) Sei etwax(t) := (t−a)/(b−a) undy(t) := 1, z(t) := 1
2 für alle t ∈ [a, b] .

Dann ist ‖x‖[a,b] = 1, ‖y‖[a,b] = 1 , ‖x+ y‖[a,b] = 2 und‖x−y‖[a,b] = 1, ‖x+ y‖2
[a,b] + ‖x− y‖2

[a,b] =
22 + 12 = 5 6= 2‖x‖2

[a,b] + 2‖y‖2
[a,b = 2 · 12 + 2 · 12 = 4. Bei der Supremumsnorm‖ − ‖[a,b] ist also die

Parallelogrammregel verletzt. Sie rührt daher nicht von einem Skalarprodukt her.

Ferner ist‖x‖1 =
b∫
a

t−a

b−a
dt = (t−a)2

2(b−a)

∣∣∣
b

a
= 1

2(b−a), ‖z‖1 =
b∫
a

1
2 dt = 1

2(b−a),

‖x+ z‖1 =
b∫
a

∣∣∣ t−a

b−a
+ 1

2

∣∣∣ dt =
b∫
a

(
t−a

b−a
+ 1

2

)
dt = b−a sowie

‖x− z‖1 =
b∫
a

∣∣∣ t−a

b−a
− 1

2

∣∣∣ dt =
(a+b)/2∫

a

(
1
2 − t−a

b−a

)
dt +

b∫
(a+b)/2

(
t−a

b−a
− 1

2

)
dt

= 1
4(b−a) − 1

8(b−a) + 3
8(b−a) − 1

4(b−a) = 1
4(b−a) ,

also ‖x+z‖2
1+‖x−z‖2

1 =
(
1+ 1

16

)
(b−a)2 = 17

16(b−a)2 6= 2‖x‖2
1+2‖z‖2

1 =
(
2· 1

4 +2· 1
4

)
(b−a)2 = (b−a)2.

Die L1-Norm verletzt also ebenfalls die Parallelogrammregel und rührt daher nicht von einem Skalarprodukt
her. •
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Abschnitt 17.A, Aufg. 5. p. 540 (1.11.2012) :

a) Die Vervollständigung vonK(I ) bzgl. der Norm, die vom Standardskalarprodukt herrührt, ist der Hilbert-
Raumℓ2

K
(I ) der q u a d r a t s u m m i e r b a r e n F a m i l i e n(ai) ∈ KI , d.h. der Familien(ai) in KI , für die∑

i∈I |ai |2 endlich ist. Das Skalarprodukt aufℓ2
K
(I ) ist gegeben durch

〈(ai) , (bi)〉2 =
∑
i∈I

aibi .

Für I = N schreibt man einfachℓ2
K

stattℓ2
K
(N) . Dieser Raum heißt der H i l b e r t s c h e F o l g e n r a u m .

b) Die Vervollständigung vonK(I ) bzgl. der Maximumsnorm ist der Banach-Raumℓ0
K
(I ) der Nullfamilien

(ai) ∈ KI (für die in jeder Umgebung von 0∈ K fast alle Glieder der Familie liegen). Die Norm aufℓ0
K
(I )

ist die Maximumsnorm
‖(ai)‖∞ := Max

{
|ai |

∣∣ i ∈ I
}
.

ℓ0
K
(I ) ist ein abgeschlossener Unterraum von BK(I ) . Ebenso ist bei unendlichemI der RaumcK(I ) :=

K+ℓ0
K
(I ) der konvergenten Familien über der IndexmengeI (vgl. Bd. 1, Anschnitt 6.B) ein abgeschlossener

Unterraum von BK(I ) .

c) Die Vervollständigung vonK(I ) bzgl. der Summennorm ist der Banach-Raumℓ1
K
(I ) der summierbaren

Familien(ai) ∈ KI mit der Norm
‖(ai)‖1 :=

∑
i∈I

|ai | .

Beweis:a)ℓ2
K
(I ) ist ein Unterraum vonKI : Für(ai) , (bi) ∈ ℓ2

K
(I )unda∈ K gilt nämlich

∑
i∈I

|ai |2,
∑
i∈I

|bi |2<

∞ und folglich
∑
i∈I

|aai |2<∞ sowie
∑
i∈I

|ai+bi |2 ≤ 2
∑
i∈I

|ai |2+ 2
∑
i∈I

|bi |2<∞ (letzteres wegen|ai+bi |2 =

|ai |2+ |bi |2 + 2 Reaibi ≤ |ai |2+ |bi |2 + 2|ai ||bi | ≤ 2|ai |2+ 2|bi |2), also a(ai), (ai)+ (bi) ∈ ℓ2
K
(I ). Ferner

ist 〈−, −〉2 offenbar ein Skalarprodukt aufℓ2
K
(I ).

ℓ2
K
(I ) ist vollständig: Zum Beweis sei(aik), k ∈ N, eine Cauchy-Folge inℓ2

K
(I ). Es ist zu zeigen, dass

(aik) in ℓ2
K
(I ) konvergiert. Sei dazuε > 0 vorgegeben. Dann gibt es eink0 ∈ N mit ‖(aik)− (aiℓ)‖2

2 =∑
i∈I

|aik−aiℓ|2≤ ε für allek, ℓ≥ k0, also mit
∑
i∈H

|aik−aiℓ|2≤ ε für jede endliche TeilmengeH vonI und erst

recht|aik−aiℓ|2≤ ε für allek, ℓ≥ k0. Für jedesi ∈ I ist alsoaik, k∈ N, eine Cauchy-Folge und konvergiert
somit wegen der Vollständigkeit vonK gegen einai ∈ K. Für ℓ → ∞ ergibt sich

∑
i∈H

|aik − ai |2 ≤ ε,

also auch‖(aik)− (ai)‖2
2 =

∑
i∈I

|aik − ai |2 ≤ ε, daH eine beliebige endliche Teilmenge vonI ist. Mit der

Dreiecksungleichung sieht man‖(ai)‖2 ≤ ‖(aik)− (ai)‖2 + ‖(aik)‖2 ≤
√

ε + ‖(aik)‖2 < ∞. Damit ist
gezeigt, dass(ai) in ℓ2

K
(I ) liegt und dass die Cauchy-Folge(aik), k∈ N, gegen(ai) konvergiert.

Offenbar gilt
(
K(I ), ‖−‖2

)
⊆ ℓ2

K
(I ). Ferner istK(I ) dicht in ℓ2

K
(I ): Ist nämlich(ai) ∈ ℓ2

K
(I ) und istε >0,

so gibt es eine endliche TeilmengeH vonI mit
∑

i∈I−H

|ai |2 =
∣∣ ∑

i∈I

|ai |2 −
∑
i∈H

|ai |2
∣∣ ≤ ε2. Setzt manbi := ai

für i ∈ H undbi := 0 für i ∈ I −H . so liegt(bi) in K (I ) und es gilt nach Konstruktion‖(ai) − (bi)‖2 ≤ ε.
(Ferner ist(ai) =

∑
i∈I aiei und folglichei , i ∈ I , eine Hilbert-Basis des Hilbert-Raumsℓ2

K
(I ). Vgl. dazu

Abschnitt 19.A und insbesondere dort die Aufg. 6, die zeigt, dass die Räumeℓ2
K
(I ) bis auf Isomorphie die

einzigen Hilbert-Räume sind.)

b) Offenbar istℓ0
K
(I ) ein normierter Unterraum von BK(I ). ℓ0

K
(I ) ist vollständig: Zum Beweis sei(aik),

k ∈ N, eine Cauchy-Folge inℓ0
K
(I ). Es ist zu zeigen, dass(aik) in ℓ0

K
(I ) konvergiert. Sei dazuε > 0

vorgegeben. Dann gibt es eink0 ∈ N mit ‖(aik)− (aiℓ)‖∞ = Max {|aik − aiℓ| | i ∈ I } ≤ ε für alle k, ℓ≥ k0,
also erst recht|aik−aiℓ|≤ ε für alle i ∈ I undk, ℓ≥ k0. Für jedesi ∈ I istaik, k∈ N, daher eine Cauchy-Folge
und konvergiert somit wegen derVollständigkeit vonK gegen einai ∈ K. Für hinreichend großek∈ N gilt also
|aik−ai |≤ ε und ferner|aik| ≤ ε wegen(aik) ∈ ℓ0

K
(I ). Für diesek gilt dann auch|ai | ≤ |aik−ai |+|aik| ≤ 2ε,

d.h. es ist(ai) ∈ ℓ0
K
(I ). Ferner erhält man‖(aik)− (ai)‖∞ = Max {|aik − ai | | i ∈ I } ≤ ε für diesek, d.h.

die Folge(aik) konvergiert inℓ0
K
(I ) gegen(ai).

Offenbar gilt
(
K(I ), ‖−‖∞

)
⊆ ℓ0

K
(I ). K(I ) ist dicht inℓ0

K
(I ): Ist nämlich(ai) ∈ ℓ0

K
(I ) und istε > 0, so ist

die MengeH := {i ∈ I | |ai | > ε} nach Definiton vonℓ0
K
(I ) endlich. Setzt manbi := ai für i ∈ H und

bi := 0 für i ∈ I −H . so liegt(bi) in K (I ) und es gilt nach Konstruktion‖(ai) − (bi)‖∞ ≤ ε.
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Nach ANH.E.5 (1) istℓ0
K
(I ) als vollständiger Teilraum in BK(I ) abgeschlossen. Man hätte auch umgekehrt

zunächst zeigen können, dassℓ0
K
(I ) abgeschlossen in der Banach-Algebra BK(I ) ist. ℓ0

K
(I ) ist natürlich

auch multiplikativ abgeschlossen, aber bei unendlichemI keine Unteralgebra, da dann das Einselement fehlt.
Sei nunI unendlich. Füra ∈ K ist dann a + ℓ0

K
(I ) die Menge der konvergenten Familien überI mit

Grenzwerta, also K+ ℓ0
K
(I ) die Menge aller konvergenten Familien überI .

Wir zeigen noch, dass auchK+ ℓ0
K
(I ) in BK(I ) abgeschlossen und damit eineK-Banach-Unteralgebra

von BK(I ) ist. Sei dazu(aik) , k ∈ N, eine konvergente Folge von konvergenten Familien überI mit der
Familie(bi) ∈ BK(I ) als Grenzwert. Wir haben zu zeigen, dass auch(bi) eine konvergente Familie ist, also
in K+ ℓ0

K
(I ) liegt. Sei dazuε > 0 vorgegeben. Bezeichnetak ∈ K für jedesk ∈ N den Grenzwert der

Familie(aik), so gibt es eine endliche TeilmengeHk von I mit |aik− ak| ≤ ε für alle i ∈ I −Hk und allek.
Die Folge(aik) , k ∈ N, konvergiert gegen(bi), es gibt daher außerdem eink0 ∈ N mit ‖(aik) − (bi)‖∞ =
Max

{
|aik−bi |

∣∣ i ∈ I
}

≤ ε für allek≥ k0, also mit|bi−ak| ≤ |bi−aik| + |aik−ak| ≤ 2ε für allek≥ k0 und
alle i ∈ I − (H0 ∪ · · · ∪ Hk0−1). Da I unendlich ist, besitzt die beschränkte Familie{bi | i ∈ I } nach dem
Satz von Bolzano-Weierstraß einen Häufungspunktb ∈ K, d.h. für unendlich vielei ∈ I gibt es einbi mit
|bi−b| ≤ ε. DaH0 ∪ · · · ∪Hk0−1 endlich ist, gibt es insgesamt eini0∈ I mit |bi0−b| ≤ ε und|bi0−ak| ≤ 2ε

für allek≥ k0, also mit|ak−b| ≤ |bi0 −ak| + |bi0 −b| ≤ 3ε für allek≥ k0. Die Folgeak, k∈ N konvergiert
daher gegenb. Nach Konstruktion liegt die konvergente Folge(aik − ak) , k ∈ N, konvergenter Familien
in ℓ0

K
(I ) und konvergiert gegen die Familie(bi − b). Da ℓ0

K
(I ) in BK(I ) abgeschlossen ist, liegt(bi − b)

ebenfalls inℓ0
K
(I ), d.h. die Familie(bi) konvergiert gegenb.

(Bemerkung. Der Raum
(
ℓ0

K
(I ) ist der Raum der stetigenK-wertigen Funktionen auf dem kompakten Raum

I ⊎ {ω}, der die Ein-Punkt-Kompaktifizierung vonI mit der diskreten Topologie ist, vgl. Bd. 3, Beispiel
2.B.18.)
c) Offenbar istℓ1

K
(I ) ein Unterraum vonKI . ℓ1

K
(I ) ist vollständig: Zum Beweis sei(aik), k ∈ N, eine

Cauchy-Folge inℓ1
K
(I ). Es ist zu zeigen, dass(aik) , k∈ N, in ℓ1

K
(I ) konvergiert. Sei dazuε>0 vorgegeben.

Dann gibt es eink0∈ N mit ‖(aik)− (aiℓ)‖1 =
∑
i∈I

|aik−aiℓ| ≤ ε für allek, ℓ≥ k0, also mit
∑
i∈H

|aik−aiℓ|≤ ε

für jede endliche TeilmengeH vonI und erst recht|aik−aiℓ|≤ ε für alle i ∈ I undk, ℓ≥ k0. Für jedesi ∈ I

ist aik, k ∈ N, daher eine Cauchy-Folge und konvergiert somit wegen der Vollständigkeit vonK gegen ein
ai ∈ K. Fürℓ→∞ ergibt sich‖(aik)−(ai)‖1 =

∑
i∈I

|aik−ai |≤ ε, daH eine beliebige endliche Teilmenge von

I war. Mit der Dreiecksungleichung sieht man‖(ai)‖1 ≤ ‖(aik)− (ai)‖1 + ‖(aik)‖1 ≤ ε + ‖(aik)‖1 < ∞.
Damit ist(ai) ∈ ℓ1

K
(I ) gezeigt und dass die Cauchy-Folge(aik), k∈ N, gegen(ai) konvergiert.

Offenbar ist
(
K(I ), ‖−‖1

)
⊆ ℓ1

K
(I ). Ferner istK(I ) dicht in ℓ1

K
(I ): Ist nämlich(ai) ∈ ℓ1

K
(I ) und istε > 0,

so gibt es eine endliche TeilmengeH von I mit
∑

i∈I−H

|ai | =
∣∣ ∑

i∈I

|ai | −
∑
i∈H

|ai |
∣∣ ≤ ε. Setzt manbi := ai für

i ∈ H undbi := 0 für i ∈ I −H . so liegt(bi) in K (I ) und es gilt nach Konstruktion‖(ai) − (bi)‖1 ≤ ε. •

Abschnitt 17.A, Aufg. 6. p. 541 (1.11.2012) :
Seienm ∈ N ∪ {∞, ω} undV := Cm

K

(
[a, b]

)
der Vektorraum derm-mal stetig differenzierbaren bzw. bei

m = ω der analytischenK-wertigen Funktionen auf dem Intervall [a, b] ⊆ R, a < b.
a) Bei m 6= 0 istV , versehen mit der Supremumsnorm, kein Banach-Raum.
b) Fürm ∈ N wird durch

‖f ‖(m) := Sup
{ m∑

k=0

|f (k)(t)|
∣∣∣ t ∈ [a, b]

}

eine Norm aufV gegeben, bezüglich derV ein Banach-Raum ist. (Diese Norm heißt auch die Cm- N o r m . )
Beweis: a) Seif : [a, b] : K eine stetige, nicht differenzierbare Funktion. Nach dem Weierstraßschen Ap-
proximationssatz 12.A.14 aus Band 1 gibt es sogar eine Folge(fn) von Polynomfunktionen auf [a, b], die
gleichmäßig gegenf konvergiert. Nach dem Cauchy-Kriterium für gleichmäßige Konvergenz 12.A.2 aus
Band 1 ist die Folge bzgl. der Supremumsnorm eine Cauchy-Folge, die in C0

K

(
[a, b]

)
gegenf konvergiert,

aber wegenf /∈ Cm
K

(
[a, b]

)
nicht im Raum Cm

K

(
[a, b]

)
für m 6= 0. – Es genügte natürlich ein einziges

Beispiel einer gleichmäßig konvergenten Folge von Polynomen anzugeben, deren Grenzfunktion nicht dif-
ferenzierbar ist. Nach Band 1, Beispiel 13.C.7 (1) konvergiert zum Beispiel die Reihe

∑∞
n=0

(1/2
n

)
(x2−1)n

auf [−
√

2,
√

2 ] gleichmäßig gegen|x|.
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b) Sei(fn) eine Cauchy-Folge in Cm
K

(
[a, b]

)
bezgl. der Norm‖ − ‖(m). Fürk = 0, . . . , m ist jede der Folgen(

f (k)
n

)
eine Cauchy-Folge bzgl. der Supremumsnorm, konvergiert also auf [a, b] gleichmäßig. Nach Bd. 1,

14.E.1, ist dannf := lim fn m-mal differenzierbar, und es giltf (k) = lim f (k)
n für k = 0, . . . , m. Die Folge

(fn) konvergiert also in Cm
K

(
[a, b]

)
gegenf . •

Abschnitt 17.A, Aufg. 15. p. 543 (1.11.2012) :

Die Multiplikation A × A −→ A einer normiertenK-AlgebraA ist stetig.

Beweis: Es genügt zu zeigen, dass jede abgeschlosseneε-Kugel des Bildraums das Bild einer abgeschlos-
senen Kugel (mit positivem Radius) des Urbildraums enthält (wobei die Norm aufA × A so gewählt ist,
dass sie die Produkttopologie definiert). Sei also(a, b) ∈ A×A, wobei wir aufA×A die Maximumsnorm
mit ‖(x, y)‖ := Max

(
‖x‖ , ‖y‖

)
wählen, und seiε > 0 vorgegeben. Seiδ := Min

(
1 , ε/(‖a‖+‖b‖+1)

)
.

Aus‖(x, y) − (a, b)‖ := Max
(
‖x− a‖ , ‖y− b‖

)
≤ δ folgt dann zunächst‖x‖ − ‖a‖ ≤ ‖x− a‖ ≤ δ, also

‖x‖ ≤ ‖a‖+1 und

‖xy−ab‖ ≤ ‖x(y−b)‖ + ‖(x−a)b‖ ≤ ‖x‖‖y−b‖ + ‖x−a‖‖b‖ ≤ (‖a‖+1)δ + δ‖b‖ ≤ ε . •

Abschnitt 17.A, Aufg. 18, p. 543 (1.11.2012) :

Für Vektorenx1, x2, x3, x4 eines normiertenK-Vektorraums gilt

‖x1−x3‖ + ‖x2−x4‖ ≤ ‖x1−x2‖ + ‖x2−x3‖ + ‖x3−x4‖ + ‖x4−x1‖ .

(Die Summe der Längen der beiden Diagonalen eines beliebigen Vierecks ist kleiner-gleich der Summe der
Längen der vier Seiten.)

Beweis:Man kann ohne Einschränkung der Allgemeinheit‖x1−x3‖ ≥ ‖x2−x4‖ annehmen. Dann bekommt
man durch zweimaliges Anwenden der Dreiecksungleichung:

‖x1−x2‖ + ‖x2−x3‖ + ‖x3−x4‖ + ‖x4−x1‖ ≥ ‖x1−x3‖ + ‖x3−x1‖ ≥ ‖x1−x3‖ + ‖x2−x4‖ . •

Abschnitt 17.B, Aufg. 1. p. 553 (1.11.2012) :

SindV undW normierteK-Vektorräume, istV nicht endlichdimensional und istW 6= 0, so ist LK(V , W) 6=
HomK(V , W).

Beweis:Nach Satz 3.A.18 besitztV eine Basisvi , i ∈ I . Indem wir jedesvi durchvi/‖vi‖ ersetzen, können
wir ‖vi‖ = 1 für allei ∈ I annehmen. DaV nicht endlichdimensional ist, istI eine unendliche Menge. Für
jede nicht beschränkte Familie(ai) ∈ KI und jedesw ∈ W , w 6=0, ist dann die durchf (vi) := aiw, i ∈ I ,
definierte lineare Abbildungf : V → W nicht stetig, da dasf -Bild der EinheitskugelBV (0 ; 1) eine nicht
beschränkte Menge inW ist, vgl. Satz 17.B.1. •

Abschnitt 17.B, Aufg. 2. p. 553 (1.11.2012) :

a) Seien‖ − ‖ und‖ − ‖′ zwei nicht äquivalente Normen auf einem normiertenK-VektorraumV . Dann
gibt es eine Folge inV , die bezüglich einer der beiden Normen eine Nullfolge ist und bezüglich der anderen
unbeschränkt ist.

b) Seif : V → W eine lineare Abbildung normierterK-Vektorräume. Genau dann istf stetig, wenn für
jede Nullfolge(xn)n∈N in V die Bildfolge

(
f (xn)

)
n∈N

in W beschränkt ist.

Beweis: a) Gemäß Satz 17.B.9 können wir ohne Einschränkung annehmen, dass es keinβ ∈ R gibt mit
‖x‖′ ≤ β‖x‖ für alle x ∈ V . Zu jedemn ∈ N∗ gibt es dann einxn ∈ V −{0} mit ‖xn‖′ ≥ n2‖xn‖.

Für yn := xn

n‖xn‖
gilt lim

n→∞
‖yn‖ = 0 wegen‖yn‖ =

∥∥ xn

n‖xn‖
∥∥ = 1

n
→ 0 bei n → ∞, aber ‖yn‖′ =

∥∥ xn

n‖xn‖
∥∥′ = ‖xn‖′

n‖xn‖
≥ n2‖xn‖

n‖xn‖
= n → ∞. Die Folge(yn) ist also bzgl.‖ − ‖ eine Nullfolge, aber bzgl.

‖ − ‖′ unbeschränkt.

b) Wennf stetig ist, so gilt lim
n→∞

f (xn) = f
(

lim
n→∞

xn

)
= f (0) = 0 für jede Nullfolge(xn) in V . Dann ist

die Bildfolge
(
f (xn)

)
als Nullfolge inW erst recht beschränkt.

Sei umgekehrtf nicht stetig. Dann istf nicht beschränkt, d.h. es gibt keine reelle ZahlC >0 mit ‖f (x)‖ ≤
C‖x‖ für allex ∈V . Zu jeder natürlichen Zahln∈ N∗ gibt es somit einxn ∈V −{0} mit ‖f (xn)‖ ≥ n2‖xn‖ .
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Für die Folge(yn) mit x ′
n := xn

n‖xn‖
∈ V gilt lim

n→∞
yn = 0 wegen‖yn‖ =

∥∥ xn

n‖xn‖
∥∥ = 1

n
→ 0 bein→ ∞,

aber‖f (yn)‖ =
∥∥f

( xn

n ‖xn‖
)∥∥ = ‖f (xn)‖

n ‖xn‖
≥ n2‖xn‖

n ‖xn‖
= n → ∞ . Daher ist(yn) eine Nullfolge inV , deren

Bildfolge unterf in W nicht beschränkt ist. – Man beachte, dass a) auch aus b) folgt. •

Abschnitt 17.B, Aufg. 3. p. 553 (1.11.2012) :

Eine Norm‖−‖ auf einemK-VektorraumV heißt f e i ne r als die Norm‖−‖′ aufV , wenn es eine positive
reelle Zahlβ gibt mit ‖x‖′ ≤ β ‖x‖ für allex ∈ V . Zwei Normen heißen v e r g l e i c h b a r , wenn eine der
beiden feiner als die andere ist. (Zwei Normen sind also äquivalent, wenn jede davon feiner als die andere
ist.)

a) Folgende Aussagen sind äquivalent: (1)‖−‖ ist feiner als‖−‖′ . (2) Die IdentitätV → V von V ist
stetig, wenn man den UrbildraumV mit der Norm‖−‖ und den BildraumV mit ‖−‖′ versieht. (3) Jede
bezüglich‖−‖ konvergente Folge ist auch bezüglich‖−‖′ konvergent. (4) Jede Nullfolge bezüglich‖−‖
ist auch eine Nullfolge bezüglich‖−‖′. (5) Jede bezüglich‖−‖beschränkte Menge ist auch bezüglich‖−‖′

beschränkt.

b) Ist ‖−‖ feiner als‖−‖′ , so ist jede bzgl.‖−‖ dichte Teilmenge vonV auch dicht bzgl. ‖−‖′ .

c) Man untersuche jeweils die folgenden Normen auf Vergleichbarkeit:

(1) die euklidische Norm, die Maximumsnorm sowie die Summennorm aufK(I ), I unendlich;

(2) die Supremumsnorm, die L2- und die L1-Norm auf C0
K

(
[a, b]

)
;

Sup
{ m∑

k=0
|f (k)(t)|

∣∣ t ∈ [a, b]
}

=
∥∥ m∑

k=0
|f (k)|

∥∥
∞ ,

m∑
k=0

‖f (k)‖∞ ,(3) die Normen

Max
(
‖f (0)‖∞ , . . . , ‖f (m)‖∞

)
,

∥∥Max
(
|f (0)| , . . . , |f (m)|

)∥∥
∞ ,

( m∑
k=0

‖f (k)‖2
2

)1/2
,

m∑
k=0

‖f (k)‖1

auf Cm
K

(
[a, b]

)
, m∈ N. (Die beiden letzten Normen sind so genannte S o b o l e w - N o r m e n . )

Beweis:a) (1) ⇔ (2): Genau dann ist‖ − ‖ feiner als‖ − ‖′, wenn es einβ ∈ R gibt mit ‖x‖′ ≤ β ‖x‖ für
allex ∈ V . Dies ist genau dann der Fall, wenn‖ idV (x)‖′ ≤ β ‖x‖ für allex ∈ V ist, d.h. wenn die Identität
V → V vonV stetig ist, wenn man den UrbildraumV mit der Norm‖−‖ und den BildraumV mit ‖−‖′

versieht, vgl. Satz 17.B.1.

(2) ⇔ (3): Nach ANH.B.3 ist idV als Abbildung vonV , versehen mit der Norm‖−‖, nachV , versehen
mit der Norm‖−‖′, stetig in einem Punktx ∈ V , wenn für jede Folge(xn) in V , die bzgl.‖−‖ gegenx ∈ V

konvergiert, die Bildfolge(idV (xn)) = (xn) bzgl.‖−‖′ gegen idV (x) = x konvergiert.

(3) ⇔ (4): Die Äquivalenz folgt daraus, dass eine Folge(xn) in einem normierten VektorraumV genau
dann gegenx ∈ V konvergiert, wenn die Folge(xn−x) eine Nullfolge inV ist.

(1) ⇒ (5): SeiM ⊆ V eine durchC >0 bezüglich‖−‖beschränkte Menge inV . Ist nun ‖−‖ feiner als
‖−‖′ , d.h. gibt es eine positive reelle Zahlβ gibt mit ‖x‖′ ≤ β ‖x‖ für alle x ∈ V , so folgt fürx ∈ M aus
‖x‖ ≤ C sofort‖x‖′ ≤ βC, d.h.M ist auch bzgl.‖−‖′ beschränkt.

(5) ⇒ (2): Nach Satz 17.B.1 ist idV stetig, wenn idV auf der Einheitssphäre S(0 ; 1) von V bzgl. ‖−‖
beschränkt ist. Da diese Sphäre bzgl.‖−‖ durch 1 beschränkt ist, ist idV (S(0 ; 1)) = S(0 ; 1) nach (5) aber
auch bzgl.‖−‖′ beschränkt.

b) Sei ‖−‖ feiner als‖−‖′ , d.h. es gebe eine positive reelle Zahlβ gibt mit ‖x‖′ ≤ β ‖x‖ für allex ∈ V .
M ⊆ V sei eine bzgl.‖−‖ dichte Teimenge vonV . Sei nunx ∈ V . Zu vorgebenemε > 0 gibt es dann ein
y ∈ M mit ‖x−y‖ ≤ ε/β, also mit‖x−y‖′ ≤ β‖x−y‖ ≤ ε. Daher istM auch bzgl.‖−‖′ dicht inV .

c) (1) Sei(xi) ∈ K(I ), d.h. nur endlich viele der Komponentenxi ∈ K seien6=0. Dann gilt:
Max {|xi | | i ∈ I }2 ≤

∑
i∈I

|xi |2 ≤
( ∑

i∈I

|xi |
)2

, d.h.‖x‖∞ ≤ ‖x‖2 ≤ ‖x‖1. Die Summennorm ist also feiner als

Maximumsnorm und euklidische Norm, und die euklidische Norm ist feiner als die Maximumsnorm (jeweils
mit Skalierungsfaktorβ := 1).

DaI unendlich ist, enthältI eine abzählbar unendliche TeilmengeJ = {j1, . . . , jk, . . .} mit jk 6= jℓ für k 6=ℓ.
Setzt man dannx(n) = (x

(n)
i )i∈I mit x

(n)
i := 0 für i ∈ I − {j1, . . . , jn} undxi := 1 für i = jk, 1≤ k ≤ n,
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so gilt ‖x(n)‖∞ = 1, ‖x(n)‖2 =
√

n und‖x(n)‖1 = n. Für n → ∞ sieht man, dass es keinβ ∈ R geben
kann mit‖x‖1 ≤ β‖x‖2 bzw. ‖x‖1 ≤ β‖x‖∞ bzw. ‖x‖2 ≤ β‖x‖∞. Daher sind weder euklidische Norm
noch Maximumsnorm feiner als die Summennorm, und die Maximumsnorm ist auch nicht feiner als die
euklidische Norm.

(2) Die L2-Norm ist feiner als die L1-Norm: Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung liefert nämlich

‖x‖1 =
b∫
a

|x(t)| dt =
b∫
a

1 · |x(t)| dt = 〈1 , |x|〉2 ≤ ‖1‖2 ‖x‖2 =
√

b−a · ‖x‖2 .

Die Supremumsnorm‖ − ‖∞ ist feiner als‖ − ‖2 : Der Mittelwertsatz der Integralrechnung liefert nämlich

‖x‖2 =
( b∫

a

|x(t)|2 dt
)1/2

≤
(
(b−a) ‖x(t)‖2

∞
)1/2 =

√
b−a · ‖x‖∞ .

Natürlich ist dann die Supremumsnorm‖ − ‖∞ auch feiner als die L1-Norm (wegen‖x‖1≤(b−a) · ‖x‖∞).

Wir betrachten nun fürn>
√

2/(b−a) die stetigen Funktionenxn : [a , b] → R mit

xn(t) :=
{

n3(t−a) für a≤ t ≤ a+ (1/n2) ,
2n−n3(t−a) für a+ (1/n2) ≤ t ≤ a+ (2/n2) ,
0 für a+ (2/n2) ≤ t ≤ b .

Dann ist ‖xn‖2 =
( b∫

a

|xn(t)|2 dt
)1/2

=
(
2

a+1/n2∫
a

n6(t − a)2 dt
)1/2

=
√

2
3 , ‖xn‖∞ = n und ‖xn‖1 =

1∫
0

|xn(t)| dt = 2
a+1/n2∫

a

n3(t − a) dt = 1
n

. Es gibt also keinβ > 0 mit ‖xn‖∞ ≤ β ‖xn‖2 und keinβ ′ > 0 mit

‖xn‖2 ≤ β ′ ‖xn‖1 für allen, d.h. die L2-Norm ist nicht feiner als die Supremumsnorm und die L1-Norm ist
nicht feiner als die L2-Norm.

(3) Es gilt

Max
(
‖f (0)‖∞ , . . . , ‖f (m)‖∞

)
= Max

(
Sup{|f (0)(t)| | t ∈ [a, b]} , . . . , Sup{f (m)(t)| | t ∈ [a, b]}

)

= Sup
{
Max

(
|f (0)(t)| , . . . , |f (m)(t)|

) ∣∣ t ∈ [a, b]
}

=
∥∥Max

(
|f (0)| , . . . , |f (m)|

)∥∥
∞

Die ersten vier der angegebenen Normen sind nun äquivalent wegen

Max
(
‖f (0)‖∞ , . . . , ‖f (m)‖∞

)
≤

m∑
k=0

‖f (k)‖∞ ≤ (m+1) Max
(
‖f (0)‖∞ , . . . , ‖f (m)‖∞

)
,

∥∥Max
(
|f (0)| , . . . , |f (m)|

)∥∥
∞ ≤

∥∥ m∑
k=0

|f (k)|
∥∥

∞ ≤ (m+1)
∥∥Max

(
|f (0)| , . . . , |f (m)|

)∥∥
∞ .

Die fünfte Norm ist feiner als die sechste Norm: Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung liefert nämlich

m∑
k=0

‖f (k)‖1 =
m∑

k=0

b∫
a

|f (k)(t)| dt =
m∑

k=0

b∫
a

1 · |f (k)(t)| dt =
m∑

k=0
〈1 , |f (k)|〉2 ≤

m∑
k=0

‖1‖2 · ‖f (k)‖2

=
√

b−a ·
m∑

k=0
‖f (k)‖2 =

√
b−a ·

〈
(1, . . . , 1) ,

(
‖f (0)‖2, . . . , ‖f (m)‖2

) 〉
2

=
√

b−a · ‖(1, . . . , 1)‖2 ·
∥∥(

‖f (0)‖2, . . . , ‖f (m)‖2
) ∥∥

2 =
√

(m+1)(b−a) ·
( m∑

k=0

‖f (k)‖2
2

)1/2
.
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Die Norm Max
(
‖f (0)‖∞ , . . . , ‖f (m)‖∞

)
ist feiner als die Norm

( m∑
k=0

‖f (k)‖2
2

)1/2
(und damit auch als die

Norm
m∑

k=0
‖f (k)‖1 ) : Der Mittelwertsatz der Integralrechnung liefert nämlich

( m∑
k=0

‖f (k)‖2
2

)1/2
=

( m∑
k=0

b∫
a

|f (k)(t)|2 dt
)1/2

≤
(
(b−a)

m∑
k=0

Max
(
‖f (0)‖2

∞ , . . . , ‖f (m)‖2
∞

))1/2

=
√

(m+1)(b−a) · Max
(
‖f (0)‖∞ , . . . , ‖f (m)‖∞

)
.

Zwischen den drei zuletzt betrachteten Normen gibt es keine weiteren Feiner-Beziehungen. Als Beispiele
betrachten wir die stückweisem-mal stetig differenzierbaren Funktionenxn aus (2) (die sich durch ge-
eignetes "Glätten" der Knickstellen zu Cm-Funktionen abändern lassen). Dafür gilt nämlich (beim ≥ 1)( m∑

k=0
‖x(k)

n ‖2
2

)1/2
=

√
2
3 +n2 sowie Max

(
‖x(0)

n ‖∞ , . . . , ‖x(m)
n ‖∞

)
= n+n3 und

m∑
k=0

‖x(k)
n ‖1 = 1

n
+n . •

Abschnitt 17.B, Aufg. 4. p. 554 (1.11.2012) :

Eine stetige additive Abbildungf : V → W normierterR-Vektorräume istR-linear.

Beweis: Nach Voraussetzung giltf (x+ y) = f (x) + f (y) für alle x, y ∈ V . Durch Induktion übern∈ N

zeigen wirf (nx) = nf (x) für allex ∈ V . Es istf (x) = f (x+0) = f (x) + f (0) , alsof (0 · x) = f (0) =
0 = 0 · f (x), und der Schluss vonn auf n+1 folgt wegenf

(
(n+1)x

)
= f (nx+ x) = f (nx) + f (x) =

nf (x)+f (x) = (n+1)f (x). Außerdem gilt 0= f (0) = f (x−x) = f (x)+f (−x), alsof (−x) = −f (x).
Ferner istf (x) = f (m· 1

m
x) = mf

(
1
m

x
)
, alsof

(
1
m

x
)

= 1
m

x beim 6= 0, und somit insgesamtf (qx) = qf (x)

für alleq ∈ Q undx ∈ V .

Ist nunr ∈ R beliebig, so gibt es, daQ in R dicht ist, eine Folgeqn rationaler Zahlen mit lim
n→∞

qn = r. Die

Stetigkeit vonf liefert wie gewünschtf (rx) = f ( lim
n→∞

qnx) = lim
n→∞

f (qnx) = lim
n→∞

qnf (x) = rf (x). •

Das Ergebnis der Aufgabe besagt insbesondere, dasseine additive Abbildung endlichdimensionalerR-Vek-
torräume notwendigerweiseR-linear ist.

Abschnitt 17.B, Aufg. 5. p. 554 (1.11.2012) :

Der DifferenziationsoperatorD : C1
K

(
[a, b]

)
→ C0

K

(
[a, b]

)
ist stetig, wenn die beiden Räume jeweils mit

den Normen aus 17.A, Aufg. 6b) versehen werden.

Beweis: Es gilt ‖D(x)‖∞ = ‖ẋ‖∞ = Sup
{
|ẋ(t)|

∣∣ t ∈ [a, b]
}

≤ Sup
{
|x(t)| + |ẋ(t)|

∣∣ t ∈ [a, b]
}

für
x ∈ C1

K

(
[a, b]

)
, d.h. es ist‖D‖ ≤ 1 undD ist beschränkt, also stetig. •

Abschnitt 17.B, Aufg. 13. p. 556 (1.11.2012) :

SeienV undW K-Vektorräume mit Skalarprodukt undf : V → W eineK-lineare Abbildung, für die die
adjungierte Abbildunĝf : W → V existiert. Dann gilt‖f ‖ = ‖f̂ ‖ . Genau dann istf stetig, wenn̂f f stetig
ist. Insbesondere ist ein selbstadjungierter Operatorg aufV genau dann stetig, wenng2 stetig ist. IstV nicht
endlichdimensional, so gibt es stets nicht stetige Operatoreng aufV derart, dassg2 stetig ist.

Beweis: Für x ∈ V gilt ‖f̂ (x)‖2 =
〈
f̂ (x) , f̂ (x)

〉
= 〈x , f f̂ (x)〉 ≤ ‖x‖ ‖f f̂ (x)‖ ≤ ‖x‖ ‖f ‖ ‖f̂ (x)‖ und

somit ‖f̂ (x)‖ ≤ ‖f ‖ ‖x‖ . Es folgt‖ ˆ̂f ‖ ≤ ‖f ‖ und ‖f ‖ = ‖ ˆ̂f ‖ ≤ ‖f̂ ‖ , also insgesamt‖f̂ ‖ = ‖f ‖.
Insbesondere ist mitf auchf̂ f stetig sowief 2 beif = f̂ .

Ist umgekehrt‖f̂ f ‖ < ∞, so gilt‖f (x)‖2 = 〈f (x) , f (x)〉 = 〈x , f̂ f (x)〉 ≤ ‖x‖‖f̂ f (x)‖ ≤ ‖x‖‖f̂ f ‖‖x‖
für x ∈ V und somit‖f (x)‖ ≤

√
‖f̂ f ‖ · ‖x‖, d.h.‖f ‖ ≤

√
‖f̂ f ‖ < ∞, undf ist stetig.

SeiV nun unendlichdimensional. Ähnlich wie inAufg. 1 konstruiert man eine nicht stetige lineareAbbildung
g : V →V , deren Quadratg2 sogar 0 ist. •
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Abschnitt 17.B,Teil vonAufg. 14. p. 556 (1.11.2012) :

SeiV ein endlichdimensionaler Hilbert-Raum.

a) Für einf ∈ V ∗ = V ′ ist ‖f ‖ = ‖gradf ‖ . Die Norm aufV ∗ rührt ebenfalls von einem Skalarprodukt
her. Istvi , i ∈ I , eine Orthonormalbasis vonV , so ist die Dualbasisv∗

i , i ∈ I , eine Orthonormalbasis von
V ∗ bezüglich des in dieser Weise assoziierten Skalarprodukts aufV ∗. (Ein ähnliches Resultat gilt fürV ′

auch dann, wennV ein beliebiger Hilbert-Raum ist, vgl. 19.A.9.)

b) Für einen Operatorf ∈ EndKV = LK(V ) mit dem adjungierten Operatorf̂ ist ‖f ‖ =
√

c , wobeic der
größte Eigenwert von̂f f ist. (Daf̂ f undf f̂ dieselben Eigenwerte haben, folgt insbesondere‖f ‖ = ‖f̂ ‖ ,
vgl. auch Aufg. 13. Ferner ist für einen selbstadjungierten Operatorf aufV die Norm‖f ‖ vonf gleich dem
Maximum der Beträge der Eigenwerte vonf . Im Fall K = C gilt dies allgemeiner für normale Operatoren
aufV .)

c) Auf EndKV wird durch〈f, g〉 := Spĝf = Spf ĝ ein Skalarprodukt definiert. Die zugehörige Norm

‖f ‖H =
(
Spf̂ f

)1/2 =
(
Spf f̂

)1/2

heißt die Hi lber t -Raum-Norm auf EndKV , vgl. Beispiel 15.C.6. Es ist‖f ‖ ≤ ‖f ‖H für allef ∈ EndKV ,
und das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn Rangf ≤ 1 ist.

d) Ist DimKV ≥ 2, so rührt die Operatornorm‖−‖ auf EndKV nicht von einem Skalarprodukt her.

Beweis: a) Für f ∈ V ∗ = V ′ ist ‖f ‖ = ‖gradf ‖: Aus ‖ gradf ‖2 = 〈gradf, gradf 〉 = |f (gradf )| ≤
‖f ‖‖ gradf ‖ folgt nämlich‖ gradf ‖ ≤ ‖f ‖ (auch bei gradf = 0). Umgekehrt gilt|f (x)| = |〈x, gradf 〉|
≤ ‖x‖‖ gradf ‖ für allex ∈ V , d.h.‖f ‖ ≤ ‖ gradf ‖.

Die Norm aufV ∗ rührt von einem Skalarprodukt her: Für f, g ∈ V ∗ gilt gradf + gradg = grad(f + g)

wegen〈x, gradf +gradg〉 = 〈x, gradf 〉+〈x, gradg〉 = f (x)+g(x) = (f+g)(x) = 〈x, grad(f+g)〉 für
allex ∈ V . Ist fernera∈ K, so hat man〈x, grad(af )〉 = (af )(x) = af (x) = a〈x, gradf 〉 = 〈x, a gradf 〉,
also grad(af ) = a gradf . Dann wird durch

〈f, g〉 := 〈gradg, gradf 〉 , f, g∈ V ∗,

ein Skalarprodukt〈−, −〉 auf V ∗ definiert, für das
√

〈f, f 〉 =
√

〈gradf, gradf 〉 = ‖ gradf ‖ nach dem
bereits Gezeigten die Operatornorm‖f ‖ ist. Die Symmetrie von〈−, −〉 und die Additivität in beiden
Komponenten folgt dabei aus den entsprechenden Eigenschaften des Skalarprodukts vonV . Außerdem
gilt 〈af, g〉 = 〈gradg, grad(af )〉 = 〈gradg, a gradf 〉 = a〈gradg, gradf 〉 = a〈f, g〉 und 〈f, ag〉 =
〈grad(ag) , gradf 〉 = 〈a gradg, gradf 〉 = a 〈gradg, gradf 〉 = a 〈f, g〉 . (Das Skalarprodukt aufV ∗ wird
also durch Zurücknehmen des Skalarprodukts vonV mittels des antilinearen Isomorphismus grad :V ∗ → V

gewonnen.)

Seivi , i ∈ I , eine Orthonormalbasis vonV . Dann ist die Dualbasisv∗
i , i ∈ I , eine Orthonormalbasis

von V ∗: Es gilt v∗
i (vj ) = δij = 〈vj , vi〉 für alle i, j ∈ I , alsov∗

i (x) = 〈x, vi〉 für alle x ∈ V und somit
gradv∗

i = vi . Damit folgt wie behauptet〈v∗
i , v

∗
j 〉 = 〈gradv∗

j , gradv∗
i 〉 = 〈vj , vi〉 = δji .

b) Wir betrachten die nichtnegative hermitesche Form8 aufV mit 8(x, y) := 〈x, f̂ f (y)〉 = 〈f (x), f (y)〉.
Das Maximum der Rayleigh-Quotienten8(x, x)/〈x, x〉 = ‖f (x)‖2/‖x‖2 = ‖f (x)‖2 auf der kompakten
Einheitskugel S(0 ; 1) ist nach Satz 15.B.5 der größte Hauptwert von8, also der größte Eigenwertc von f̂ f .
Andererseits ist das Maximum von‖f (x)‖ auf S(0 ; 1) definitionsgemäß gleich‖f ‖. Es folgt‖f ‖ =

√
c .

Ist K = C undf normal, so istf nach dem Spektralsatz 15.A.15 diagonalisierbar in einer Orthonormalbasis
vi , i ∈ I , aus Eigenvektoren zu Eigenwertenci , i ∈ I . Dann wirdf̂ in dieser Basis durch die konjugiert
transponierte Matrix beschrieben, d.h. es istf̂ (vi) = civi und somitf̂ f (vi) = |ci |2vi . f̂ hat also die
Eigenwerte|ci |2, und das Maximum der|ci | ist nach dem Bewiesenen gleich‖f ‖.

〈f1+f2 , g〉 = Sp(f1+f2)ĝ = Spf1ĝ + Spf2ĝ = 〈f1, g〉 + 〈f2, g〉 ,c) Wegen

〈f, g1+g2〉 = Spf ˆg1+g2 = Spf ĝ1 + Spf ĝ2 = 〈f, g1〉 + 〈f, g2〉 ,

〈af, g〉 = Spaf ĝ = a Spf ĝ = a〈f, g〉 ,

〈f, ag〉 = Spf âg = Spf a ĝ = a Spf ĝ = a 〈f, g〉

für f, g, f1, f2, g1, g2∈ EndKV , a∈ K ist 〈−, −〉 sesquilinear.
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Da die Matrix vonf̂ bzgl. einer Orthonormalbasis vonV nach 15.A.5 aus der vonf durch Transponieren

und Queren hervorgeht, gilt Sp̂f = Spf . Es folgt〈g, f 〉 = Spf̂ g = Sp̂̂
f g = Spĝf = 〈f, g〉, dh.〈−, −〉

ist auch hermitesch. Dâf f ein semipositiver Operator ist, ist̂f f diagonalisierbar mit nichtnegativen
Eigenwerten. Genau dann ist also〈f, f 〉 = 0, wenn Sp̂f f , also die Summe dieser Eigenwerte, gleich 0
ist. Dann sind diese Eigenwerte aber schon selber 0, und es folgtf = 0. Insgesamt ist〈−, −〉 also ein
Skalarprodukt.

Da ‖f ‖2 nach b) der größte Eigenwert von̂f f ist und‖f ‖2
H die Summe aller dieser Eigenwerte (in ihrer

Vielfachheit gezählt), gilt‖f ‖ ≤ ‖f ‖H . Genau dann gilt dabei das Gleichheitszeichen, wenn es außer dem
größten Eigenwert der selbstadjungierten Abbildungf̂ f keine weiteren Eigenwerte6= 0 gibt, d.h. wenn
Rangf̂ f ≤ 1 ist. Dies ist nach dem Rangsatz genau dann der Fall, wenn Dim Kern(f̂ f ) ≥ Dim V − 1 ist.
Nach 15.A, Aufg. 7 ist aber Kern(f̂ f ) = Kernf . Also gilt ‖f ‖ = ‖f ‖H genau dann, wenn Rangf ≤ 1 ist.

d) Wir wählen eine Orthonormalbasisvi , i ∈ I . Wegen|I | = DimKV ≥ 2 gibt es eine ZerlegungI = I1 ⊎ I2

von I in zwei nichtleere disjunkte TeilmengenI1 und I2. Dann definieren wir durchf (vi) := vi für
i ∈ I1, f (vi) := 0 für i ∈ I2 bzw. g(vi) := 0 für i ∈ I1, g(vi) := −vi für i ∈ I2 zwei Abbildungen
f, g : V → V . Dann sindf, g, f +g, f −g diagonalisierbar, in ihrer Hauptdiagonale stehen nur die reellen
Diagonalelemente 1, 0, −1, d.h. diese Abbildungen sind selbstadjungiert und ihre Operatornorm ist nach b)
jeweils das Maximum der Beträge der Eigenwerte. Es gilt also nach Konstruktion‖f ‖ = ‖g‖ = ‖f +g‖ =
‖f − g‖ = 1. Daher gilt für dieses Beispiel‖f + g‖2 + ‖f − g‖2 = 12+12 = 2 6= 2‖f ‖2 + 2‖g‖2 =
2 · 12 + 2 · 12 = 4, und die Parallelogrammregel ist verletzt. Nach Satz 17.A.4 rührt die Operatornorm auf
V somit nicht von einem Skalarprodukt her. •

Abschnitt 17.B, Aufg. 15. p. 557 (1.11.2012) :

Sei‖−‖ eine Norm aufKn. Diese Norm induziert auf dem Raum Mn(K) dern×n-Matrizen überK eine
Norm durch ‖A‖ := ‖fA‖ , A ∈ Mn(K), wobei fA der Operatorx 7→ Ax auf Kn mit der Matrix A
bezüglich der Standardbasis ist. Aus 17.B.4 folgt dann insbesondere|λ| ≤ ‖A‖ für jeden Eigenwertλ von
A = (aij ) ∈ Mn(K) . Überdies bemerken wir, dass nach 11.A, Aufg. 41 jeder Eigenwert vonA sowohl
in der Vereinigung der KreiseB

(
aii ;

∑
j 6=i |aij |

)
, i = 1, . . . , n, als auch in der Vereinigung der Kreise

B
(
ajj ;

∑
i 6=j |aij |

)
, j = 1, . . . , n, liegt. – Wendet man diese Ergebnisse auf die Begleitmatrix

AF =




0 0 · · · 0 −a0

1 0 · · · 0 −a1
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 0 −an−2

0 0 · · · 1 −an−1




eines PolynomsF = a0 + a1X + · · · + Xn ∈ K[X] an (vgl. Beispiel 11.A.23) , so gewinnt man Aussagen
über die Lage der Nullstellen eines solchen Polynoms. Häufig ist es auch nützlich, statt der MatrixA mit
den Eigenwertenλ1, . . . , λn ∈ C die verschobene MatrixA − λEn mit den Eigenwertenλ1 − λ, . . . , λn − λ

zu betrachten ( S p e k t r a l v e r s c h i e b u n g ) . Zum Beispiel bietet sich das Zentrieren auf den Schwerpunkt

λ := 1
n

(λ1 + · · · + λn) = 1
n

SpA

der Eigenwerte an. Die MatrixA − 1
n

(SpA) En ist s p u r l o s , d.h. ihre Spur ist 0.

a) Ist ‖−‖ die euklidische Norm aufKn, so ist‖A‖ =
√

c , wobeic der größte Eigenwert vontAA ist.

b) Ist‖−‖ = ‖−‖∞ die Maximumsnorm aufKn, so ist‖A‖ das Maximum der Summennormen
∑n

j=1 |aij | ,
i = 1, . . . , n, der Zeilen vonA = (aij ) ∈ Mn(K) ( Z e i l e n s u m m e n n o r m ) .

c) Ist ‖−‖ = ‖−‖1 die Summennorm aufKn, so ist‖A‖ das Maximum der Summennormen
∑n

i=1 |aij | ,
j = 1, . . . , n, der Spalten vonA = (aij ) ∈ Mn(K) ( S p a l t e n s u m m e n n o r m ) .

Beweis:SeiA = (aij ) ∈ Mn(K).

a) Die euklidische Norm aufKn rührt vom euklidischen Skalarprodukt her. Daf̂ AfA bzgl. der Standardbasis
von Kn durch die MatrixtAA beschrieben wird, ist‖fA‖ nach Aufg.14b) gleich

√
c , wo c der größte

Eigenwert vontAA ist.
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b) Bezgl. der Norm‖−‖∞ ist ‖A‖≤ ‖A‖z := Max
{ ∑n

j=1 |aij |
∣∣ i =1, . . . n

}
. Für x = t (x1, . . . , xn) ∈ Kn

gilt nämlich

‖Ax‖∞ = Max
{ ∣∣

n∑

j=1

aijxj

∣∣ ∣∣ i =1, . . . n
}

≤ Max
{ n∑

j=1

|aij | |xj |
∣∣ i =1, . . . n

}

≤ Max
{ n∑

j=1

|aij | ‖x‖∞
∣∣ i =1, . . . n

}
= Max

{ n∑

j=1

|aij |
∣∣ i = 1, . . . n

}
· ‖x‖∞ = ‖A‖z ‖x‖∞ .

Ist ‖A‖z =
∑n

j=1 |ai0j | , d.h. wird das zugehörige Maximum in deri0-ten Zeile vonA angenommen, und ist
y = t (y1, . . . , yn) ∈ Kn mit yj := ai0j

/
|ai0j | , falls ai0j 6= 0 ist, undyj := 0 sonst, so gilt in jedem dieser

beiden Fälleai0j yj = |ai0j | und ferner‖y‖∞ = 1 (beiA 6= 0) . Daraus folgt‖A‖ ≥ ‖A‖z wegen

‖Ay‖∞ = Max
{∣∣

n∑

j=1

aij yj

∣∣ ∣∣ i =1, . . . , n
}
≥

∣∣
n∑

j=1

ai0j yj

∣∣ =
n∑

j=1

|ai0j | = ‖A‖z = ‖A‖z ‖y‖∞ .

c) Bzgl. der Norm‖−‖1 ist ‖A‖ ≤ ‖A‖s := Max
{ ∑n

i=1 |aij |
∣∣ j = 1, . . . n

}
. Für x = t (x1, . . . , xn) ∈ Kn

gilt nämlich

‖Ax‖1 =
n∑

i=1

∣∣
n∑

j=1

aijxj

∣∣ ≤
n∑

i=1

n∑

j=1

|aij | |xj | =
n∑

j=1

|xj |
n∑

i=1

|aij | ≤
n∑

j=1

|xj | ‖A‖s = ‖A‖s ‖x‖1 .

Ist ‖A‖s =
∑n

i=1 |aij0| , d.h. wird das zugehörige Maximum in derj0-ten Spalte vonA angenommen, und
ist ej0 derj0-te Standardbasisvektor, so gilt‖ej0‖1 = 1 und‖Aej0‖1 =

∑n
i=1 |aij0| = ‖A‖s = ‖A‖s ‖ej0‖1 ,

also‖A‖s ≤ ‖A‖ . •

Abschnitt 17.B, Aufg. 26. p. 559 (1.11.2012) :

f : V → W sei eineK-lineare Abbildung normierterK-Vektorräume undU ⊆ Kernf sei ein abgeschlos-
sener Unterraum. Dann gilt‖f ‖ = ‖f ‖ für die induzierte lineare Abbildungf : V/U → W .

Beweis:Gemäß 17.A, Aufg. 10a) wird die Norm‖ − ‖ auf V := V/U definiert durch

‖x‖ := d(U, x) = Inf
{
‖x−u‖

∣∣ u∈ U
}

= Inf
{
‖y‖

∣∣ y ∈ x = x+U
}

für x ∈ V .

Insbesondere ist‖x‖ ≤ ‖x‖. Da definitionsgemäßf (x) = f (x) ist, gilt ‖f (x)‖ = ‖f (x)‖ ≤ ‖f ‖‖x‖ ≤
‖f ‖‖x‖, also‖f ‖ ≤ ‖f ‖. Für beliebige Elementey ∈ x gilt ‖f (x)‖ = ‖f (y)‖ ≤ ‖f ‖‖y‖ und somit
‖f (x)‖ ≤ ‖f ‖ Inf

{
‖y‖

∣∣ y ∈ x
}

= ‖f ‖‖x‖. Dies liefert‖f ‖ ≤ ‖f ‖, insgesamt also‖f ‖ = ‖f ‖ •

Abschnitt 17.B, Aufg. 27. p. 559 (1.11.2012) :

V sei ein normierterK-Vektorraum,U ⊆ V ein Unterraum undf : U → K eine stetige Linearform. Dann
lässtf sich zu einer stetigen Linearformg : V → K mit ‖g‖ = ‖f ‖ fortsetzen. (Eine stetige lineare
Abbildung f : U → W lässt sich auch dann zu einer stetigen linearen Abbildungg : V → W fortsetzen,
falls W nur endlichdimensional ist, in der Regel jedochnicht, ohne dabei die Norm zu vergrößern. Für ein
Beispiel siehe Band 4, 6.B, Aufg. 1e).)

Beweis:U ist ein dichter Unterraum des AbschlussesU vonU in V . Daher lässt sichf : U → K nach Satz
17.B.6 zu einer eindeutig bestimmten stetigen Linearform aufU mit derselben Norm wief fortsetzen. Wir
können daher gleich annehmen, dassU selbst inV abgeschlossen ist.

Bei f = 0 können wirg = 0 nehmen. Sei alsof 6= 0. Dann ist Kernf eine abgeschlossene Hyperebene in
V , d.h. es istV/ Kernf = Ky mit einemy /∈ Kernf ausV . Indem wiry/‖y‖ statty betrachten, können wir
noch‖y‖ = 1 annehmen. Nach Aufg. 26 ist dann‖f ‖ = ‖f ‖ = |f (y)| = |f (y)|. Der Satz 17.B.19 liefert
eine stetige Linearforme : V/ Kernf → K mit e(y) = ‖y‖ = 1 und‖e‖ = 1. Für die stetige Linearform
g : V → K mit g(x) := f (y) e(x) auf V gilt danng(y) = f (y) e(y) = f (y), d.h.g setztf auf V fort.
Außerdem ist‖g‖ = ‖g‖ = ‖f (y) e‖ = |f (y)| ‖e‖ = |f (y)| = ‖f ‖.

Ist W n-dimensional, d.h.W ∼= Kn, so ist für einen normierten VektorraumX eineK-lineare Abbildung
h : X→W dasselbe wie einn-Tupel(h1, . . . , hn) von LinearformenX→ K, wobeih genau dann stetig ist,
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wenn die Komponentenabbildungenhi alle stetig sind. Die Behauptung fürW folgt dann direkt aus dem
Bewiesenen. Die Norm einer Fortsetzungg ist natürlich mindestens so groß, wie die Norm vonf . •
Bemerkung. Vielfach heißt auch die bewiesene allgemeinereVersion von 17.B.19 der Satz von Hahn-Banach.

Abschnitt 17.B, Aufg. 28. p. 559 (1.11.2012) :

SeienV ein normierterK-Vektorraum undU ⊆ V ein Unterraum. Ein Vektorx ∈ V gehört genau dann zur
abgeschlossenen HülleU von U in V , wenn jede stetige Linearform, die aufU verschwindet, auch aufx
verschwindet.U ist also der Durchschnitt der abgeschlossenen Hyperebenen inV , dieU umfassen.

Beweis: Seix ∈ U undf ∈ V ′ eine stetige Linearform, die aufU verschwindet. Dann gibt es eine Folge
(xn) in U mit lim xn = x, und es giltf (xn) = 0. Wegen der Stetigkeit vonf folgt f (x) = f (lim xn) =
lim f (xn) = 0. Oder: Der Kern einer stetigen linearen Abbildung ist abgeschlossen und enthält daher mit
U auchU .

Sei nunx ∈ V − U . Dann giltU ∩ Kx = 0 und d(U, x) > 0. Gäbe es nämlich eine Folge(xn) in U

mit lim d(xn, x) = 0, so wärex = lim xn ∈ U , daU abgeschlossen ist. Durchf (u+ rx) := r für u ∈ U

und r ∈ K ist eine Linearformf auf dem UnterraumU ⊕ Kx von V wohldefiniert.f ist stetig mit Norm
≤1/d(U, x). Für r ∈ K, also −u/r ∈ U , gilt nämlich

|f (u+ rx)| = |r| = |r|
d(U, x)

d(U, x) ≤ |r|
d(U, x)

‖−1
r
u − x‖ = 1

d(U, x)
‖u+ rx‖ .

(In der Tat ist sogar‖f ‖ = 1/d(U, x) . ) Nach Aufg. 27 lässt sichf zu einer stetigen Linearformg : V → K

fortsetzen. Nach Konstruktion verschwindetg wie f auf U und hat aufx den Wert 1. Kerng ist eine
abgeschlossene Hyperfläche inV , dieU enthält, nicht aberx. •

Abschnitt 17.B, Aufg. 29. p. 559 (1.11.2012) :

SeiU ein abgeschlossener Unterraum des normiertenK-VektorraumsV . Dann ist die kanonische Sequenz

0−−−−−−−−−−−−−−−−−−−- (V/U)′ −−−−−−−−−
π ′

−−−−−−−−−−- V ′ −−−−−−−−−
ι′

−−−−−−−−−−- U ′ −−−−−−−−−−−−−−−−−−−- 0

der stetigen Duale exakt:π ′ ist eine normerhaltende Abbildung, undU ′ identifiziert sich einschließlich der
Normen mit dem FaktorraumV ′/ Bild π ′.

Beweis: ι′ ist surjektiv: Jedesf ∈ U ′ lässt sich nach Aufg. 27 zu einer stetigen Linearformg0 auf ganzV
fortsetzen. Füru∈ U gilt dannι′(g0)(u) = g0(ι(u)) = g0(u) = f (u), d.h.ι′(g0) = f .

π ′ ist injektiv: Für f ∈ (V/U)′ mit π ′(f ) = 0 hat manf ◦ π = 0 und dann wegen der Surjektivität der
kanonischen Projektionπ : V → V/U auchf = 0. (Man beachte, dassπ nach 17.A, Aufg. 10b) stetig ist,
also mit jedemf ∈ (V/U)′ auchπ ′(f ) = f ◦ π stetig ist und somit inV ′ liegt.)

Es istι′ ◦ π ′ = 0, alsoBild π ′ ⊆ Kernι′: Fürh∈ (V/U)′ gilt ι′(π ′(h)) = h ◦ π ◦ ι = 0 wegenπ ◦ ι = 0. Da
definitionsgemäßπ ′(h) = h gilt, ist ‖π ′(h)‖ = ‖π ′(h)‖ = ‖h‖ nach Aufg. 26, d.h.π ′ ist normerhaltend.

Es ist Bild π ′ = Kernι′: Fürf ∈ Kernι′ gilt nämlichι′(f ) = 0, d.h.f |U = 0 und somitU ⊆ Kernf . Nach
Aufg. 26 gilt dann‖f ‖ = ‖f ‖ für die induzierte Linearformf : V/U → K. Daher ist auchf stetig, und
es giltπ ′(f ) = f ◦ π = f , d.h.f ∈ Bild π ′.

Versehen wir schließlichV ′/ Bild π ′ mit der Norm gemäß 17.A, Aufg. 10a), so gilt‖g‖ = d(g, Bild π ′) =
Inf

{
‖h− g‖

∣∣ h∈ Bild π ′} = Inf
{
‖h ◦ π − g‖

∣∣ h : V/U → K stetig
}

für g ∈ V ′. Sei nunf ∈ U ′. Dann
gibt es – wie oben gezeigt – eing0 ∈ V ′ mit ι′(g0) = f und‖g0‖ = ‖f ‖. Wegenι′(g) = g|U gilt sicher
‖g‖ ≥ ‖f ‖ für alleg∈ V ′ mit ι′(g) = f . Dah ◦ π für alleh : V/U → K aufU verschwindet, ist dann auch
‖h ◦ π − g‖ ≥ ‖f ‖ für dieseg. Es folgtd(g, Bild π ′) ≥ ‖f ‖. Ferner gilt dafür(g−g0)|U = f −f = 0,
d.h. g − g0 lässt sich in der Formg − g0 = h ◦ π mit einemh : V/U → K schreiben, und man sieht
d(g, Bild π ′) ≤ ‖h ◦ π − g‖ = ‖(g−g0) − g‖ = ‖g0‖ = ‖f ‖. Insgesamt folgtd(g, Bild π ′) = ‖f ‖. •
Bemerkung: Istf : V → W eine stetige surjektive lineare Abbildung normierterK-Vektorräume mit
Kernf = U , so sagt manW trage die Q u o t i e n t e n n o r m vonV , wenn der induzierte Isomorphis-
musf : V/U → W normerhaltend ist.U ′ trägt also die Quotientennorm vonV ′.
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19 Hilbert-Räume

Abschnitt 19.A, Aufg. 1, p. 642 (1.11.2012) :

Seien(xn) und (yn) konvergente Folgen imK-VektorraumV mit Skalarprodukt. Dann ist auch die Folge(
〈xn , yn〉

)
konvergent inK, und es gilt

lim 〈xn , yn〉 = 〈 lim xn , lim yn〉 ( S t e t i g k e i t d e s S k a l a r p r o d u k t s ).

Beweis:Seiε>0 vorgegeben. Istx = lim
n→∞

xn und y = lim
n→∞

yn, so gibt es zuε′ := Min
(
1, ε/(1+‖x‖+‖y‖)

)

ein n0 ∈ N mit ‖xn − x‖ ≤ ε′ und ‖yn − y‖ ≤ ε′ für alle n ∈ N mit n ≥ n0. Für diesen gilt dann auch
‖yn‖= ‖yn−y+y‖ ≤ ‖yn−y‖ + ‖y‖ ≤ ε′+ ‖y‖. Mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung sieht
man nun fürn≥n0 :

|〈xn, yn〉 − 〈x, y〉| = |〈xn, yn〉 − 〈x, yn〉 + 〈x, yn〉 − 〈x, y〉| = |〈xn−x, yn〉 + 〈x, yn−y〉|
≤ ‖xn−x‖‖yn‖ + ‖x‖‖yn−y‖ ≤ ε′(ε′+‖y‖) + ‖x‖ε′ ≤ ε′(1+‖y‖ +‖x‖) ≤ ε .

Daher konvergiert die Folge(〈xn, yn〉) gegen〈x, y〉. •

Abschnitt 19.A, Aufg. 2, p. 642 (1.11.2012) :

Seivi , i ∈ I , ein Orthonormalsystem imK-VektorraumV mit Skalarprodukt. Für beliebigex, y ∈ V gilt
dann ∑

i∈I

|〈x, vi〉〈vi, y〉| ≤ ‖x‖ ‖y‖ .

Beweis: Sei H eine beliebige endliche Teilmenge vonI . Indem wir zunächst die Cauchy-Schwarzsche
Ungleichung auf die beiden Vektoren

(
|〈x, vi〉|

)
i∈H

und
(
|〈y, vi〉|

)
i∈H

des mit dem Standardskalarprodukt
versehenenRH anwenden und dann die Besselsche Ungleichung für〈−, −〉, erhalten wir

∑

i∈H

|〈x, vi〉〈vi, y〉| =
∑

i∈H

|〈x, vi〉| |〈y, vi〉| ≤
√∑

i∈H

|〈x, vi〉|2
√∑

i∈H

|〈y, vi〉|2 ≤
√

‖x‖2
√

‖y‖2 = ‖x‖‖y‖.

Da dies für alle endlichen TeilmengenH von I gilt, ergibt sich die Behauptung mit Hilfe des Majoranten-
kriteriums 6.B.7 aus Band 1. •

Abschnitt 19.A, Aufg. 3, p. 642 (1.11.2012) :

Ein Orthonormalsystemvi , i ∈ I , im K-VektorraumV mit Skalarprodukt ist genau dann vollständig, wenn
für allex, y ∈ V gilt

〈x, y〉 =
∑

i∈I

〈x, vi〉〈vi, y〉 .

Beweis:Gilt die angegebene Gleichung, so erhält man fürx =y

‖x‖2 = 〈x, x〉 =
∑

i∈I

〈x, vi〉〈vi, x〉 =
∑

i∈I

〈x, vi〉〈x, vi〉 =
∑

i∈I

|〈x, vi〉|2.

MIt Satz 19.A.3 , (3)⇒ (1), ergibt sich daraus die Vollständigkeit vonvi , i ∈ I .

Sei umgekehrtvi , i ∈ I , ein vollständiges Orthonormalsystem vonV . Nach Satz 19.A.1c) (1) gilt dann∑
i∈I

〈x, vi〉vi = x und
∑
j∈I

〈y, vj 〉vj = y. Wegen der Stetigkeit von〈−, −〉, vgl. Aufg. 1, und〈vi , vj 〉 = δij

folgt:

〈x, y〉 =
〈 ∑

i∈I

〈x, vi〉vi ,
∑

j∈I

〈y, vj 〉vj

〉
=

∑

i∈I

〈x, vi〉
∑

j∈I

〈y, vj 〉 〈vi , vj 〉 =
∑

i∈I

〈x, vi〉〈y, vi〉

=
∑

i∈I

〈x, vi〉〈vi, y〉 . •
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Abschnitt 19.A, Aufg. 4, p. 642 (1.11.2012) :

Ein Orthonormalsystem in einem Hilbert-RaumV ist genau dann eine Hilbert-Basis, wenn es maximal ist.

Beweis: Seiws , s ∈ S, ein Orthonormalsystem inV . Nach Satz 19.A.7 gibt es einK ⊆ V derart, dass die
Vektorenv, v ∈ K, zusammen mit denws , s ∈ S, eine Hilbert-Basis und damit ein Orthonormalsystem von
V bilden. Istws , s ∈ S, ein maximales Orthonormalsystem, so mussK = ∅ sein und somitws , s ∈ S, selbst
eine Hilbert-Basis vonV .

Ist umgekehrtws , s ∈ S, eine Hilbert-Basis vonV und liesse sie sich durch einen Vektorv ∈ V zu einem
gößeren Orthonormalsystem vonV ergänzen, so wäre〈v, ws〉 = 0 für alles ∈ S. Mit Satz 19.A.3 (4) erhielte
manv = 0 im Widerspruch zu‖v‖ = 1. •

Abschnitt 19.A, Aufg. 5, p. 642 (1.11.2012) :

In einem separablen Vektorraum mit Skalarprodukt ist jedes Orthonormalsystem abzählbar. (Insbesondere
sind in separablen Vektorräumen mit Skalarprodukt alle Hilbert-Basen gleichmächtig. – Dies gilt übrigens
für beliebige Vektorräume mit Skalarprodukt.)

Beweis: Sei vi , i ∈ I , ein Orthonormalsystem imK-VektorraumV . Für i 6= j liefert der Satz von
Pythagoras‖vi − vj‖2 = ‖vi‖2 + ‖vj‖2 = 1 + 1 = 2, d.h.‖vi − vj‖ =

√
2 . Ferner seiV separabel, d.h. es

gebe eine abzählbare TeilmengeW von V , die dicht inV ist. Zu jedemi ∈ I gibt es also einwi ∈ W mit
‖vi −wi‖ < 1

2

√
2 . Mit der Dreiecksungleichung sieht man dann füri 6= j

√
2 = ‖vi−vj‖ = ‖vi−wi+wi−wj +wj −vj‖ ≤ ‖vi−wi‖ + ‖wi−wj‖ + ‖vj −wj‖ <

√
2+ ‖wi−wj‖ ,

d.h.‖wi−wj‖ > 0 und somitwi 6= wj . Die AbbildungI → W mit i 7→ wi ist also injektiv. DaW abzählbar
ist, ist auchI und damit das Orthonormalsystemvi , i ∈ I , abzählbar. •

Abschnitt 19.A, Aufg. 7, p. 643 (1.11.2012) :

SeiV ein Hilbert-Raum mit der Hilbert-Basisvn , n ∈ N. Die Unter-Hilbert-RäumeU undW vonV seien
definiert als Abschluss von

∑
n∈N

Kv2n bzw.
∑
n∈N

K(v2n + 1
n+1 v2n+1) . Dann istU ∩ W = 0, aberU + W ist

nicht abgeschlossen, also kein Unter-Hilbert-Raum vonV . (SindU, W aberorthogonaleabgeschlossene
Unterräume eines Hilbert-RaumesV , so ist auchU + W = U ⊙ W abgeschlossen inV .)

Beweis: Seicn := 〈v2n+ 1
2n+1v2n+1 , v2n+ 1

2n+1v2n+1〉 = 1 +
(

1
2n+1

)2
, wn := c

−1/2
n

(
v2n+ 1

2n+1v2n+1
)

und
un := v2n. Dann bildenun, n∈ N, undwn, n∈ N, Hilbert-Basen vonU bzw.W . Ein Elementx ∈ U ∩ W

besitzt nun nach Satz 19.A.1 c) Darstellungen der Formx =
∑

i∈N
aiui =

∑
i∈N

biwi mit ai, bi ∈ K. Es folgt
〈x, v2n+1〉 =

∑
i∈I ai〈v2i, v2n+1〉 = 0 und an = 〈x, un〉 = 〈x, v2n〉 = c

1/2
n 〈x, wn〉 − 1

2n+1〈x, v2n+1〉 = c
1/2
n bn

für alle n∈ N und somitx =
∑

i∈N
aiv2i sowiex =

∑
i∈N

biwi =
∑

i∈N
c−1
i aiv2i +

∑
i∈N

c−1
i ai

1
2i+1v2i+1.

Dann istan = 〈x, v2n〉 = c−1
n an und somitan = 0 für allen wegencn 6=1, alsox = 0. Daher istU ∩ W = 0.

Offenbar liegen die Elementev2n undv2n+1 der gegebenen Hilbert-Basis vonV alle in U +W . Daher ist
U+W dicht inV , also der Abschluss vonU+W gleichV . Es bleibt zu zeigen, dassU+W 6= V ist. Wegen∑

i∈N

(
1

2i+1

)2
< ∞ ist 1

2i+1v2i+1, i ∈ N, nach Satz 19.A.1 d) eine Cauchy-Familie,x :=
∑

i∈N

1
2i+1v2i+1 liegt

also im Hilbert-RaumV . Lägex in U +W , so gäbe es eine Darstellungx =
∑

i∈N
aiui +

∑
i∈N

biwi mit
ai, bi ∈ K. Dann ist einerseits〈x, v2n+1〉 = 1

2n+1 und andererseits〈x, v2n+1〉 = bn〈wn, v2n+1〉 = 1
2n+1c

−1/2
n bn,

also bn = c
1/2
n > 1 für alle n ∈ N. Nach Satz 19.A.1 d) ist nun

∑
n∈N

bnwn kein Element vonW , da∑
n∈N

|bn|2 = ∞ ist.

Zum Beweis des Zusatzes seizn = un+wn, n∈ N, eine konvergente Folge inU+W mit un ∈ U undwn ∈ W .
Wegen‖zn− zm‖2 = ‖un−um‖2 + ‖wn−wm‖2 sind dann(un) und(wn) Cauchy-Folgen inU bzw.W und
damit konvergent mit einem Grenwertu∈ U bzw.w∈ W , daU undW abgeschlossen, also Hilbert-Räume,
sind. Dann ist limzn = u+w ∈ U+W . Also istU+W abgeschlossen. •

Abschnitt 19.A, Aufg. 8, p. 643 (1.11.2012) :

a) Ein unendlichdimensionaler Hilbert-Raum besitzt keine Orthonormalbasis.

b) Ein separabler Vektorraum mit Skalarprodukt von überabzählbarer Dimension besitzt keine Orthonormal-
basis. Insbesondere besitzt der Vektorraum C0

K

(
[a, b]

)
keine Orthonormalbasis.
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Beweis: a) SeiV ein unendlichdimensionaler Hilbert-Raum. Angenommen,vi , i ∈ I , sei eine Orthonor-
malbasis vonV (im Sinne der Linearen Algebra), es habe also jedesy ∈ V eine Darstellungy =

∑
a′

ivi ,
wobei nur endlich viele dera′

i ∈ K von 0 verschieden seien. DaI unendlich ist, besitztI eine abzählbar
unendliche Teilmenge, die wir mitN identifizieren können. Setzen wir nunai := 0 für i ∈ I − N und
ai := 1/(i +1) für i ∈ N, so ist die Familie|ai |2, i ∈ I , summierbar inR und somitaivi , i ∈ I , nach
19.A.1 d) eine Cauchy-Familie inV . DaV ein Hilbert-Raum ist, ist die Fammilie sogar summierbar, und es
gilt ai = 〈y, vi〉 für y :=

∑
i∈I aivi , vgl. 19.A.1 e). Andererseits besitzty aber eine Darstellungy =

∑
a′

ivi ,
wobei nur endlich viele dera′

i ∈ K von 0 verschieden sind, und auch dafür gilta′
i = 〈y, vi〉 = ai . Dies ist

ein Widerspruch zuai 6= 0 für unendlich vielei.

b) Hätte der separableK-vektorraumV mit Skalarprodukt eine überabzählbare Orthonormalbasis (wieder
im Sinne der Linearen Algebra), so wäre dies ein überabzählbares Orthonormalsystem inV im Widerspruch
zum Ergebnis von Aufg. 5.

DerK-Vektorraum C0
K

(
[a, b]

)
, a< b, hat gewiss überabzählbare Dimension. Beispielsweise sind die Funk-

tioneneαt, α∈ K, linear unabhängig. (Das Skalarprodukt ist natürlich〈x, y〉=
∫ b

a
x(t)y(t) dt .) •

Abschnitt 19.A, Aufg. 9, p. 643 (1.11.2012) :

SeienV ein Vektorraum mit Skalarprodukt undW ein vollständiger Unterraum vonV . Ferner seienx ∈ V

ein Punkt undyn , n ∈ N, eine Folge inW mit lim ‖x − yn‖ = d(x, W) .

a) yn , n ∈ N, ist eine Cauchy-Folge und damit konvergent inW .

b) Ist x ′ := lim yn, so istx−x ′ ∈ W⊥ undx ′ unabhängig von der Wahl der Folge(yn) .

c) Die Abbildungp : x 7→ x ′ ist die OrthogonalprojektionpW vonV aufW .

Beweis: a) Wegen lim‖x− yn‖ = d := d(x, W) ist lim ‖x− yn‖2 = d2. Sei nunε > 0 vorgegeben. Zu
ε′ := ε2/4 gibt es einn0 ∈ N mit | ‖x − yn‖2 − d2| ≤ ε′ für alle n ≥ n0. Seien nunn, m ≥ n0. Da die
(affine) Gerade durchyn undym endlichdimensional ist, existiert die orthogonale Projektionq von V auf
diese Gerade. Seiy := q(x) ∈ W . Nach dem Satz des Pythagoras ist dann‖x − yn‖ ≥ ‖x − y‖ ≥ d und
analog‖x − ym‖ ≥ ‖x − y‖ ≥ d . Es folgt mit Hilfe der Dreiecksungleichung und dann des Satzes von
Pythagoras

‖yn−ym‖ ≤ ‖yn−y‖ + ‖ym−y‖ =
√

‖x−yn‖2 − ‖x−y‖2 +
√

‖x−ym‖2 − ‖x−y‖2

≤
√

‖x−yn‖2−d2 +
√

‖x−ym‖2−d2 ≤
√

ε′ +
√

ε′ = ε .

b) Da die Folge(yn) nach a) eine Cauchy-Folge ist undW vollständig ist. konvergiert die Folge gegen ein
Elementx ′ ∈ W . Sei nunw∈ W , w 6= 0, beliebig undz∈ W das Bild vonx bei der orthogonalen Projektion
vonV auf die Gerade durchx ′ undx ′+w. Nach dem Satz des Pythagoras ist‖x−z‖ < ‖x−x ′‖ beiz 6= x ′.
Dies ist ein Widerspruch dazu, dassd := d(x, W) = lim ‖x− yn‖ = ‖x− lim yn‖ = ‖x− x ′‖ das Infimum
der Entfernungen vonx zu einem Punkt vonW ist. Also istz= x ′ und daherx−x ′ = x−z orthogonal zuw.
Ist auchx ′′ ∈ W Grenzwert einer Folge von Punkten ausW , deren Abstand zux gegend(x, W) konvergiert,
so ist auchx− x ′′ orthogonal zuW . Das Dreieck mit den Eckpunktenx, x ′, x ′′ ist nun gleichschenklig und
hat zwei rechte Winkel beix ′ bzw.x ′′. Dann mussx ′ = x ′′ sein.

c) Nach Konstruktion istp(x) = x für x ∈ W , alsop|W = idW . Fürx ∈ W⊥ gilt x−p(x) = x− x ′ ∈ W⊥

und somitp(x) ∈ W⊥ ∩ W = 0, alsop(x) = 0. Wir zeigen noch, dassp linear ist. Dazu seienx, y ∈ V

undU sei der von den Bildernx ′ := p(x), y ′ = p(y) undp(x+ y) erzeugte Unterraum vonW . Dann ist
offenbar‖x− x ′‖ = d(x, U) = d(x, W), ‖y− y ′‖ = d(y, U) = d(y, W) und ‖(x+ y) − p(x+ y)‖ =
d(p(x+ y) , U) = d(p(x+ y) , W). Da die Werte der orthogonalen ProjektionpU von V aufU nach Satz
13.B.4 mit denen vonp übereinstimmen und linear ist, ist auchp linear. •

Abschnitt 19.A, Aufg. 11, p. 643 (1.11.2012) :

SeiU ein Unterraum desK-Hilbert-RaumsV . Für einen Vektorx ∈ V sind folgende Aussagen äquivalent:
(1)x ∈ U . (2)x ∈ (U⊥)⊥. (3) Für jeden Vektory ∈ V mit y⊥U ist auchy⊥x. (4) Jede stetige Linearform
aufV , die aufU verschwindet, verschwindet auch aufx.

Beweis: (1) ⇒ (2): Zu x ∈ U gibt es eine Folge(xn) von Elementenxn ∈ U mit x = lim
n→∞

xn. Für beliebige

Elementey ∈ U⊥ gilt dann〈xn, y〉 = 0 und somit〈x, y〉 = 〈 lim xn, y〉 = lim〈xn, y〉 = 0, d.h.x ∈ (U⊥)⊥.
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(2) ⇒ (1): Wir zeigen zunächstU
⊥ = U⊥. WegenU ⊆ U gilt U

⊥ ⊆ U⊥. Sei umgekehrtz ∈ U⊥. Für
y ∈ U , alsoy = lim yn mit yn ∈ U , gilt dann〈z, yn〉 = 0 und folglich〈z, y〉 = 〈z, lim yn〉 = lim〈z, yn〉 = 0,

also z ∈ U
⊥

. – Da U abgeschlossen und somit vollständig ist, giltV = U ⊙ U
⊥ = U ⊙ U⊥ nach

Satz 19.A.5. Zux ∈ (U⊥)⊥ gibt es daher Elementeu ∈ U und u⊥ ∈ U⊥ mit x = u + u⊥. Es folgt
‖u⊥‖2= 〈u⊥, u⊥〉 = 〈x−u, u⊥〉 = 〈x, u⊥〉 − 〈u, u⊥〉 = 0 − 0 = 0, d.h.u⊥ = 0 undx = u∈ U .

(2) ⇒ (3): Füry ∈ V mit y⊥U gilt y ∈ U⊥. Ist nunx ∈ (U⊥)⊥, so gilt also〈x, y〉 = 0 und folglichy⊥x.

(3) ⇒ (2): Gilt y⊥x für jedesy ∈ U⊥, so ist definitionsgemäßx ∈ (U⊥)⊥.

(3) ⇒(4): Seif ∈ V ′ eine stetige Linearform aufV , die aufU verschwindet. Daf stetig ist, ist Kernf =
f −1(0) abgeschlossen und umfasst daher mitU auchU .

(4) ⇒ (3): Seiy ∈ V mit y⊥U . Die stetige Linearformz 7→ 〈z, y〉 auf V verschwindet dann aufU und
daher nach (4) auch aufx, d.h. es istx⊥y. (Man beachte, dass die betrachteten Linearformenz 7→ 〈z, y〉
nach dem Rieszschen Darstellungssatz 19.A.9sämtlichestetigen Linearformen aufV sind.) •

Abschnitt 19.A, Aufg. 12, p. 643 (1.11.2012) :

SeienV einK-Vektorraum mit Skalarprodukt undf ein Operator aufV , der einen adjungierten Operatorf̂

besitzt.

a) Es ist Kernf̂ = (Bild f )⊥. b) Ist V ein Hilbert-Raum, so giltBild f̂ = (Kernf )⊥.

Beweis: a) Es ist Kernf̂ ⊆ (Bild f )⊥: Fürx ∈ Kernf̂ und beliebige Elementef (y)∈ Bild f gilt nämlich
f̂ (x)= 0 und daher〈x, f (y)〉 = 〈f̂ (x) , y〉 = 0, d.h. es istx ∈ (Bild f )⊥.

Es ist Kernf̂ ⊇ (Bild f )⊥: Für x ∈ (Bild f )⊥ ist f
(
f̂ (x)

)
∈ Bild f und folglich 0 = 〈x, f

(
f̂ (x)

)
)〉 =

〈f̂ (x) , f̂ (x)〉 = ‖f̂ (x)‖2= 0, d.h.f̂ (x) = 0 und somitx ∈ Kernf̂ .

b) Mit a) und wegen der Äquivalenz "(1) ⇔ (2)" in Aufg. 11 sieht manBild f̂ =
(
(Bild f̂ )⊥

)⊥ =
(

Kern ˆ̂f
)⊥ = (Kernf )⊥. •

Abschnitt 19.A, Aufg. 13, p. 644 (1.11.2012) :

Seif ein stetiger Operator auf dem Hilbert-RaumV . Dann gilt:

a) ˆ̂f = f . b) Es ist‖f̂ f ‖ = ‖f f̂ ‖ = ‖f ‖2. c) Es ist Kernf̂ = Kernf f̂ und Bild f = Bild f f̂ .

Beweis:a) Daf stetig ist, besitztf nach Satz 19.A.10 einen adjungierten Operatorf̂ . Mit 15.A.3 (3) folgt

dann ˆ̂f = f .

b) Für allex ∈ V gilt einerseits nach Satz 19.A.10‖f̂ ‖ = ‖f ‖ und somit‖f̂ f (x)‖ ≤ ‖f̂ ‖‖f (x)‖ ≤
‖f̂ ‖‖f ‖‖x| = ‖f ‖2‖x‖, d.h. es ist‖f̂ f ‖ ≤ ‖f ‖2. Andererseits liefert die Cauchy-Schwarzsche Un-
gleichung‖f (x)‖2 = 〈f (x), f (x)〉 = 〈f̂ f (x), x〉 ≤ ‖f̂ f (x)‖‖x‖ ≤ ‖f̂ f ‖‖x‖2, also‖f ‖2 ≤ ‖f̂ f ‖.
Insgesamt folgt‖f̂ f ‖ = ‖f ‖2. Analog wird‖f f̂ ‖ = ‖f ‖2 bewiesen.

c) Für x ∈ V folgt aus f̂ (x) = 0 sofortf f̂ (x) = 0, d.h. es gilt Kern̂f ⊆ Kernf f̂ . Sei umgekehrt
x ∈ Kernf f̂ . Dann istf f̂ (x) = 0 und folglich‖f̂ (x)‖2 = 〈f̂ (x) , f̂ (x)〉 = 〈x, f f̂ (x)〉 = 0, d.h.f̂ (x) = 0
und somitx ∈ Kernf f̂ . – Nutzt man nun die Äquivalenz(1) ⇔ (2) in Aufg. 11 und dann Aufg 12a) (mit
f stattf̂ ), so erhält man

Bild f = ((Bild f )⊥)⊥ = (Kernf̂ )⊥ = (Kernf f̂ )⊥ = (Kern(f f̂ )̂ )⊥ = ((Bild f f̂ )⊥)⊥ = Bild f f̂ . •

Abschnitt 19.A, Aufg. 14, p. 643 (1.11.2012) :

Seip 6= 0 eine Orthogonalprojektion eines Vektorraums mit Skalarprodukt. Dann istp stetig mit‖p‖ = 1.

Beweis:Nach Satz 13.B.1 ist eine Projektionp 6= 0 genau danneine Orthogonalprojektion, wenn‖p(x)‖ ≤
‖x‖ für alle x ∈ V ist, d.h. wennp stetig mit‖p‖ ≤ 1 ist. Da aber für einex 6= 0 in Bild p gilt p(x) = x,
ergibt sich sogar‖p‖ = 1. •
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Abschnitt 19.A, Aufg. 15, p. 644 (1.11.2012) :

a) Für zwei Orthogonalprojektionenp und q einesK-VektorraumsV mit Skalarprodukt sind äquivalent:
(1) p≤ q. (2) q−p ist eine Orthogonalprojektion. (3)‖p(x)‖ ≤ ‖q(x)‖ für allex ∈ V .

b) Für die Orthogonalprojektionenp1, . . . , pn desK-VektorraumsV mit Skalarprodukt sind äquivalent:
(1) p1 + · · · + pn ist eine Orthogonalprojektion. (2)‖p1 + · · · + pn‖ ≤ 1. (3) pipj = 0 für i <j .

Beweis:a) Dap undq Orthogonalprojektionen sind, giltV = Bild p ⊙ Kernp = Bild q ⊙ Kernq.

(1) ⇒ (2) Seip≤ q, d.h. Bildp ⊆ Bild q. Wir zeigenV = (Bild q ∩ Kernp) ⊙ (Bild p ⊕ Kernq):

Da Bildq zu Kernq und Kernp zu Bildp orthogonal ist, sind die beiden angegebenen Unterräume vonV

zueinander orthogonal. Außerdem gibt es zu jedemx ∈ V Elementey ∈ Bild q undz∈ Kernq mit x = y+z

und dazuu∈ Bild p undv∈ Kernp mit y = u+v. Es folgt x = v + (u+z) mit u+z ∈ Bild p ⊕ Kernq und
v∈ Bild q ∩Kernp. Letzteres folgt ausu∈ Bild p ⊆ Bild q, dau+v = y = q(y) = q(u)+q(v) = u+q(v)

ist, alsoq(v) = v, und fernerv∈ Kernp.

Für v ∈ Bild q ∩ Kernp gilt nun (q−p)(v) = q(v) − p(v) = v − 0 = v, für u∈ Bild p gilt (q−p)(u) =
q(u) − p(u) = u − u = 0 und für z ∈ Kernq gilt (q − p)(z) = q(z) − p(z) = 0 − 0 = 0 wegen
Kernq = (Bild q)⊥ ⊆ (Bild p)⊥ = Kernp. Insgesamt istq−p also die orthogonale Projektion vonV auf
Bild q ∩ Kernp längs(Bild p ⊕ Kernq).

(2) ⇒ (1) Seiq−p eine Projektion. Da die Summep + (q−p) = q ebenfalls eine Projektion ist, liefert
5.F, Aufg. 15a) die Gleichung(q−p)p = 0 und somitqp = p2 = p. Für jedesu = p(u) ∈ Bild p gilt also
u = p(u) = qp(u) = q(u) ∈ Bild q. (Bemerkung. Einen etwas anderen Beweis der Äquivalenz(1) ⇔ (2)

findet man als Lösung zu 13.B, Aufg. 1c).)

(1) ⇒ (3) Seip ≤ q, d.h. Bildp ⊆ Bild q und Kernq ⊆ Kernp. Zu x ∈ V gibt es Elementey ∈ Bild q

und z ∈ Kernq mit x = y + z. Wegen‖p‖ ≤ 1 folgt ‖p(x)‖ = ‖p(y) + p(z)‖ = ‖p(y)‖ ≤ ‖y‖ =
‖q(y) + q(z)‖ = ‖q(x)‖.

(3) ⇒ (1) Seix ∈ Bild p. Aus (3) folgt‖x‖ = ‖p(x)‖ ≤ ‖q(x)‖ ≤ ‖q‖‖x‖ ≤ ‖x‖ (wegen‖q‖ = 1), also
‖q(x)‖ = ‖x‖. Zu x gibt es Elementey ∈ Bild q undz ∈ Kernq mit x = y+ z. Der Satz von Pythagoras
liefert nun‖y‖2+ ‖z‖2 = ‖y + z‖2 = ‖x‖2 = ‖q(x)‖2 = ‖q(y) + q(z)‖2 = ‖y‖2, alsoz = 0 und somit
x = y ∈ Bild q. •
b) (1) ⇒ (2) folgt sofort aus Aufg. 14.

(2) ⇒ (1) Wir verwenden Induktion übern. Der Falln=1 ist trivial. Sei nunn≥2 und‖p1+· · ·+pn‖ ≤ 1.
Für allex ∈ V gilt dann ‖(p1 + · · · + pn−1)(x) + pn(x)‖2 ≤ ‖p1 + · · · + pn‖2‖x‖2 ≤ ‖x‖2.

Da diepi Orthogonalprojektionen, also semipositive Operatoren, sind, gilt〈(p1 + · · · + pn−1)(x) , x〉 =
〈x , (p1 + · · · + pn−1)(x)〉 ≥ 0. Fürx ∈ Bild pn, d.h.pn(x) = x, erhält man so

‖x‖2 ≥ ‖(p1 + · · · + pn−1)(x) + x‖2 = ‖(p1 + · · · + pn−1)(x)‖2 + 2〈(p1 + · · · + pn−1)(x) , x〉 + ‖x‖2 .

Dies liefert (p1 + · · · + pn−1)(x) = 0 für alle x ∈ Bild pn, d.h. (p1 + · · · + pn−1)pn = 0 . Dann gilt
auchpn(p1 + · · · + pn−1) = 0 . (Sindf, g selbstadjungiert mitfg = 0, so gilt 0 = 〈fg(x) , y〉 =
〈x , gf (y)〉 für allex, y ∈ V . Speziell fürx = gf (y) ergibt sichgf (y) = 0, vgl. auch 15.A, Aufg. 7e).) Wir
erhalten so Bild(p1 + · · · + pn−1) ⊆ Kernpn = (Bild pn)

⊥. Mit dem Satz von Pythagoras bekommt die
Ausgangsungleichung dann die Gestalt

‖(p1 + · · · + pn−1)(x)‖2 + ‖pn(x)‖2 = ‖(p1 + · · · + pn−1)(x) + pn(x)‖2 ≤ ‖x‖2.

Folglich ist ‖(p1 + · · · + pn−1)(x)‖ ≤ ‖x‖ für alle x ∈ V und somit‖p1 + · · · + pn−1‖ ≤ 1. Nach
Induktionsvoraussetzung ist daherp1+· · ·+pn−1 eine Orthogonalprojektion. Wegen(p1+· · ·+pn−1)pn = 0
ist dann nach 13.B, Aufg. 1b) auchp1 + · · · + pn eine Orthogonalprojektion.

(1) ⇒ (3) Seip1+· · ·+pn eine Orthogonalprojektion. Da es auf die Reihenfolge derpi nicht ankommt, zeigt
der Äquivalenzbeweis von (1) und (2), dass dann auchpi +pj für beliebigei, j eine Orthogonalprojektion
ist. Mit 13.B, Aufg. 1b) folgtpipj = 0.

(3) ⇒ (1) Wir verwenden Induktion übern. Der Falln=1 ist trivial, der Falln= 2 wird in 13.B, Aufg. 1b)
behandelt. Beim Schluss vonn−1 aufn folgt auspipj = 0 für i <j zunächst nach Induktionsvoraussetzung,
dassp1+· · ·+pn−1 Orthogonalprojekion ist und dann wegen(p1+· · ·+pn−1)pn = p1pn+· · ·+pn−1pn = 0
wieder mit 13.B, Aufg. 1b), dass auchp1 + · · · + pn−1 + pn eine Orthogonalprojektion ist. •
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Abschnitt 19.A, Aufg. 16, p. 644 (1.11.2012) :

Mit P̃n bezeichnen wir die in der Rekursionsformel 19.A.14 auftretenden Legendre-Polynome des Intervalls
[a, b] . Für ihre Ableitungen gilt:

a) Fürn ≥ 1 ist P̃ ′
n+1 − P̃ ′

n−1 = 2(2n + 1)

b − a
P̃n .

b) Die Beziehung in a) lässt sich stets zerlegen in

P̃ ′
n+1 − 2t− (a+b)

b−a
P̃ ′

n = 2(n+1)

b−a
P̃n und

2t− (a+b)

b−a
P̃ ′

n − P̃ ′
n−1 = 2n

b−a
P̃n .

Beweis:a) Durch zweimaliges Differenzieren erhält man

P̃ ′
n+1(t) − 2(2n + 1)

b − a
P̃n(t)

= 1
(n+1)! (b−a)n+1

( d

dt

)n( d

dt

)2(
(t−a)(t−b)

)n+1− 2(2n+1)

n! (b−a)n+1

( d

dt

)n(
(t−a)(t−b)

)n

= 1
n! (b−a)n

(( d

dt

)n d

dt

(2t−a−b

b−a

(
(t−a)(t−b)

)n) − 2(2n+1)

b−a

( d

dt

)n(
(t−a)(t−b)

)n
)

= 1
n! (b−a)n

( 2
b−a

( d

dt

)n(
(t−a)(t−b)

)n +
( d

dt

)n( (2t−a−b)2n

b−a

(
(t−a)(t−b)

)n−1)

− 2(2n+1)

b−a

( d

dt

)n(
(t−a)(t−b)

)n
)

= 1
n! (b−a)n

( d

dt

)n
(( (2t−a−b)2n

b−a
− 4n(t−a)(t−b)

b−a

) (
(t−a)(t−b)

)n−1
)

= 1
n! (b−a)n

( d

dt

)n
(
(a+b)2n − 4abn

b−a

(
(t−a)(t−b)

)n−1
)

= 1
(n−1)! (b−a)n−1

( d

dt

)n(
(t−a)(t−b)

)n−1 = P̃ ′
n−1(t) .

b) Wir vergleichen beide Seiten der ersten Formel durch direkte Rechnung. Mit der Leibniz-Regel hat man
( d

dt

)n+1((
2t−(a+b)

)(
(t−a)(t−b)

)n) =
(
2t−(a+b)

)( d

dt

)n+1(
(t−a)(t−b)

)n+2(n+1)
( d

dt

)n(
(t−a)(t−b)

)n

und folglich

P̃ ′
n+1(t) − 2t− (a+b)

b−a
P̃ ′

n(t)

= 1
(n+1)! (b−a)n+1

( d

dt

)n+1 d

dt

(
(t−a)(t−b)

)n+1 − 2t− (a+b)

n! (b−a)n+1

( d

dt

)n+1(
(t−a)(t−b)

)n

= 1
n! (b−a)n+1

( d

dt

)n+1(
2t− (a+b)

) (
(t−a)(t−b)

)n) − 2t− (a+b)

n! (b−a)n+1

( d

dt

)n+1(
(t−a)(t−b)

)n

= 1
n! (b−a)n+1

((
2t− (a+b)

)( d

dt

)n+1(
(t−a)(t−b)

)n + 2(n+1)
( d

dt

)n(
(t−a)(t−b)

)n
)

− 2t− (a+b)

n! (b−a)n+1

( d

dt

)n+1(
(t−a)(t−b)

)n

= 2(n+1)

n! (b−a)n+1

( d

dt

)n(
(t−a)(t−b)

)n = 2(n+1)

b−a
P̃n(t) .

Die zweite Formel ließe sich in analoger Weise erhalten. Wir beweisen sie aber mit der im Buch angegebenen
Anleitung (was auch bei der ersten Formel möglich gewesen wäre). Zunächst zeigen wir mit partieller
Integration, dass die linke Seite orthogonal ist zu jedem reellen PolynomQ eines Grades<n. Es ist aber

b∫

a

(2t− (a+b)

b−a
P̃ ′

n(t) − P̃ ′
n−1(t)

)
Q(t) dt
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= 2t− (a+b)

b−a
P̃n Q

∣∣∣
b

a
− P̃n−1Q

∣∣∣
b

a
−

b∫

a

P̃n(t)
(2t− (a+b)

b−a
Q(t)

)′
dt +

b∫

a

P̃n−1(t) Q′(t) dt

= P̃n(b) Q(b) + P̃n(a) Q(a) − P̃n−1(b) Q(b) + P̃n−1(a) Q(a)

= Q(b) + (−1)nQ(a) − Q(b) + (−1)n−1Q(b) = 0 ,

da die Integrale verschwinden, weil alle Polynome vom Grad<n orthogonal zũPn sind und alle Polynome
vom Grad< n−1 orthogonal zũPn−1 . Da die linke Seite der zu beweisenden Formel ein Polynom vom
Gradn ist, kann sie sich voñPn nur um eine multiplikative Konstante unterscheiden. Die Leitkoeffizienten

2
b−a

· n · (2n)!
(b−a)nn! n!

bzw. 2n

b−a
· (2n)!
(b−a)n n! n!

der beiden Seiten stimmen aber überein. •

Bemerkung. Im Allgemeinen genügt es, Formeln über die Legendre-Polynome für ein festes Intervall zu
beweisen, zum Beispiel für das Standardintervall [−1, 1], da sich die Legendre-PolynomẽPn ; a,b undP̃n ; c,d

für verschiedene Intervalle [a, b ] und [c, d ], a < b, c < d, leicht ineinander transformieren lassen. Mit

t = b−a

d− c
(τ − c) + a gilt nämlich

P̃n ; c,d(τ ) = d− c

b−a
P̃n ; a,b(t) und P̃ ′

n ; c,d(τ ) = P̃ ′
n ; a,b(t) .

Abschnitt 19.A, Aufg. 17, p. 644 (1.11.2012) :

a) Für die Werte der PolynomẽPn in der Mitte c := 1
2 (a+b) des Intervalls [a, b] gilt bei m≥0:

P̃2m+1(c) = 0 , P̃2m(c) =
(
−1

4

)m
(2m

m

)
.

b) Für 0<t < 1
2 (b−a) und n≥0 ist P̃n(c − t) = (−1)n P̃n(c + t) .

1. Beweis:a) Wegen(t−a)(t−b) =
(
t− c + 1

2(b−a)
)(

t− c − 1
2(b−a)

)
= (t− c)2− 1

4(b−a)2 erhält man

P̃n(t) = 1
n! (b−a)n

( d

dt

)n(
t−a)(t−b)

)n = 1
n! (b−a)n

( d

dt

)n(
(t− c)2− 1

4
(b−a)2

)n

= 1
n! (b−a)n

n∑

k=0

(
n
k

)(
−1

4

)k
(b−a)2k

( d

dt

)n
(t− c)2n−2k

= 1
(b−a)n

[n/2]∑

k=0

(−1)k
(
n
k

)(2n−2k
n

) (
−1

4

)k
(b−a)2k(t− c)n−2k ,

P̃n(c) = 1
(b−a)n

(−1)[n/2]
(

n
[n/2]

)(2n−2[n/2]
n

) (
−1

4

)[n/2]
(b−a)2 [n/2](c− c)n−2 [n/2]

also

=
{ 0 , falls n = 2m+1 ,

(
−1

4

)m
(2m

m

)
, falls n = 2m .

b) Unter Verwendung der Rechnung in a) sieht man in der Tat

P̃n(c− t) = 1
(b−a)n

[n/2]∑

k=0

(−1)k
(
n
k

)(2n−2k
n

) (
−1

4

)k
(b−a)2k

(
(c− t)− c

)n−2k

= 1
(b−a)n

[n/2]∑

k=0

(−1)k
(
n
k

)(2n−2k
n

) (
−1

4

)k
(b−a)2k(−t)n−2k

= (−1)n
1

(b−a)n

[n/2]∑

k=0

(−1)k
(
n
k

)(2n−2k
n

) (
−1

4

)k
(b−a)2ktn−2k

= (−1)n
1

(b−a)n

[n/2]∑

k=0

(−1)k
(
n
k

)(2n−2k
n

) (
−1

4

)k
(b−a)2k

(
(c+ t)− c

)n−2k
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= (−1)n
1

(b−a)n

[n/2]∑

k=0

(−1)k
(
n
k

)(2n−2k
n

) (
−1

4

)k
(b−a)2ktn−2k = (−1)nP̃n(c+ t) . •

2. Beweis:a) Wir verwenden die Rekursionsformel aus Satz 19.A.14. Wegen

P̃1(c) = 2
b−a

c − b+a

b−a
= 2

b−a
· b+a

2
− b+a

b−a
= 0

liefert sie nP̃n(c) = −(n−1)P̃n−2(c) . Durch Induktion überm erhält man damit sofort̃P2m+1(c) = 0 für

alle m. Ferner bekommt man so mit Hilfe der InduktionsvoraussetzungP̃2(m−1) =
(
−1

4

)m−1
(2(m−1)

m−1

)

wegenP̃0 = 1

P̃2m(c) = −2m−1
2m

P̃2(m−1)(c) = −2m−1
2m

(
−1

4

)m−1 (2m−2)!
(m−1)! (m−1)!

=
(
−1

4

)(
−1

4

)m−1 (2m)!
m! m!

=
(
−1

4

)m
(2m

m

)
.

b) Wir verwenden die Rekursionsformel aus Satz 19.A.14. WegenP̃0(c−t) = 1 = P̃0(c+t) und

P̃1(c−t) = 2
b−a

(a+b

2
−t

)
− b+a

b−a
= − 2t

b−a
= −

( 2
b−a

(a+b

2
+t

)
− b+a

b−a

)
= −P̃1(c+t)

gilt die Behauptung fürn=0 undn=1. Der Induktionsschluss ergibt sich aus

P̃n(c− t) = 2n−1
n

P̃1(c−t) P̃n−1(c−t) − n−1
n

P̃n−2(c−t)

= −2n−1
n

P̃1(c+t) (−1)n−1P̃n−1(c+t) − n−1
n

(−1)n−2P̃n−2(c+t)

= (−1)n
(2n−1

n
P̃1(c+t) P̃n−1(c+t) − n−1

n
P̃n−2(c+t)

)
= (−1)nP̃n(c+ t) . •

Abschnitt 19.A, Aufg. 18, p. 644 (1.11.2012) :

Für die Legendre-PolynomePn bzgl. des Intervalls [−1, 1] und m∈ N zeige man:

〈tm, Pn〉 =
1∫

−1

tmPn(t) dt =





0 , falls m< n oder m−n ungerade,
√

2n+1

2
[m]n

2n [ 1
2(m+n+1)]n+1

, falls m≥ n und m−n gerade.

Beweis: Für m < n wurde 〈tm, Pn〉 = 0 im Beweis von 19.A.13 mitbewiesen; schließlich werden die
Pn, n∈ N, aus der Basistn, n ∈ N, durch Anwenden des Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahrens
gewonnen. Fürm − n ungerade erhält man, indem man Aufg. 17b) (mitc = 0) anwendet,̃Pn(−t) =
(−1)nP̃n(t) und somit(−t)mP̃n(−t) = (−1)mtm(−1)nP̃n(t) = (−1)m−ntmP̃n(t) = −tmP̃n(t). Da der
Integrand eine ungerade Funktion ist, verschwindet dann das〈tm, Pn〉 darstellende Integral ebenfalls.

Sei nunm≥ n undm−n gerade. Diek-te Ableitung von(t2−1)n verschwindet bei 0≤k<n an den Stellen
1 und−1, da(t2−1)n dort Nullstellenn-ter Ordnung hat. Durchn-fache partielle Integration, wobei jeweils
der zweite Faktor integriert wird, bekommt man daher

1∫

−1

tm
dn

dtn
(t2−1)n dt = tm

dn−1

dtn−1
(t2−1)n dt

∣∣∣
1

−1
− m

1∫

−1

tm−1 dn−1

dtn−1
(t2−1)n dt

= −m

1∫

−1

tm−.1 dn−1

dtn−1
(t2−1)n dt

= −mtm−1 dn−2

dtn−2
(t2−1)n dt

∣∣∣
1

−1
+ m(m−1)

1∫

−1

tm−2 dn−2

dtn−2
(t2−1)n dt
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= m(m−1)

1∫

−1

tm−2 dn−2

dtn−2
(t2−1)n dt = · · ·

= (−1)nm(m−1) · · · (m−n+1)

1∫

−1

tm−n(t2−1)n dt

= (−1)n [m]n

1∫

−1

tm−n(t2−1)n dt .

Weiteren-fache partielle Integration, wobei jetzt der erste Faktor integriert wird, liefert

1∫

−1

tm−n(t2−1)n dt = 1
m−n+1

tm−n+1(t2−1)n
∣∣∣
1

−1
− 2n

m−n+1

1∫

−1

tm−n+2(t2−1)n−1 dt

= − 2n

m−n+1

1∫

−1

tm−n+2(t2−1)n−1 dt = · · ·

= (−1)n
2n 2(n−1) · · · 2

(m−n+1)(m−n+3) · · · (m+n−1)

1∫

−1

tm+n dt

= (−1)n
2n 2(n−1) · · · 2

(m−n+1)(m−n+3) · · · (m+n−1)
· 1 − (−1)m+n+1

m+n +1
= (−1)nn!

[ 1
2(m+n+1)]n+1

,

dam+n+1 = (m−n) + (2n+1) nach Voraussetzung ungerade ist. Insgesamt erhält man so

〈tm, Pn〉 =
1∫

−1

tmPn(t) dt =
√

2n+1

2
1

2nn!

1∫

−1

tm
dn

dtn
(t2−1)n dt

=
√

2n+1

2
1

2nn!
(−1)n [m]n

1∫

−1

tm−n(t2−1)n dt =
√

2n+1

2
1

2nn!
(−1)n [m]n

(−1)nn!
[ 1

2(m+n+1)]n+1

=
√

2n+1

2
[m]n

2n [ 1
2(m+n+1)]n+1

. •

Abschnitt 19.A, Aufg. 19, p. 644 (1.11.2012) :

Man bestätige die Fourier-Entwicklungen für die folgenden Funktionenf : [−1, 1] → R bzgl. der Legendre-
Polynome des Intervalls [−1, 1]:

a) f (t) :=
{

0 , falls −1 ≤ t ≤ 0

1 , falls 0 < t ≤ 1

}
=

1

2
+

∞∑

m=0

(−1)m
√

8m+6

m+1

(
2m

m

)
P2m+1

22m+2
. (f ist nur stückweise

stetig. Man vergleiche dazu den Anfang von Abschnitt 19.C.)

b) f (t) = |t | =
1

2
+

∞∑

m=1

(−1)m−1
√

8m+2

(
2m−2

m−1

)
P2m

22m(m+1)m
.

c) Welche Summenformeln werden bei a) und b) durch die Parsevalsche Identität geliefert?

Beweis:a) Wir berechnen die Koeffizientencn der gesuchten Fourier-Entwicklung. Es istc0 =
1∫

0
1·P0 dt =

t 1√
2

∣∣1
0 = 1√

2
, und für n≥1 folgt mit Aufg. 16a) und 17a)
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cn =
1∫

0

1·Pn dt =
√

2n + 1
2

1∫

0

P̃n(t) dt =
√

2n + 1
2

1
2n+1

1∫

0

(
P̃ ′

n+1(t) − P̃ ′
n−1(t)

)
dt

= 1√
4n+2

(
P̃n+1(1) − P̃n−1(1) −

(
P̃n+1(0) − P̃n−1(0)

))
= 1√

4n+2

(
P̃n−1(0) − P̃n+1(0)

)
.

Es folgt c2m = 0 und

c2m+1 = 1√
8m+6

(
(−1)m

4m

(2m
m

)
− (−1)m+1

4m+1

(2m+2
m+1

) )

= 1√
8m+6

(2m
m

)
(−1)m

4m+1

(
4 + (2m+2)(2m+1)

(m+1)2

)
= (−1)m

√
8m+6

4m+1(m+1)

(2m
m

)
.

b) Wir berechnen die Koeffizientencn der gesuchten Fourier-Entwicklung. Es istc0 =
∫ 1

−1|t | P0 dt =
∫ 1

−1|t |
1√
2

dt = 1√
2

∫ 1
−1|t | dt = 1√

2
, und für n≥1 folgt mit Aufg. 16a) und 17a)

cn =
1∫

−1

|t | Pn dt =
√

2n + 1
2

1
2n+1

1∫

−1

|t |
(
P̃ ′

n+1 − P̃ ′
n−1

)
dt

= 1√
2(2n+1)

( 0∫

−1

(−t)
(
P̃ ′

n+1 − P̃ ′
n−1

)
dt +

1∫

0

t
(
P̃ ′

n+1 − P̃ ′
n−1

)
dt

)

= 1√
4n+2

(
(−t)

(
P̃n+1 − P̃n−1

) ∣∣∣
0

−1
+ t

(
P̃n+1 − P̃n−1

) ∣∣∣
1

0
+

+
0∫

−1

(
P̃n+1 − P̃n−1

)
dt −

1∫

0

(
P̃n+1 − P̃n−1

)
dt

)

= 1√
4n+2

(
−P̃n+1(−1) + P̃n−1(−1) + P̃n+1(1) − P̃n−1(1) +

( 1
2n+3

(
P̃n+2 − P̃n

)
− 1

2n−1

(
P̃n − P̃n−2

)) ∣∣∣
0

−1
−

( 1
2n+3

(
P̃n+2 − P̃n

)
− 1

2n−1

(
P̃n − P̃n−2

)) ∣∣∣
1

0

)

= 1√
4n+2

( 2
2n+3

(
P̃n+2(0) − P̃n(0)

)
− 2

2n−1

(
P̃n(0) − P̃n−2(0)

))
.

Es folgt c2m+1 = 0 und

c2m = 1√
8m+2

(
2

4m+3

(
(−1)m+1

4m+1

(2m+2
m+1

)
− (−1)m

4m

(2m
m

) )
−

2
4m−1

(
(−1)m

4m

(2m
m

)
− (−1)m−1

4m−1

(2m−2
m−1

) ))

= 1√
8m+2

(2m−2
m−1

)
(−1)m−1

4m

(
2

4m+3

( 2m+1
2m+2

+ 1
)
(2m−1)2m

m2
+ 2

4m−1

(
(2m−1)2m

m2
+ 4

))

= 1√
8m+2

(2m−2
m−1

)
(−1)m−1

4m

( 4m−2
m(m+1)

+ 4
m

)
= (−1)m−1

√
8m+2

4m m(m+1)

(2m−2
m−1

)
.

c) Für die Funktionf aus a) gilt‖f ‖2
2 =

1∫
0

12 dt = 1 und
∞∑

n=0
|〈f, Pn〉2|2 = 1

2
+

∞∑
m=0

8m+6
42m+2(m+1)2

(2m
m

)2
.

Die Parsevalsche Identität liefert also
∞∑

m=0

8m+6
42m+2 (m+1)2

(2m
m

)2
= 1 − 1

2
= 1

2
.
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Für die Funktionf aus b) gilt‖x‖2
2 =

1∫
−1

|t |2 dt = 2
1∫

0
t2 dt = 2

3
und

∞∑

n=0

|〈x , Pn〉2|2 = 1
2

+
∞∑

m=1

(8m+2)
(2m−2

m−1

)2 1
42m m2(m+1)2

.

Die Parsevalsche Identität liefert also
∞∑

m=1

8m+2
42m m2(m+1)2

(2m−2
m−1

)2
= 2

3
− 1

2
= 1

6
. •

Abschnitt 19.A, Aufg. 20, p. 645 (1.11.2012) :

Seieng : ]a, b[→ R+ eine (Dichte-)Funktion wie am Ende von Beispiel 19.A.12 undJn , n∈ N, die Hilbert-
Basis vonV := C0

K

(
[a, b]

)
, die aus 1, t, t2, . . . durch Orthonormalisieren bzgl. des Skalarprodukts〈−, −〉g

gewonnen wird. Dann sind alle Nullstellen vonJn reell, liegen im Intervall ]a, b[ und sind einfach.

Beweis: Nach Konstruktion istJn ein Polynom vom Gradn, besitzt also höchstensn Nullstellen, und ist
bzgl. 〈−, −〉g zu allen Polynomen vom Grad<n orthogonal. Sindλ1, . . . , λr die paarweise verschiedenen
Nullstellen vonJn im Intervall ]a, b[, so hat man eine DarstellungJn(t) = (t−λ1)

α1 · · · (t−λr)
αr H(t) mit

Vielfachheitenαi ∈ N und einem PolynomH , das in ]a, b[ keine Nullstelle, also dort nach dem Zwischen-
wertsatz immer das gleiche Vorzeichen hat. Es ist nur zu zeigen, dassr = n ist.

Für das reelle PolynomF(t) := (t − λ1)
ε1 . . . (t − λr)

εr mit εi = 0, falls αi gerade ist, undεi = 1, falls
αi ungerade ist, hat nun die PolynomfunktionJnFn = (t − λ1)

α1+ε1 · · · (t − λr)
αr+εr H(t) nur Nullstellen

gerader Vielfachheit, also überall in ]a, b[ dasselbe Vorzeichen, und verschwindet in den von denα1, . . . , αr

verschiedenen Punkten nicht. Daher ist das Integral〈Jn, F 〉g =
b∫
a

Jn(t)F (t) g(t) dt 6= 0 und folglich

n≤GradF = ε1 + · · · + εr ≤ r ≤ n, also r = n. •
Bemerkung. Wie bereits am Ende von Beispiel 16.A.12 bemerkt, heißen auch hier die PolynomeJn, n∈ N,
die J a c o b i - P o l y n o m e bzgl. der Dichtefunktiong. Zu einer Verallgemeinerung dieser Polynome und
einer Anwendung auf die numerische Integration verweisen wir auf Band 3, Beispiel 16.A.17.

Abschnitt 19.A, Aufg. 21, p. 645 (1.11.2012) :

a) Ein UnterraumU einesK-Hilbert–RaumsV ist genau dann dicht, wennU⊥ = 0 ist.

b) In jedemK-VektorraumV mit Skalarprodukt, der kein Hilbert-Raum ist, gibt es echte abgeschlossene
UnterräumeW ⊂ V mit W⊥ = 0.

c) Ein K-VektorraumV mit Skalarprodukt ist genau dann ein Hilbert-Raum, wenn jeder abgeschlossene
UnterraumW vonV ein orthogonales Komplement besitzt.

Beweis: a) Sei zunächstU dicht inV und seiy ∈ U⊥. Zu beliebigemx ∈ V gibt es dann eine Folge(xn) in
U mit lim

n→∞
xn = x, also mit〈x, y〉 = 〈 lim

n→∞
xn , y〉 = lim

n→∞
〈xn , y〉 = 0, d.h. es ist bereitsy ∈ V ⊥ = 0, also

y = 0. Folglich istU⊥ = 0.

Sei umgekehrtU⊥ = 0. WegenU ⊆ U ist dann erst recht
(
U

)⊥ = 0. DaU als abgeschlossener Unterraum

des Hilbert-RaumsV vollständig ist, giltV = U ⊙
(
U

)⊥ = U nach Satz 19.A.5, d.h.U ist dicht inV .

b) SeiV einK-Vektorraum mit Skalarprodukt, der kein Hilbert-Raum ist. Dann istV von der Komplettierung
V̂ verschieden und es gibt einy ∈ V̂ mit y /∈ V . Die Linearformf : V → K sei definiert durchf (x) := 〈x, y〉
für alle x ∈ V . Dann istf stetig (mit‖f ‖ = ‖y‖) und folglich W := Kernf ein vonV verschiedener
abgeschlossener Unterraum vonV . Angenommen,W⊥ enthielte ein Elementz 6= 0. Für jedesx ∈ V gilt dann
x −

(
f (x)/f (z)

)
z ∈ W , d.h. es istV = W ⊙ Kz. Folglich isty ′ :=

(
f (z)/〈z, z〉

)
z ebenfalls ein Gradient

vonf wegen〈x, y ′〉 = 0 = f (x) für x ∈ W und〈z, y ′〉 = f (z). Die Fortsetzungf ′ : V̂ → K vonf auf V̂
mit f ′(x) = 〈x, y〉 für x ∈ V̂ hätte auchy ′ als Gradient. Zu jedemx ∈ V̂ gibt es nämlich eine Folgexn ∈ V

mit x = lim
n→∞

xn, also mit〈x, y ′〉 = 〈 lim
n→∞

xn , y ′〉 = lim
n→∞

〈xn , y ′〉 = lim
n→∞

f ′(xn) = f ′( lim
n→∞

xn

)
= f ′(x).

Es folgt‖y−y ′‖2 = 〈y−y ′ , y〉 − 〈y−y ′ , y ′〉 = f (y−y ′) − f (y−y ′) = 0. alsoy = y ′ im Widerspruch zu
y ∈ V , y ′ /∈ V .
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c) Nach Satz 19.A.5 besitzt jeder abgeschlossene Unterraum eines Hilbert-RaumsV ein Komplement. Ist
umgekehrtV kein Hilbert-Raum, so gibt es nach b) abgeschlossene Unterräume vonV , die kein Komplement
besitzen. •

Abschnitt 19.B, Aufg. 1, p. 651 (1.11.2012) :

V und W seien normierteK-Vektorräume undf : V → W und g : V → W seien kompakteK-lineare
Abbildungen. Dann sind auchf + g undaf , a ∈ K, kompakt. Ebenso ist die Fortsetzunĝf : V̂ → Ŵ von
f auf die Komplettierungen (vgl. 17.B.6) kompakt mit Bild̂f ⊆ W .

Beweis:Sei(xn) eine beschränkte Folge inV . Daf kompakt ist, enthält
(
f (xn)

)
eine konvergente Teilfolge(

f (xnk
)
)
k∈N

. Da auchg kompakt ist und(xnk
) beschränkt, enthält ferner

(
g(xnk

)
)
k∈N

eine konvergente
Teilfolge

(
g(xnki

)
)
i∈N

. Dann ist
(
(f +g)(xnki

)
)
i∈I

=
(
f (xnki

)
)
i∈I

+
(
g(xnki

)
)
i∈I

eine konvergente Teilfolge
von

(
(f + g)(xn)

)
. Daher istf + g kompakt. Außerdem ist natürlich

(
(af )(xnk

)
)
k∈N

= a
(
f (xnk

)
)
k∈N

eine
konvergente Teilfolge von

(
f (xn)

)
, d.h.af ist ebenfalls kompakt.

Zu jedemy ∈ V̂ gibt es eine Folge(xn) in V mit lim
n→∞

xn = y. Dann giltf̂ (y) = lim
n→∞

f (xn). Daf kompakt

ist, gibt es eine Teilfolge(xnk
) der beschränkten Folge(xn), für die die Bildfolge

(
f (xnk

)
)

gegen einw∈ W

konvergiert. Dann folgt aber aucĥf (y) = lim
k→∞

f (xnk
) = w∈ W . Daher gilt Bildf̂ ⊆ W .

Sei schließlich(yn) eine beschränkte Folge in̂V . Dann gibt es zu jedemn∈ N∗ einxn ∈ V mit ‖xn−yn‖ ≤ 1
n
.

Die Folge(xn) ist ebenfalls beschränkt inV , und wegen der Kompaktheit vonf besitzt die Folge
(
f (xn)

)

eine konvergente Teilfolge
(
f (xnk

)
)

mit einem Grenzwertw∈ W . Da die Folge(xnk
−ynk

) nach Konstruktion
eine Nullfolge ist und dâf wie f stetig ist, ist auch

(
f̂ (xnk

− ynk
)
)

=
(
f (xnk

)− f̂ (ynk
)
)

eine Nullfolge in
W , d.h. die Folge

(
f̂ (ynk

)
)

konvergiert ebenfalls gegenw. Daher ist aucĥf kompakt. •

Abschnitt 19.B, Aufg. 2, p. 651 (1.11.2012) :

V sei ein normierterK-Vektorraum,f sei ein kompakter undg ein stetiger Operator aufV . Dann sind auch
die Operatorenfg undgf kompakt.

Beweis: Sei (xn) eine durchC > 0 beschränkte Folge inV . Da g stetig ist, ist dann die Folge
(
g(xn)

)

beschränkt durch‖g‖ · C. Wegen der Kompaktheit vonf besitzt nun die Folge
(
f (g(xn))

)
=

(
fg(xn)

)

eine konvergente Teilfolge. Daher istfg kompakt. Außerdem besitzt die Folge
(
f (xn)

)
eine konvergente

Teilfolge. Wegen der Stetigkeit vong ist dann auch die Folge
(
g(f (xn))

)
=

(
gf (xn)

)
konvergent. Somit ist

gf kompakt. •

Abschnitt 19.B, Aufg. 3, p. 651 (1.11.2012) :

V sei ein normierterK-Vektorraum,W sei einK-Banach-Raum undfn : V → W , n ∈ N, sei ein Folge
kompakterK-linearer Abbildungen, die imK-Banach-Raum LK(V , W) gegen dieK-lineare Abbildung
f : V → W konvergiere. Dann ist auchf kompakt.

1. Beweis:Sei(xk) eine durchC > 0 beschränkte Folge inV . Da diefn kompakt sind, gibt es zu jedemn
eine Teilfolge(xkn,j

)j∈N von (xk), für die die Bildfolge
(
fn(xkn,j

)
)
j∈N

gegen einyn ∈ W konvergiert. Da auch
jede Folge(xkn,j

)n∈N beschränkt ist, können wir dabei sukzessive erreichen, dass für jedesn ∈ N die Folge
(xkn,j

)j∈N eine Teilfolge von(xkn−1,j
)j∈N ist.

Wir zeigen zunächst, dass die Folge(yn) eine Cauchy-Folge inW ist. Dazu seiε>0 vorgegeben. Wegen der
Konvergenz der Folge(fn) gibt es einn0∈ N mit ‖fm−fn‖ ≤ 1

3C
ε für allem, n≥n0. Außerdem gibt es ein

j0(n)∈ N mit ‖fn(xkn,j
) − yn‖ ≤ 1

3ε für alle j ≥ j0(n) und allen. Wir können dabei nochj0(n)≥ j0(n−1)

annehmen. Für allem≥n≥n0 gilt wegenj0(m)≥j0(n):

‖ym − yn‖ ≤ ‖ym − fm(xkm,j0(m)
)‖ + ‖(fm(xkm,j0(m)

) − fn(xkm,j0(m)
)‖ + ‖fn(xkm,j0(m)

) − yn‖
≤ 1

3ε + ‖fm−fn‖ ‖xkm,j0(m)
‖ + 1

3ε ≤ 2
3ε + 1

3C
εC = ε .

Da W nach Voraussetzung vollständig ist, konvergiert die Folge(yn) also gegen einy ∈ W . Es genügt
nun zu zeigen, dass auch die Folge

(
f (xkn,j0(n)

)
)
n∈N

gegeny konvergiert. Aus obiger Wahl vonn0 folgt
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‖f − fn‖ = lim
m→∞

‖fm− fn‖ ≤ 1
3C

ε für alle n≥n0. Wir können ferner annehmen, dass‖yn− y‖ ≤ 1
3ε für

n≥ n0 ist. Es ergibt sich dafür

‖f (xkn,j0(n)
) − y‖ ≤ ‖f (xkn,j0(n)

) − fn(xkn,j0(n)
)‖ + ‖fn(xkn,j0(n)

) − yn‖ + ‖yn − y‖
≤ ‖f −fn‖ ‖xkn,j0(n)

‖ + 1
3ε + 1

3ε ≤ 1
3C

εC + 2
3ε = ε . •

2. Beweis:Nach Lemma 19.B.2 ist zu zeigen, dassf
(
B(0 ; 1)

)
relativ kompakt inW ist. Dazu verwenden

wir Satz 3.A.4 aus Band 3 und haben nur zu zeigen, dassf
(
B(0 ; 1)

)
präkompakt ist, d.h. dass es zu jedem

ε>0 endlich viele Kugeln B(y1 ; ε) · · · B(yr ; ε) , y1, . . . , yr ∈ W gibt, dief
(
B(0 ; 1)

)
überdecken. Wegen

lim
n→∞

fn = f gibt es einn∈ N mit ‖fn−f ‖ ≤ 1
3ε. Dafn

(
B(0 ; 1)

)
nach Voraussetzung kompakt ist, gibt es

y1, . . . , yr ∈ W mit fn

(
B(0 ; 1)

)
⊆

r⋃
j=1

B(yj ; 1
3ε) . Zux ∈ B(0 ; 1) gibt es daher einj0 mit fn(x)∈ B(yj0 ; 1

3ε)

und folglich mit‖f (x) − yj0‖ ≤ ‖(f − fn)(x)‖ + ‖fn(x) − yj0‖ < ‖f −fn‖ ‖x‖ + 1
3ε ≤ 1

3ε + 1
3ε = 2

3ε .

Dies zeigtf (x) ∈
r⋃

j=0
B(yj ; 2

3ε) für alle x ∈ B(0 ; 1) und folglichf
(
B(0 ; 1)

)
⊆

r⋃
j=0

B(yj ; ε). Daher ist

f
(
B(0 ; 1)

)
präkompakt. •

Abschnitt 19.B, Aufg. 4, p. 651 (1.11.2012) :

Man begründe, dass eine Isometrie auf einem unendlichdimensionalen Hilbert-Raum nicht kompakt sein
kann.

Beweis: Jeder unendlichdimensionaleK-VektorraumV mit Skalarprodukt besitzt eine orthonormale Folge
vi , i ∈ N (vgl. 19.A.4). Eine Isometrief vonV erhält die Abstände

√
2 zweier verschiedener Elemente der

Folgevi , i ∈ N. Die Bildfolge f (vi), i ∈ N, kann also keine konvergente Teilfolge besitzen.f ist somit
nicht kompakt. •

Abschnitt 19.B, Aufg. 5, p. 651 (1.11.2012) :

Die Orthogonalprojektion eines Hilbert-RaumesV auf einen abgeschlossenen UnterraumU vonV ist stetig
und selbstadjungiert und genau dann kompakt, wennU endlichdimensional ist.

Beweis: Seip eine Orthonormalprojektion des Hilbert-RaumsV mit Bild p = U . Nach Satz 13.B.1 gilt
dann‖p(x)‖ ≤ ‖x‖ = 1 · ‖x‖ für alle x ∈ V , d.h.p ist stetig mit‖p‖ ≤ 1, und nach Satz 13.B.2 istp

selbstadjungiert. Der abgeschlossene UnterraumU ist ebenfalls ein Hilbert-Raum, auf demp die Identität
idU induziert. Istp kompakt, so erst rechtp|U = idU , undU muss endlichdimensional sein.

Ist umgekehrtU endlichdimensional, so ist wegen‖p(xn)‖ ≤ ‖xn‖ für jede beschränkte Folge(xn) in V

die Bildfolge
(
p(xn)

)
beschränkt, besitzt also nach dem Satz von Weierstraß-Bolzano, vgl. ANH.D.8, einen

Häufungspunkt und damit eine konvergente Teilfolge. (Man beachte: Jede stetige Abbildungf : V → W

endlichen Ranges ist kompakt, vgl. 19.B.3.) •

Abschnitt 19.B, Aufg. 6, p. 651 (1.11.2012) :

SeiV ein normierterK-Vektorraum undW einK-Vektorraum mit Skalarprodukt. Ferner seif : V →W eine
K-lineare Abbildung.

a) Es gilt ‖f ‖ = ‖Sf ‖ := Sup
{
|〈f (x) , y〉|

∣∣ x ∈ V, y ∈ W, ‖x‖=1, ‖y‖=1
}

(∈ R+) .

b) Sei K = C, V = W und‖Rf ‖ := Sup
{
|〈f (x) , x〉|

∣∣ x ∈ V, ‖x‖ = 1
}

die R a y l e i g h - N o r m von
f . Dann gilt‖Rf ‖ ≤ ‖f ‖ ≤ 2‖Rf ‖. Insbesondere istf genau dann stetig, wenn die Rayleigh-Quotienten
〈f (x) , x〉/‖x‖2 auf V −{0} beschränkt bleiben. (Man gehe mit der Formel aus Satz 12.B.2 (2) vor wie im
Beweis von 19.B.5. – Nach 19.B.5 gilt fürselbstadjungierteOperatoren sogar‖f ‖ = ‖Rf ‖. Mit Hilfe
der Spektralsätze 15.A.15 bzw. 19.B.11 zeigt man diese Formel auch direkt für normale Operatoren, falls
Dim V <∞ ist bzw.f kompakt. Sie gilt ganz allgemein für normale Operatoren, vgl. Bd. 4, 19.C, Aufg. 5
für ein weitergehendes Resultat (wobei man bei‖f ‖<∞ zur Komplettierung überzugehen hat). – Im Fall
K = R ist beispielsweise‖Rf ‖ = 0 für jeden schiefselbstadjungierten Operatorf , aber‖f ‖ 6= 0 beif 6= 0.
In der Komplexifizierungf(C) vonf , die auch schiefselbstadjungiert ist (wegen̂g(C) = ĝ(C) für jeden reellen
Operatorg, für denĝ existiert), ist aber‖Rf(C)

‖ = ‖f(C)‖ = ‖f ‖.)
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c) Für denC-linearen Operatorf : C2→C2,
(
z1

z2

)
7→

(0 1
0 0

)(
z1

z2

)
=

(
z2

0

)
, gilt ‖f ‖= 2‖Rf ‖.

Beweis: a) Fürx ∈ V , y ∈ W mit ‖x‖ = 1, ‖y‖ = 1 gilt wegen der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
|〈f (x) , y〉| ≤ ‖f (x)‖ ‖y‖ ≤ ‖f ‖ ‖x‖ ‖y‖ = ‖f ‖. Daher ist‖Sf ‖≤ ‖f ‖. Bei f (x) 6= 0 gilt andererseits
‖f (x)‖ = 〈f (x) , f (x)/‖f (x)‖ 〉 ≤ ‖Sf ‖ nach Definition von‖Sf ‖ und folglich‖f ‖ ≤ ‖Sf ‖. Insgesamt
ergibt sich‖f ‖= ‖Sf ‖.

b) Mit Hilfe von a) sieht man‖Rf ‖ ≤ ‖Sf ‖ = ‖f ‖. – Es gilt|〈f (x) , x〉| ≤ ‖Rf ‖‖x‖2 für allex ∈ V nach
Definition von‖Rf ‖. Sei nunx ∈ V mit ‖x‖ = 1 undf (x) 6= 0. Es ist‖f (x)‖ ≤ 2‖Rf ‖ zu zeigen. Dazu
verwenden wir die Formel aus Satz 12.B.2 (2) für die Sesquilinearform8 mit 8(x, y) := 〈f (x) , y〉 für alle
x, y ∈ V und setzen dariny := f (x)/‖f (x)‖. Dann ist‖y‖ =1, und wir erhalten mit der Parallelogrammregel

‖f (x)‖ = 〈f (x) , f (x)〉/‖f (x)‖ = 〈f (x) , y〉 = 8(x, y)

= 1
4

(
8(x+y , x+y) − 8(x−y , x−y) + i8(x+ iy , x+ iy) − i8(x− iy , x− iy)

)

= 1
4

(
〈f (x+y) , x+y〉 − 〈f (x−y) , x−y〉 + i 〈f (x+ iy) , x+ iy〉 − i 〈f (x− iy) , x− iy〉

)

≤ 1
4

(
|〈f (x+y) , x+y〉| + |〈f (x−y) , x−y〉| + |〈f (x+ iy) , x+ iy〉| + |〈f (x− iy) , x− iy〉|

)

≤ 1
4‖Rf ‖

(
‖x+y‖2 + ‖x−y‖2 + ‖x+ iy‖2 + ‖x− iy‖2

)

= 1
4‖Rf ‖

(
2‖x‖2 + 2‖y‖2 + 2‖x‖2 + 2‖iy‖2

)
= 1

4‖Rf ‖
(
4‖x‖2 + 4‖y‖2

)
= 1

4‖Rf ‖ · 8 = 2‖Rf ‖ .

c) Für alle(z1, z2)∈ C2 gilt ‖f (z1, z2)‖ = ‖(z2, 0)‖ = |z2| ≤
√

|z1|2+ |z2|2 = 1 · ‖(z1, z2)‖. Außerdem ist
‖f (0, 1)‖ = ‖(1, 0)‖ = 1 = 1 · ‖(0, 1)‖. Daher ist‖f ‖=1.

Für (z1, z2) ∈ C2 mit ‖(z1, z2)‖ = |z1|2 + |z2|2 = 1 gilt ferner |Rf (z1, z2)| = |〈f (z1, z2) , (z1, z2)〉| =
|〈(z2, 0) , (z1, z2)〉| = |z2z1| = |z1| |z2| ≤ 1

2 nach der Ungleichung vom aritmetischen und geometrischen
Mittel. Dabei gilt fürz1 = z2 = 1/

√
2 das Gleichheitszeichen. Insgesamt erhält man‖Rf ‖ = 1

2 = 1
2‖f ‖. •

Abschnitt 19.B, Aufg. 7, p. 651 (1.11.2012) :

Seienf : V → V ein kompakter Operator auf dem Hilbert-RaumV undλ ein Eigenwert6= 0 vonf . Man
zeige, dass Bild(f −λ id) ein abgeschlossener Unterraum vonV ist.

Beweis: Sei (f − λ idV )(xn) , n ∈ N, eine konvergente Folge in Bild(f − λ id) mit xn ∈ V . Zu zeigen ist
y := lim

n→∞
(f − λ idV )(xn) ∈ Bild(f − λ idV ) . Da V ein Hilbert-Raum ist undVf (λ) = Kern(f − λ idV )

ein abgeschlossener Unterraum, gibt es nach Satz 19.A.5 eine orthogonale ZerlegungV = Vf (λ) ⊙ Vf (λ)⊥.
Wir können gleich annehmen, dassxn ∈ (Vf (λ)⊥ ist für allen.

Wir zeigen zunächst, dass die Folge(xn) beschränkt ist. Andernfalls gäbe es eine Teilfolge dieser Folge,
für die die Folge der Beträge gegen∞ konvergiert, und wir können nach Weglassen von Folgengliedern
annehmen, dass dies die Folge(xn) selbst ist. Die Folge

(
(f −λ idV )(xn)

)
konvergiert, ist also beschränkt.

Es folgt lim
n→∞

(f − λ idV )
(
xn/‖xn‖

)
= lim

n→∞
(f − λ idV )(xn)/‖xn‖ = 0. Da die Folge

(
xn/‖xn‖

)
beschränkt

ist undf kompakt, besitzt die Folge
(
f

(
xn/‖xn‖

))
eine konvergente Teilfolge, und nach Weglassen von

Folgengliedern können wir annehmen, dass lim
n→∞

f
(
xn/‖xn‖

)
=: x ∈ Vf (λ)⊥ existiert. Dann ist‖x‖ = 1

und es folgt lim
n→∞

xn/‖xn‖ = λ−1
(

lim
n→∞

f
(
xn/‖xn‖

)
− lim

n→∞
(f −λ idV )

(
xn/‖xn‖

))
= λ−1x 6= 0. Wegen der

Stetigkeit vonf ergibt sichf (x) = f
(
λ lim

n→∞
xn/‖xn‖

)
= λ lim

n→∞
f

(
xn/‖xn‖

)
= λx, d.h. es wärex ∈ Vf (λ)

ein Eigenvektor vonf zum Eigenwertλ im Widerspruch zux ∈ Vf (λ)⊥.

Da nun(xn) beschränkt ist undf kompakt, besitzt die Folge
(
f (xn)

)
eine konvergente Teilfolge

(
f (xnk

)
)
.

Dann konvergiert auch die Folge(xnk
) gegenv := lim

k→∞
xnk

= lim
k→∞

f (xnk
)−λ−1 lim

k→∞
(f−λ idV )(xnk

).Wegen

der Stetigkeit vonf −λ idV liegt danny = lim
k→∞

(f −λ idV )(xnk
) = (f −λ idV )

(
lim

k→∞
xnk

)
= (f −λ idV )(v)

in Bild (f −λ id). •

Abschnitt 19.B, Aufg. 9, p. 652 (1.11.2012) :

V sei derC-Vektorraum der unendlich oft differenzierbaren Funktionenx auf [0, π ] in C mit x(0)= x(π)= 0,
versehen mit der L2-Norm. Man zeige, dassf : V → V mit f (x) := x ′′ selbstadjungiert, aber nicht stetig
ist, und bestimme die Eigenwerte und Eigenvektoren vonf .
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Beweis:Partielle Integration liefert fürx, y ∈V (wegenx(0) = x(π) = y(0) = y(π) = 0) :

〈f (x) , y〉 = 〈ẍ, y〉 =
π∫

0

ẍ(t) y(t) dt = ẋ(t) y(t)

∣∣∣
π

0
−

π∫

0

ẋ(t) ẏ(t) dt =

= ẋ(π) y(π) − ẋ(0) y(0) −
π∫

0

ẋ(t) ẏ(t) dt = −
π∫

0

ẋ(t) ẏ(t) dt = −〈ẋ , ẏ〉 .

Daher gilt auch〈x , f (y)〉 = 〈f (y) , x〉 = −〈ẏ , ẋ〉 = −〈ẋ , ẏ〉 = 〈f (x) , y〉 , d.h.f ist selbstadjungiert.
Speziell füry = x ergibt sich〈f (x) , x〉 = −〈ẋ , ẋ〉 = −‖ẋ‖2 ≤ 0. Ist dabei‖ẋ‖ = 0, d.h.ẋ = 0, so ist
die Funktionx(t) konstant und wegenx(0) = 0 identisch 0. Daher istf sogar negativ. Es folgt, dass alle
Eigenwerte vonf negative reelle Zahlen sind.

Sei nunx ∈ V ein Eigenvektor vonf zum Eigenwertλ < 0. Dann giltf (x) = λx, d.h. ẍ− λx = 0, und
zusätzlich mussx(0) = x(π) = 0, aberx 6= 0 gelten. Die Differenzialgleichung̈x − λx = 0 hat das
charakteristische PolynomX2−λ = (X+ i

√
|λ|)(X− i

√
|λ| ) . Die Lösungen der Differenzialgleichung sind

alsox(t) = a cos
√

|λ| t + b sin
√

|λ| t mit a, b ∈ C. Wegenx(0) = 0 ist a = 0. Wegenx(π) = 0, aber
x 6= 0, ist dann sin

√
|λ| π = 0, also

√
|λ| π ein ganzzahliges Vielfaches6= 0 vonπ undλ= −k2, k ∈ N∗.

Der zugehörige Eigenraum wird erzeugt vonxk(t) := sinkt .

Wegenf (xk) = −k2xk ist ‖f ‖≥ k2, k ∈ N∗. Daher istf nicht beschränkt und folglich nicht stetig. (Man
beachte, dass die Menge der Eigenwerte eines stetigen Operatorsf stets beschränkt ist durch‖f ‖.) •

Abschnitt 19.B,Variante zuAufg. 9, p. 652 (1.11.2012) :

V sei derK-Vektorraum der unendlich oft differenzierbaren Funktionenx : R → C, die außerhalb eine
(von x abhängenden) kompakten Intervalls verschwinden, versehen mit dem L2-Skalarprodukt〈x , y〉 :=
∞∫

−∞
x(t) y(t) dt . Zeigen Sie, dass der Hermitesche Differenzialoperatorf : V → V mit f (x) := −ẍ + t2x

positiv ist.

Beweis:V enthält beispielsweise die Funktionz mit z(t) := e1/(t2−1) für |t |<1 undz(t) := 0 für |t |≥1. Vgl.
auch Band 1, Beispiel 16.B.9. – Partielle Integration liefert fürx, y ∈V (da die Limiten dieser Funktionen
für t → ∞ und t → −∞ verschwinden) :

〈f (x) , y〉 = 〈−ẍ + t2x , y〉 = −
∞∫

−∞

ẍ(t) y(t) dt + 〈t2x , y〉 =

= −ẋ(t) y(t)

∣∣∣
∞

−∞
+

∞∫

−∞

ẋ(t) ẏ(t) dt + 〈t2x , y〉 =
∞∫

−∞

ẋ(t) ẏ(t) dt + 〈t2x , y〉 = 〈ẋ , ẏ〉 + 〈t2x , y〉.

Daher gilt auch〈x , f (y)〉 = 〈f (y) , x〉 = 〈ẏ , ẋ〉 + 〈t2y , x〉 = 〈ẋ , ẏ〉 + 〈x , t2y〉 = 〈ẋ , ẏ〉 + 〈t2x , y〉 =
〈f (x) , y〉 , d.h.f ist selbstadjungiert. Speziell füry =x hat man〈f (x) , x〉 = 〈ẋ , ẋ〉+〈t2x , x〉 ≥ ‖ẋ‖2

2 ≥ 0.
Ist dabei‖ẋ‖2 = 0, d.h.ẋ = 0, so ist die Funktionx(t) konstant und wegenx(t) = 0 für große|t | identisch
0. Daher istf sogar positiv. Es folgt, dass alle Eigenwerte vonf positive reelle Zahlen sind. •
Bemerkung: x erfüllt die Eigenwertgleichungf (x) = −ẍ + t2x = λx genau dann, wenn die Funktion
y := xet2/2 die Differenzialgleichung̈y − 2t ẏ + (λ−1)y = 0 löst. Diese zweite Differenzialgleichung heißt
die H e r m i t e s c h e D i f f e r e n z i a l g l e i c h u n g . Beide Differenzialgleichungen haben für jedesλ∈ C

nichttriviale Lösungen, die aufR notwendigerweise analytisch sind, vgl. die Bemerkung im Anschluss an
Satz 20.C.1. InV können also keine Eigenfunktionen des Hermiteschen Operators existieren, daV nach dem
Identitätssatz außer 0 keine analytischen Funktionen enthält. Lösungenx der ersten Differenzialgleichung,
für die‖x‖2

2=
∫ ∞
−∞ |x(t)|2 dt < ∞ ist, existieren jedoch aufR (nur) fürλ = 2n+1, n∈ N. Es sind dies die

Hermiteschen FunktionenHn(t) e−t2/2 mit den Hermiteschen PolynomenHn, vgl. Band 3, Beispiel 15.B.9,
insbesondere Satz 15.B.14.f : V → V ist natürlich nicht stetig. Andernfalls ließe sichf zu einem Operator
f̂ auf der KomplettierunĝV = L2

C
(R; λ1) von V fortsetzen, der notwendigerweise auf dem UnterraumṼ
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derx ∈ C∞
C

(R) mit ‖x‖2 <∞ mit dem Hermiteschen Operatorx 7→ −ẍ + t2x übereinstimmt, vgl. Band 3,
Korollar 15.A.6. (Man betrachte zux ∈ C∞

C
(R) Funktionen der Formxfm ∈ V , wobeifm eine Hutfunktion

ist, die auf [−m, m] gleich 1 ist,m∈ N.) Auf dem Unterraum̃V ⊆ V̂ hätte aber die Fortsetzung vonf die
EigenfunktionenHn(t) e−t2/2, deren Eigenwerte 2n+1 beliebig groß werden. (Mit diesen Eigenfunktionen
könnte man auch direkt die Stetigkeit vonf zum Widerspruch führen.)


