Losungsvorschlage zu ausgewahlten Ubungsaufgaben aus
Storch/Wiebe: Lehrbuch der Mathematik Band 2, 2. Aufl. (version 2010) Kapitel 5

12 Bilinear-und Sesquilinearformen

Abschnitt 12.A, Aufg. 1, p. 363 (1.6.2012):

Man bestimme die Range der Bilinearform&nR® x R® — R, die durch die folgenden Fundamentalma-
trizen bzgl. der Standardbasis gegeben werden, und entscheide, ob sie nicht-ausgeartet sind:

1 -5 O 3 -1 2
(3 > 1), <_1 2 1).
0 1 3 3 4 7

Far die Vektorenx = (1, —1,3),y = (2, —1,0) undx = (0, -1, 3), y = (3, 2, —1) bestimme man jeweils
P(x,y).

Losung: Die Determinante der ersten Matrix is6 — 1 + 45 = —38 # 0, sie hat also wi& den maximal
moglichen Rang 3 und die zugehdrige Bilinearfodrist eine vollstdndige Dualitat, also erst recht nicht-
ausgeartet. Fur sie gilt:

1 -5 0\ /2 2
P((1.-1,3),(2,-10)=(1-1,3) (3 -2 1) (-1) =(-2,0,8) (-1) = —4,

0 1 3 0 0

1 -5 O 3 3
d>((0,—l, 3), 3. 2,—1)) = (0, -1, 3)(3 -2 1) < 2) = (—-3,5, 8)( 2) =—7.

0 1 3/ \-1 -1

Die dritte Zeile der zweiten Matrix ist die Summe der beiden ersten Zeilen, der Rang der Matrix ist also
hochstens 2. Da die ersten beiden Zeilen der Matrix offensichtlich linear unabhangig sind, ist der Rang der
Matrix und damit der Rang vos gleich 2. Daher istb ausgeartet, d.h. nicht nicht-ausgeartet, und es gilt:

3 -1 2\/2 2
P((L.-1,3),(2,-10) = (1 -1,3) (-1 2 1) (—1) = (13,9,22 (-1) =17,

3 4 7 0 0
3 -1 2 3 3
®((0,-1,3),(3,2,-1)) =(0,-1,3) (—1 2 1) ( 2) = (10, 10, 20)( 2) =30. e
3 4 7/ \—-1 -1
Abschnitt 12.A, Aufg. 2, p. 363 (1.6.2012) :
Seienxs, ..., x, Elemente eines-dimensionalen Vektorraums unf, . . ., f, Linearformen aul’. Genau
dann sindxy, ..., x, und f1, ..., f, Basen vonV bzw. V*, wenn gilt:

Si(x) - fulxn)
|0
Si(xn) o fu(xn)

Beweis: Die angegebene Determinate ist die Gramsche Determinagte,G. ., x,,; f1,..., f») der zu-
gehdrigen Gramschen Matrix bzgl. der natirlichen Duaftat’ x V* — K mit ®(x, f) ;= f(x). Die
Aussage folgt daher unmittelbar aus dem Gramschen Kriterium 12.A.10. °

Abschnitt 12.A, Aufg. 3, p. 363 (1.6.2012) :

SeienV undW endlichdimensional& -Vektorraume und : V x W — K eine bilineare bzw. sesquilineare
Funktion. FUr UnterrAum®&’ € V. und W’ € W sei®’ die Beschrankung vof® auf V' x W’. Dann gilt
Rang® > Rang®’. Insbesondere ist Rardg > m, falls ' nicht-ausgeartet ung := Dim V' = Dim W’
ist.
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Beweis:WirerganzeneineBasis, ..., v,vonV’zueinerBasisy, ..., v, vonV undeine Basis, ..., w,
vonW’ zueinerBasiwy, . .., w, vonW. Die Gramsche Matrix voi®’ istalso eine Teilmatrix der Gramschen
Matrix von ®. Daher ist Ran@ > Rang®’. Ist®’ nicht-ausgeartetund := Dim V' = Dim W', so besitzt
die zugehdrige Gramsche Matrix vdn einenm x m-Minor # 0. Nach dem Minorenkriterium 9.C.11 ist
dann ihr Rang und damit Radgmindestens:. °

Abschnitt 12.A, Aufg. 4, p. 363 (1.6.2012):

SeiV einK-Vektorraumundb : V x V* — K die natlrliche Dualitat. Dannistdie Abbildudyg : V* — V*

die Identitat und die Abbildung,: vV — (V*)* = V** der kanonische injektive Homomorphismusvon

V in sein Bidual, vgl. Beispiel 5.G.14d, ist genau dann ein Isomorphismus, wénmendlichdimensional

ist.

Beweis: Definitionsgemal giltb(f)(x) = ®(x, ) = f(x)firallexeV und f € V*, also®1(f) = f

und somit®; = idy-, sowie®,(x)(f) = ®(x, f) = f(x) = (ov(x))(f), alsoP,(x) = oy (x) und somit

<D2 =O0y.

Ist V endlichdimensional, so isb eine vollstandige Dualitat (z. B. weib; = idy- ist, vgl. auch Beispiel

12.A.6), also®, = oy ein Isomorphismus.

Istumgekehr¥ nicht endlichdimensional, so sgi i € 7, eine Basis vorvV. Dann sind die Linearformeyy,

iel, mitv}(v;) = §;; linear unabhéngig. Auy_ a;v; = 0 mita; € K folgt ndmlicha; = " a;v/(v;) =0

iel iel

far alle j € J. Die v} erzeugenV* aber nicht. Beispielsweise lasst sich die Linearfggne V* mit

(Za, v;) = Zal nlcht durch diev’ darstellen. In einer Darstellung = Zb v ware namlichb; # 0

nur fur endllch V|ela Ist alsoig € I ein Index mitb;, = 0, so ergabe sich der Widerspruck=1g(v;,) =
Y bivi(vi,) = b;, =0.

iel

Nach Satz 3.A.16, der, wie im Anschluss an 3.A.19 erwahnt, auch bei belieligétnlasssen sich die;,
i € I, durch weitere Elementg € V*, j € J, zu einer Basis voiv* erganzen. Wir wahlen dann ejpe J
und definieren eine Linearforime V** durchhi(v}) := 0 flr allei, h(e;) = O furalle j # jo undh(ej,) = 1.
Ware nuroy : V — V** ein Isomorphismus, so gébe es gig= )" a;v; € V mith = oy (x) = oy (Y a;v;).

iel iel

Es folgteq; = Z a;jvi(v) = oy ( Z a;v;)(vf) = h(v}) = 0 fur allei, somitx = 0 und schlieflicth = 0 im
Widerspruch ZLh(eJO) =1. °

Zu dieser Aufgabe vergleiche auch Bemerkung 5.G.6 und 5.G, Aufg. 2.

Abschnitt 12.A, Aufg. 5, p. 363 (1.6.2012) :

Definiert® : V x W — K eine vollstandige Dualitét, so sind die Vektorrauthend W endlichdimensional
mit Dim V = Dim W.

Beweis: Definiert ®:V x W — K eine vollstdndige Dualitat, so sind die kanonischen Abbildungen
D1:W — VEmit d1(y) = (x > P(x,y)) und @21V — W* mit Pp(x) = (y = P(x,y)) bijektiv.
Nach 5.G, Aufg. 12 ist dann auch die duale Abbildupi: V** — W*, die flr L € V** durch®;(L)(y) =

L(x — ®(x,y)) fur alle y € W definiert ist, bijektiv. Dad,:V — W* mit d,(x) = (y — P(x,))
ebenfalls bijektiv ist, ist auckd?)~t o ®,:V — V** bijektiv. Haben wir gezeigt, dass diese Abbildung
gleich der kanonischen Abbildurg ist, so liefert Aufg. 4, das® und somitV* endlichdimensional sind.
Da @1 bijektiv ist, muss auchv endlichdimensional sein. Divi = Dim W folgt nun aus Satz 12.A.9.

um (®7)~ lo®, =0y, d.h.®, = ®3 o oy, zu zeigen, fixieren wir einge V. Dann gilt fur alley e W
@5 (v (x0)) () = ov (x0) (x > @(x,y)) = D (x0, y) = P2(x0) (o) -
Es folgt @ (ov (x0)) = ®2(x0) , also schlieBlichd; o oy = ®o. o

Abschnitt 12.A, Aufg. 7, p. 363 (1.6.2012) :

Die Funktion® : V x W — K definiere eine vollstandige Dualitéat. Zu jeder Basis (v;);c; VOnV existiert
dann genau eine Basis = (w;);c; von W mit & (v;, wj) = §;;, d.h.&""(d) = &; . Analog existiert zu
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jeder Basisv = (w;);c; von W genau eine Basis = (v;);c; von V mit ®(v;, w;) = §;; . (Die Baserv und
v heil3en in dieser Situation duale Basen b#g). Man bestimme die duale Basis = (w1, wy, ws)
zur Standardbasis = (e1, e, e3) fur die erste der Funktioned aus Aufg. 1.

Beweis: Nach Aufg. 5 sindV und W endlichdimensional. Ist;, i € I, eine Basis vorV, v}, i € I, die
dazu duale Basis voi* und ®1: W — V* mit ®1(y) = (x — ®(x,y)) der zugehorige kanonische
Isomorphismus, so setzen wif; .= d);l(v]’.“), jel. Dannistw;, je I, eine Basis vorW, und es gilt

D (v;, wy) = Pr(w))(v;) = P1(PTHW)))(W) = v (v) =6;;

d.h.w;, je I, ist die gesucht®-duale Basis zw;, i € /. Analog findet man di&-duale Basis vorV zur
Basisto von W.

Die erste Matrix in Aufg. 1 definiert eine vollstandige Dualitat. Sie ist nach Beispiel 12.A.6 die Matrix der
zugehorigen kanonischen Abbildudg : R® — (R®)* bzgl. der Basemy, e,, e3 bzw. e, 5, e5. &7 * wird
dann bzgl. dieser Basen durch die dazu inverse Matrix

L (-7 15 -5
—(—9 3 —1>
3B\ 3 -1 13

beschrieben. lhre Spalten liefern die gesuchte Dualbhasis= 338(—7, —-9,3), wy = 3i8(15, 3,-1),
w3 1= 55(—5, —1,13) vonR3 zuey, ey, e3 bzgl. . o

Abschnitt 12.A, Aufg. 9, p. 364 (1.6.2012):

SeienV und W endlichdimensional& -Vektorraume. Fur zwei lineare Abbildungghe Homg (V, W)
undg € Homg (W, V) gilt stets Spfg = Spgf . Die Abbildung

Homg (W, V) x Homg (V, W) — K mit (g, ) —> Spgf

ist bilinear und definiert eine vollstandige Dualitdt. Im F8ll = K ergibt sich die natirliche Dualitat
VxV*—K.

Beweis: Seim := Dimg V undn := Dimg W. Wrir diirfen annehmen, dass n > 0 gilt. Nach Ubergang
zu Basen vorV bzw. W geniigt es zu zeigen, dass die Abbildung

My (K) X My (K) = K mit (A, B) — Sp(AB)

fur2A e M, ,(K),B € M,,,(K), bilinear ist und eine vollstdndige Dualitat definiert. Die Bilinearitat folgt
dabei sofort aus der Linearitat der Spurabbildung.

In der Zeile zum Indexi, j), 1 <i < m, 1 < j < n, der Fundamentalmatrix dieser Spurform bzgl. der
Standardbased;;, 1<i <m, 1< j < n,von M, ,(K) bzw. &, 1<r < n,1<s < m, von M, ,,(K)
stehen dann die Elemente @p; &,,) = Sp(5;,&;s) = 8;,Sp&;s = §;:8;5, vgl. die Produktformel fur die
¢;; im Anschluss an Satz 8.A.9. Das einzige Elemgrtl in dieser Zeile steht also in der Spalte mit dem
Index(j, i) und ist Uberdies gleich 1. Daher hat die gesuchte Fundamentalmatrix den Maxinedrabge
zugehdrige Bilinearform ist somit eine vollstandige Dualitat.

ImFallW = K identifiziert sich Homy (W, V) mit V und Homr, (V, W) istder DualraunV*. Firv=g € V
und f e V*istgf :V — V die lineare Abbildunge — f(x)v, deren Spur offensichtliclf (v) ist. °

Abschnitt 12.B, Aufg. 7, p. 374 (1.6.2012):

a) Die symmetrischen Bilinearformen auf einerdimensionaleiX -Vektorraum bilden einek -Vektorraum

der Dimensior("}") .

b) Die komplex-hermiteschen Formen auf einerdimensionalerC-Vektorraum bilden einen (nur) reellen
Vektorraum der Dimension?.

Beweis:a) Istv = (vy, ..., v,) €ine BasisvolV, soistd — &°-*(P) ein K-Isomorphismus des Raums der
K -Bilinearformen aufV auf den Vektorraum WM(K). Dem Unterraum der symmetrischen Bilinearformen
entspricht dabei der Unterraum der symmetrischem-Matrizen UberkK. Eine symmetrische Matrix wird
aber festgelegt durch dieElemente in der Hauptdiagonalen und ¢ie-1) + (n—2) + --- + 1 Elemente

oberhalb der Hauptdiagonalen, also durch insgesamtin —1) + (n—2) + --- + 1 = (";1) Elemente.
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Eine Basis des Raums der symmetrischem-Matrizen bilden die(’“zrl) Matrizen€;;, 1<i <n; &;;+ €¢;;,
1<i<j <n.

b) Istv = (v1,...,v,) eineC-Basis vonV, so ist® > &°-*(d) ein R-Isomorphismus des Raums der

Sesquilinearformen auf deiR{Vektor-)Raum M(C). Dem Unterraum der komplex-hermiteschen Ses-

quilinearformen entsprecht dabei der Unterraum der komplex-hermiteacherMatrizen tberC. Eine

komplex-hermitesche Matrix wird aber festgelegt durchudieellen Zahlen in der Hauptdiagonalen und die

n—1) + (n—2) + --- + 1 komplexen Zahlen oberhalb der Hauptdiagonalen, die ihrerseitdiidarch

Angabe von Real- und Imaginéarteil bestimmt sind. Insgesamt werden sie also durch
n+2((n—1)+(n—2)+---+1) =n+nn—1 =n?

reelle Zahlen bestimmt. Eine Basis d@8/ektorraums der komplex-hermiteschexn-Matrizen bilden die

n? Matrizen¢;;, 1<i <n; inj—i-@j,', i(@l’j— ij,'), 1<i <j <n. °

Abschnitt 12.B, Beweis vonSatz 12.B.42)und Variante zd2.B, Aufg. § p. 374 (1.6.2012):

Fir jede Sesquilinearform auf einemC-VektorraumV gilt

CD(v,w):%(CID(v—i—w,v—l-w)—CI>(v—w,v—w))—l—%(@(v+iw,v+iw)—<I>(v—iw,v—iw)).

Insbesondere isb durch die Werted (x, x), x € V, auf der Diagonalen bestimmt® ist genau dann
komplex-hermitesch, wen@ (x, x) € Ristfur allex € V.

Beweis: Es ist

%(CD(v—i-w,v—i-w)—<I>(v—w,v—w))+‘i—l(CD(v—I-iw,v—I-iu))—<I>(v—iw,v—iw))

_ % ((cb(v, V) + D, w) + Dw, v) + Pw, w)) — (v, v) — (v, W) — D(w, v) + D(w, w))) n

L

4
_ %(Cb(v, w) + ®(w, v)) + 3 (1P, w) +idw, v))

_1
T2

(@, v) +T0@, w) +i®w, v) + T, w)) = (S, V) = TV, ) — iBw, v) +iT®(w, w))

(P, w) + P(w, v) + P(v, w) — P(w, v)) = P(v, w) .

Aus @ (u, u) € R fur alle u € V folgt mit dieser Formel sofort:®(w, v) =
1

=Z(Cb(w+v,w+v)—<I>(w—v,w—v))+

:%(Cb(v+w,v+w)—<b(v—w,v—w) +

)
=1‘(q>(v+w,v+w)—@(v—w,v—w))+
)

i
4
1
4

(QD(w—Hv,w—Hv)—CD(w—iv,w—iv))

ii_d>(v—iw,v—iw)—ii_fb(v—l—iw,v—l—iw))

4

=%(<I>(v+w,v+w)—<b(v—w,v—w) -

(
(CD(v—iw,v—iw)—dD(v—i—iw,v—i—iw))
(

Eo N i N

qD(v—Hw,v—i—iw)—<I>(v—iw,v—iw))
=d(v,w),

dadv+w,v+w)—dw—w,v—w)und ®w+iw,v+iw)—d(v—iw, v—iw)nachVoraussetzung
Uber® reell sind.

Ist umgekehrtd komplex-hermitesch, so gilb(x, x) = ®(x, x), also®(x,x) € Rflrallexe V. °

Abschnitt 12.B, Aufg. 10 p. 374 (1.6.2012):

SeiK ein Korper mit Chak # 2. Fir eine nicht-ausgeartete und nicht anisotrope symmetrisched&orm
auf einemk -VektorraumV ist die zugehdrige quadratische Fo@n V — K surjektiv.

Beweis: Nach Voraussetzung gibt es einen isotropen Vekter V, d.h. einen Vektor mit x # 0 und
®(x,x) = 0. Da® nicht-ausgeartet ist, ist die Abbildur, injektiv. Insbesondere ist die Linearform
7 ®(x, z) nicht0, d.h. es gibt eipe V mit d(x,z) = 1.
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Zu a € K wahlen wir nunt:= %(a — d(z, z)). Da® symmetrisch ist, gilt dann fly:= z +rx e V:

0() =@, y) =P +tx,z+1x) = D(z,2) + 2 + 12D (x,x) = ®(2,2) + 23 (a—P(z.2)) =a . o

Abschnitt 12.B, Aufg. 10 p. 374 (1.6.2012) :

Seix; ,i € I, eine Orthonormalbasis dés-VektorraumsV bzgl. der Formd. Fir ein beliebiges < V gilt
dannx =) ®(x, x;) x; .
iel
Beweis:Dax; ,i € I, eine Basis Vol ist, gibtesa;) € K mitx = Y a;x;. Wegen der Orthogonalitat der
iel
x; folgt @ (x, x;) = CI>(x, Zal-x,-) =Y a;P(x;,xj)) =) a;; =a;furallejel,alsox=3) ®(x,x;)x;.e
iel iel iel iel
Abschnitt 12.B, Aufg. 15 p. 374 (1.6.2012) :

Seiend® und ¥ zwei symmetrische oder zwei komplex-hermitesche Formen aufidéraktorraumV. Die
Orthogonalitat moge fur beide Formen Ubereinstimmen, d.h. es gelte flie V genau danm (x, y) = 0,
wennW¥ (x, y) = 0ist. Dann unterscheiden sidhund ¥ nur um einen Faktoz € K* (der im komplex-
hermiteschen Fall sogar R liegt).

Beweis: (1) Ist® und damitauch gleich 0, so kann man jede& K * wahlen. Andernfalls gibtes), yoe V
mit ®(xo, yo) # 0. Dazu existiert eiru € K mit ¥(xg, yo) = a®(xg, yo). Da nach Voraussetzung auch
W (xo, yo) # O ist, folgt a # 0. Zu einem beliebigen € V wéahlen wir t := —®(x, yo) ®(xo, yo)~* und
erhalten® (x + txo, yo) = ®(x, yo) + t P (x0, yo) = P (x, yo) — ®(x, yo) = 0. Die Voraussetzung liefert
dann 0= W(x + txo, yo) = W(x, yo) + t ¥ (xo0, yo) = W(x, yo) + ta ®(xo, yo) = V(x, yo) — aP(x, yo),
alsoW (x, yg) = a®(x, yo) fur alle x € V. Im komplex-hermiteschen Fall gil¥ (yo, yo) , ®(yo, yo) € R
und somit auchu € R.

Sindxy, y1 € V weitere Elemente mi® (x1, y1) # 0, so gibt es analog eil £ 0 in K (das im komplex-
hermiteschen Fall iR liegt) mit U (x, y1) = b (x, y;) fur allex € V. Da® und ¥ hermitesch sind, gilt
dann insbesondeted (yo, y1) = ¥ (yo, y1) = W(y1, yo) = a®(y1, yo) = a®(yo, y1). Bei ®(yo, y1) # 0
folgta = b.

(2) Wendet man die Uberlegungen aus (1) gpf= yo, y, := xo, X := y1, y; := x1 an, vertauscht also die
Rollen derx; undy;, so erhalt man ganz analdgp (v, y1) = a ®(yg, y1), d.h.b P (xg, x1) = a P (xo, x1).
Bei @ (xo, x1) # 0 folgt ebenfalls: = b.

(3) Sei schlieB3lichd (yg, y1) = ®(xg, x1) = 0 und somit auchl (yg, y1) = W(xp, x1) = 0. Dann wenden
wir die Uberlegungen aus (1) mif := x1+ yo Stattyo an. Dafur gilt® (xo, y§) = ®(xo, x1) + P (x0, yo) =
® (xo, yo) und ebensol (xo, y5) = W(xo, yo). Wie in (1) folgt b®(yg, y1) = a®(yg, y1). Diesmal ist
O (yp, y1) = P(x1, y1) + @ (3o, y1) = P(x1, y1) # 0, und wir erhalten wie gewlinscht= b. °

Abschnitt 12.B, Aufg. 16 p. 374 (1.6.2012):

a) Sei® eine Bilinearform auf denk -VektorraumV. Aus ® (x, y) = 0 folge stetsb(y,x) =0, x,y € V.
Dann ist® symmetrisch oder alternierend.

b) Sei® eine Sesquilinearform auf de@VektorraumV. Aus® (x, y) = O folge stetsb(y, x) =0, x,y €
V. Dann ist® = aW¥ (konstantes) Vielfaches einer hermiteschen Sesquilinearforauf V. (Ist dabei
a € Rirein-imaginar, soistb (komplex-)schiefhermitesch, d.h. es gitx, y) = —®(y, x) fur alle
x,yeV.)

Beweis: a) @ sei nicht alternierend. Dann gibt es eifne V mit ®(xq, xo) # 0. Wir zeigen® (xg, y) =
®(y, xo) flir alle y € V. Bei ®(xg, y) = 0 gilt dies nach Voraussetzung. Sei atbdxg, y) # 0. Fir
t:= —®(xq, xo) D (xg, y)~* gilt dann £ 0 sowie & (xo, xo+1y) = P (xo, x0) +1 P (x0, y) = 0 und folglich
nach Voraussetzung auch=0® (xo+ty , xg) = ®(xq, x0) +1 P (y, xg). Esfolgts & (xg, y) = — D (xg, x0) =
t ®(y, xo) und somitd (xqg, y) = ®(y, xp).

Seien nury, z € V beliebig. Wir habenb (y, z) = ®(z, y) zu zeigen.
Bei ®(xo, y) # 0 gilt fir s := —®(z, y) D(xg, y)* € K dann® (sxo+z, y) = s®(xo, y) + ®(z, y) =0

und folglich nach Voraussetzung audliy, sxo+z) = 0, alsas®(y, xg) + ®(y, z) = 0 und somitd(y, z) =
—s®(y, xg) = —sDP(x0, y) = P(z,y), dad(xg, y) = P(y, xg) bereits gezeigt wurde.
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Bei @ (xg, y) = 0, also auchb (y, xo) = 0, gilt fiir r:= —®(z, xo+ y) P (x0, x0)~* € K schlieRlich
@ (rxo+z, x0+y) = r®(xo, Xo) +rP(xo0, y) + P(z, xo+y) = r®(xo, x0) + ®(z, xo+y) = 0.

Nach Voraussetzung folgt (xo+y, rxo+2z) = 0, alsor ® (xg, xg) + P (y, x0) + P (xo+y, 2) = r®(xg, x0) +
®(x9+ v, z) = 0, und somit

P (y, 2) = ®(xo+y,2) — Pxo, 2) = —rP(x0, X0) — P(x0, 2) = P(z, X0+ y) — P(2, x0) = P(z, ),

da®d(xg, z) = P(z, xg) ebenfalls aus dem eingangs Gezeigten folgt.

b) Sei® # 0. Wir zeigen zunachst, dass es aire V mit ®(x,x) # 0 gibt. Andernfalls wared
schiefsymmetrisch, d.hd(x, y) = —®(y, x) fur beliebigex, y € V. Dann ist aber auchdi(x, y) =
D(ix,y) = —P(y,ix) =id(x, y), alsod(x, y) = ®(y, x) = —P(x, y) und daherd die Nullform.

Es gibt also eing e V mit a := ®(xq, xo) # 0. Wir betrachten die Sesquilinearfonin:= a~1®, fir die
W (xg, x0) = list, und zeigen zunachét(y, xq) = ¥ (xo, y) fur alle y e V. Bei ¥ (xq, y) = 0 gilt dies nach
Voraussetzung iibar. Seialsol (xo, y) # 0. Firs:= —W(xq, y) ~ gilt dann # 0 sowieW (xo, xo+1y) =
1+ W (xg, y) = 0 und folglich nach Voraussetzung auch=0¥ (xo +ty, xo) = 1+ tW¥(y, xo). Es folgt
tW(y, x0) = —1 und somit¥ (xq, y) 2 W(y, x0) = 1, d.h.W(y, x0) = ¥(xq, y).

Seien nury, z € V beliebig. Wir habenl (y, z) = ¥ (z, y) zu zeigen.

Bei W(xo, y) # 0 gilt fiir s := —W(z, y) U(xo, y)~ ! € K dann¥ (sxo+z,y) = sW(xo, y) + ¥(z,y) =0
und folglich nach Voraussetzung awdliy, sxo+z) = 0, alsas ¥ (y, x0) + ¥ (v, z) = 0und somit¥ (y, z) =
—sW(y, x0) = —sW¥(xg,y) = ¥(z, y),daV(xg, y) = ¥(y, xo) bereits gezeigt wurde.

Bei ¥ (xg, y) = 0, also auch¥(y, xo) = 0, qilt fur r := —W(z, x0+ y) € K schliel3lich die Gleichung
W(rxo+z, xo+y) =r+r¥(xo, y) +¥(z, xo+y) = r +¥(z, xo+y) = 0 und folglich nach Voraussetzung
auchW (xg+y, rxg+2z) = 0, alsor + 7 W(y, xo) + ¥ (xo+y,z) =7+ ¥(xo+y, z) = 0. Somit erhalt man
V(y,z) = V(xgty, 2) —W(xo, 2) = =1 —W(xo, 2) = W(z, x0+y) — W (xo, 2) = ¥(z, x0+y)—¥(z, x0) =
W(z,y), da¥(xg, z) = ¥(z, xo) ebenfalls aus dem eingangs Gezeigten folgt.

Ist allgemein® = a¥ mit a € Ri und einer hermiteschen Sesquilinearfoimso gilt @ = —a und folglich
Px,y)=a¥(x,y)=—a¥(y,x) = —a¥(y,x) = —®(y,x) furallex, yeV. °

Abschnitt 12.C, Aufg. 1, p. 383 (1.6.2012):

Der Typ einer reell-symmetrischen Matri e M, (R) &ndert sich nicht, wenn man sie als komplex-hermi-
tesche Matrix auffasst.

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus der Charakterisierung des Typs gemaf Satz 12.C.11, da das charak-
teristische Polynom einer reellen Matrix nicht davon abhéngt, ob esRibmter C gebildet wird und
samtliche Nullstellen dieses PolynomsGrim hermiteschen Fall bereits reell sind. — Man kann aber auch

direkt schlieBen: Isby, ..., v, € R" eine Orthogonalbasis vaR" bzgl. der durch(l auf R" definierten
reell-symmetrischen Bilinearform®, so istvy, ..., v, auch eine Orthogonalbasis v@h bzgl. der durch
definierten komplex-hermiteschen Sesquilinearfdrirund die Werted (v;, v;) = ¥ (v;, v;), i=1,...,n,
aus denen der Typ voi bzw. ¥ ablesbar ist, stimmen Uberein. °

Abschnitt 12.C, Aufg. 2, p. 383 (1.6.2012):
Man bestimme den Typ der folgenden hermiteschen Matrizen:

2 -2 0 3 2 0 2 2 -2 -1 -1 0
(—2 1 —2) ; (2 4 —2) ; ( 2 5 —4) ; (—1 -2 —2) ;
0 -2 1 0 -2 5 -2 -4 5 -2 -5

_ 5 2 -2 0 2 2 0 1
1fi 1;' ? (-2 6 0o o] [—2 2 1 o0
5 22 0 4 of'l o 1 o2 1)
o 0 0 3 1 0 1 2

1 2 1 5 2 -1 0 a b
(2 3 a),ae(C; ( 2 1 —1>,aeR; (a 0 c),a,b,ce(C.
1 a 1 -1 -1 a b ¢ O
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Lésung: Die Hauptminoren der 1. Matrix sinBg =1, D1 = 2, D, = ‘_g _g =-2,D3=2—-8—-4=
—10. Diese Folge enthalt einen Zeichenwechsel. Nach 12.C.4 ist der Typ der Matr{®,a3o

> 2| =8D;=60-12-20= 28. Diese

Folge enthélt keinen Zeichenwechsel. Nach 12.C.4 ist der Typ der Matrix3&I8p.

g é‘ — 6,D3 = 50+16+16—20—32—20 =

10. Diese Folge enthalt keinen Zeichenwechsel. Nach 12.C.4 ist der Typ der Matr{8,a83%0

-1 -1
] 5| =1Ds=-10+4+5=—1

Diese Folge enthalt 3 Zeichenwechsel. Nach 12.C.4 ist der Typ der MatrixGl3n

Lo S =0ps=14-5451-5-

5i 4+ 50— 1 — 14 = 39. Da einer der Hauptminoren gleich 0 ist, ist 12.C.4 nicht direkt anwendbar. Indem
man aber wie in Beispiel 12.C.4 vorgeht, also die zu Grunde liegende Basis in umgekehrter Reihenfolge
durchlauft und somit die Bildung der Haupminoren unten rechts statt oben links beginnt, bekommt man die

_? 7' = 13, D; = 39 ohne Zeichenwechsel. Nach 12.C.4 ist

Die Hauptminoren der 2. Matrix sinblp = 1, D; = 3, Do =

Die Hauptminoren der 3. Matrixsintp = 1,D1 = 2, D, =

Die Hauptminoren der 4. Matrix sinbg = 1, D; = —1, D, =

Die Hauptminoren der 5. Matrix sinbp = 1, D; = 1, D, =

HauptminorenfolgeD, = 1, D} =7, D, = ‘
der Typ der Matrix als@3, 0).

5 -2 -2
Die Hauptminoren der 6. Matrix sinbg = 1, D; = 5, D, = ‘_g _é‘ =5D3=|-2 6 0| =80,
-2 0 4
D4 = 240. Diese Folge enthalt keinen Zeichenwechsel. Nach 12.C.4 ist der Typ der Matri#,d%0
Die Hauptminoren der 7. Matrix sinblg = 1, D1 = 2, D, = _g _g‘ = O etc. Da einer der Hauptminoren

gleich Q ist, ist 12.C.4 nicht direkt anwendbar. Indem man aber wie in Beispiel 12.C.4 vorgeht, also die zu
Grunde liegende Basis in umgekehrter Reihenfolge durchlauft und somit die Bildung der Haupminoren unten

rechts statt oben links beginnt, bekommt man die Hauptminorenfolge 1, D} = 2, D, = ﬁ ;‘ = 3,
Dy;=11 2 1|=4,D,= = =—|0 -1 2|=-3.
0 1 2 0 1 2 1 0 1 2 1 1 2 1
1 0 1 2 1 0 1 2
Diese Folge enthélt einen Zeichenwechsel. Nach 12.C.4 ist der Typ der Matri@@also
Die Hauptminoren der 8. Matrixsinblp = 1,D; = 1, Dy = ; g = —1,D3=3+4Reqa—3—|a|’—4 =

—(Rea — 2)2 — (Ima)?. Diese Folge enthélt bei # 2 einen Zeichenwechsel. Nach 12.C.4 ist der Typ
der Matrix dann(2,1). Bei a = 2 ist D3 = 0, also 12.C.4 nicht anwendbar. In diesem Fall ist der Rang
der Matrix und damit der Rang der zugehérigen Faprgleich 2. Beschrankt auf den Raum, der von den

ersten beiden Basisvektoren erzeugt wird, hat sie die Gramsche %%rné) vom Typ(1, 1). Daher hat

® auch insgesamt den Ty, 1).

g ﬂ — 1,D3 = 5a+2+2-1-5-4a = a-2.
Beia > 2 enthalt die Folge keinen Zeichenwechsel, der Typ ist d@nd). Beia < 2 enthalt die Folge einen
Zeichenwechsel, der Typ ist dan® 1). Beia =2 enthélt die Folge keinen Zeichenwechsel, aber der Rang
der Matrix ist nur 2. Ihr Typ ist dant@, 0).

Bei der 10. Matrix ist das Hurwitzsche Kriterium 12.C.4 nicht so wie oben anwendbar. Wir benutzen daher
12.C.11 und die Descartsche Vorzeichenregel, vgl. Aufg. 4. Das charakteristische Polynom der Matrix ist
X3 — (lal® + |bI? + [c[*) X — 2Re(abc) = X® + apX? + a1 X + ag Mita; = 0,a1 = —|al® — |b|? — |c|?,
ao = —2Re(abc). ImFalla = b = ¢ = 0 ist der Typ gleich0, 0). Andernfalls ist der Koeffizient; von

Die Hauptminorender 9. Matrixsindy = 1,D; = 5,D, =
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X in diesem charakteristischen Polynom negativ. Be{d®e) > 0 hat die Koeffizientenfolgey, a1, as, 1
einen Zeichenwechsel und die Folgg —a1, ap, —1 zwei Zeichenwechsel, der Typ ist aléh 2). Bei
Re(abc) < 0 hat die Koeffizientenfolgeo, a1, a», 1 zwei Zeichenwechsel und die Folgg —as, as, —1
einen Zeichenwechsel, der Typ ist ai& 1). Bei Re(abc) = 0, aberabe # 0, hat die Koeffizientenfolge
ao, a1, ap, 1 einen Zeichenwechsel und die Folgg —a1, as, —1 ebenfalls einen Zeichenwechsel, der Typ
istalso(1, 1). °

Abschnitt 12.C, Variante zuAufg. 2, p. 383 (1.6.2012) :
Man bestimme den Typ der folgenden hermiteschen Matrizen:

. 0101 1221
1_+Zi1__1'_‘i1,1010,2211
0 ) loro]il21001

1010 1111

Losung: Die Hauptminoren der 1. Matrix sinddg = 1, D1 = —2, D, = 0, D3 = 6. Da einer der
Hauptminoren gleich 0 ist, ist 12.C.4 nicht direkt anwendbar. Indem man aber wie in Beispiel 12.C.4
vorgeht, also die zu Grunde liegende Basis in umgekehrter Reihenfolge durchlauft und somit die Bildung
der Haupminoren unten rechts statt oben links beginnt, bekommt man die Hauptminorebfplgel,

D; = -2,D, =3,D; =6, der Typistalsdl, 2).

Die Determinante der 2. Matrix ist 0, das Hurwitz-Kriterium ist also nicht anwendbar. |hr charakteristisches
Polynom istX* — 4X? = X?(X —2)(X +2). Sie hat also nur einen positiven und einen negativen Eigenwert,
ihr Typ ist daher nach dem Eigewertkriterium 12.C.11 gl&itHl).

Die Determinante der 2. Matrix ist ebenfalls 0. Ihr charakteristisches Polyftom 4X3 — 7X? + 4X hat
aber nach dem Zwischenwertsatz Nullstellen #0$, —1], in O und in den Intervallen [, 1], [1, oc] .
Der Typ der Matrix ist also nach dem Eigenwertkriterium 12.C.11 gléxch). °

Abschnitt 12.C, Variante zuAufg. 2, p. 383 (1.6.2012) :
a) Man bestimme diejenigeme R, fiir die die symmetrische Ford auf R® mit
®((x1, X2, x3) , (1. ¥2, ¥3)) i= —x1y1 + 2x1y2 + 2x2y1 + 3x1y3 + 3x3y1 — Bx2y2 + x2y3 + X3y2 + axsys
negativ definit ist.
b) Man bestimme diejenigenc R, fiir die die symmetrische Ford auf R3 mit

®((x1, x2, x3) . (Y1, Y2, ¥3)) i= X1y1 + X1y2 + X2y1 + 3X2y2 — X2y3 — X3y2 + axX3y3
positiv definit ist.
c) Man bestimme diejenigen € C, fir die die komplex-hermitesche Fordnauf C? mit

D((z1,22) » (w1, w2)) =22 W1+ R+ D) 21W2 + 22— 1) 22W1 + az2W2

positiv definit ist.

Lésung: a) Die Gramsche Matrix vo® bzgl. der Standardbasis iét_Z:L —é f) mit den Hauptminoren
Do=1,Dy=-1,D,=1, D3 =a+58. Genau fl < —58 ist der 'Igyp allscqo,a3), d.h. ® negativ definit.
b) Die Gramsche Matrix vo® bzgl. der Standardbasis |€ti —é —f) mit den Hauptminoremg = 1,
Dy =1,Dy,=2,D3=2a—1. Genau flu > % ist der Typ a(I)sq_; 0),6:1.h.CI> positiv definit.

2+i

4 ') mit den Hauptminoremg = 1,

D1=1,D,=0b— (2+i1)(2—i) = a—5. Genau fir > 5 ist der Typ alsa?2, 0), d.h.® positiv definit. e

c) Die Gramsche Matrix vo bzgl. der Standardbasis iétzii
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Abschnitt 12.C, Variante zuAufg. 2, p. 383 (1.6.2012) :
Die komplex-hermiteschen Sesquilinearformignd : C3 x C3 — C seien gegeben durch

®((21, 22, 23) , (W1, W, W3)) 1= ZAW1 + | 21 W2 — | 22W1 + 2oW2 + 22W3 + 23W2,

W((z1, 22, 23) » (w1, w2, w3)) i= 221W1 + i 21W2 — | 22W1 + (A+D)z2W3 + (1—i)z3W2.

Man gebe die Gramschen Matrizen vrbzgl. der Standardbasis und bezuglich der Basis= (1,0, 1),

vy = (i,0, 1), v3 := (0, 1, 0) von C® an sowie die Gramschen Matrizen vénbzgl. der Standardbasis und
beziiglich der Basis; := (1,i,0), v» := (1,0, 1), v3 := (0, 1, i) vonC3. Man bestimme auch die Typen
von® bzw. V.

1 | 0
Losung: Die Gramsche Matrix vord bzgl. der Standardbastsist &“°(d) = ( —i 1 1) , die

0 1 0
Gramsche Matrix vord bzgl. der Basi® = (v, v, v3) ist

1 0 1 1 [ 0 1 —i 0 1 —i 14
@n,n(@:(i 0 1><_i ) 1)(0 0 1):<i ) o).
O 1 O 0O 1 0/\1 1 O 1-i 0 1

Das charakteristische Polynom ve¥i-¢(®) ist X3 — 2X?— X + 1. Nach dem Zwischenwertsatz hat es
Nullstellen in den Intervallen 3 1, 0[, ]0, 1[, ]1, 3[. Mit 12.C.11 sieht man, dask den Typ(2, 1) hat.
Man kénnte auch so schliel3en: Die Determinante ®6i(®) ist —1, der Typ vond kann also nuxO0, 3)
oder(2, 1) sein. Der erste Fall wird schon dadurch ausgeschlossengddagse;) = 1 ist.

2 [ 0
Die Gramsche Matrix vo bzgl. der Standardbasis igt®* (V) = ( —i 0 1+ ) , die Gramsche
0O 1-i O

Matrix von & bzgl. der Basi® = (v, v, v3) ist

1 i 0 2 0 1 1 0 4 240 1+2i
6“*’(\11):(1 0 1><—i 0 1+i><—i 0 1):( 2 i 2 1 )
0o 1 i 0 1-i O 0 1 —i —2i+1 1 2

Das charakteristische Polynom veii ¢ (W) ist X3 —2X2—-2X +4 = (X — 2)(X — v/2)(X + +/2) mit 2
positiven und einer negativen Nullstelle. Nach 12.C.11 hat déhden Typ(2, 1). Da die Determinante
von &< (W) gleich —4 ist, kann man auch wie oben bBeischliel3en. °

Abschnitt 12.C, Aufg. 3, p. 383 (1.6.2012):
Sei?l eine hermitesche Matrix.
a) Genau dann isll positiv (bzw. negativ) definit, wenn alle Eigenwerte \@mositiv (bzw. negativ) sind.

b) Genau dann sl positiv (bzw. negativ) semidefinit, wenn alle Eigenwerte @bmicht-negativ (bzw.
nicht-positiv) sind.

Beweis: a) Genau dann i € M,,(K) positiv (bzw. negativ) definit, wen®l den Typ(n, 0) (bzw. (0, n))
hat. Nach Satz 12.C.11 ist dies genau dann der Fall, wenn &lgenwerte vor®l positiv (bzw. negativ)
sind.

b) Genau dann ist € M,,(K) positiv (bzw. negativ) semidefinit, werh den Typ(n’, 0) (bzw. (0, n’) ) hat
mit n’ < n. Nach Satz 12.C.11 ist dies genau dann der Fall, wenmaigenwerte vorRl nicht-negativ
(bzw. nicht-positiv) sind. °

Abschnitt 12.C, Aufg. 4, p. 383 (1.6.2012) :

Sei?l € M,, (K) eine hermitesche Matrix mit dem charakteristischen Polynom

o =ao+arX + - +a, 1 X" 14 X",

Dannistd vom Typ(p, g), wobeip die Anzahl der Vorzeichenwechsel inder Falgeas, . . ., a,_1, Listund
g die Anzahl der Vorzeichenwechsel in der Folge —a1, ..., (=1)"%a,_1, (=1)". (Descartessche
Vorzeichenregel)
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Beweis: Da2l hermiteschist, besit2t nach Satz 12.C.ldreelle (nicht notwendig verschiedene) Eigenwerte,
d.h. xo zerfallt GberR in Linearfaktoren. Nach Band 1, 15.A, Aufg. 22 ist dgmidie Anzahl der positiven
Eigenwerte vorl. Die positiven Nullstellen voygy (—X) = ap—a1 X +- - -4+ (=1)"ta,_1 X" 1+ (=1)" X"
sind die negativen Eigenwerte v@h lhre Anzahl ist analog die Anzall der Vorzeichenwechsel in der
Folgeao, —as1, ..., (=1)"ta,_1, (—1)". Somitist(p, g) der Typ vonZ. o

Abschnitt 12.C, Aufg. 5, p. 383 (1.6.2012) :

Seien?l € M, (K) eine hermitesche Matrix vom Ty{p, ¢) undm € N*. Dann ist2™ vom Typ (p, q),
falls m ungerade ist, und vom Ty + ¢, 0), fallsm gerade ist. Is®l invertierbar, so gilt die entsprechende
Aussage fur allen € Z.

Beweis: Sind14, ..., A, die (reellen) Eigenwerte der (diagonalisierbaren) Mé&itjso sindAT, ..., A die
Eigenwerte vor(™. Bei ungeradem: hat)!" dasselbe Vorzeichen wig, bei gerademm und; # 0 istA)
stets positiv. Daraus folgt die Behauptung mit Satz 12.C.11. o

Abschnitt 12.C, Aufg. 6, p. 383 (1.6.2012) :

a) Sei f:V — W eine lineare Abbildung endlichdimensional&rVektorrdume. AufW sei eine positiv
definite hermitesche Forfx-, —) gegeben. Die Fornix, y) — (f(x), f(y)) auf V ist dann hermitesch
vom Typ (Rangf, 0) .

b) Sei?A eine beliebigen x n-Matrix iiberK. Dann ist 2A2( hermitesch vom TygRang( , 0) .

Beweis: a) Da (—, —) positiv definit ist, gilt (f(x), f(x)) > O fur allex € V. Daher ist die Form
(f (=), f(—)) positiv semidefinit, ihr Typ ist also von der Forp, 0).

Es gibt eine Basis, ..., u,, v1, ..., v, vonV derart, dass die Elemenig, . .., u, eine Basis von Kerrf
bilden undf (vy), ..., f(vy) eine Basis von Bildf ist (vgl. den Beweis des Rangsatzes 5.E.1). Insbesondere
istr+s = n := DimgV unds = Rangf. Fur ein beliebiges = ) a;v; € Kvi+ - - - + Kuv,, x # 0, sind
dannas, ..., a; nicht alle gleich 0, d.h. es ist aughix) = Y a; f (v;) # 0 und somit(f(x), f(x)) > 0, da
(—, —) positiv definit ist. Daher ist der Tragheitsindgx> s. Wegen( f(x), f(x)) = O fur allex € Kern f
ist andererseitp < n—r = s. Es folgtp = s = Rangf. — Ubrigens ist Kerrf das RadikaV* der Form
(f (=), f(=)), vgl. auch Aufg. 7.

b) Wir verseherK” mit dem Standardskalarprodukt, —) und wenden dann a) auf die dur@hdefinier-
te lineare Abbildungf : K" — K™ mit f(r) := 2 an. Fir die Standardbasis, ..., e, von K" gilt
(fler), flep) ="(Ae;) Aej ='e;'AA e;, d.h. die Form(f (—), f(—)) hat die Gramsche MatrbI2A bzgl.
der Standardbasis. Die Behauptung folgt nun aus a). o

Abschnitt 12.C, Aufg. 7, p. 383 (1.6.2012) :
Sei® = (—, —) eine positiv semidefinite hermitesche Form auf défiwektorraumyV'.
(x1,x1) -+ (x1, Xp)

a) Fur beliebige Vektoreny, ..., x, € V ist > 0.

(X, x1) - (X, Xp)
b) Fur beliebige Vektoren, y e Viist|(x, y)|° < (x, x)(y, y) (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung) .
c) Furx e V gilt x € V* genau dann, wenn_Lx ist. Das RadikalV+ der Form® ist also gleich dem
Lichtkegel{x € V | (x, x) = 0} von ®.

d) Auf V := V/V+ wird durch®(x,y) := ®(x,y), x,y € V, eine positiv definite hermitesche Form
definiert.

e) Genau dann isb positiv definit, wenn® nicht-ausgeartet ist.

Beweis: a) Sind die Vektoreny, ..., x, linear abhangig, so ist die angegebene Determinante nach Lemma
12.A.11 gleich 0. Wir kénnen also annehmen, dass die Vekteren ., x,, linear unabhangig und daher
Basis eines Unterraunmi$’ von V sind. Die zu betrachtende Determinante ist die Determinante der Funda-
mentalmatrix von®|V’ bzgl.xy, ..., x,. Da®|V’ nachVoraussetzung tb@mpositiv semidefinit, also vom

Typ (p, 0), ist, gibt es nach Korollar 12.C.3 eine invertierbare Matix GL,, (K) derart, das€ = DD

gilt mit der Diagonalmatrixﬁ,‘i”0 =Diag(l,...,1,0,...,0). Mitden Rechenregeln fir Determinanten folgt
Det¢ = Det(‘2¢,°2A) = Det2 - DetA - Dete,® = | Det2A|?s, , > 0.
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b) I mFalln = 2, x1 := x, x2 ;= y, liefert a) 0 <

R ‘ = (00 = 1 )R dh,
(0, X) (3, ¥) = [{x, p) %

c) Natrlich folgt ausc € V* erst rechtx Lx. Umgekehrt folgt aus Lx, d.h. (x, x) = 0, mit b) fur jedes
ye V sofort|(x, y)|?< (x, x)(y, y) = 0, also(x, y) = 0, und insgesamte V. °
d) Wir zeigen zunéchst, dadswohldefiniert ist: Ausc = x’ undy = y’ folgt x—x" € V+, y—y’ € V+ und
daher®(x, y) — (', y') = ®(x, y) —P(x, y) + P(x, y) — P, y) = @ (x, y—y) + P(x—x', y") =0,
also®(x, y) = (', y').

@ ist wie ® eine positiv semidefinite hermitesche Form. Ak, X) = 0, also® (x, x) = 0, folgt wegen c)
bereitsx € V+, d.h.x = 0. Daher istd positiv definit.

e) Wenn® positiv definit ist, so istd erst recht nicht-ausgeartet. Sei umgekahmicht-ausgeartet, also
®1:(y > (x = (x,y))) injektiv. Fiiry# 0 ist dannx — (x, y) nicht die Nullabbildung, d.h. es gibt ein
x eV mit (x, y) # 0. Daheristy¢ V. Nach c) folgt(y, y) # 0, also(y, y) > 0, dad positiv semidefint
ist. °

Abschnitt 12.C, Aufg. 8 p. 384 (1.6.2012):

Seien® undW positiv semidefinite Formen auf deifxVektorraumV. Genau dann isb + W positiv definit,
wenn die Radikale vo® bzw. W nur den Nullvektor gemeinsam haben.

Beweis: Mit ® undW ist trivialerweise aucld + W positiv semidefinit. Fur eim £ 0 ausV gilt genau dann
(® + ¥)(x,x) =0, wennd(x, x) = 0= ¥(x, x) gilt. Nach Aufg. 7c) ist dies genau dann der Fall, wenn
x im Radikal von® und im Radikal von¥ liegt. Genau dann ist als@ + ¥)(x, x) > 0 fUr allex # 0,
wenn stetsd (x, x) oder abew (x, x) positiv ist, d.h. wenn die Radikale vah bzw. ¥ nur den Nullvektor
gemeinsam haben. °

Abschnitt 12.C, Aufg. 9, p. 384 (1.6.2012):

Sei® = (—, —) eine hermitesche Form auf einem endlichdimension&levektorraumV mit der Basis
v = (v, ..., v,). Dann sind &quivalent: (1 ist positiv semidefinit.
(Vig, vi) - (v, vi)
(2) Fur jedes, 1<r <n,und jede Folge ¥i; < --- < i, <n gilt : : >0 (d.h.
(vi,, vi) - (v, v)

samtliche Diagonalminoren der Gramschen Ma#tx® (@) sind nicht-negativ).

1. Beweis:Sei (2) erfullt und set ist die grof3te nattirliche Zajl zu der es einen Diagonalmindy;, ;3 # 0

der Ordnung von®l = &°-° gibt. Dann gibt es nach dem verallgemeinerten Hurwitzschen Kriterium 12.C.8
eine Permutation € &, derart, dass in der Folge der Hauptminorea 1D, D1, ..., D, der Gramschen

Matrix von @ bezuglichv; , , ..., v;,, niemals zwei benachbarte Glieder verschwinden. Daa;ielurch
Vertauschen von Zeilen und und von Spalten geméaf derselben Permutation aus den nach Voraussetzung
positiven Determinanten hervorgehen, sind sie samttiéh Der Morse-Index von @ ist daher 0, undb

somit nach 12.C.8 positiv semidefinit. Die Umkehrung ergibt sich sofort aus Aufg. 7a). °

2. Beweis: Fur die Koeffizienten des charakteristischen Polyngms= X"+ a,_1 X" 14 - + a1 X + ap
gilt nach 11.A, Aufg. 48b) und der Voraussetzung (211)""a, > 0. Die Folge
ao, —ay, ..., (—=1)" ta,_1, (=1)"

besitzt also keine Vorzeichenwechsel. Nach 12.C, Aufg. 4 idaher positiv semidefinit. o

Abschnitt 12.C, Aufg. 10 p. 384 (1.6.2012):

Seien® undW¥ hermitesche Formen auf ddifiaVektorraumV. Es seil positiv definit. Folgende Aussagen
sind aquivalent: (13 ist positiv semidefinit. (2) Fur alle > 0 ist ® + ¢V positiv definit. (3) Es gibt eine
Nullfolge (e,) in R derart, das® + ¢,V fur allen € N positiv semidefinit ist.

Beweis: (1) = (2) Fir allex # 0 in V gilt nach Voraussetzun@ (x, x) > 0 undW(x, x) > 0. Daraus folgt
(®+eW)(x,x) = D(x,x) +e¥(x,x) > 0. (2 = (3 ist trivial.

(3) = (1) Angenommen, es gebe eire V mit ®(x, x) < 0. Dannist—®(x, x)/ ¥ (x, x) > 0, und wegen
lime, = 0gibteseiry, mite, < —®(x, x)/¥(x, x),alsomit(®+¢,¥)(x,x) = &(x, x)+e,¥(x,x) <0
im Widerspruch zu (3). °
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Abschnitt 12.C, Aufg. 11, p. 384 (1.6.2012):

Sei® eine komplex-hermitesche Form auf dem komplexen Vektorréyden wir in nattrlicher Weise auch
als reellen Vektorraum auffassen.

a) Re® ist eine reell-symmetrische Form auf

b) Genau dann ist R@ positiv definit, negativ definit, positiv semidefinit, negativ semidefinit bzw. indefinit,
wenn Entsprechendes far gilt.

¢) Ist V endlichdimensional und vom Typ(p, ¢), so ist Red vom Typ (2p, 2q).
Beweis: a) Firx, y € V gilt nach Voraussetzun@ (x, y) = ®(y, x), also Red(x, y) = Red(y, x).

b) Da ® komplex-hermitesch ist, also steigx, x) = ®(x, x) gilt, ist ®(x, x) stets reell und es gilt stets
Red(x, x) = &(x, x).

c) Nach dem Sylvesterschen Tragheitssatz 12.C.2 gibt es(eB@&sisvy, ..., v, von V derart, dass die

Gramsche Matrix vorb bzgl. dieser Basis die Forn¢}’ = Diag(1,...,1,—1,...,—-1,0...,0) hat.
Bzgl. derR-Basisvs, ivs, ..., v,, iv, von V hat Re® dann wegen

Re® (vj, vx) = ®(vj, ») € {1, -1, 0},

Re®(iv;, v) = Reid®(vj, o) = —Im & (v;, v) =0,

Re® (v, ivy) = —Rei®(vj, v) = Im ®(v;, vp) =0,
Re®(iv;, ivy) = —Re P (v, vy) = Re®(vj, 1) = ®(v;, i) € {1, —1, 0}

die Gramsche Matrixt5”* = Diag(1,1,...,1,1,—-1,-1,...,-1,-1,0,0,...,0,0). .

Abschnitt 12.C, Aufg. 12 p. 384 (1.6.2012) :

Sei = (a;;) € M, (K) eine hermitesche Matrix mjt;| > Z.:L#i la;;|. Dann ist2l vom Typ (p, q),
wobei p die Anzahl det mit a;; >0 istundg = n— p die Anzai{n der mit a;; <O.

n

Beweis: Fur die Hauptminore; = Det(a;;)1<; j<« vonA gilt erst rechtja;;| > 21;1,,'# la;j|. Mit 9.D,
Aufg. 15 erhédlt man dahen; - - - ax. D, > O fur allek. Es folgt, dassi, D, stets dasselbe Vorzeichen hat
wie Dy_1, d.h. dass an der Stelie-1 in der Folge der Hauptminoren genau dann ein Vorzeichenwechsel
vorliegt, wenna,, negativ ist. Das Hurwitz-Kriterium 12.C.4 liefert somit die Behauptung. °

Abschnitt 12.C, Aufg. 15 p. 385 (1.6.2012):

SeienV ein orientierter reeller Vektorraum der Dimensiore N* und ® eine reell-symmetrische Form vom
Typ (p, g) auf V. Dann gibt es eine die Orientierung v@nreprasentierende Baais, . .., v, von V, bzgl.
der die Gramsche Matrix vod gleich &} ? ist.

Beweis: Nach dem Sylvesterschen Tragheitssatz 12.C.2 gibt es eine Basis, v, von V derart, dass
die Gramsche Matrix vo bzgl. dieser Basis die Forng!,/ = Diag(1,...,1,—1,...,—-1,0...,0) hat.
Reprasentiert diese Basis nicht die Orientierung Vorso ersetze man einen der Basisvektaredurch
—v;. Dann reprasentiert die so erhaltene Basis Vodie Orientierung, und die Gramsche Matrix hat sich
dabei nicht geédndert. °

Abschnitt 12.C, Aufg. 16 p. 385 (1.6.2012) :

Eine hermitesche Form auf einéfaVektorraumV ist genau dann anisotrop, wenn sie (positiv oder negativ)
definit ist.

Beweis: Definite Formen sind natlrlich anisotrop. Ist umgekehrt die hermitesche ®@mnisotrop, so gibt
es (notwendigerweise linear unabhangige) Elementec V mit ®(v, v) > 0 und®(w, w) < 0. Dann
nimmt die (h6chstens) quadratische Polynomfunktiarl]6— R mit t+— ®(tv + (1—1)w, tv + (1—1)w)
nach dem Zwischenwertsatz den Wert 0 an im Widerspruch dazugdasisotrop ist. (Man kann nattirlich
auch direkt zeigen, dass die Beschrankung @oauf den 2-dimensionalen Unterrauiiv + Kw von 0
verschiedene isotrope Vektoren besitzt.) °
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Abschnitt 12.C, Aufg. 17, p. 385 (1.6.2012):

Seiend® und W indefinite hermitesche Formen auf dé¥iVektorraumV mit dem gleichen Lichtkegel. Dann
unterscheiden sicfe und ¥ nur um einen Faktaz € R* (d.h. es istd = a¥ mit einema € R*).

Beweis:NachVoraussetzung gibteg woe V mit ¥ (vg, vg) > 0und¥ (wg, wg) < 0. Danniskb (vg, vg) #

0, und es gibt eiru € R* mit ®(vg, vo) = a¥(vg, vo). ES genligt nun zu zeigen, dass adotwg, wg) =
aV(wg, wp) ist. Dann gilt namlich generetb = aW. Es genlgt nach Satz 12.B.2 dies auf der Diagonalen
vonV zu beweisen.

Seidazue V. Ist¥(x, x) = 0, soistauch @= ®(x, x) = a¥(x, x) nach Voraussetzung. I$t(x, x) > 0,
so betrachten wir die Vektoren wq Stattvg, wg und erhalter® (x, x) = aW¥(x, x). Ist ¥ (x,x) < 0, so
betrachten wir die Vektoreny, x stattvg, wo und erhalten wiederur (x, x) = a¥(x, x).

Zum Beweis vond (wg, wo) = aW¥ (wg, we) betrachten wir die reellen Polynome
F(t) = W(tvo + (L—t)wo, tvg + (L—H)wo) und G(t) :=a '®(tvo + (1—t)wo, tvo + (1—1)wp)

vom Grad< 2. Nach Wahl voru ist F(1) = G(1) > 0 und F(0) = W (wg, wg) < 0. Daher besitzt
im Intervall [0, 1] eine Nullsteller;. Nach Voraussetzung ist dann augGli;) = 0. Ist GradF = 2, so
besitzt F eine weitere reelle Nullstelle, die dann auch eine Nullstelle van ist. Dann stimmerF und
G an den 3 Stellen X, o Uberein und sind daher identisch. Insbesondere ist dann #@h, wy) =
F(0) = G0) = a'®(wp, wg). Genau dann is¥ ein Polynom vom Grad 1, wenn der Koeffizient
W (vg, vg) + W (wo, wg) — ¥ (vg, wg) — W (wo, vg) = ¥ (vg— wg, vo— wp) vVerschwindet. Dann verschwindet
aber nach Voraussetzung auch der Koeffizientafdmei G, undG ist ebenfalls linear. Dann sinfl und G
aber schon gleich an den beiden Stellen libereinstimmen. Wiederum folgt das Gewunschta, wg) =
F(0) = G(0) = a—*®(wo, wp). .

Abschnitt 12.C, Aufg. 18 p. 385 (1.6.2012) :

Seien® und ¥ symmetrische Bilinearformen auf dem reellen VektorradmSind ® und ¥ nicht negativ
semidefinit und sind die Menggr € V | ®(x,x) = 1} und{x € V | ¥(x, x) = 1} gleich, so sindP und
W identisch.

Beweis: Generell gilt: Genau dann isk(x, x) = a > 0, wennW¥(x, x) > 0 ist, und in diesem Fall ist

D (x,x) = ¥(x,x). Aus®(x, x) = a >0 folgt namlich®(x//a,x/s/a) =1 = V(x//a,x//a) und
somitW¥(x, x) = a.

Seivge V mit ®(vg, vo) = ¥ (v, vo) > 0. Seinurw e V beliebig. Nach Satz 12.B.2 genligt es zu zeigen,
dass® (v, v) = ¥ (v, v) ist. Dazu betrachten wir die qudratischen Fornien) +— ®(svg+ tv, svg+ tv)

und (s, 1) — W(svo+ tv, svp+tv). Sie sind im Punktl, 0) beide positiv, stimmen also dort und damit

aus Stetigkeitsgriinden in einer ganzen Umgebung positiv und damit gleich. Dann sind sie aber Uberhaupt
identisch, insbesondere sind die Wettév, v) bzw. ¥ (v, v) an der Stellg0, 1) gleich. °

Bemerkung: Man konnte die Aussage auch auf das Ergebnis von Aufg. 17 zurlckfuhren. Dazu betrachtet
man die Former®’ und ¥’ auf dem Vektorraun¥V @ R mit <I>’((v,a), (w, b)) = ®(v,w) — ab und
V' ((v,a), (w, b)) := (v, w) — ab. Diese erfiillen die Voraussetzungen von Aufg. 17. Man fiihre dies aus.

Abschnitt 12.C, Aufg. 19 p. 385 (1.6.2012) :

Sei® eine hermitesche Form vom Typ, ¢) auf einenn-dimensionalelik-Vektorraum. Dann gibt es einen
Unterraum der Dimensiom := Min (p,q) +n — (p + q) = n — Max(p, ¢g), auf dem® die Nullform ist,
und jeder Unterraum, auf desindie Nullform induziert (ein solcher Unterraum heif3t total isotrop bzgl.
®), hat eine Dimensior m.

Beweis:Wir wahlen eine Basisy, ..., vy, Vpt1, - - ., Upigs Uptg+1, - - - » Up VONV derart, dass die Gramsche
Matrix von ® bzgl. dieser Basis die Formt!,? = Diag(1,...,1, —1,...,—1,0...,0) hat. Dies ist nach
dem Sylvesterschen Tragheitssatz 12.C.2 moglich.rSeiMin (p, ¢) . Dann ist® auf demm-dimensio-
nalen Unterraum volY mit der Basisvy — vp41, ..., Up — Upgrs Uptg+1 - - - » U, Offenbar die Nullform.,

Sei nunU ein Unterraum vorV mit ®|U = 0. DannistU N (Kvy + - - - + Kv,) = 0, also DImU < n— p,
undU N (Kvpq1 + -+ - + Kv,py) = 0, also DiImU < n—gq. Es folgt DimU < n — Max(p, q). °
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Abschnitt 12.C, Aufg. 20 p. 386 (1.6.2012) :
Die Funktion(2, 9B8) — Sp(2’B) ist eine positiv definite hermitesche Form auf NK) fiir jedesn € N.

Beweis: Mit 8.A.18 erhalt manSp(2A*B) = Sp(A’ %) = Sp(‘B 2A), d.h. die Form ist hermitesch. Fir
= (a;;) gilt auBerdem SEA'A) = Sp( Z a;j ayj) = Z Z aij ajj = Z la;;|? > 0, falls nur einer der

i=1j=1 i,j=1
Koeffizientena;; von 0 verschieden ist. Dle Form ist also positiv definit. °

Abschnitt 12.C, Aufg. 21, p. 386 (1.6.2012):

a) Die Spurform(2, B8) — SpAB) auf M, (R) ist symmetrisch vom Tym(”gl) ,(5). M, (R) ist die

orthogonale Summe des Unterraumg () der symmetrischen Matrizen, auf dem die Spurform positiv
definit ist, und des Unterraunag(R) = M, (R) der schiefsymmetrischen Matriz&€nh(mit ‘2 = —2), auf
dem die Spurform negativ definit ist.

b) Der Realteil der Spurforni2( , 88) — Re Sp((B) ist eine reell-symmetrische Bilinearform auf, k)
vom Typ (n?, n?).

c) Seiu,(C) = M, (C) derR-Vektorraum der komplex-schiefhermiteschen Matrize(mit ‘A = —2).
Dann ist (2, B) — Sp(AB) = —Sp(A'B) eine reell-symmetrische, negativ definite Bilinearform auf
u, (C).

Beweis: a) Da Summen und skalare Vielfache von symmetrischen bzw. schiefsymmetrischen Matrizen
offenbar wieder symmetrisch bzw schiefsymmetrisch sind, sifid® und M, (R) Unterrdume von M(R) .
Wir zeigen zunéchst MR) = M (R) & M, (R):

Seil € M,(R). Mit 8.A.18 erhalt man’(A + ') = A+ A = A+ A, d.h. A+ A € M (R) und
A - = A —-A = —A—"A), dh.A—"A e M, (R). WegenA = J(A +'A) + J(A — ') gilt
also M,(R) = MF(R) + M, (R). Fur2l e MH(R) N M, (R) gilt 2 = A undA = -, alsoA = —A
und somit2 = 0. Es folgt M,(R) = M}*(R) @ M (R). Ist schliellict € M"(R) undB € M, (R), so
gilt A ='AundB = —'B, also SPAB) = Sp(—'A'B) = —Sp("(BA)) = —Sp(BA) = —SpAB und
folglich Sp(IB) = 0. Die obige direkte Summe ist also eine orthogonale Summe.

Ist €, j,k = 1,...,n, die Standardbasis von }R), so bilden dien + (3) = ("3") Matrizen &;;,
j=1....n, sowie€; + &;, 1< j <k, offenbar eine Basis von MR). Ferner bilden dlefz) Matrizen
¢;x — €, 1< j <k <n, eine Basis von Y(R). Es folgt Dim M} (R) = ("}*), DimM; (R) = (}).

Auf M:F(R) ist die Form positiv definit und auf MR) ist sie negativ definit. FI = (a;x) # O folgt aus
A = "2 namlicha;;, = a; fur alle j, k und somit SEA'2A) = Y71 >4y ajar; = Y7y a5 > 0. Aus
A = —'Afolgt ajx = —ay; fir alle j, k und somit SEA'A) = Y7 Y4 apar; = — Y j 14’y < O.
Insgesamt hat die betrachte Spurform also den((%§") , (3))

b) Offenbar ist die Form®l, B) — Sp(RIB) auf M, (C) symmetrisch und dahgRl, B) — Re Sp(%(%_)
eine reell-symmetrische Bilinearform. Wie in a) bilden die Mengg (/) := {2 € M,(C) | A = A}

der hermiteschen Matrizen und die Mengeg (&) := {A € M, (C) | A= —'9} der schief-hermiteschen
MatrizenR-Unterraume von M(C).

FUr?l € M, (C) gilt "(A +20) ="A+2 = A+'A, d.h.2A+2A € MF(C) und— (A —1A) = —"A+2A =
A — 2, d.h.A—"A e M, (C). WegenA = J(A + ) + 3« — ') folgt M, (C) = M} (C) + M, (C).
Fur2l € MY (C) N M (C) gilt A = "AundA = —'2, alsoA = —A und somit = 0. Es folgt
M, (C) = M (C)®M;, (C). IstschlieBlickl € M7 (C)und®B € M, (C), sogilt2 = ‘AundB = —'B, also
Re SpAB) = Re Sp(—'A'®B) = — Re Sp((BA)) = — ReSp(BA) = — ReSp(AB) = — Re SpAB)
und folglich Re SA5) = 0. Wir erhalten also die orthogonale Summendarstellung

M, (C) = M, (C) &iM, (O).

Mit den Bezeichnungen aus a) gilt ferner ¥C) = M (R) @ iM, (R) und M, (C) =M, (R) & iM;F(R).
Bildet man namlich Real- und Imaginarteil der Matrizen koeffizientenweise, s? git 2 fiir 2 e MF(C),

also Rl +ilm2A = 'Re — i'ImA = 'ReA — i'Im2A und somit R&l = 'Re, ImA = —'Im,
d.h. R € MF(R) und Im2 € M, (R). Offenbar ist die so gewonnene Summendarstellung direkt.
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Entsprechend sieht man die zweite direkte Summendarstellung ein. Nach a) haben beide Summanden die
reellen Dimensionef'}") + (3) = n%

Fur2l = (a;) € M (C) gilt & = '™ und somit Re SRAA) = Re SpRA'RA) = ReY " ._;la;jl* > 0,

vgl. Aufg. 20. Fir = (a;;) € M; (C) gilt A = —'A und somit Re SPAiA) = Re Sp(i22A (—'A)) =

Re Sp(Ql@l)) = ReZl’fj:l |aij|2 > 0. Die betrachtete Form ist daher auf dem ersten dieser beiden Un-
terraume positiv definit. Ganz analog sieht man, dass sie auf dem zweiten Unterraum negativ definit ist.
Insgesamt hat sie also den Ty, n?).

c) Fur2, B € M (C) gilt Sp(AB) = SpRAB) = Sp((—'A) (—'B)) = SP(BA) = Sp(BA) =

Sp(AB), also SEAB) € R. Ist dabei?d # 0, so gilt SPAA) = —Sp(A'A) < 0, da SpEA2A) nach

Aufg. 20 dann stets positiv ist. o

Abschnitt 12.C, Aufg. 22 p. 386 (1.6.2012):
Man bestimme den Typ der folgenden Matrix aug() in Abhangigkeit voru, b € R:

a b --- b b
b a --- b b
b b - a b
b b --- b a

Beweis: Nach 11.A, Aufg. 9a) hat die Matrix das charakteristische Poly®mb —a)" (X —a — (n—1)b).
Ihre n Eigenwerte sind daher + (n —1)b und dern — 1-fache Eigenwer& — . Wir verwenden nun Satz
12.C.11, um den Typ der Matrix zu bestimmen.

Sei zunéchsu = b. Dann ist der Tyg1, 0) bei a >0, (0, 1) bei a <0 und(0, 0) bei a=0.

Sei nuna > b. Dann ist der Typn, 0) beia > —(mn—1)b, (n—1,1) beia < —(m—1)b und (n—1, 0) bei
a=—m-—1)b.

Sei schliel3licha < b. Dann ist der TygO, n) beia <—(n—1)b, (1, n—1) beia>—(n—-1)b und (0, n—1)
beia= —(n—-21)b. °

Abschnitt 12.C, Aufg. 25 p. 386 (1.6.2012) :

Sei @ eine komplexsymmetrischéilinearform vom Rang- auf dem endlichdimensionalen komplexen
VektorraumV. Dann ist Reb eine reell-symmetrische Bilinearform auf vom Typ (r, 7). (Aufg.21b)
behandelt ein Beispiel hierzu.)

Beweis: Wir wahlen eine Basisy, ..., v,, v,41,...,v,, r = Rang®, von V derart, dass die Gramsche
Matrix von ® bzgl. dieser Basis die Form#! = Diag(1,...,1,0...,0) hat, vgl. Satz 12.B.12. Dann ist
Vi, ooy Upy iDL, ooy iUs, Vpgd, - v, Uy, 10441, .. ., 10, €INER-Basis vonV. Die Gramsche Matrix von R

bzgl. dieser Basis ist offenbat;’. Re® hat daher den Tygr, r). o
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13 Raume mit Skalarprodukt

Abschnitt 13.A, Aufg. 1, p. 398 (1.6.2012):

Man zeige, dass die hermitesche Form mit der Fundamentalmét_ri}( ! ) bzgl. der Standardbasis des

2

C? ein Skalarprodukt ist, und orthonormalisiere die Standardbasi€¥dizgl. dieses Skalarprodukts mit
dem Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren.

Beweis: Die Hauptminoren der Matrix sinfbo= D; = D, = 1 > 0, die Form ist also nach dem Hurwitz-
schen Kriterium 12.C.4 positiv definit. Sie ist auRerdem komplex-hermitesch, da die angegebene Matrix
komplex-hermitesch ist. Das Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren liefert:

, , 1 i 1 V]
vi=(1,0), [lviI>=(1 0 (—i 2')(0) =1, vn1= ”v/l” =(1,0),

1

vy =(0,1) — (0 1) (_i 2') (o) (1,0) = (0,1) — (—i 2)(0) (1,0)=(i,1),

P 1\ (=i _ —i\ vy
AR 1)(_i 2)(1)—<01><1>—1, ve= =D,

Die gesuchte Orthonormalbasis ist algo= (1,0), v, = (i, 1). °

Abschnitt 13.A, Aufg. 2, p. 398 (1.6.2012):
Man bestimme die Gramsche Matrix der Polynomfunktionen #, . .., 1"~ bzgl. des Skalarproduktes

1
= [x()y(t)di  x,yeC0,1]).
0

Man beweise direkt, dass diese Gramsche Matrix positiv definit ist.

1
Beweis: Setzen wiry; = '~ fur i = 1,...,n, soist(v;,v;) = [T/ 2dt = i+}—1' Die gesucht
0

Gramsche Matrix ist also die Cauchy-Mat(i¥/ (a; +b;)) mit a;:=i—1,b;:=jflur i, j=1,...,n

Ihre Hauptminoren sind die Cauchyschen Doppelalternamten= Det(1/(a; + bj)1<i j<x- Nach 9.D,
H1§i<j§n(aj —a;) H1§i<j§n(bj —bi) N Hl§i<j§n(j — i) Hl§i<j§n(j — i)

Aufg. 20 ist D, = m = o — > 0, da
[T7j-a(ai + b)) [T+ -1

alle Faktoren in Z&hler und Nenner vén positiv sind. Mit dem Hurwitzschen Kriterium 12.C.4 sieht man,

dass(—, —) positiv definit ist. °

Abschnitt 13.A, Aufg. 3, p. 398 (1.6.2012) :

Man orthonormalisiere die Polynometlt2 13, t* mit dem Schmidtschen Orthonormal|S|erungsverfahren
bzgl. des Skalarproduktsy, y) fx(t)y(t) dt, x,y € C¥([0,1]), und bzgl.(x, y) = f x(t)y(@) dt,

-1
X,y € C%([—l, 1]) . (Die so aus den Polynomenl¢?, ... gewonnenen Polynome heilRen die Legen-
dreschen Polynome fir die Intervalle,[D] bzw. [-1, 1], vgl. Beispiel 19.A.14.)

1
Lésung: Wir behandeln zunachst das Skalarprodukty) = [ x(t) y(t) dt, x, y € C%([0, 1]).
0

Mit wy:= 1, wo:=t, w3:= 12, wa = 13, ws:= ¢° erhalt man die Orthonormalbasisg, v,, v3.vs, vs aus

1 1 v/
v i=wy =1, ||v’1||2=/ 12dt=z‘0=1, vy = —+
0
1

1 1
v’z::wz—(wz,vl)vlzt—/otdt:t—%, ||v/2||2=fO (t—l')zdt=1'(t—1')3) _ 1
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=3@2t-1).

Vo .
L 2||

1 1
vy 1= w3 — (w3, v1)v — (w3, v2)v2 = ?— f ?dt — (/ ’°/3 (2t—-1) dt) «/§(2t— 1)
0

0

2 1 3 2 l
=t'—Z—(z— H&a-1)=t"—t+ =,
3- G-DH@-D +3
1 1
2 2 1.2 4 53,42 1 1 1 1,4 1 1 1
= tr—t4+ =) dt= | "2t 1°— =t dt==—-—Z4+_—Z+4+ == —
Ivs /0( +6) /0( Jr3 3+36) 5 2+9 6+36 180°
U3

v3 = =V5(6r2—6+1).

vzl
Uy i= wa — (wa, v1)v1 — (Wa, V2)v2 — (W4, V3)V3
1

1 1
—— | Bar— (/ AV3@-1dr)V3@-1) - (/ /6 (612~ 61+ 1) dr ) V5 (62— 61+ 1)
0

3 1 6 3, 3 1
=r’—=—(=-= 2r—1 5-6 62— 6t+1) = 13— >t
i (5 )( ) — ( + )( +1) ST E " 5g
1
/2 3, 3 694 193 512 3 1
= —224+ 32— )% -3 D22 Sy =)y
gl /O(t 2t+5t t = /(t l—|— 10 +100 50t+400) t
11,69 19 ﬂ__Jr 1

~6 2 ' 100 40 ' 300 100 400 2800

vy = ””4” V7 (20— 307+ 12 — 1) .
vy

Vg 1= ws — (ws, v1)v1 — (Ws, V2)V2 — (Ws, V3)v3 — (Ws, V4)V4

1 1
t4dt — / V3 (2r—1) dt) V3(26-1) - (/ t4v/5 (61— 61+ 1) dt) /5 (62— 61+ 1)
0

0

1
- (/ V7 (20° - 3024 12r — 1) dr )7 (207~ 302+ 121 1)
0

=t4—%—(1— D@1 - (-5+ 1) @6+ 1) - (2-30+ 14- 1) (20°- 30+ 12 - )

9, 2, 1

2 -

1"+ - 7 7t+ 70"
1

2 9, 2, 1y 1 1
= -2 —Stt o) dt= ——— = ——,
vl /0( T3t 20 44100 21
vs = —2 = /9 (704 — 140° 4+ 902 — 201+ 1) = 210 — 420%+ 270 — 601+ 3 .

llvgll
1
Wir behandeln nun das Skalarprodul¢t, y) = [ x(1) y(¢) dr, x,y € C%([O, 1]). Mit wy:= 1, wy:=1t,
-1
ws:= 12, ws:= 13, ws:= t* erhalt man unter Beriicksichtigung der Tatsache, dass das Integrallvois 1
Uber eine ungerade Funktion verschwindet, die Orthonormalbasig, vs, vs4, vs aus

1 1 v/ 1
Vo= wy =1, ||v’||2=/ 12dt:t‘ —2, -2
! ! 1 -1 logll — V2
1 1
) t 1 ) 2 13t 2
vl = wy — (ws, U1 =t—/—dr-—=t, ||v||=/tdt=—t‘ =2,
2 2 2, U1/l _1:/2 \/E 2 1 3 I 3

Vs 3
vy 1= 2 :\/it.
o3l 2

T 3 s 2 1
vé::wg—(wg,vl)vl—(wg,vz)vzzt—E/tdt—§t</tdt):t—§,
1 1
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. v; 1/5.,.2
V2 = == /=(3r"=1).
AT 2 )

Uy 1= wa — (Wa, V1)1 — (W4, V2)V2 — (W4, V3)V3 =

1 1 N
=2 Sar -3 “qr) — 2 (32— 5_ .3 _3_3
=1 2/11‘ dt 2t</1t dt) 8(3t 1)(/1(32‘ t)dt>_t o1

1 1
72 3 3 \2 6 64 9 2 12 6 8 2-22
= -2 dt=| -2+ 2P dr=£—-==24+2="2 = ,
vl /_1( ) /_1( 5+ 550 7 2t 57 175" 7.5

v 1\/7 3
vy = == /=(5r—3t) .
ST 2 A )

VU5 i= ws — (ws, v1)v1 — (Ws, V2)V2 — (Ws, V3)V3 — (Ws, Va)Vs =

1 1 3 1 5 1 7 1
=1'- 5/ ttdt — Et(/_ltsdt) -3 (3*-1) /_1(3t6—t4) di — (5t3—3t)/ (5t —3¢°) dt

-1 -1

4 1 2 2 4 6. 3
=t"—=—-—=3t"-)=tr"—zt"4+—,
5 7' ) 7" T35
1 1
- s 6., 3.2 g 126 2224 36, 9 128 2.8
= (=224 ) dr= | (B—EO4 250 22 N dr= 5 =2
lvsl /_1( 71t 38) /_1( 70 225" T oas" T 122 11025 10%
. Us 1/9 4 2
vg = 5 = = |2 (354 30+ 3) . .
* gl 8 2 ( )

Abschnitt 13.A, Aufg. 4, p. 399 (1.6.2012):

Im R3, versehen mit dem Standardskalarprodukt, wende man das Schmidtsche Orthonormalisierungsverfah-
ren auf die Basigl, 2, 4), (5,4, 2), (3, —1, 3) an.

Lésung: Ausgehend vomw, := (1,2, 4), wy := (5,4, 2), wz := (3, —1, 3) erhalten wir:

/

v 1
=124, |Vl=viI+d+16=v21, vy= 1 =-——-(1,2,4),
1 : YTl T VA
vy = wz — (w2, v1)vy = (5,4,2) — 2—11((5, 4,2),(1,2,4)(1,2,4) =(5,4,2) —(1,2,4) = (4,2, -2),
vl = V16+4+4=2V6, vy= v/z = i(z, 1,-1),
lvall /6
/ 13 1 1
vz = w3 — (w3, v1)v1 — (w3, v2)v2 = (3, =1, 3) — 1 1,2,4) — 5(2, 1, -1 = 7(12, —18, 6)

/

/ 1 6 vg 1
V3|l = v/ 144+ 3244 36= -V14, v3=—"=—+(2,-3,1).
=7 7T g T U

Die gesuchte Orthonormalbasis ist also= f%l(l’ 2,4), v, = %5 2,1, -1 ,v3= Jiﬂ 2,-3,1). °

Abschnitt 13.A, Aufg. 5, p. 399 (1.6.2012):

In der Minkowskischen Ungleichung 13.A.4 gilt genau dann das Gleichheitszeichen, wenay oder
y = ax mit einema € R, ist.

Beweis: Im Fall y= 0 (oderx = 0) ist die Aussage trivialerweise richtig. Sei also etwa 0.
Der Beweis von 13.A.4 zeigt, dass in der Minkowskischen Ungleichung genau dann das Gleichheitszeichen
gilt, wenn bei beiden Abschatzungen in der Ungleichungskette

2
lx+y12 = lIxII*+2Rex, y) + 1y lI* < Ix124 21, )| + Iy 1 < Ix 112+ 2x [yl + 112 = (lxl+ 1)
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das Gleichheitszeichen gilt. Nach 13.A.3 gilt in der zweiten Abschatzung genau dann das Gleicheitszeichen,
wennx und y linear abhéngig sind, d.h. wenn es eire K gibt mit x = ay. In diesem Fall gilt in der

ersten Abschatzungl|y||® = a Re(y, y) = Re(x,y) < [(x,y)| = lall(y, y)| = lal|lyl|* genau dann das
Gleichheitszeichen, wenm= |a|, d.h.a € R ist. °

Abschnitt 13.A, Aufg. 6, p. 399 (1.6.2012) :

Die Vektorenx, ..., x, eines Vektorraums mit Skalarprodukt sind genau dann linear unabhangig, wenn die

Gramsche Determinante

(X1, x1) -+ (x1, Xp)

Gx1,...,x,) = :
(X, x1) -0 (X, Xp)

ungleich 0 ist. (Sie ist dann nach 12.C.6 sogar positiv.) Allgemeiner gilt: Der Rang der Gramschen Matrix
((xi.x))),-; -, istgleich der Dimension vory 7, Kx; .

Beweis: Hat man eine Relatio""_, r;(x;, x;) = 0 der Zeilen der angegebenen Determinante, so ergibt
sich|| Y7y rixil|® = Y7y 7 Yy ri(xi, x;) = Ound somit)_}_, r;x; = 0, alsor; = 0 wegen der linearen
Unabhéngigkeit der;. Umgekehrt folgt ausy";_; r;x; = 0 bereitsy_;_, r; (x;, x;) = O fir alle j und damit

die entsprechende Relation der Zeilen.

Seir := Dim)_!_; Kx;. Ausxy,...,x, kann man eine Basis vop i, Kx; auswahlen. O.E. sei dies
X1, ..., X Flrk > ristdannxy = ) ryx; und somit(xg, x;) = > rig(x;, x;) fur alle j. Die unterem—r

i=1 i=1
Zeilen der angegebenen Matrix sind also Linearkombinationen der ob@&gilen. Ihr Zeilenrang ist daher
<r. Der Minor aus den erstenSpalten und Zeilen der Matrix ist aber nach dem BewieseAdh Das
Minorenkriterium liefert daher, dass der Rang der Matrix und damit insgesamt gleichist. °

Abschnitt 13.A, Aufg. 7, p. 399 (1.6.2012) :

Sei V ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt endlicher oder abzahlbar unendlicher Dimension. Dann lasst
sich jedes endliche Orthonormalsysten¥irzu einer Orthonormalbasis vdnergéanzen.

Beweis: Seivy, ..., v, das gegebene OrthonormalsystemVin Aus ! ;a;v; = 0 mit ¢; € K folgt
dann 0= (3" aivi,v) = Yo qai{v,v;) = a;y +18; = a; fur alle j, d.h. vy, ..., v, ist linear
unabhangig, vgl. auch die Bemerkung nach Definition 12.B.3. Nach Satz 3.A.16 lasst sich, v,
zu einer abzahlbaren Basis, ..., v,, v,11,... von V erganzen. Wendet man darauf das Schmidtsche
Orthonormalisierungsverfahren an, so bekommt man die gewiinschte Orthonormalbasis. °

Bemerkung: Ein unendliches Orthonormalsystem lasst sich nicht notwendigerweise zu einer Orthonor-
malbasis vorV erganzen. Dies gilt beispielsweise fur ein System, das einerVwgrschiedenen dichten
UnterraumU von V erzeugt. In diesem Fall gibt es aul3er 0 keinen Vektor, dgy aarthogonal ist, vgl.
Abschnitt 19.A.

Abschnitt 13.A, Aufg. 8, p. 399 (1.6.2012) :

Fur Vektorenx, y eines reellen Vektorraums mit Skalarprodukt zeige man:

a) Genau dannist = y, wenn|x|| = ||y|l und{x, x) = {x, y) ist.

b) Genau dann isfx|| = ||yl , wennx — y undx + y orthogonal sind. Beispiele:

(1) Ein Parallelogramm ist genau dann eine Raute (oder ein Rhombus), wenn die Diagonalen aufeinander
senkrecht stehen.
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xX+y x-y xX+y
: : lxl=lyl=r
X Uberdies: X [lx+y|l=2rcos«
e @\ A} lx =yl =2rsina
y (0] -y

x-y
y o0 -y

(2) Satz des Thales:

¢) Genau dannisfx — y|| = [lx + y||, wennx undy orthogonal sind. Beispiele:
(1) Ein Parallelogramm ist genau dann ein Rechteck, wenn die Diagonalen gleich lang sind.

N R
\

——x+
y y

P x 0
(2) Definition des rechten Winkels nach Euklid (vgl. Beispiel 13.A.12):

P -y QY P

b) Gilt ||x + y||? = |lx]|> + lly|I?, so sindx und y orthogonal (Umkehrung des Satzes von
Pythagoras). Beispiel: Sto3t eine Kugel elastisch auf eine ruhende Kugel gleicher Masse, so entfernen
sich nach dem Stol3 die beiden Kugeln orthogonal voneinander. Der Impulssatznv, = mv besagt, dass

v1, v2 Undw die Kantenvektoren eines Dreiecks bilden, und der Energié%ﬂzlnz + %mllvzu2 = %m||v||2

(seine Gultigkeidefiniertden elastischen StoR3), dags v, Uberdies einen rechten Winkel bilden.

muvy oo
muv o) mv ">
¢ e P
vor dem Stof muv, / nach dem Stof3
Beweis:a) Aus||x|| = ||yll, also{x, x) = (y, y), und{x, x) = (x, y) bekommt man

Ix = Yl = (x =y, x=y) = {x,x) = 2{x, y) + (y,y) =0
und somitx = y. Die Umkehrung ist trivial.

b) Genau dann sind—y undx+y orthogonal, wenn G= (x—y, x+y) = (x, x)+(x, y) — (¥, x) — (v, y) =
12 = Iy l1%, d-heflxll = NIyl gilt,

c) Genau dann gilfx— y|| = lx+ yll, wenn 0= [lx— y[|> — [[x+ y[® = (x—y, x—y) — (x+y,x+y) =
((x,x) = 2(x, ) + (3. )= ((x, x) + 2(x, y) + (y, y)) = —4(x, y) ist, d.h. wennx undy orthogonal sind.
d) Aus|lx 4+ y[I? = [lx[? + Iyl d.h.(x, x) + 2(x, y) + (v, y) = (x,x) + (v, y), folgt sofort(x, y) = 0,
d.h. die Orthogonalitat vox und y. °

Abschnitt 13.A, Aufg. 9, p. 400 (1.6.2012):
Far Vektorenx, y einesK-Vektorraums mit Skalarprodukt gilt

lx + I+ [lx — ylIZ2 = 2|Ix]I> + 2| y|I? (Parallelogrammregel)

(In einem Parallelogramm ist die Summe der Quadrate Uber den Diagonalen gleich der Summe der Quadrate
Uber den vier Seiten.)
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Beweis: Es qilt:
I+ Y12+ llx — yI? = (x+y, x—y) + (x—y, x+)
= ((x’x> - <X, }’> - (y’-x> + <y9 }’>) + (()C,)C) + <x,)’> + <y’x> + <)’» )’>)
= 2({x, x) + (y, y) = Ix* + [yI? .

Abschnitt 13.A, Aufg. 10, p. 400 (1.6.2012):

(Winkelsumme im Dreieck) SefA, B, C) ein (nicht-ausgeartetes) Dreieck in einem euklidischen
affinen Raum. Dannist+ 8+ y =x fura := £L(C,A,B),B:=£(A,B,C),y := £(B,C, A).

(Yo
) (8

A B
Beweis: Setzen wirx ﬁ y = B_C) Z. —CA ,SoQiltx+y+z=0unda = £L(—z,x) = L(x+y, x),
B = 4(—x,y)und undy =A(—y,z) = £(—y, —x—y) = A(x+y, y). Daher gilt:

_ xty.x) 0SB = {(=x, ) cosy = Xty
x4+l x|l Il lx+ vl Iyl
_ 2
sing — v1—coZe — \/ X+ y, x4+ y)(x, x) 2<x+2y, X)(x+y,x) _ V0. - xy) ’
x4+ ylI= x|l x4yl x|l

2
1_ § X, X <x y) :\/<X’x><y’)’)_<xa)’> i
S|nﬂ \V CO \/ ” ”2

||y||2 Il vl

2
siny = /I cody = \/x+y X)) = by )t yy) _ Vs y) = 00?0
r ||x+y||2||y||2 e+ Iyl

Mit den Additionstheoremen fir Kosinus und Sinus erhalten wir daraus:

_ 2
cos(a-+ B) = cosa cosp — sinasing = X)Xy b, 2) (0, ¥) = %, )

e+ vl el iyl lx+ vl Ixl2 1yl
— _<x+y’x><x’y> - (x,x)b’, y) + (x’y>2 — —(x,x)(x, y) - (x,x)()’, y) —
e+ vl xli2 Iyl lx+ vl xlZ Iyl
(x+y, y)
=———=1="_ — _COoSy =cos(rt—y),
EETIE r ’
sin(a+ B) = sina cosp + cosa sinB
_ Ve ) =) (mxy) L eyn) V) = )2
llx+ ylllxll Il iyl llx+ i lxdl Iyl
_ 2 _ 2
_ V0, y) (xz, N2 x) V) y) — )2 siny = sinGr— 7).
llx+ yIx )= Tyl lx+ vyl
Da die Winkela, 8, y zwischen 0 undr und somite+ 8 undsz — y zwischen 0 und 2 liegen, erhalt man
at+B=nm—y,dha+B+y=m. °

Bemerkung: Dies ist (verborgen) der klassische elementargeometrische Beweis durch Ziehen der Parallelen
ZU AB durchC. Was bewiesen wird ist, dass in einem Parallelogramm die Summe der Winkel, die eine Dia-
gonale mit den benachbarten Seiten bildet, gleich dem Winkel zwischen diesen Seiten ist. Diese Eigenschaft
macht den eingefiihrten Winkelbegriff iberhaupt erst sinnvoll. Ubersichtlicher lassen sich solche Aussagen
Uber Winkel mit der Theorie der ebenen Drehungen aus Beispiel 14.A.10 behandeln.
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Abschnitt 13.A, Aufg. 11, p. 400 (1.6.2012):

Fur Vektorenx, y einesR-Vektorraums mit Skalarprodukt mijtx|| = |ly|| und beliebiges: € R gilt
lx —ayll = llax — yl| .

ax-y x-ay

ax ay

Beweis: Die Voraussetzungy, x) = (y, y) liefert

lx—ayll® = (x—ay, x—ay) = (x, x) — 2a(x, y) + a*(y, y) = (y, y) — 2a(y, x) + a®(x, x)
= (ay—x,ay—x) = |ay—x||? .

Abschnitt 13.A, Zusatzaufgabep. 401 (1.6.2012):
Fur Vektoren, y einesk-Vektorraumsy mit Skalarprodukt gilt||[lx [y — |y [I%x| = x|l Iyl lx— yll.

Beweis: | llxlI%y — IylIi2x]* = (Ixl2y — Iy, Ixl2y — [lyl1%x)
= xl*(y, y) = Ix Py 12, y) = IxPIy 1Py, x) + lyll*x, x)
=[xy 12, x) — (x, v) — (o x) + (0, 3) = Ix Py P —y, x—y)
= x|y l2llx—yl?.
Daraus bekommt man durch Wurzelziehen die Behauptung. °

Abschnitt 13.A, Aufg. 12, p. 401 (1.6.2012) :
FurVektorency, x;, x3, x4 €inesR-Vektorraums mit Skalarprodukt giltdie Ungleichung des Ptolemaus:

llxr — x3ll - llx2 — xall < llx2 — x2|l - [[x3 — xall + [[x1 — xall - [|x2 — x3l| .

Genau dann gilt das Gleichheitszeichen, wenn die Punkte, x3, x4 auf einem Kreis (der zu einer Geraden
entarten darf) liegen und Uberdies so, dass die beiden Punlted x3 sowie die beiden Punkte, undx,
jeweils nicht unmittelbar nebeneinander liegen.

X1

Xq
X2
X3

Man formuliere die resultierende Gleichung fur die Diagonalen und Seiten eines Sehnenvierecks.
Beweis: Wenn x4 gleich einem der anderen Punkte ist, so gilt in dieser Ungleichung trivialerweise das

Gleichheitszeichen und die drei Punkte liegen auf dem Umkreis des resultierenden Dreiecks. xg@icaiso
den drei anderen Punkten verschieden. Wir seizes x; — x4 # 0,i = 1, 2, 3. Die Dreiecksungleichung
liefert: "
| - 2] < |2y - 2+ |
[yl llysll I|y1|| Iyl

Daraus ergibt sich durch Multiplikation miity, [|2]l y2/?]| y3/|?

||y2|I2 I|y3||2”

1y312y2 = IyalPys| 1y2l® < | y2lPye = yaliPye|| 1ysli® 4+ [1yaliZyz = ly2l%ys]| lyell?-
Mit der in der vorstehenden Zusatzaufgabe bewiesenen ldentitat bekommt man

Iyl 1ysll lye—vall 1y212 < Iyall Iv2ll lyai— y2ll lysll? 4 Izl sl vz — yall 1yall?
und dann nach Division durdhyy|| || vz ||yl

lyi=ysll ly2ll = llye—=yall Iyl + lly2— yall [yl -
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Einsetzen vorx; := x; —x4,i = 1,...,4, alsoy; — y» = (x1—x4) — (x2—x4) = x1— x2 und analog
y1— y3 = X1— X3, Y2— y3 = X2 — X3, €rgibt schlie3lich die Behauptung:

llx1— x3ll [[x2—xall < llx2—x2ll [[x3—xall + llx2— x3]| [[x1— xal| .

Nach Aufg. 5 gilt bei der benutzten Abschatzung genau dann das Gleichheitszeichen, wena esRein

; wooN Y2 Y2 Y3 J1 Y2 Y2 Y3 ;

Lt i = e = (T~ To2) (2 ™ ) = TP ™ gl 225!

I:V U{oo} — VU{oo} diedurchl (y) := y/|ly||?fiir y# 0 undI (c0) = 0, 1(0) = oo definierte Inversion

an der Einheitssphare, so bedeutet dies, déss, 1 (y2), I (y3) auf einer Geraden liegen, und zwiiy,)
zwischenl (y1) und ! (y3). Teil ¢) der nachfolgenden Zusatzaufgabe zeigt, dass dies genau dann der Fall ist,
wennys, yz, y3 und I (c0) = 0 auf einem Kreis liegen, und zwar so, dasund y3 sowie y, und O nicht
unmittelbar nebeneinander liegen. Addition voriiefert dann die Behauptung.

Geometrisch bedeutet die bewiesene Ungleichung bzw. Gleichung: Das Produkt der Diagonalen eines Vier-
ecks ist stets kleiner als die Summe aus den beiden Produkten gegenuberliegender Seiten, und Gleichheit
gilt genau im Fall eines Sehnenvierecks. °

Abschnitt 13.A, Zusatzaufgabep. 401 (1.6.2012) :
Sei V ein R-Vektorraum mit Skalarprodukto ¢ V ein weiteres Element, das wir als ,unendlich fernen
Punkt* betrachten, und := Vw{oo} (vgl. Band 3, Beispiel 2.B.18, dort wir der Punkt mit w bezeichnet).
Die Inversion an der Einheitssphare oder Abbildung durch rezipgoRadien
1:V — V vonV ist definiert durch/ (x) := x/||x||?> fur x € V— {0} undI(0) = oo, I(c0) = 0. Die
Einheitssphare @; 1) C V ist offenbar die Menge der Fixpunkte vén Ferner seW ein Unterraum von
VundW = W W {occ}. Dann gilt:
a) I ist eine winkeltreue Involution, d.h. es gilb I = idy und£ (1 (x), I(y)) = £(x, y) furx, y € V—{0}.
b) Esist/(W) = W, undI|W : W — W ist die Inversion an der Einheitssphére vién
c) W sei endlichdimensional, ung+ U sei eine affine Hyperebene vaw, die 0 nicht enthalt. (Es ist also
U ein 1-kodimensionaler Unterraum vén undvge W—U.) DannistS := I((v0+U) U {oo}) eine Sphare
in W mit Oe S und Mittelpunktwg/2||wg||2, WO ug := vo— wo der FuBpunkt des Lotes vag aufU ist, d.h.
es giltuge U undwo LU (vgl. 13.B). — Ist umgekeht§ € W eine Sphére (der Dimension Dy — 1)
mitOe S, soistl (S) — {oo} eine Hyperebene iW mit 0¢ 1(S). — Insbesondere korrespondieren vermdge
I Geraden inv, die 0 nicht enthalten, und Kreise, die 0 enthalten.
d) Ist S = S(mg; r) eine Sphére iV, die 0 nicht enthalt, so igt(S) ebenfalls eine Sphare W, die 0 nicht
enthalt, und zwar ist

1(S) = s( mo_ . T )

Imoll?—r2" |llmol|?—r?|

2
Beweis: a) Fiirx, y# 0 ausV gilt 7 (/(x) = I(II;IIZ) = ”;”2/ “i”“ = x = idy(x) und

2 2
cos(10), () = AL TON /KB 1P d) oo

SOOI Axl/1x0? Ay i1 el iyl
aISOA{(I (x), I(y)) =4A(x,y).
b) Esist/ (W — {0}) = W — {0} zu zeigen. Fiik e W, x # 0, gilt aberl (x) = x/||x||> € W und daher auch
x=1(1(x)) € [(W).

c) Nach 12.B.9 besital/ ein orthogonales Komplemeit- in W. Es gibt dahenge U undwoe U+ € W
mit vg = ug—+ wo. Wegenvg ¢ U undug € U ist wg# 0. Firmg 1= wo/2||wol? € W undr := 1/2||wo|
liegt dannf (vo+ U) in der Sphére &g ; r) € W mit Mittelpunktmo und Radius-. Firu € U gilt namlich
(vo+u , wo) = (vo, wo) + (u, wo) = (1o, wo) + (wo, wo) = ||wol|?> wegenu, uge U undwoe U+, also

vo+u  wg vo+u  wg )
lvot+ull?  2fwoll?” llvo+ul?  2|lwoll?

_ 1 _ {votu, wo) 11
~ ot ul® ot ull fwollZ " Alwol?  AwolZ

11 (vo+u) — mol|* =
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Sei umgekehrs = S(mg; r) eine Sphare it mit Mittelpunkt mo und Radius-, und es gelte @ S. Dann
ist r = ||mo||, undI(S—{0}) liegt in der Hyperebeneo/2||mol|?> + U, wo U := (Rmg)* das orthogonale
Komplement vorRmg in W ist. Fiirw e S, w# 0, gilt namlich||w—mq||? = ||mol|?, also||w]||? = 2(w, mo),
. 1

und folglich (7 (w) — =9 me) = (-%___M0 oy fwmo)  {momo) 1 _1_ 4 41

9 ( Zimol? ™) (|_|w||2 Zimol? ™) = w2~ 2imol? 2 2
es istl (w) — mo/2|/mo||?> € U und somitl (w) € mq/2||mol|*> + U.
Insgesamt ergibt sich dann wegla(ri(w)) = w, dassw auch tatséchlich ein Urbild, ndmlidiw), in dieser
Hyperebene hat, und ebenso, dass die eingangs besprochene Abbildungan U {oo} in die Sphare
S(mg; r) surjektiv ist.
d) SeiS = S(mg;r) € V eine Sphare mit @ S, d.h. es seir # ||mg||. Dann istl(S) die Sphare mit
Mittelpunkt mq/(||mol|?> — r?) und Radiusr/|||mo||? — r?|. Firx e S gilt namlich ||x — mol|?> = r2, d.h.
llx]12—= 2(mo, x) + [Imol|2 = r2, und folglich

mo 2 X mo X mo
7 [lmo|?—r? ” _(IIXIIZ lmoll2—r2" |lx||2 Illﬂollz—r2>
_ 1 2(mo, x) [lmol|*
X2 lmolP=r?) lIx)IZ T (llmoll2—r?)?
_ 1 xRl A lmol =P lmoll®
Cxl2 (mol2=r?) [Ix12 T (lmoll2—r?)?
_ 1 1 1 llmol|? _ r?
Cxl?2 molP—r2 lxlZ T (lmoll2=r®2  ([lmoll?—r?)?
Es folgt, dasd () in der angegebenen Sphare liegt. Wegég- id folgt wie oben, das$(S) bereits die
ganze Sphare ist. °

Bemerkung: Inversionen sind wichtige Hilfsmittel, beispielsweise in der Potenzialtheorie, vgl. Band 4,
Abschnitt 13.A, oder in der Theorie der konformen Abbildungen, vgl. in Band 4 den Satz 14.B.19 von
Liouville. Als Spiegelung an der Sphareg® p), p > 0, bezeichnet man die Abbildung mit

I,(x) = p%x /|Ix||? fir x # 0. Sie hat 80; p) als Menge der Fixpunkte und besitzt &hnliche Eigenschaften
wie I = I;.

Abschnitt 13.A, Aufg. 13,p. 401 (1.6.2012) :

Sei P einfester Punktim affinen Raumiber denR-VektorraumV mit Skalarprodukt. Fernerse(®; r) =
{Q € E | d(M, Q) = r} eine feste Sphare iR. Fir alle Geradeg durch P in E, die SM; r) in zwei
PunktenP; und P, schneiden (bei Tangenten Bf = P,) ist das Produk#/ (P, P) d(P», P) der Abstande
von P; bzw. P, zu P konstant ( und zwar gleicll(M, P)?> —r?|). (Sekantensatz)

Beweis: Seie := PPy/|PP1| eine Einheitsvektor in Richtung voR nach Py, x := MP und ri :=

d(P1,P), rp:=d(P,, P). Dannqilt r = ||[MPy|| = |lx+riell und r = |MP;|| = ||x+ ree| bzw.
r = ||MP,|| = ||x—rze|, je nachdem ol® aul3erhalb oder im Inneren der Sphare liegt. Es folgt

r?= (x+rie,x+rie) = ||x||2+ 2(x,e)r, +r12 und r’= (x £rpe, x £rre) = ||x||2 + 2(x, e)r, +r22,

also 2x, e)(r1 F r2) + ri— r2 = 0 und folglich 2x, ) = —(r1 £ r2) bei Py # P,. Einsetzen in die erste
Gleichung liefert danm? = ||x||?— (r1 £ r2)r1 +72 = |x||2 F rirz, d.h.d(Py, P)d(P2, P) = rirp =
llx[12=r?| = |d(M, P)* —r?|. J

Abschnitt 13.A, Aufg. 14,p. 401 (1.6.2012) :

Sei ® eine komplex-hermitesche Form auf débrvektorraumV, den wir auch als reellen Vektorraum
auffassen. Dann ist Re eine reell-symmetrische Form aut

a) Eine Familiex; , i € I, von Vektoren inV ist genau dann orthogonal bzw. orthonormal bgglwenn die
Familiex; , ix;, i, j € I, orthogonal bzw. orthonormal bzgl. Keist.

b) Furxa, ..., x, € Vist |Go(x1, ..., x,)|? = Greo (X1, 1X1, ..., Xp, iX,) .

Beweis: a) Genau dann gl (x;, x;) = 0, wenn Reb(x;, x;) = 0 und Im®(x;, x;) = 0 ist. Dabei ist
Letzteres aquivalent zu Re(x;, ix;) = —Re(i®(x;, xj)) = Im ®(x;, x;) = 0. Sind diese Bedingungen
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erfullt, so gilt natlrlich auch Ré(ix;, x;) = Re(i®(x;, x;)) = —Im ®(x;, x;) = 0 und Red(ix;, ix;) =
Red(x;, Xj) =0.

Wegend (x;, x; € R gilt ®(x;, x;) = 1 genau dann, wenn Re(x;,x;) = 1ist. In diesem Fall ist auch
ReCD(ixj, Ix,) = Refb(xj, )Cj) =1.

b) Sindxq, ..., x, linear abhangig Uber, gibt es alsa; € C, die nicht alle 0 sind, mi[:l'.’:l cixi =0, s0

ist) " ; Rec;x; +Im¢;ix; = 0 eine nichttriviale Relation vomy, ix1, . . ., x,, ix, UberR, die verschwindet,
d.h. x1,ix1, ..., x,,ix, sind UberR linear abhangig. Dann sind nach Aufg. 6 sowoll(&, ..., x,) als

auch Geo (x1,1x1, ..., x4, ix,) gleich O.

Wir kdénnen also ohne Einschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass die Vekioren x, linear
unabhangig sind unél der von ihnen erzeugte Unterraumy,, ..., v,, Vp41, ..., Uptg, Uptg+ls - - - » Uy SEI
eine vonV derart, dass¢;? = Diag(1,...,1,—1,...,—-1,0...,0) die Gramsche Matrix vo® bzgl.
dieser Basis ist, was nach 12.C.2 moglich ist. Wie der Beweis von 12.C, Aufg. 11.C zeigt, habZgeé

der Basistq, ixq, ..., x,, ix, die Gramsche Matriﬁg,f’z". Genau dann ist die Gramsche Determinante von
® #£0, wennn= p+q, d.h. 1= 2p+ 2¢ ist und somit die Gramsche Determinante vondR£ 0 ist. Wir
kdnnen also von nun an annehmen, dass beide Determingifteind.

Durch f(vj) = xj, j = 1,...,n, wird eine C-lineare Abbildungf:V — V gegeben. Is&l =
(a;;) die Matrix von f bzgl. der Basis, ..., v,, d.h.istx; = Y7 a;5v;, S0 Qilt B (x, ..., x,) =
ABg(v1,...,v,) A =A% nach Satz 12.A.4. Mit der Determinantenproduktformel 9.D.5 ergibt sich
Go(x1, ..., x,) = | Det)? . Detel? = |Det f|? - (—1)7.

Fassen wirV als R-Vektorraum mit Basisy, iv1, ..., v,, iv, auf, so gilt auchf (iv; = if(v;) = ix; fur
alle j und fir die Matrix®8 € My, (R) von f bzgl. dieser Basis erhalt matires (x1, ivy, ..., vy, iv,) =
"B B (vy,iv1, ..., Upiv,) B = B EL B, also Greo (X1, ix1, ..., Xy, ix,) = (DetB)2 = (Dety f)2.
Nach 9.E, Aufg. 7 gilt Det f = | Det f]?, also

Greo (X1, 0x1, ... X, ix,) = | Det f|* = |Go (x1, ..., x,)[%
Beweisvariante: Fiur i, j = 1,...,n setzen wire;; ‘= Re®(x;,x;) = Red(ix;, ix;) und g;; =
Im <I>(xl~,xj) = —ReCD(ixl-,xj) = Red(x;, in), d.h. es iStCID(x,-,xj) = o + i,Bij. ImFaln=1 gllt
dann
. _ |Re®(x1,x1) Red(xy,ixy) | | o011 Pur| _ 2 | n2 2 _ 2
GRe(D(xla I-xl) - ReCD(lx:]_, xl) Req)(l.x:]_, |x1> - _ﬂll all - a11+ﬂ11 - |q)(x17 -xl)l - |G<D(-xl)| N

Beim Schluss von—1 aufr verwenden wir die eindeutige Darstellugg= x +y mitx € Cx1+---+Cx,_;
und y im orthogonalen Komplement vo@ix; + --- + Cx,_1, wie sie nach 12.B.9 existiert. Es gilt dann

n—1
x =) ¢x;Mite; =a; +1ib; unda;, b; e Rfur i=1,..., n—1sowie®(y,x;) =0fur j=1,...,n—1

i=1
und folglich

) n—1 n—1 ) )
o FiBnj = Py, xj) = P(x, x) + Py, xj) = Y ;i P(xi, x;) = D (a; +iby)(a; + 1))
i=1 i=1

n—1 n—1
= Z(al-a,-j _bzlgl])+| Z(ai,@ij—i—biozij), also
i=1 i=1

n—1 n—1 n—1 n—1
onj = D aictj — Y biBij.  Buj = aifij+ ) by, j=1...,n—1.
i=1 i—1 i=1 i=1

Ferner gilt
n—1
q’()’, xn) = q)(xnaxn) - CI)()C, xn) = Opy + |,8m1 - Z Ciq)(xia xn)
i=1

n—1 n-1 n-1
= Oyp + I,Bnn - Z(ai + ibi)(ain + iIBin) = (ann - Z(aiain - bi,Bin)) + [ (,Bnn - Z(ailgin + biain)) .
i=1 i=1 i=1
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Die Gramsche Determinante von Rebzgl. xq, ixy, ..., x,, ix, ist
a1l fun - @1p-1 B o1, Bn
—Bn o1r o —Pra-1 Qi —Bn a1,
GRed) (X]_, X1, ..y X, |.Xn) = Up—11 ﬁn—l,l e Up—1n—1 IBn—l,n—l Op—1n ﬁn—l,n
_ﬂn—l,l Op—-11 - _ﬂn—l,n—l Op—1n—1 _:811—1,11 Up—1n
U1 ,Bnl o Opn—1 ﬂn,n—l Unn ,Bnn
_ﬁnl Up1 ce _,Bn‘nfl Opn—1 _lgnn Unp

Firi=1,...,n—1 subtrahiert man nun das-fache der2; —1)-ten Zeile und das;-fache der 2-ten Zeile
von der(2n—1)-ten Zeile dieser Determinante, ferner addiert manigidiache der2;i —1)-ten Zeile und das
—a;-fache der ?-ten Zeile zur 2-ten Zeile. Mit den weiter oben bewiesenen Identitaten bekommt man so

a1 Pu - A1n-1  Pra-1 a1, Bin
—Bun a0 P11 —Bu a1,
GRedj (X]_, X1, oy Xy |Xn) = Up—11 IBn—l,l e Up—1n—1 IBn—l,n—l Up—1n IBn—l,n
_:311—1,1 Op—11 - _ﬂn—l,n—l Up—1.n—1 _,Bn—l,n Up—1.n
0 o .- 0 0 Red(y, x,) Im®(y, x,)
0 o - 0 0 —Im®(y, x,) Red(y,x,)

Mit dem Blockmatrizensatz 9.D.4 und der Induktionsvoraussetzung ergibt sich
Re®(y, x,) Im®(y, x,)

GRe<I> (xla i-x].? ce ey xna |-xn) = GReCD (-xlv ixlv ce ey -xn—l» ixn—l) ‘ _ Im cD(y, -xn) ReCD(y, xn)
D(xp,x1) oo Plag,xm1) | )P
= |Go(x1, ..., x4 [* [Py, x,)* = : : Dy, x4)I?
D(xy—1,x1) - P(xp—1, X4-1)
D(x1,x1) - DP(x1, x-1) D (x1, xp)
@G x) o PGt X)) Pt Xa)
0 e 0 D (y, x,)
D(xy, x1) - DP(x1, x4-1) D (x1, xn) 2
@G X)) Pt Xae1) D (X1, Xn)
D (x, x7) D(x, x,-1 D(y, x,) + O(x, x,)
D(x1,x1) - DP(x1, X,-1) D (x1, x,)
- : : : = [Go(x1, . ... 22
cD(xn—L xl) e (D(xn—ly xn—l) cb(xn—la xn)
(D()Cn, xl) e CID(xn, xn—l) CD(]Cn, xn)
Dabeiwurde furi= 1, ..., n—1 dasc;-fache deii-ten Zeile zum-ten Zeile addiert und danach ausgenutzt,
dassy = x —x, hach Wahl vory zu allenx;, i=1,...,n—1, orthogonal, als® (x, x;) = ®(x,, x;) ist. e

Abschnitt 13.A, Aufg. 15, p. 401 (1.6.2012) :
SeiV ein reeller Vektorraum mit Skalarprodukt. Filry € V und |ly||/]lx|| — O gilt dann

I+ yll = Ixll + Lyl cos£(x, y) + [IyIIO(IyII/lIx1) -

Beweis: Mit Bd. 1, Beispiel 13.C.7 sieht ma/1+h = 1+ %h + O(h?) fur h — 0. Furx,y € V und
Iyll/llx|l — O folgt wegen|x||[|y]| cos£(x, y) = {(x, y) und [(x, y)| < [Ix][ Iyl

Ix + 3l =+ y, x4+ y) = VIxl24 200, y) + 112 = Ixlv1+ 200, )/ 1% 12+ 1112/ 11212
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= [lx[lv/ 2+ 2(IylI/1x 1) cos£ (x, y)+ [y 112/ 1lx|I2
= Xl (X + ClIyll/lx]) cos£(x, y) + SIylI/IxlZ + O(IyI2/1x117))
= |lxll + llyllcos£ (x, y) + IxO(Iy12/11x117) = llx]| + [yl cos£L(x, y) + [y IO(Iyl/Ix]) . e

Abschnitt 13.B, Aufg. 1, p. 414 (1.6.2012):
Seienp; und p, orthogonale Projektionen dé&sVektorraumsV mit Skalarprodukt.

a) Genau dann isp1 p» eine orthogonale Projektion vdri, wenn p; und p, kommutieren. p1 p» ist dann
die orthogonale Projektion auf Bileh N Bild p5 .

b) Genau dann isp; + p, eine orthogonale Projektion, wepap, = 0ist, d.h. wenn Bilgp, L Bild p; ist.
¢) Genau dann isp; — p» eine orthogonale Projektion van, wenn Bildp, C Bild p; ist.

Beweis: a) Seip1p, = p2p1. Dannist(p1p2)® = p1papips = pipipap2 = pip5 = pip2, alsopip; eine
Projektion. Dap;, p2 orthogonal sind, giltnach 13.B.2 fiir y € V ferner(pip2(x) , y) = (p2(x), p1()) =
(x, pap1(»)) = (x, p1p2(y)), d.h. die Projektiorp; p, ist ebenfalls orthogonal. Zu € Bild p; p, gibt es
einy € V mitx = p1(p2(y)), alsox € Bild p1, und auBerdem = pip>(y) = p2(p1(y)) € Bild po.

Ist umgekehrtt = p1(y) = p2(z) aus Bildp; N Bild p, so folgtx = pi(y) = pl(pl(y)) = p1(x) =
pl(pz(z)) € Bild p1p,. Wirerhalten Bildp, p, = Bild p;NBild p,, d.h.p1 p, ist die orthogonale Projektion
von V auf Bild p; N Bild p».

Sei nunp;p, eine orthogonale Projektion. Fir alle y € V gilt dann nach Satz 13.B.2 die Beziehung
(pip2(x),y) = (x, p1p2y) = (p1(x), p2(y)) = (pzp1(x),y). Da(—, —) als Skalarprodukt nicht-
ausgeartet ist, folgp1p2(x) = p2pi(x) fur alle x € V, d.h. pyp2 = p2p1. Man kann hier auch so
schlieBen: Augpipa(x), y) = (p2p1(x), ), also(p1p2(x) — papi(x) , y) = 0, fur allex, y folgt speziell

I p1p2(x) — p2p1(x))1? = (p1p2(x) — p2p1(x), p1p2(x) — p2p1(x)) = 0, d.h.p1pa(x) = papa(x) fur alle
x €V und somitpyp, = pap1.

b) Nach 5.F, Aufg. 15a) igt;+ p» genau dann eine Projektion, wepfp, = pop1 = Oist, und in diesem Fall
gilt Bild (p1+p2) = Bild p1®Bild p2, Kern(pi+p2) = Kern piNKern p,. Istalsop; + p» eine orthogonale
Projektion, so gilt als@ip, = 0 und somit{p2(x), p1(y)) = (p1p2(x),y) = 0 fur allex, y € V, d.h.
Bild p, L Bild p;. Istumgekehripip, = 0, so gilt 0= (p1p2(x), y) = (p2(x), p1(y)) = {x, p2p1(y)) fUr
allex, ye V. Flrx = pzp1(y) erhalt manp,p1(y) = 0, d.h.p2p1 = 0. Daher istp1+ p, eine Projektion,

die wegen((p1+ p2)(x), y) = (p1(x),y) + (p2(x), y) = (x, p1(y)) + (x, p2(y)) = (x, (p1+ p2)(y))
auch orthogonal ist.

c) Ist p1— p> eine Projektion, so gilps— p2 = (p1— p2)® = pi— p1pa— pap1+ps = pi— pip2— papi+ p2
und folglich p1p2+ pap1 = 2p,. Flr einx € Bild p; gilt po(x) = x und somitpy(x)+ p2p1(x) = 2x,
also x|l = lIp1(x) + p2(pr)II < lIprO)I + 1 p2(prGDI < 1)) + P = 2[Ipr(x)l, da
p» eine orthogonale Projektion ist, vgl. Satz 13.B.1. Da apghteine orthogonale Projektion ist, folgt
lxll < Ilp2GOI < lxll, d.h.| p2(x)]| = |Ix]| und folglichx € Bild p;, wieder mit Satz 13.B.1. Wir erhalten
insgesamt Bilgp, € Bild ps.

Sei umgekehrt Bilgp, C Bild p;. Da p; und p, orthogonale Projektionen sind, erhalt man sofort die
Inklusion Kernp, = (Bild p,)* 2 (Bild p1)* = Kern p;.

Wir zeigen zunachst Kergp1— p2) = Bild p, @ Kern p;. Firx € Bild p; gilt po(x) = x = p1(x), dax
auch in Bildp, liegt, also(p1— p2)(x) = x—x = 0. Furx € Kern p; gilt ebenfallsx € Kern p, und somit
(p1— p2)(x) = p1(x) — p2(x) = 0. Sei nun umgekehnt € Kern(p;— p»), d.h. p1(x) = p2(x), und sei
x = y+zmitye Bild py undz e Kernp;. Dann folgty = p1(y) = p1(y) + p1(z) = p1(x) = pa(x) €
Bild py, alsox = y+z € Bild p, + Kern p1. Wegen Kerrp; € Kern p, = (Bild p,)* ist die Summe sogar
orthogonal.

Wir zeigen nun Bildp1— p2) = Bild py NKern p,. Furx € Bild p1 NKernps gilt p1(x) =x und p2(x) =0,
alsox = (p1—p2)(x) € Bild (p1—p2). Seiumgekehtt € Bild (p1— p2) und seix = (p1—p2)(y). Dann gibt
eseinye V mitx = p1(y)— p2(y). Schreiben wir in der Formy = z+ w mit z € Bild p, < Bild p; und
w € Kernp, 2 Kern py, so erhalten wik = p1(z) — p2(z) + p1(w) — p2(w) =z — z + p1(w) = p1(w) €
Bild p1. Schreiben wir abey in der Formy = u+v mitu € Bild p; undv € Kern p1 € Kern p,, so erhalten
Wir pa(x) = pa(p1(u)) — pa(p2(u)) + p2(p1(v)) — p2(p2(v)) = p2(u) — p2(u) = 0, alsox € Kern ps.
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SchlieBlich sehen wifp; — p2)(x) = p1(x) — p2(x) = x — 0 = x wegenx € Bild p; N Kernp,, d.h. die
Abbildung p; — p» ist, beschrankt auf ihr Bild, die Identitat.

Da Bild p; zu Kernp; und Bild p, zu Kernp, orthogonal ist, ist auch Bildp; — p2) zu Kern(py— p2)
orthogonal. Schreiben wire V in der Formx = z+w mit z € Bild p, undw € Kern p, undw in der Form
w = u+v mitu € Bild p; undv € Kern p1, so erhalten wix = (z+v) +u mit z+v € Bild po ©Kernp; =
Kern(p1— p2) undu € Bild p; N Kernp, = Bild (p1— p2) wegenpo(u) = po(w) — po(v) =0—0=0,
d.h.V ist die (direkte) Summe der beiden Unteraume B8ild— po) und Kern(p;— p2) . Insgesamt haben
wir gezeigt, dag, — p» eine orthogonale Projektion ist. °

Abschnitt 13.B, Aufg. 2 p. 414 (1.6.2012):

SeienV ein endlichdimensionaléf-Vektorraum mit Skalarprodukt und # O eine Linearform au¥’ mit
v:.=gradf.

a)Istv;, i € 1, eine Orthonormalbasis von, soistv = gradf =) .., f(vi) v; .

b) IstK = R, soistf(x) = ||x] ||lv|| cos£(x, v) . — Inshesondere nimmt auf der Einheitssphare(®; 1)
von V das Maximum|v|| im Punktv/|v|| und das Minimum-|jv| im Punkt—uv/|v| an.

¢)IstK = C, so wird das Maximunijv|| von| f| auf der Einheitsspharg®; 1) von V genau in den Punkten
av/|v|, a € C, |a] = 1, angenommen.

Beweis:a) Seiv = gradf = Z avj, a; € K. Dann glltf(v,) = (v;,v) = Zﬁj (v, Uj) = Zﬁj&j =a;,
j=1 j=1 j=1
alsoa;, = f(v;).

b) Seix € S(0;1), also|lx| = 1. Mit den Bemerkungen im Anschluss an 13.A.8 sieht nfan) =

(x,v) = [Ix|| lv]| cos£(x, v) = |lv||cos£(x,v). Wegen—1< cos{(x,v) <1 nimmt f also genau fir
cosd (x,v) =1, d.h.£L(x, v) = 0 und somit inx = v/||v|| das Maximum und fur cag(x, v) = —1, d.h.

£ (x,v) =7 und somitinx = —v/||v|| das Minimum auf 8; 1) an.

c) Seix € S(0; 1), alsol|x|| = 1. Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung 13.A.4 sieht pyi@an)| =

[{x,v)] < |lx|lllvl = |lvll, wobei das Gleichheitszeichen genau dann gilt, wemmd v linear abhangig
sind. Dies ist genau dann der Fall, wenn es®ia C gibt mit x = a’v, d.h. mitx = av/||v|| fUr a:= d’||v]|.
Dabeiist 1= ||x|| = la| [lv/Ilv]]| = lal. J

Abschnitt 13.B, Aufg. 3 p. 414 (1.6.2012):

(Hessesche Normalform) Seiéhein endlichdimensionaler affiner Raum tUber dgrvektorraum
V mit Skalarprodukt und® = H + O eine affine Hyperebene if durchO € E. Ferner sek € V ein
Einheitsnormalenvektor zH in V. Fir einen beliebigen Puni& € E ist

(QeE|(00,2)=d), d:=(0Pz)),

die zuF parallele Hyperebene dur@h Ferner isid| der Abstand vorP zu F. Insbesondere ist

—

F={Q0e€E|(00Q,z)=0}.
Beweis: Nach Wahl vory ist DimKz = 1, also Dim(Kz)* = Dim V—1, und ferneiH < (Kz)*. Es folgt
H = Kz. Ein PunktQ € F liegt also genau dann in der Zuparallelen Hypereben& + P durch P, wenn
PQ in H liegt, d.h. wenn(PQ,z) = 0 ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn=0(PO + 0Q,z) =
(PO.2) + (00, 2) gilt, also wenn(00,z) = —(PO,z) = (0P,z) = d gilt. Im Fall P = O ist
—> — . . —
OP =0,alsod = (OP,z) =0. Dies liefetF ={Q € E| (0Q,z) =0}.
Der Abstand vorP zu F = H + O ist definitionsgemal Mifd (P, Q) | Q € F}. Der PunktQg = —dz+ P
liegt wegen(O Qo , z) = @3 + PQo,2) = (WJ,Z) + (PQo,z) =d—d{(z,z) =0in F, und es gilt
d(P, Qo) = ||—dz|| = |d|. Fur einen beliebigen Punk € F liegt Q Qg in H = (Kz)* und nach dem Satz

—> —_— —
13.A.6 des Pythagoras gilP O[> = |QQoll* + |QoP|* = |QoP|* = ||dz|? = |d|?, also|PQ| > |d|.
Daher ist|/d| der Abstand vorP zu F. °



Losungen zu Storch/Wiebe, Bd. 2, Kap. 5 29

Abschnitt 13.B, Zusatzaufgabep. 414 (1.6.2012):

Man bestimme den Abstand des Punk®es: (0, 0, 1) im R3, versehen mit dem Standardskalarprodukt, von
der Ebené” := {(x1, x2, x3) | X1+ x2—x3 = 2}.

Losung: EsistF = H + (2,0,0) mit H = {(x1, x2,x3) | x1+x2—x3 = 0}, undz := (1,1, —1)//3

ist offenbar ein Einheitsnormalenvektor Zi Der Abstand von? und (0, 0, 1) ist nach der vorstehenden
Aufgabel((0,0,1) — (2,0,0), (1, 1,-1)/+/3) = [{(-2,0, 1), (1, 1, -1)+/3)| = |-3/+/3] = /3. (Man
vgl. auch die allgemeine L6sung in Aufg. 4.) °

Abschnitt 13.B, Zusatzaufgabep. 414 (1.6.2012):

a) Seiena, b, v, w € R3 mit v, w # 0. (R3 trage das Standardskalarprodukt und die Standardorientierung.)
Der Abstand/ der beiden Geradesy := {a+ rv | r€ R} undg, := {b+sw | s € R} kann folgendermal3en

berechnet werdend := |(b—a, —————)| .
lloxwil

b) Man berechne den Abstand der beiden Geragen= {(1,2,—-1) +r(3,1,0) | r € R} und g, :=
{(0,2,-1) +1(1,0,1) | te R} .

Beweis: a) Nach dem Satz des Pythagoras ist das gemeinsame Lot auf die beiden Geraden die kiirzeste
Verbindung zwischen Punkten der einen und der anderen Gerade. Seine Richiung isk w. Fir den
FuBpunkt auk, gilt alsoa+ rov+ ton/||n|| = b+ sow Mit d = |tg| . Man bildet das Skalarprodukt beider
Seiten mitz und bekommt wegenxn = 0 undw xn = 0 sofort (a, n) + to(n, n)/||n|| = (b, n). Es folgt

to = (b—a,n/|n| ). Der gesuchte Abstand ist aI#QJn/HnH | =ltol = [(b—a,n/|n|)l.

b) Esistb—a = (0,2, -1) — (1,2,—1) = (-=1,0,0) undn = (3,1,0) x (1,0,1) = (1,-3,-1),

Inll = v/11. Der gesuchte Abstand isb—a,n/|n| )| = [((-=1,0,0), (1, =3, —1))|/+/11 = 1/V/11.

(Man vgl. auch die allgemeine Lésung in Aufg. 8.) °

Abschnitt 13.B, Zusatzaufgabep. 414 (1.6.2012):
Seiena, b, v € R® mit v #£ 0. (R® trage das Standardskalarprodukt und die Standardorientierung.) Der
Abstandd des Punktes von der Geradep = {a + rv | t € R} kann folgendermal3en berechnet werden:

d=|®m- .
I¢ a>><”v”||

Beweis: a) Seic := a + tov der FuRpunkt des Lotes vénaufg. Dannistd = ||b — ¢||. Dab — ¢ undv
zueinander orthogonal sind, i§th — ¢) x v|| = ||b — ¢|| |lv]| = 4 ||v]|. Andererseits isfi(b — ¢) x v|| =
[(b—a —tov) x v|| = ||(b —a) x v|| wegenv x v = 0. Esfolgtd := ||[(b—a) x v/|v]].

Beweisvariante: Das Parallelogramm mit den Eckpunktenc, » und b + (¢ — a) hat als Flacheninhalt
das Produkt aus der Grundlinienlange— a|| und der Hohet, andererseits ist dieser Flacheninhalt gleich
l(b —a) x (c —a)|. Esfolgt||(b —a) x (c —a)/|lc —all || = d. Daa undc beide auf der Geraden
liegen, ist dabei (bis auf das Vorzeichdn)— a)/||(c — a)|| der Richtungsvektor/|v|| vong. (Man vgl.
wiederum die folgende Aufg. 4.) o

Abschnitt 13.B, Aufg. 4,p. 414 (1.6.2012):

SeienV ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt und, ..., x,, x,+1 Elemente vorV/, von denemny, ..., x,
linear unabhéngig seien. Dann ist der Abstdnan x,,,; zum UnterraunKx; + - - - + Kx, von V gleich

d— (G(xl, e, Xp ,xn+l))1/2.

G(Xl, ey xn)

Beweis: Nach 12.C.6 ist Gy, ..., x,) # 0. Seix ;= ai1x; + - - - + a,x, Mit ¢; € K das Bild vonx, 1 bei
der orthogonalen Projektion vanauf Kx; + - - - + Kx,. Dann gilt(x, . 1—x,x;) =0firi=1,...,n, also
auch(x,41—x, x) = 0, und es folgtd? = ||x,41—x1° = (Xps1—X, Xpp1—X) = (Xpp1—X, X,11). Subtraktion
desq;-fachen dei-ten Zeile von den+1-ten Zeile,i=1, ..., n, liefert

(x1,x1) - (X1, X,) (X1, Xp41)

G(xlv---sxn’xn+l)= ’ o ' )
(xn’ xl) te (xn’ xn) (X,,, -xn+l>

(Xnt1, X1) o (X1, Xn) (Xng1, Xng1)
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(x1, x1) e (x1, x,) (X1, Xpy1) (x1,x1) -0 (X1, X.) (X1, Xpq1)
B (%, X1) e (Xns Xn) (Xns Xnt1) @ x) e (X)) (s Xan)
(Xng1—2,X1) o (g1 —X, X)  (Xpg1—X, Xpp1) 0 0 42
G(x1, ..., X,, X, 1/2
— d®G(xy,...,x,), also d=< 01,02 x“)) . .
G(Xl, L ] xn)
Abschnitt 13.B, Aufg. 5,p. 415 (1.6.2012) :
Sei V ein orientierter euklidischer Vektorraum der Dimensior> 2. Fir Elementexy, ..., x,_1 und
y1, ..., Ya_1 in V gilt die folgende auf Lagrange zurtickgehende Formel:
(x1, y1) ... (X1, Yn-1)
(X1><"'><anl,)’1><'"X)’nfl)=G(XL---,anl;YL---,ynfl)= : .
(xn—L yl) cee (xn—lv yn—1>

1. Beweis:Die Abbildungenf undg mit f(x1, ..., Xy_1, Y1, -+ -» Yu1) = (X1 X+ X X1, V1 XX V,_1)
SOWIE (X1, + .+ s X1y V1o v ooy Yuo1) i= G(X1, ..., Xn_1} V1, - - . » Ya—1) VONV"~IxV"~L nachR sind offenbar
linear in allen Variablenr; undy;. Es genigt also zu zeigen, dass sie stets Ubereinstimmen, wenn man die
x; undy; beliebig in{vy, ..., v,} wahlt, wov;, i=1, ..., n, eine die Orientierung vol reprasentierende

Orthonormalbasis voi ist. Setzt man fiix; undx; bzw. firy; undy; miti # j dasselbe Basiselement
ein, so verschwindem; x - - - x x,,_1 bzw. y1 x - - - x y,_; und damitf. Auch g verschwindet dann, da in
der Determinante G, ..., x,_1; y1, ..., y.—1) diei-te und diej-te Zeile bzw. die-te und diej-te Spalte
gleich sind. Wir kénnen also annehmen, dass furxdipaarweise verschiedene Elemente der Basis
i=1,...,n, eingesetzt werden und ebenso fur gie

BezeichnetA die kanonische Determinantenfunktion ven so gilt A(vq, ..., v,) = 1 und folglich hat
manuvy X ---Xv,_1 = v,. Seio € &, eine beliebige Permutation. Dann git(vy1, ..., Ven) =
Signo A(vy, ..., v,) = Signo und SOMItA(vs1, .. ., Vom-1), SIGNO Vs,) = 1, d.N.vs1 X -+ - X Vg (1) =
Signo v,,,. FUr eine weitere Permutatiare S,, gilt analogu.1 x - - - X v (,—1) = SIQNT vy,.

Im Fall on #+ n gllt fs1, ..., Vo(n—1)> Urls « -+ » vf(n_l)) = (Vg1 X -+ X VUs(n—1) » Vg1 X -+ - X vt(n_1)> =

Signo Signt (ve,, v.,) = 0. Aul3erdem gibt es dann eig in {1,...,n—1} mit cip = tn. Es folgt
(Voig» U7j) =0fUr j=1,...,n—1. Dieip-te Zeile von Gu,1, ..., Vsnu-1), Vel - - ., Vru—1)) VErschwindet
also, und somit gilt aucp(vs1, - . ., Vou—1ys Vz1, - -« s Veu—1)) = 0

Im Fall on = wn gilt f(vs1, ..., Vom-1)s V1, - - - » Vz(u—1)) = Signo SigNt (vsy,, v7,) = Signo Signe.
AuRerdem erhélt man dann nach Vertauschen der Zeilen gernéB der Spalten gemaf3

(lev U‘[l) s <UO’17 Ur(n—l))
8Wo1s -y Vo(n=1), Urls - - - » Vr(n—1)) = : ) :
(Ua(n—l)’ vrl) e <UU(H—1)1 UT(I‘L—l))

(Vo1, Ve1) .. (vo1, vr(nfl)> 0 (Vo1, Vr1) . (Vo1, Ur(rhl)) (Vo1 Ven)

(Vo(n-1)» Vr1) -+ (Vo(u-1) Veu-1) O (Vo(n=1)» V1) -+ (Vo1 Vr(n-1)) (Vo(u-1)s Ven)
0 oo 0 1 (Uan, Url) e (Uon, UT(n—l)) (von’ Urn)

(v, v1) ... (v1, Up)
= Signo Signt : : = Signo Signr . o
(Un, vl) o (vna vn)
2.Beweis: Seiv;, i = 1,...,n, elne die Orlentlerung voir reprasentierende Orthonormalbasis won

Dann gibt es Darstellungen = Z arivie und y; = Z bejve, i, j=1,...,n=1, mitay, b;; € R. Mitden
k=1

nx (n—1)- Matrizean (ar;) undiB (bg]) und dertransponlerten Matrifl = (a;k),a;k ‘= ay;, giltdann

n

wegen(x;, y;) Z ki V Z bejve) Z aribej (Ui, ve) = Y aribej S0 = Z arib; = Y ajby;
k=1 k=1 k=1 k=1
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G(X1, ..y Xp_1; Y1, - --» Yn—1) = Det ((xl-, yj)) = Det ( Za;kbkj) = Det '2AB .
n n k=1
Ferner giltx; x---xx, 1= Y aqzvp und y; x---xy,_1 = Y byv, mit Koeffizientena, = (—1)*+" Det2;
k=1 =1
und b, = (—1)“" DetB,, wobei2(; aus durch Streichen dér-ten Zeile undB, aus® durch Streichen
der¢-ten Zeile entsteht. Dies folgt aus den Ausfihrungen im Anschluss an Definition 13.B.6. Wir erhalten

n n n
(X1X X Xpo1, YIX - X Yao1) = (Do arvi, ) bevg) = Y agby
k=1 i=1 =1

= Y (=" Det2l; (—1)*"" DetB, = Y Det2l; DetB; = > Det’(2;) DetB, .
k=1 k=1 k=1

Die Allgemeine Produktformel fir Determinanten aus Band 4, Beispiel 7.A.5(2) liefert nun die Gleichheit

> Det/(2;) DetB, = Det 'A% und damit die Behauptung. °
k=1

Abschnitt 13.B, Aufg. 6,p. 415 (1.6.2012):

Als den Winkel zwischen zwei Hyperebenéf und H, eines euklidischen Vektorraunig bezeichnet
man den Winkel zwischen den GeradHﬁ und Hy-. Sein := DimgV > 1. Ferner seieny, ..., x,_1
bzw. yi, ..., y,—1 jeweils linear unabhéngige ElementeWn Der Winkel« zwischen den Hyperebenen
Rx1+---+Rx,_1undRy;+- - -+Ry,_; kann dann folgendermafen mit Hilfe von Gramschen Determinanten
berechnet werden:

|G()C1, ey Xp—15 Y1y e e y;171)|

COSx = 77 - O<a<
(G(x1, -+ vy X01) - G, - - vy Yue1))

Beweis: Wir versehenV mit einer Orientierung. WegeRx; + --- + Rx,_1)* = Rxy x - - - X x,_1 und
(Ryy+---+Ry,_1)* = Ryix- - -xy,_1 gilt dann fiir den Winked, dass es sich um den Winkelzwischen
den beiden angegebenen Richtungvektoren der orthogonalen Komplemente handelt, wemp2 ist,
andernfalls unr — o’. Wegen cosr — «’) = — cose’ giltin jedem Fall unter Verwendung der vorstehenden
Aufgabe 5:

T
5

[(xa X Xxp-1, y1X - Xyp-)| Gy, oy Xnm13 Y1, -+ -5 Yu-1)|

COsa = = X
||)C1X te Xxn—l” ||y1>< o 'Xyn—l” «/G(xlv s Xn,]_) \/G(yla ) ynfl)

Abschnitt 13.B, Aufg. 7,p. 415 (1.6.2012) :
Sei V ein euklidischer Vektorraum der Dimensian> 1. Der Winkel zwischen einer Hyperebetie
und einer Geradep in V ist definitionsgemaRz/2) — 8, wobeig der Winkel zwischery und der zuH
orthogonalen Geradenist. Seien nun, ..., x,_1 linear unabhéngige ElementeVhundx, € V, x, # 0.
Der Winkela zwischen der Hypereberix; + - - - + Rx,_; und der GeradeRx, kann ebenfalls mit Hilfe
von Gramschen Determinanten berechnet werden:

G(x1, ..., x,) )1/2
(xn, x,) Gxg, ..., X4—1) ’

sina:( Ofotf%.

Beweis:Istx = nzlal-x,-, a; € R, das Bild vony, unter der orthogonalen Projektion verauf die Hyperebene
Rxqy+ -+ Rxl,,__ll, so folgt(x, —x,x;) = 0furi=1,...,n—1, also auchx, — x, x) = 0 und somit
(Xp—X, X)) = (x,—x, x,—x) = ||x,—x||°>. DaR(x,—x) das orthogonale Komplement Bty + - - - +Rux,_1
ist, gilt

(=X, %) x=xl2_ xa—x|

[l =X lxnll len — Xl llxa (Bl

sina = cos(%—a) = cosp =
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Subtrahiert manfii =1, ..., n—1 jeweils dasi;-fache deri-ten Zeile von der-ten Zeile, so erhalt man
(x1, x1) - (X1, Xp-1) (x1, Xxp)
Glxr, .t =| ' :
(Xn,]_, xl) ce (Xn,]_, xn71> <xn71a xn)
<xna xl) e <xl’lv xn—l) ('xnv xn)
(x1, X1) e (x1, Xp—1) (x1, Xn) (x1,x1) o0 (X1, Xp-1) (x1, Xn)
B (xn—l, xl) ot (xn—l’ xn—l) (xn—lv xn) B <xn—la xl) e (xn—la xn—l) (xn—17 xn)
<xn_X,xl> (xn—x,x,,,l) (xn_xsxn> 0 0 ”xn_x”Z
2 G('xl’ A xn) 1/2
= ||x,— G(xy,...,x,-1), also x| = =—2"" .
ot = X112 G, . 201) o=l = (o)
Einsetzen in die obige Gleichung flr sifliefert die Behauptung. °

Abschnitt 13.B, Aufg. 8,p. 415 (1.6.2012):

SeienF = U + P und H = W + Q endlichdimensionale affine Unterrdume des affinen Rautnéber
demK-VektorraumV mit Skalarprodukt, wobeP, Q € E; U, W C V ist. Man zeige: Es gibt Punkte
Py e FundQg € H mitd(Py, Qo) <d(R, S) firalleR € F und alleS € H. (Man nenntd(Py, Qo) den

Abstandd(F, H) von F undH.) d(F, H) ist gleich dem Abstand(P O, U + W) von PO undU + W.
Ist die SummeJ + W direkt, alsoU N W = 0, so sind die Punkt®, € F und Qg € H mit minimalem

Abstandd (F, H) eindeutig bestimmt. Fir zwei Geradegr= Kx + P undh = Ky + Q mit z := P_>Q ist

G 1/2
(M) , falls g undh nicht parallel sind,
_ G(x, y)
d(g,h) = Gy, 2)\1/2
( < d ] ) , falls g undh parallel sind.
V. y

Beweis: Ist PQ € U+ W, sogibtesu e U undw e W mit PO = u+w. FUrPy:=u+ P € F und

Qoi=—w+ Q € HgiltdannQp = —-w+ Q0 = —w + P_>Q + P =u+ P = Py. Folglich erhéalt man
—>

d(F,H) =d(Po, Qo) =0=d(PQ,U+W).

IstPO ¢ U+W, so selU+W)"* das orthogonale Komplement véh W in U+W +RP Q. Es gibt dann
ueU,we Wundve (U+W)* mitP_Q) =utw+v. FUrPy:=u+P € FundQp:= —w+ Q € H giltnun
— — —

POQO =u+ P’ —w+ Q = —U)+PQ —u="v, aISOd(POs QO) = ”U” = d(PQ7 M+'LU) = d(PQa U+W)
Sind auch/’ € U undw’ € W, so folgt wegen € (U+W)* undu’+w’ — (u+w) € U+W mit Hilfe des Satzes
13.A.6 von Pythagora#( Py Qo, u/+w')? = |[u'+w’ — (u+w+v)||? = |u'+w’ —u—w]||*+ |v]|>>||v||?>. Daher
istd(PO, U+W) = |[v]| = d(Po, Qo). SindP’ = w'+P e FundQ' = w+0 = w'+ PO+P < H weitere
Punkte mit’ € U undw’ € W, sofolgtd(P’, Q') = |[w'+P O —u'|| >d(PQ, U+W) = d(Po, Qo). Zunachst
folgt alsod(F, H) = d(Po, Qo). Istd(P’, Q') = d(Po, Qo), SO gilt in den vorstehenden Abschatzungen

das Gleichheitszeichen. Dann ist insbesonaétew’ —u—w = 0 und somity’' —u = w'—w e U NW.
BeiU N W = 0 folgt daraust=u’, w=w’, d.h.P'= Py, Q'= Qo.

Der Abstand der beiden Geraderund i ist nach dem bereits Gezeigten glei¢ty , Kx + Ky), wobei
Kx+ Ky = Ky ist, fallsg undi parallel sind. Die angegebenen Formeln folgen dann direkt aus Auég. 4.

Abschnitt 13.B, Aufg. 10 p. 416 (1.6.2012):

(Eulersche Gerade) Sai= (A, B, C) ein (nicht-ausgeartetes) Dreieck in einer euklidischen affinen
Ebene. Die Hohe von durchA ist die Gerade, did mit dem Fu3punkt des Lotes vanauf die Gegenseite
BC verbindet. Entsprechend sind die Hohen duBchind C definiert. Eine Mittelsenkrechte vol

ist die Senkrechte zu einer Dreiecksseite durch den Mittelpunkt der zugehdrigen Eckpunkte.

a) Die Mittelsenkrechten vork schneiden sich in einem Punkt Esistd(0O, A) =d(0, B) =d(0, C).
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b)SeiS = 1A+ B+1C = §( OA+ OB+ 0C)+ 0 der Schwerpunkt vor , d.h. der Schnittpunkt der

Seitenhalbierenden vofn. Dann liegt der Punk@ := 308+ O = OA + OB + OC + O auf jeder der
Hohen vonA . (Insbhesondere ist damit gezeigt: Die Hohen Yoschneiden sich in einem Pungt und die
PunkteO, S und Q liegen auf einer Geraden. Bei nicht gleichseitiganst diese eindeutig bestimmt und
heilt die Eulersche Gerade. Indiesem Fall ist das Teilverhdkhig)) : (0, S) = 3.)

— — —>
Beweis: a) SeienO’ irgendein Koordinatenursprung urd= O'P, a := O’A, b := O’B die Ortsvektoren
der PunkteP, A, B. Genau dann liegt der Punig& auf der Mittelsenkrechten zur Seitd, B) mit dem

MittelpunktA’ = 2 A+1 B (der den Ortsvektoj (a+b) hat),wennm)’ = x—3(atb) ZUAB = b—aorthogo-
nalist, aIso(x—%(aer) ,b—a) = 0gilt. Diesistaquivalent zyx, b) — (x, a)—%((b, by—{a,a)) =0,d.h.zu
la—x||? = (a—x , a—x) = (a, a)—2(x, a)+(x, x) = (b, b)—2(x, b)+(x, x) = (b—x , b—x) = ||b—x||%. Der
PunktP liegt also genau dann auf der Mittelsenkrechtei4uB), wennd (P, A) = la— x| = ||b— x| =
d(P, B) gilt. Der SchnittpunktO der Mittelsenkrechten z(A, B) und zu(B, C) ist dann ein Punkt mit
d(0,A) =d(0,B) =d(0,C). Wegend (0, A) = d(0, C) liegt er auch auf der Mittelsenkrechten zu
(C, A) und ist damit der Schnittpunkt der drei Mittelsenkrechten. Von nun an wahle@ wir O’, alsoO
als Koordinatenursprung. Dann ist= |la|| = ||b]| = ||c|| der Umkreisradius vorh.

b) Nach 4.B, Aufg. 3is§ = A + B + $C mitdem OrtsvektoD s = (a+b+-c). Der PunktQ mit dem

OrtsvektorO O = a+ b+ ¢ liegt auf der Hohe durcit, wennCQ = (a+b+c¢) — ¢ = a+ b ortogonal zu

AB = b—aist. In der Tat gilt(a+b,b—a) = (b, b) — (a,a) = r>—r? = 0. In analoger Weise sieht man,
dassQ auch auf den beiden anderen Hohen vohegt. — Beid(C, A) # d(B, C) ist die Mittelsenkrechte
zu (A, B) nicht gleich der Hohe durcly, und es istQ # O. Dann ist die Eulersche Gerade eindeutig
bestimmt. °

Feuerbachscher C
Kreis

Abschnitt 13.B, Aufg. 11, p. 417 (1.6.2012) :

(Feuerbachscher Kreis) Inder Situation von Aufg. 10 und mit den dort eingeflhrten Bezeichnungen
gilt fur den Punkt := 3( OA+OB+0C)+0 (auf der Eulerschen Geraden) upd= 1d(0, A) =
$d(0,B)=1d(0,0):

a) Jede der Seitenmitteft, B’, C’ von A hat den Abstang von M.

b) Jeder der Mittelpunktd”, B” bzw.C” der Strecken vor, B bzw. C zum Héhenschnittpunk® hat den
Abstandp von M.

c) M ist Mittelpunkt der Strecken voA”, B” bzw. C” zur jeweils gegeniberliegenden Seitenmitte xon
d) Jeder der HohenfuRpunkte liegt auf dem Kreis mit Ragiusn M.

(Insgesamtist damit gezeigt: Die Seitenmitten ygrlie Hohenfu3punkte vaf und die Halbierungspunkte

der Strecken, die den H6henschnittpugkton A mit den Ecken vom\ verbinden, liegen alle auf dem Kreis

um M mit dem halben Umkreisradius als Radius. Dieser Kreis heil3t der Feuerbachsche Kreis oder
Neun-Punkte-Kreis des Dreiecks. Sein Mittelpumkiiegt auf der Eulerschen Geraden in der Mitte
zwischen dem Mittelsenkrechtenschnittpuskund dem H6henschnittpunk?.)

e) Die sechs Schnittpunkte der Kreise um die Mitten der Dreiecksseiten BC, CA und AB jeweils durch
den Hohenschnittpunk® mit den Geraden BC, CA bzw. AB liegen auf einem Kreis (dessen Mittelpunkt
notwendigerweis@® ist). (Dies ist eine Aufgabe der Internationalen Mathematikolympiade 2008.)
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Beweis: a) Wir verwenden weiterhin die bei Aufg. 10 eingefiihrten Bezeichnungen. Dapn:'ts%r, und
—

die Behauptung folgt aug(A’, M) = |A'M| = ||3(a+b+c) — 2(b+ )|l = 3lall = p und analog
d(B', M) =p, d(C', M) = p.

—_— — —
b) EsistMC"= 0C" — OM = 00 + QC" — OM = (a+b+0) + 3 (c— (a+b+¢)) — Ja+b+o) = e,

—_—

alsod(M,C") = |MC"|| = %||c|| = p und analog/(M, A”) = p, d(M, B") = p.

i . _— —>
c) Der Mittelpunkt von(C’, C")ist 3C"+1C" = 3(0C"+ 0C")+ 0 = 3(5(a+b)+c+3(a+b))+ 0 =
%(a-ﬁ—b-i— ¢) + O = M. Analog zeigt man, dasi auch Mittelpunkt vorn(B’, B”) und(A’, A”) ist.
d) Nach b) und c) ist der Kreis ud mit Radiusp der Thaleskreis fur jeden der Héhenschnittpunkte. Die
Behauptung folgt also aus dem Satz des Thales, vgl. 13.A, Aufg. 8b) (2).

—

e) Der Kreis umA’ durchQ hat den Radiug(A’, Q) = |A’Q|| = lla+b+c — %(b+c)|| = |la+ %(b+c)||.
Er schneide{ B, C) in den Punktent|la+ 3(b+c)e + A’ = £|la+ 3(b+0)lle + 3(b+¢) + O, wo

e ‘= (c—b)/|lc—b]| ein zub+ ¢ orthogonaler Einheitsvektor (in Richtung va)‘T)C) ist. Das Quadrat des
Abstandsrk der beiden Schnittpunkte van ist also

R?:=(%lla+ 3b+olle+ 2b+o), £llat 2b+o)l e+ J(b+0)
= (a+ Lb+0), a+ L+ + (Ab+e), sb+0) = [a+ Lb+e),a)+ la+btc, 3b+0)
= llal®+ (a,b+c) + S(I1bI1” + 2(b. ) + l|cl|®) = 2r* + (@, b) + (b, ¢) + (c, a).

Da dieser Ausdruck symmetrisch istdnb, ¢, ergibt sich derselbe Wert fur die Abstande vOnzu den
Schnittpunkten der beiden Kreise ubhbzw. C’ mit den entsprechenden Dreiecksseit€hdurchQ. Alle
sechs Punkte liegen also auf dem Kreis @nmit dem Radiusk. o.

Abschnitt 13.B, Aufg. 14,p. 418 (1.6.2012):

Fur Vektorenx, y, z, u eines orientierten 3-dimensionalen euklidischen Rauvhgat:
a)(x xy,zxu)={(x,z)(y,u)—(x,u){y,z). (Formel von Lagrange)
b)xx(yxz)=(x,z2)y—(x,y)z. (Formel von GralBmann)
CxXx(yxz2))+yx(@Exx)+zx((xxy)=0. (Jacobi-ldentitat)
d)(xxy,zxu)+{yxz,xxu)+{zxx,yxu)=0.

e x Xxy+yxz+zxx=(x—2)x((y—x).
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Beweis: a) Die Aussage ist der Spezialfak= 2 von Aufg. 5. Man kann sie aber auch direkt nachrechnen: Ist
v1, V2, vz €ine die Orientierung reprasentierende Orthonormalbasi¥ysno gilt mitx = xjv1+x2v0+x3v3,
y = y1v1+y2v2+y3v3, 2 = 210142202+ 2303, U = Uv1+uzv+usvy, WO x;, y;, zi, u; € R flr i =1, 2, 3:
XXy = (x2y3— X3y2)v1 + (x3y1—x1y3)v2 + (X1y2— X2y1) V3,
Zxu = (Zauz— z3u2)v1 + (Z3u1— 21U3)v2 + (212 — Z2U1) V3,
(x Xy, zxu) = (x2y3— x3y2)(z2u3— z3u2) + (x3y1— X1y3)(z3u1— z1u3) + (X1y2— x2y1) (21u2— 22U1)
= X2Y3Z2U3 — X2Y3Z3U2 — X3Y2Z3U2 + X3Y223U2 + X3y1Z3U1 — X3Y1Z1U3
— X1Y3Z3U1 + X1Y321U3 + X1Y2Z21U2 — X1Y222U1 — X2Y121U2 + X2Y1Z22U1 .
Andererseits giltx, z) = x1z1+ x222+ X323, (V, u) = yrus+ youo+ ysusz, {(x, u) = x1u1+ xouz+ x3uz,
(v, z) = y1z1+ y222+ y3z3 und folglich
(x, 2)(y,u) — {x, u) (y, z)
= (x121+ X222+ x323) (Yaur+ yauz+ yaus) — (xau1+ xouz+ x3uz)(y1za+ y2z2+ y3z3)
= X1Z1y1U1+ X121Y2u2+ X121 y3U3+ X222 y1U1+ X222YoU2+ X222Y3uU3+ X323Y1U1 + X323y2U2+ X323Y3U3
— X1U1Y1Z1— X1Z2Y2U1— X1U1Y333— X2U2 Y121 — X2U2 Y222 — XoU2 Y373 — X3U3Y1Z1 — X3U3Y2Z22 — X3U3Y373
= X1Z1Y2U2+ X121Y3U3+ X2Z2Y1U1+ X2Z2Y3U3+ X3Z23Y1U1 + X323Y2U2
— X1Z22Y2U1— X1U1Y3Z3— X2U2Y121 — X2U2Y323— X3U3Y121— X3U3Y222 -
Man prift sofort, dass beide Seiten gleich sind.

b) Sei zunéchst x z = 0. Dann sindy undz linear abhangig, es gilt etwa= az mit a € R. Daraus folgt
(x,z)y — (x, y)z = {x, z) az — (x, az) z = 0 und natlrlich auchx x (y x z) = xx0=0.

Sei nuny x z # 0. Dann sindy, z, y x z linear unabhé&ngig, bilden also eine Basis ¥onin der sichx
darstellen lasst. Da beide Seiten der Gleichung linear $ind, gentigt es zu zeigen, dass die Gleichung
richtig ist, wenn man flx die Elemente dieser Basis einsetzt.

Esisty x (yxz) =ay+bz+c(yxz) mita,b,ceR. Dayx zzuyx (yxz),y undz orthogonal ist, folgt
0= (yx (yxz),yxz) = (ay+bz+c(yx2), yxz) = aly, yxz) +b(z, yxz) +c(yxz,yxz) = [lyxz|?,
also c= 0. Ist A die kanonische Determinantenfunktion vidnso gilt definitionsgeman
Aly,yxz,yx(yx2)={x(x2),yx(yx2)=yx yx2)I?=[y2llyx zll>siPL(y, yx 2) =
IylI%lly x z||?. Andererseits giITA(y, yXxz,y X (yx z)) = A(y, y X z,ay+bz) = A(y, y X z,bz) =
—bA(y, 2, yx2) = —b{yxz, yxz) = —b|yxzl||?. Esfolgt—b = || y||?, d.h.b = —(y, y). SchlieRlich gilt

O=(yx (yx2z),y)=(ay—(y,y)z,y) = aly,y) — (¥, ¥){z, y), alsoa = (z, y) = (y, z) und insgesamt
y x (yxz) =(y,z)y — (y, y)z. Die Behauptung ist somit fixr= y richtig. Flrx = z wird sie ganz analog
bewiesen. Flkx = y x z gilt schlieBlich(y x z) x (yxz) =0und(yxz,z)y — (yx z, y)z = 0.

Naturlich hatte man auch wie bei a) vorgehen und eine die Orientierung veprasentierende Orthonormal-
basis vorv wahlen kdnnen. Wegen der Multilinearitat beider Seiten der zu beweisenden Gleichurgin
genugt es dann, fiir, y, z Elemente dieser Basis einzusetzen oder aber z in der Basis darzustellen.

c¢) Die Behauptung folgt aus b). Wegen (y x z) = (x,z)y — {x, y)z, yx (zx x) = {y, x)z — (¥, 2)x,
Zx(xxy) = (z,y)x — (z, x)yund(x, z) = (z, x), {(x, y) = (¥, x), (v, 2) = (z, y) erhdlt man namlich

XX (yxz)+yx(xx)+zx(xxy) = (x,z)y—(x y)z+(y,x)z =y, 20x +(z, y)x — (2, x)y =0.
d) Die Behauptung folgt aus a). Wegén z) = (z, x), (v, z) = (z, y) und(x, y) = (y, x) folgt namlich:
(x Xy, zXxu)+{(yxz,x Xxu)+{ZxXx,yxu)=
= (x, 2)(y, u) = (x,u)(y, 2) + (v, x)(z, u) = (y, u)(z, x) + (z, y){x, u) — (z, u)(x, y) = 0.
e)Wegentx x =0gilt (x—z) x (y—x) =xXy — XXX —ZXy+2ZXX=xXy+ yXxXzZ+2ZXX. °

Abschnitt 13.B, Aufg. 15,p. 418 (1.6.2012):

SeiV ein orientierter euklidischer Vektorraum der Dimensior 2. Dann ist die alternierende multilineare
Abbildung V"=t — V mit (x1, ..., X,_1) —> X1 X - -+ X x,_1 surjektiv.
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Beweis: Seix € V — {0} vorgegeben. Indem man auf eine Basis v@x)* das Schmidtsche Orthonor-
mailisierungsverfahren anwendet, erhalt man eine Orthonormalbasis , v,_1 von (Rx)+. Dann liegt
vy X -+ X v,_1 in Rx, ist also von der Formx mita € R*. Es folgta vy x -+ X v,_1 = x. °

Abschnitt 13.B, Aufg. 16,p. 418 (1.6.2012):

SeienV ein orientierter euklidischer Vektorraum der Dimensiorn 2 mit der kanonischen Determinanten-
funktion A und Alt (V*~1, R) der Raum der alternierendém — 1)-Formen aufV. Dann ist

x> ((x1, .. Xpm1) > (X1 X X Xm1, x) = A(Xg, ..., X1, X))

ein Isomorphismug von V auf Alt (V=% R) . Insbesondere lieferf im Fall » = 3 einen Isomorphismus

von V auf den Raum der schiefsymmetrischen Bilinearformeniauf

Beweis: Seivy, ..., v, eine die Orientierung voilw reprasentierende Orthonormalbasis YonEine alter-
nierende multilineare Abbildung, ..., x,—1) = f(x1,..., x,—1) verschwindet fuw; = x; fur i # j und
wechselt das Vorzeichen bei Vertauschung voandx;. Sie ist also bereits bestimmt durch ihre Werte auf
denn Argumentetupelrvy, ..., v;_1, Vit1, ..., Uy, i =1, ...,n. Daher hat AltV"~%, R) eine Dimension

<n. Wegen DimV = n genugt es daher zu zeigen, dass die angegebene lineare Abbildung injektiv ist. Ist
aber{(x;x --- xx,_1, x) = 0 fur jede Wahl vorx, ..., x,_1, so insbesondere fur die nach der vorstehenden
Aufgabe 15 existierenden, ..., x,_1 mitx;x - - -x x,_1 = x. Man erhéltx, x) = 0, d.h.x =0, und damit

die Injektivitat der betrachteten Abbildung. o

Abschnitt 13.B, Aufg. 20p. 419 (1.6.2012):
a) Flr jede stetige Funktion : [a,b] — K gilt |[x]l2 < /b —al - lxll[jar) - (Approximiert also eine
Funktiony die Funktionx gleichm&Rig gut, so auch im quadratischen Mittel:

Iy —xllz = VIb—al-lly = xlla.s -)

b) Fur jede stetig differenzierbare Funktien [a, )] — K, a < b, die im Intervall [z, b] eine Nullstellerg

hat, gilt
Ixlap <Max(yb—1o, Vio—a)-|x]2.

Approximiert also eine Funktiondie Ableitungx im quadratischen Mittel gut, so approximiert die Funktion
y(t) = x(tg) + ft; z(t)dt die Funktionx(z) gleichméaRig gut:

b— . b—
||y—x||[a,b]§,/7a lz —xll2, to 1= 2“ )

¢) Zu jedem (noch so kleinery) > 0 und jedem (noch so gro3em) > O gibt es eine stetige Funktion
x :[a,b] = Rmit|x|l2 <eund|xls = M. (Man kannx sogar als Polynomfunktion wahlen.)

Beweis: a) Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung aus Band 1, Satz 16.B.2 (3) gibtces|eib]
mit ||x||3 = ff lx()[?dt < |b—al| - |x(c)* < |b—al - |xlIf, ,; - Wurzelziehen liefert dann die Behauptung.
b) Die stetige Funktionx ()| nimmt in einem Punkt; € [a, b] ihr Maximum an. Es isty— 1| < fo—a,
falls r1 € [a, to] ist, und|r, — 19| < b— 1o beit; € [tg, b] ; insgesamt folgtr, — ro] < Max(b—rty, to—a) . FUr
das quadratische Mittel auf dem Intervall mit den Randpunigtendz, gilt |(1, x)»| < ||1]]2]lx]]2 nach der
Cauchy-Schwarzsche Ungleichung 13.A.3. Wegép) = 0 folgt

[xllfa.ey = [x(r)] = [x(11) — x(t0)| = \flx(t) dt| = |f11-56(t) di| = (1, x)2] = 112 - [Ixll2

n n n b 1/2
= [[2ar)"*- | [1iwPa|"? = V=1l - ] P < V=1l - ([ 1£0)2ar)
fo fo fo a
<Max(vb—1o, vio—a) - [ %]2.
c) Seis € R} mit § < Min (b—a, e2/M?) und c:= M/$. Die Funktionx :[a, b] — R sei definiert durch

x(t) :=c@t—a)fur t€[a,a+5], x(t) i= —c(t—a—38) + M fur t € [a+§,a+25] N[a, b], undx(¢) :=0
fur 7 € [a, b] — [a, a+ 25]. Dann hatx keine Sprungstellen, ist also stetig, und esxgit+3) = ¢ = M,
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a+sé
also||x||j..) > M. Ferner erhalt mafix||3 = f lx()|?dt <2 f c2(t—a)?dt = (2/3) c?8% < M?§ <&?,

alsoljx|, < ¢.

0 a a+d a+2 b

Die stetige Funktion:(¢) lasst sich aufd, b] nach dem Weierstral3schen Approximationssatz 12.A.14 aus
Band 1 gleichmé&fig durch Polynomfunktionen approximieren. Daraus folgt die Zusatzbehauptung.

Abschnitt 13.B, Aufg. 27p. 421 (1.6.2012):

Sei V ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt und” = V @ - .. @ V fir n € N* seinen-fache orthogonale
Summe. Man bestimme die orthogonale Projekiirvon V" auf die Diagonale

Ay(V):={(x,...,x)eV" | xeV}.

n n
Beweis: Fur die lineare Abbildung,, : V' — V" mit p, (x1, ..., x,,) := (,—11 D Xiyeo, ,—11 Z )gllt pn Dn-
i=1 i=1
n n
Da p,(x1, ..., x,) in A liegt und wegenp,(x,...,x) = (3 X x,..., = > x) = (x,...,x) gilt namlich

I
N
s L

Bild p, = A und p,|A=id,. Offensichtlich ist Kerrp, = {(x1, ..., x,) | >xi = 0}. Fur(x,...,x)e A
1

und (xy, ..., x,) € Kernp, gilt ((x,...,x),(xl,...,x,,)) = ; (x,x;) = <x, ixi) = (x,0) = 0. Daher
= i=1

i=1
ist p, eine Orthogonalprojektion. o

Abschnitt 13.B, Zusatzaufgabep. 421 (1.6.2012):

Ein Flugzeug fliegt von Dlsseldorf (Breite:51,28°, Lange:+6,75) auf kiirzestem Wege nach Los Angeles
(Breite: 433,93, Lange: —11842).

a) Wie grol3 ist die zurlickgelegte Strecke? (Der Erdradius betRages370 km.)

b) Auf welchem Kurs sollte das Flugzeug abfliegen, und wo erreicht es seinen nérdlichsten Punkt?

Lésung: a) Nach dem Seitenkosinussatz, angewandt auf das spharische Dreieck aus Mordpébkseldorf
(D) und Los Angelesk) , ergibt sich fir den Bogenabstah@wischenD und L:

COSbh = C0Sa COSc + Sina Sinc cosp

Dabei istg = 6,75 — (—11844°) = 12519 die Differenz der geographischen Langen, und die Winkel-
abstande der beiden Stadte von N sing 90° — 51,28 = 38,72° bzw.a = 90° — 33,93 = 57,07°. Es
ergibt sich co$ = 0,12157,b = 83,02°. Die Flugstrecke betragt alsaZb/360= 9230 km.

b) Der Abflugkursx = <(N, D, L) berechnetsich nach dem sphérischen Sinussgfz simb = sina/ sina
Zu sina = sina sinB/sinb = 0,6911,a = 43 71°.
Der nordlichste PunkP des Flugs ist dadurch charakterisiert, dass der Langenkreis dort unter einem Winkel

von 90 geschnitten wird. Wir betrachten das spharische Dreieck mit den B¢kén P. Flr die geographi-
sche Breite 90—z von P gilt nach dem Sinussatz sin= sina sin¢/ sin 90 = 0,4322, alsoa = 25,61°.
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Die gesuchte geographische Breite ist dann 9G: = 64,39. Die zugehérige geographische Lange ist
6,75 — B = 6,75 — 53,28 = —46,53°, wo 8 nach dem Winkelkosinussatz

cosa = — cosp cos 90 + sinp sin 90’ cosu = sinB cosa ,
also sirﬁ = cosa/ cosa = 0,8016,78 = 53,28 berechnet wird.

Abschnitt 13.B, Zusatzaufgabep. 421 (1.6.2012) :

Ein Flugzeug fliegt von Dusseldorf (Breite-51,28°, Lange: +6,75°) auf kiirzestem Wege nach Tokyo
(Breite: +35,76°, Lange: 14038°).

a) Wie grol3 ist die zurlickgelegte Strecke? (Der Erdradius betRage6370 km.)
b) Auf welchem Kurs sollte das Flugzeug abfliegen, und wo wird der dreif3igste La&ngengrad uberflogen?

Lésung: a) Nach dem Seitenkosinussatz, angewandt auf das sphérische Dreieck aus Nordpol (N) , Disseldorf
(D) und Tokyo (T), ergibt sich fur den Bogenabstanzawischen D und T:

cosb = cosa cosc + Sina sinc cosp

Dabeiistg = 140,38°—6,75° = 133 63" die Differenz der geographischen Langen, und die Winkelabstande
der beiden Stadte von N sind= 90° — 51,28 = 38,72° bzw.a = 90° — 35,76° = 54,24°. Es ergibt sich
cosb = 0,1057,h = 83,93. Die Flugstrecke betragt alsac®b/360= 9331 km.

b) Der Abflugkursx = <(N, D, T) berechnetsich nach dem spharischen Sinussagéz simb = sin«/ Sina
ZU sing = sina sinB/sinb = 0,7283,a = 46,37°.

Der dreiBigste Langengrad wird an einem PuRlerrreicht, der mit dem Winkelkosinussatz berechnet werden
kann. Mity = <(D, P, N), /3 = 30° — 6,75 = 23,25° und der geographischen Breite°99a von F ist

COSy = — COSw cosB + sina sinB cosc ,
also coy = —0,4110 undy = 11427. Der Sinussatz liefert nun sjfy sinc = sina/ sina, also
sina = sina sinc¢/ siny = 0,4997,a = 29,98°. Seine geographische Breite ist alsQ@D. °

Abschnitt 13.B, Zusatzaufgabep. 421 (1.6.2012):

Ein Flugzeug fliegt von Dusseldorf (Breite:51,28°, Lange:+6,75) auf kiirzestem Wege nach Bangalore
(Breite: +12,95°, Lange: 7767°).

a) Wie grol3 ist die zurlickgelegte Strecke? (Der Erdradius betRages370 km.)
b) Auf welchem Kurs sollte das Flugzeug abfliegen, und wo wird der dreif3igste LaAngengrad Uberflogen?

Losung: a) Nach dem Seitenkosinussatz, angewandt auf das spharische Dreieck aus Nordpol (N) , Dusseldorf
(D) und Bangalore (B), gilt fir den Bogenabstand

COsh = €0Sa COSc + Sina Sinc cosp
mit 8 = 77,67° — 6,75 = 70,92°,¢c = 90° — 51,28 = 38,72°,a = 90° — 12,95° = 77,05°. Es ergibt sich
cosb = 0,37412,b = 68,03. Die Flugstrecke betragt alsaRb/360= 75635 km.

b) Der Abflugkurs ist der Winkelk = <(N, D, B). Er ergibt sich nach dem sphérischen Sinussatz
sing/sinb = sina/sina zu sine = sinasing/sinb = 0,9931,« = 83,29. Der dreiRigste Lan-
gengrad wird an einem Punk erreicht, der mit dem kaelkosmussatz berechnet werden kann. Mit
y =<(D,C,N), ,3 = 30° — 8 = 23,25 und der geographischen Breite°90a von F ist

COSy = — cosa Cosp + sina sinB cosc ,

also co§7 = 0,1385 undy = 78,55. Der Sinussatz liefert nun sy sinc = sine/ sin @/, also siru
0,6338,a = 39,33. Seine geographische Breite ist alsq&0.

Abschnitt 13.B, Zusatzaufgabep. 421 (1.6.2012):

Ein Flugzeug fliegt von Dusseldorf (Breite:51,28°, Lange:+6,75°) auf kiirzestem Wege nach New York
(Breite: +40,64°, Lange: —73,78°) .

a) Wie grol3 ist die zurlickgelegte Strecke? (Der Erdradius betRage6370 km.)
b) Wo erreicht das Flugzeug seinen noérdlichsten Punkt?
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Losung: a) Der Seitenkosinussatz nfit= 6,75 — (—=73,78) = 80,53, ¢ = 90° — 51,28 = 38,72,

a = 90° —40,64° = 49,36’ liefert den Abstand 6015 km wegen dos- 0,5863,b = 54,1°. Der Abflugkurs
a = <(N, D, NewYork) berechnet sich nach dem Sinussatz zursia sina sing/sinb = 0,9239,«a =

67, 52.

b) Fur die geographische Breite°98 u des nérdlichsten Punktes gilt dann 8ir= sina sinc = 0,578,
also 90 —a = 54,69°. Die zugehorige geographische Lange ist% — g = —34, 66°, wo 8 nach dem
Winkelkosinussatz durch sph= cosa/sina = 0, 6615, 8 = 41, 42° berechnet wird. o

Abschnitt 13.C, Aufg. 1p. 425 (1.6.2012):
Das Volumen eines-dimensionalen regularen Simplexes der Kantenlanigeeinem euklidischen affinen

Raum ist
a"/1+n
xn/l2upl

Beweis: Nach 4.B, Aufg. 3, angewandt mit den Gewichtgr=1, teilt der Schwerpunk§ einesn-Simplex

(Po, ..., P,) die Schwerelinien, also die Streckefa,[P;], wo S; der Schwerpunkt des—1-(Rand-)Simplex

ist, der durch Weglassen vap entsteht, jeweils im Verhaltnis 1. Bei einem regularen Simplex sind

auch alle Randsimplizes regulér, und die Schwerelinien sind gleichzeitig die Hohen, also orthogonal zu dem
entsprechenden Randsimplex.

Wir beweisen durch Induktion Uber, dass die Hohé,, eines reguléren-Simplex der Kantenléange die
Langeh, = a+/(n+1)/2n hat, wobeir; := a gesetzt werde. Nach dem Satz 13.A.6 von Pythagoras gilt
d(P;, $)? = d(P;, Si)? +d(S;, S)? fur j # i. Da die Schwerpunkte die Schwerelinien im angegebenen
Verhaltnis teilen, folgt mit der Induktionsvoraussetzung

2 _ 2 2 2_ N2 N2
(“2m) = (" 1h,1_1) +( 1 h)  dh. 2 1 hj:("—l) n2 = (" 1) L
n+1 n n+1 (n+1)2 n n 2(n—1)

und somith? = a2 (n+1)/2n, also die Induktionsbehauptung.

Wir zeigen nun durch Induktion Uber, dass das Paralleloto@, := Q(Po, ..., P,) in V das Volumen
M0, = a" 27"%/n+1 hat. Fim =1 ist offenbar.(Q1) = a. Beim Schluss von—1 aufn hat man nach
Beispiel 13.C.30(Q,) = A(Qp_1) - hy, = a" 1270 V2 /n.a/n+1)/2n = a" 27"%/n+1.

Das Volumen des regularen SimpleR, . .., P,) ist somita” 27"/%2/n+1 /n! nach Satz 9.G.4. °

Abschnitt 13.C, Aufg. 2p. 425 (1.6.2012) :

SeienV ein euklidischer Vektorraum der Dimensianund & ein weiteres Skalarprodukt a®f. Fur ei-
ne Orthonormalbasis = (vy,...,v,) von V ist die Gramsche Determinantg = Gg(v1,...,v,) =
Det(cb(vi, Uj)) unabhéangig von der Wahl van Man zeige: Das ,Ellipsoid{x € V | ®(x, x) < 1}, vgl.
dazu auch Beispiel 15.B.8, hat das Volumgi+/ds , WO w, das Volumen der EinheitskugBl0; 1) € R”
bzgl. der Standardvolumenfunktiah auf demiR” bezeichnet. (Esisb, = 7"/?/(n/2)!,vgl. Bd. 3,12.C.10.)
Beweis: Seiv = (vy,...,v,) eine Orthonormalbasis vol bzgl. des Standardskalarprodukts vin
w = (wy,...,w,) eine Orthonormalbasis vovi bzgl. ® undey, ..., ¢, die Standardbasis voR". Die
Isomorphismenf:V — V und h:R" — V seien definiert durcly (v;) = w; bzw. h(e;) = v; flr
i=1...,n Fernerseg :=h'o f oh. DefinitionsgemaR gilt danhy (By (0; 1)) = 1,(By(0; 1)) =
A"(h71(By(0: 1)) = A"(B(0;1) = w,. FUrLy :={xe V | ®(x,x) < 1} undL := h~(Ly) gilt
entsprechendy (Ly) = A"(L). AuBerdem hat mam (x, x) = >} _; a;a; ®(w;, wy) = a4+ -+ a? fr
xX=awi+ -+ a,w,, a; € R. Es folgt

g(BO; 1) =hr*(f(Bv(0: D)) =h(f(Ix =arv1+ -+ anvy | G € R, af+ - - +af < 1))

=h Y x =aqwi+ - aw, |G eR, @+ +a? <) =hYxeV | dx,x)<1)) =h " Ly).

Mit Satz 9.G.2 erhalt man danty (Ly) = A"(h~(Ly)) = | Detg|A"(B(0; 1)) = | Detg|w,. Sei nun
w; = Z?:l aijvi, ajj € R. FOIgIlCh glltg(e]) = h_l(f(l)j)) = h_l(wj) = Z;‘zzl aije; und A= (aij) ist die
Matrix von g bzgl. der Standardbasis vétt. Schliellich erhalt man

an = (CD(wj, LUZ)) = (@(iaijvi , iakgvk)) = ( i Cl,’j qD(U,’, Uk) au) = th (@(Uj, Ug)) AL
=1 k=1 i,k=1



40 Losungen zu Storch/Wiebe, Bd. 2, Kap.5

Dies liefert fiir die Determinanten & Det@, = Det(‘AGo(v1, ..., v,) A) = (DetA)?dy , also|Detg| =
|Det2l] = 1//de und somithy (Ly) = w,/~/de . °

Abschnitt 13.C, Aufg. 5p. 426 (1.6.2012) :

Das Volumen eines Parallelotops (Spal)P ; x1, x2, x3) in einem dreidimensionalen euklidischen affinen
Raum mit den Kantenlangen = ||x1]|, b = |lx2||, ¢ := |x3] und den Winkelne = 4A(x, x3),
B = 4A(x1,x3), Yy := £(x1, x2) ist gleich

abcy/1 — (cofa + co2p + cogy) + 2 Cosw COSH COSy .
Beweis: Nach Satz 13.A.1 gilt

(x1,x1)  (x1,x2) (x1, x3) [Y? a? abcosy accosp |Y?
AMO(P; x1, x2, x3)) = | (x2,x1) (x2,x2) (x2,x3)| = |abcosy b? bc cosa
(x3,x1) (x3,x2) (X3, X3) accosp  bccosa c?

1 cosy cospB|Y?

cosy 1 Cosx
cosp  cosu 1

= abc = abcy/1 — (cofa + coSB + coy) + 2C0Sx COSBCOSy . o
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14 Isometrien

Abschnitt 14.A, Aufg. 1, p. 440 (1.6.2012):
Man gebe alle orthogonalen bzw. unitaren Matrizen an, deren erste Spalten jeweils die folgende Gestalt

haben:
1/2 i/\/2 1/3 2/\/5
? ((1%5’\@). b) ( —i/2 ) (—1/f2> . © (2/3), (_1/f5>,

1—10)/2 0 2/3 0
0 2/:/6 2/3 2/3
d) (1/f2), <—1/ﬂ3) ) (1/3), ( 2/15) .
1/3/2 1//6 2/3 —11/15

. . . s . 1/+/3 a Lo .
Losung: a) Gesucht sind alle unitéaren Matrizen der FO('RL Zi)/v3 b) € My(C), fur die also gilt
a/N3+b(1—i)/~/3=0und |a|?+ |b|? = 1. Daraus folgta/b = —(1—1i), d.h. a/b = —(1+1i). Aus
la|?+ |b|? = 1 erhalt mana = —z(1+i)/+/3, b= z/+/3 mit einem beliebigen € C vom Betrag 1.

1/2 i/v2 a
b) Gesucht sind alle unitaren Matrizen der Fo<m —i/2 —1//2 b) e M3(C), fur die also gilt
(1—10)/2 0 c
a/2—Dbi/2+c(1—i)/2=0undai/v/2—b/~/2 = 0 sowie |a|>+ |b|?+ |c|?> = 1. Daraus folgth= @i
und dannz = —¢(1—i)/2, d.h.c = —a (1+i). Einsetzen liefert = |a|>+ |b|*+ |c|? = 4|a|?, |a| = 1/2.
Daherista= z/2, b= —ai = —zi/2, c= —a(1—1i) = —z(1—1)/2 mit beliebigemz € C vom Betrag 1.

1/3 2//5 2/3/5 1/3  2//5 +2/3V5
C) Wegen( 2/3) x <—1/J§) = | 4/3/5 | haben genau die Matrizgn2/3 —1/+/5 +4/3./5 | die
2/3 0 ~5/3v5 2/3 0 F5/3.5
angegebenen beiden ersten Spalten und sind orthogonal.

0 2/\/6 1//3 0 2/V6 +1/4/3
d) Wegen(l/ﬁ) X (—1/\/6> = ( 1/\/§) haben genau die Matrizeél/«/ﬁ -1/4/6 il/ﬁ)
1/+/2 1/+/6 —1/+/3 1/v/2  1/V/6 ¥1/V3

die angegebenen beiden ersten Spalten und sind orthogonal.

2/3 2/3 -1/3 2/3 2/3  F1/3
e) Wegen( 1/3) X ( 2/15) = ( 14/15) haben genau die Matriz%]l/S 2/15 il4/15> die
2/3 —11/15 —2/15 2/3 —11/15 =F2/15
angegebenen beiden ersten Spalten und sind orthogonal. °
Abschnitt 14.A, Teil vonAufg. 2, p. 440 (1.6.2012) :

Man zeige, dass die unten angegebenen Mat®zamd B orthogonal mit Determinante 1 sind. Man
bestimme fiir die Drehungen, die durch die Matrizeand B bzgl. der Standardbasis d&s, versehen mit

der Standardorientierung, beschrieben werden, jeweils Drehachse, Drehebene, Drehwinkel, Drehvektor und
die Eulerschen Winkel.

VAo 1Al iV
1 1 1
AR N B Wic
Losung: Die beiden angegebenen Matrizen sind orthogonal, da ihre Spalten (und Zeilen) offensichtlich
paarweise orthogonal sind und den Betrag 1 haben. Ihre Determinanten siﬁ(d:D%t—lr % + ;11 + % =1
und durch Entwickeln nach der 3. Zeile DBt= 1v/2-3v/2—3v2-(=1v/2)+3+/3-3V/3=3+3:+3 =1
Die Drehachse ist jeweils der Eigenraum der beiden Drehungen zum Eigenwert 1. Aus

32 ) (Nﬂ%iﬁ%W3
, B = .

W2 § (w 3 W2+ =0
(Ql—@g);: %«/ﬁ -1 —%\/E X2 =0, also % 2)61—)62—%«/2)63:0 s
b2 o1 \s bt 12— s =0
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bekommt man durch Addition deg2-fachen der ersten zur zweiten Gleichung= 0 und dann aus der

1 =A/2
2
ersten Gleichung,; = x3. Die Drehachse béll ist alsoR (O) mit vy = ( 0 ) als Orthonormalbasis.
1 1/2
2

Aus
WE-3 1VB-3 -iv2\ (x
B — &)= (%x/f%% V3-1 12 ) (X2) =0, also
V2 V2 1V3-1/) \x3
GV3-Dx1+ (GV3-DHx—2/2x3=0
(3V3—Px1+ (GV3—x2—3vV2x3=0,
(GVDx1+ (GV2x2+ (33 - D3 =0
folgt durch Addition des-3+/2-fachen der zweiten zutg /3 — 3)-fachen der dritten Gleichung = 0 und

1 V2
dann aus der ersten Gleichung= —x,. Die Drehachse béB ist alsoR ( 1 ) mit wy 1= (% 2 | als
0 0
Orthonormalbasis.

1\ * 0 -1
Die Drehebenen sind die orthogonalen Komplemente der DrehachseiR <|§0> =R (1) +R ( 0 )

1 0 1
0 —2V2 —1\* 1 0
mit der Orthonormalbasis, := <1) e ( 0 ) bei 2 und R( 1 ) =R <1) + R <0) mit
0 5V2 0 0 1
0 —IV2
wy = (0) w3 = %ﬁ als Orthonormalbasis bés.
1 0

Die zugehorigen Drehwinkel und 8 berechnen wir mit Hilfe der Spur. Da im Dreidimensionalen die Spur
einer Drehmatrix mit Drehwinkek gleich 1+ 2 cosx ist, bekommen wir die Gleichungen+12 cose =
Spur2 = 1 und somit cos = 0, « = /2 bzw. 90 sowie 12 cosf = SpurB = +/3+ 1, cosp = 3/3,

a = /6 bzw. 30.

Wegen®,, (é) = (2 _é) (é) = <(1)) und2lv, = v3 =0-v2 + 1- v3 sowie « € [0, 7] reprasentiert

V2, vglbereits die kanonische Orientierung der Drehebene. Der zugehérige Drehvekto(dslsin =
1./2 1
2 2
%2 ( 0 ) = (0) da die Determinante mit den Zeilen, v,, v3 den Wert 1> 0 hat, vy, vy, v3 also die
1/2 1
2 2
kanonische Orientierung vak® reprasentiert.
1
—24/2
wegero (1) = (B3 75 ) (1) = (2Y) wnwus = [ 102 = 1v5us - 2uasoni
egen®d; ( o | = 1 13 o) = 1 und Bwp = | —3 = 3V 3wz + 5 w3 sowie
2 2 2 1/3
B € [0, ] reprasentieriw,, w3 bereits (Jllifz/l(anonische Orientierung der Drehebene. Der zugehorige Dreh-
/2
2
vektor ist sinB/2) wy = 3v/2— /3 (_% 2) , da die Determinante mit den Zeilemn, w,, w3 den Wert
0
1> 0 hat,w1, w,, w3 also die kanonische Orientierung vBA reprasentiert.
Wir berechnen noch die Eulerschen Winkel bzgl. der Standardhasis e3 vonRR3 gemal Beispiel 14.A.13:

Esseier], e5, e5 die Spalten vofl. Beifallen H = Re1+Re; und das BildH" = Re’ +Re), offenbar nicht
zusammen. Wir erhalten den ersten Eulerschen Wiakek: /2 aus co8y = (e3, e5) = 1/2. Dann ist

5v2 J/2/3

HNH' =Ruwy Mitwy = e3xel/sinfy = ( : ) /33/3= (1/«/1_%). Den zweiten Eulerschen Winkel
0 0

g = 0,6154797 .. berechnen wir aus c@g, = (wg, e1) = /2/3, Singgy = (wy, e2) = +/1/3 und den
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dritten Eulerschen Winke,l/g[ = 21 — 0,6154797... = 5,6677056 .. aus cosly = (wy, €7) = /2/3,
Singg = —(wy, €5) = —/1/3.

Es seiere], ¢;, 5 die Spalten vo3. Bei’s fallen H = Re; + Reg und das BildH"” = Ref 4 Re; offenbar
nicht zusammen. Wir erhalten den ersten Eulerschen Wikek 17 aus co®y = (es, ¢4) = 34/3. Dann

V2 32
istH N H” = Rwy Mit wy 1= e3x e3/ SN0y = _711 2 /% = _% 2 |. Den zweiten Eulerschen
0
Winkel pgs = 27 — 371 = 7 berechnenwir aus cgss = (wsg, e1) = 3+/2, Sinpy = (W, €2) = —3+/2
und den dritten Eulerschen Winkgls = 17 aus cog/y = (wep, €]) = 3+/2, Sinpy = —(wap, €j) =
%\/E °

Bemerkung: Man hatte einen erzeugenden Vektor der Drehachsen auch mit Hilfe von Aufg. 20d) als von 0
verschiedene Spalte der Matii@— Sp20)~* - (A + ‘2 — (Sp2—1) ¢3) bestimmen kénnen.

Abschnitt 14.A, Variante zuAufg. 2, p. 440 (1.6.2012) :

Man bestimme alle Méglichkeiten fir die dritte Zeile, b, ¢) € R® einer orthogonalen Matri® € M3(R),

deren erste beiden Zeilen die in a) bzw. b) bzw. c¢) angegebene Gestalt haben. Man gebe jeweils an, ob
dann bezuglich der Standardbasis Wteine Drehung oder eine Drehspiegelung beschreibt, und bestimme
dafur Drehachse und Drehwinkel.

3) (5:5:9) und(=g, 5. =) b) (3. 3. 3vE)und(z. 3, -3v6). ©) (3.5 5 und(=5, 3. 5.

Losung: A ist orthogonal, wenn die Zeilen vé@heine Orthonormalbasis va@&? bilden. Da die angegebenen
Zeilen jeweils bereits Betrag 1 haben und zueinander orthogonal sind, ist die gesuchte dritte Zeile das
Vektorprodukt der beiden ersten Zeilen (und dann besch®eibine Drehung) oder sein Negatives (und
dann beschreil® eine Drehspiegelung). Die Drehachse ist bei Drehungen der Eigenraum zum Eigenwert 1
und bei Drehspiegelungen der Eigenraum zum EigenwgértDie Drehwinkek: bestimmen sich dabei aus
2cosx + 1 = Spur( bzw. 2 cosy — 1 = Spurl.

a)Esist(, 8, x (-8, 4, -H =% -1.9.
1 4 8
9 9 9 1
Bei 2 = —g g —%) handelt es sich um eine Drehung mit der Drehad@{a 2) und dem aus
_4 _7 4 —2
9 "9 9
2cosx + 1 =1, also cosr = 0, berechneten Drehwinkel= /2 (bzw.« = 90°).
1 4 8
3 9 9 2
Bei = 3 g —é handelt es sich um eine Drehspiegelung mit der Drehdk sel) und dem aus
4 7 4 —
9 9 9 3
2cose — 1= §, also cos = 2, berechneten Drehwinkel = 0,981765 .. (bzw. o = 56,251...%).
b) Esist(}, 3, 5v/6) x (5. 3, —3v6) = (36,36, 3).
3 1 1
4 a V6 1
Bei 2 = i 3 —1.6 | handelt es sich um eine Drehung mit Drehach el) und dem aus
_1./6 lf 1 0
4 4 2
2cosy +1=2, also berechneten Drehwinkel = /3 (bzw. « = 60°).
3 1 1
2 2 zf -1
Bei=| 3 3 —2+/6 | handelt es sich um eine Drehspiegelung mit Dreha&ée 1 ) und
1«/— 16 — ; V6
1

dem aus 2 ¢os — 1 = 1, also co& = 1, berechneten Drehwinkel= 0 (bzw. « = 0°), d.h. sogar um eine
Spiegelung.
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12 2
3 3 3 1
Bei2l = (—% —% % handelt es sich um eine Drehung mit Dreha<m<e0> unddemaus2cast+1 =
2 2 1 1
3 3 3
1/3, also cosx = —1/3, berechneten Drehwinkel=1, 910633.. (bzw. « =109471 . .°).
1 2 2
3 3 3 0
Bei 2 = —% —% % handelt es sich um eine Drehspiegelung mit Drehaﬂw{el) und dem aus
_2 2 _1 0
3 3 73
2cosy — 1= —-1/3, also cosx = 1/3, berechneten Drehwinkel=1, 230959. . (bzw. « =70,528 . .°). e

Abschnitt 14.A, Variante zuAufg. 2, p. 440 (1.6.2012) :

f, g :R® — R3 seien Drehungen déR3, ¢y, 5, e3 sei die Standardbasis dBS. Berechnen Sie Drehachse
und Drehwinkel der Drehungo £, falls gilt:

a) f hatRe; als Drehachse und einen Drehwinkel vori 99hatRe, als Drehachse und einen Drehwinkel
von 90. Der Drehsinn sei jeweils so gewahlt, dg&&,) = ez undg(e;) = ez ist.

b) f hatRRes als Drehachse und einen Drehwinkel vori 99hatRe; als Drehachse und einen Drehwinkel
von 180. Der Drehsinn vory sei so gewahlt, dass(e;) = e ist.

) f hatRe; als Drehachse und einen Drehwinkel vor 4bhatRe3 als Drehachse und einen Drehwinkel
von 180. Der Drehsinn vory sei so gewahlt, das(ez) = 3v/2¢; + 3+/2ez ist.

1 0 0 100
Lésung: a) Esistonee(f) = 0 cosz —sinz | =10 0 1] und
0 sin% cos% 010

cosz 0 —sing 0 0-1
mﬁi:§§j§§(8)=( 0 1 0 )=(O 1 0),also

sin% 0 cos% 1 0 O

0

0

1

0 -1 1 0 O 0-1 O
M ee(gof) =Mz (@) Moy (f) = 1 0)f{0 0 1)=|0 0 1].
0 O 01 0 1 0 O

1
Die Drehachse wird von einem Eigenvektor vonf zum Eigenwert 1 erzeugt, sie ist also gleiR —1
Den Drehwinkele berechnen wir aus 2ces+ 1 = Spur(go f) = 0, d.h. cosx = —1/2, und erhglten
a=2r/3 (bzw.a = 120).
cosy —sinZ 0 0-1 0
b) Es istdngre2e(f) = (sin% cosZ 0) = (1 0 0) und
0 0 1 0 0 1
1 0 0 1 0 O
Mere2e2(g) = (O cosr sinn) = (0 -1 0),also
0 sint cosrw 0 0-1
1 0 O 0-1 0 0-1 0
Merees(gof) =M 2 (@) M S (f) = (0 -1 0) (1 0 O) = (—1 0 o) :
0 0-1 0O 0 1 0 0-1
-1

Die Drehachse wird von einem Eigenvektor vonf zum Eigenwert 1 erzeugt, sie ist also gleiR 1

Den Drehwinkebx berechnen wir aus 2 cast+ 1 = Spur(gof) = —1, d.h. cosr = —1, und erhaltex = =
(bzw.x = 180°).
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1 0 0 1 0 0
c) Esistmeee(f) = 0 cosi —sing | = (O V2 -1V2| und
inZ s 1 1
0 sing Cos% 0 V2 LiV2
cost —sing 0O -1 0 O
Mez(g) = | sinm cost 0| =| 0 -1 , also
0 0 1 0O O

0
1

1 0 0 0 0

€1,€2,¢e €1,€2,¢e; €1,€2,¢. 1 _1 _1 1
M50 N =MEEAQMEza(H= 0-1 0] |0 3vV2—3v2|=| 0-3v2 32
0 1 V2 wW2) \o L2 vz
-1
Die Drehachse wird von einem Eigenvektor vonf zum Eigenwert 1 erzeugt, sie istalso gleiR 1

Den Drehwinkelr berechnen wir aus 2 cest 1 = Spur(gof) = —1,d.h. cosx = —1, und erhalte =
(bzw.a = 180). °

Abschnitt 14.A, Variante zuAufg. 2, p. 440 (1.6.2012) :
Berechnen Sie Drehachse und Drehwinkel der Drelungo g, falls f : R®— R2 die Drehung de®? mit
Res als Drehachse und einem Drehwinkel vori BBundg : R® — R? die Drehung deR3 mit Drehachs®e,
und einem Drehwinkel von 90 Der Drehsinn dieser Drehungen sei so gewahlt, déss = (—%fS % O)
undg(e1) = ez ist, Woe, es, e3 die Standardbasis d& bezeichnet.

cosT —sinZ 0 1 -3V3 0

2
Losung: EsistMe23(f) = | sing cosj 0|=|1.3 3 0] und
0 0 1 0 0 1
cosz 0 —sing 0 0-1
Mere23(g) = 0 1 0 = (O 1 0],also
sinz 0 cosy 1 0 O

M2 (g0 fo g) = ME(g) ML () MEE(g) =

€1,e2,e3 €1,€2,e3 €1,62,€3 €1,e2,e3
0 0-1 3 —3v3 0\ /0 0-1 -1 0 0
=lo 1 0|3 % ofl0o 1 0]=|0 3 -3V3
1 1
1 0 O 0 0 1 1 0 O 0 _E\/é -3

Die Drehachse wird von einem Eigenvektor vgr f o ¢ zum Eigenwert 1 erzeugt, sie ist also gleich

0
R (—ﬁ) Den Drehwinkekr berechnen wir aus 2cas+ 1 = Spur(go fo g) = —1, d.h. cosx = —1,

1
und erhaltery = = (bzw. o = 180). o

Abschnitt 14.A, Aufg. 3, p. 440 (1.6.2012) :

cosa  Sina
Sinad — Cosu
—1 ist, also bzgl. jeder Orthonormalbasis v, einer euklidischen Ebene eine (orthogonale) Spiegelung
beschreibt. Die Spiegelungsachse ist dabei die Gerade, digwsf)v1 + (sin 5)v2 erzeugt wird.

. . . 2
Beweis: Wegen<cosa sma) f(co&x Slnoc) _ (cos«x Slna) _ (1 O) ist die Matrix

Man zeige, dass fur jedes € R die Matrix eine Orthogonalmatrix mit Determinante

sinad — cosu Sinad — cosu Sinad — cosu 0 1
orthogonal.
Wegen( (;?nsg B g(')ns‘;) (2) = (2 gi(?]ss j:;;')gg ist (r1COSa 4 15 Sina) vy + (1 SiNa— r» COSA) vy
das Bild vonx = riv1+ rovp, 1, 12 € R, bei der durch die Matrix beschriebenen Abbildung. Bezeichnet
andererseits := (cos%)v1 + (sin ) v, den angegebenen Einheitsvektor in Richtung der obigen Ggrade
S0 ist (x, v)v der FuBpunkt des Lotes vonauf g und somit(x, v)v + ((x, v)v—x) = 2(x, v)v—x das
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Bild von x bei der orthogonalen Spiegelung vBd ang. Wegen ZCO%% —1=cose = 1— sinzc—z’ und
2sin% cos$ = sina sowie(x, v) = r1 COS5 + rpsin3 gilt nun wie behauptet

2(x, v)v—x = (2r, co§% + 2rpsin$ cosg — r1)vy + (2r1cos§ sing + 2r; sinz% —r2)v2
= (rpcosa + rp Sina) vy + (r1 Sina— rp COSw) v . °

Abschnitt 14.A, Aufg. 4, p. 440 (1.6.2012) :

a) Jede Drehung einer euklidischen Ebene ist das Produkt von zwei orthogonalen Geradenspiegelungen, von
denen eine frei vorgegeben werden kann. Umgekehrtist das Produkt von zwei solchen Geradenspiegelungen
stets eine Drehung der euklidischen Ebene, wobei der Drehwinkel das Doppelte des Winkels zwischen den
Spiegelungsgeraden ist.

b) Jede Drehung : V — V eines 3-dimensionalen euklidischen Vektorraumist das Produkt von zwei
orthogonalen Ebenenspiegelungen. Umgekehrt ist das Produkt zweier solcher Ebenenspiegelungen eine
Drehung vorV. Dabei ist die Drehachse die Schnittgerade der beiden Spiegelebenen (falls diese verschieden
sind) und der Drehwinkel ist das Doppelte des Winkels zwischen den beiden Spiegelebenen.

c) Jede Drehung : V — V eines 3-dimensionalen euklidischen Vektorraumist das Produkt von zwei
Halbdrehungen. Umgekehrt ist das Produkt zweier Halbdrehungen eine Drehurig vDabei ist die
Drehachse orthogonal zu den Drehachsen der Halbdrehungen, und der Drehwinkel ist das Doppelte des
Winkels zwischen den Drehachsen der Halbdrehungen.

Beweis: a) Bezeichnets, die Spiegelungsmatrix aus Aufg. 3, so erhalt mandig € R mit Hilfe der
Additionstheoreme flr Sinus und Kosinus

Cosa  Sina cospg  sing cosw cosp + sina sin  cosw sinf — sina cosp
GuGp = | ) =( = ) . ,
Sine — cosx sing —cosp Sina cosp — cosa sinf  sina sinB + cosa cosp
_(cos(a—pB) —sin(e—p) | _ D
“\sin@—p) cos(a—pB) )~ ~F
Das Produkt zweier Geradenspiegelungen ist also die Drehung um das Doppelte des Winkels zwischen den

beiden Geraden, an denen gespiegelt wird. Weggn= €&, folgt fur eine DrehmatrixD,, y € R, dass
D, =6,.565 = 6,8,_, ist, wobeix bzw. g beliebig vorgegeben werden konnen.

b) Istvy, vy, v3 eine Orthonormalbasis van derart, das®v; die Drehachse der Drehunfist, so kann man
die f bzgl. dieser Basis beschreibende Drehmatrix in folgender Weise in Faktoren zerlegen:

1 0 0 1 0 0 1 0 0
<0 CoSx —sina) = (O 1 O) (0 CoSa —sina) .
0 Sina COSu 0 0 -1 0 —sina —cosx

Dabei sind beide Faktoren orthogonale Matrizen mit der Determinahtéeschreiben also bzgl. der Ortho-
normalbasis, v2, vz Drehspiegelungen vovi. Die Spur der beiden Matrizen ist jeweils 1. Der zugehdrige
Drehwinkely ist daher O wegen & 2 cosp — 1, d.h. cog = 1, ¢ = 0. Folglich beschreiben beide Faktoren
der gegebenen Drehmatrix Spiegelungen Von

Seien umgekehr, s, Spiegelungen vory an EbenerE; bzw. E;. Bei E; = E; ist s; = s, und somit

s152 = idy die Drehung mit Drehwinkel 0. Seialgty # E». DannistE1NE> ein 1-dimensionaler Unterraum
Rup, |lvoll = 1. Wir erganzeny zu einer Orthonormalbasig, v1 von E; und zu einer Orthonormalbasis

vo, V2 VONn E». Dann sindv; und v, linear unabhéangig, spannen also den 2-dimensionalen Unterraum
E := (Rvg)* von V auf. Sindr; undn, Einheitsnormalenvektoren z&y bzw. E», so sind auch undny

linear unabhangig und liegen ;- € (Rvg)- = E bzw. Ey € (Rvg)* = E, erzeugen also ebenfalls die
EbeneE. Das; unds, die GeradeRvg in der Spiegelebene fest lassen, ist afick: (Rvg)* nach Lemma
14.A.7 (3) invariant untes; unds,. Daher sinds1| E undso| E Spiegelungen voir an den FixgeradeRuv,

bzw. Rv,, undsyso|E ist nach a) eine Drehung mit einem Drehwinkelder das Doppelte des Winkels
zwischenRv; undRuv, ist. Dann wirdsys2 in der Orthonormalbasisy, v1, n1 von V durch die Drehmatrix

1 0 0
(0 cosey —sina | beschrieben, ist also eine Drehung mit dem DrehwinkdDieser Winkel erganzt

0 Sina COSu
wie der Winkel zwischen den Gerad®&m; undRn, den Winkel zwischeRn,und Rv, zu einem rechten

Winkel, ist also definitionsgeman gleich dem Winkel zwischen den Ebgnemd E,.
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c) Istvy, vy, vz eine Orthonormalbasis van derart, das®v; die Drehachse der Drehungist, so kann man
die f bzgl. dieser Basis beschreibende Drehmatrix in folgender Weise in Faktoren zerlegen:

1 0 0 -1 0 0 -1 0 0
(0 Ccosx —sinoe) = ( 0 1 O) ( 0 CcoSx —sina) .
0 sina cosx 0 0 -1 0 —sina —cosx

Dabei sind beide Faktoren orthogonale Matrizen mit der Determinante 1, beschreiben also bzgl. der Ortho-
normalbasiy, v2, v3 Drehungen vorV. Die Spur der beiden Matrizen ist jeweilsl. Der zugehorige
Drehwinkelg ist daher gleich 180wegen—1= 1+ 2 cosp, d.h. cogp = —1, ¢ = 7. Folglich beschreiben

beide Faktoren der gegebenen Drehmatrix Halbdrehungeivon

Seien umgekehtiy, h, Halbdrehungen vov mit den DrehachseRuv; bzw. Ruvy, |jvi]| = ||v2|| = 1. Bei
Rv; = Rus ist hy = hy und somith i, = idy die Drehung mit Drehwinkel 0. Sei aldtw; # Rv,. Dann
sind E1 := (Ruvp)* und E> := (Ruyp)* verschiedene 2-dimensionale Unteraume Voand somitE, U E,
eine Geraddvy, ||vg]l = 1. Nach Konstruktion liegtg in der Drehebene voh; und vonh,, d.h. es ist
h1(vg) = —vo undhy(vg) = —vo und somith1412(vg) = vo. Daher istRvg die Drehachse der Drehunhgh..
Die Drehebené&, := (Ruvg)* dieser Drehung enthélt ebenfalls nach Konstruktion die beiden verschiedenen
GeraderRviundRuy, d.h. es istEg = Rv; + Rv,. DaRuvg unterky und s, invariant ist, ist nach Lemma
14.A.7 (3) auchEp unterhy undh, invariant. 1| Eg ist eine Isometrie voiitg mit den beiden Eigenwerten 1
und—1, also eine Spiegelung an der Fixgerafken von 1| Eg. Der Drehwinkel der Drehunfyi 25 ist nun
der Winkel zwischen der Gerad&w, und ihrem Bildh14,(Rvo) = hi(Rvp) = Rh1(vp) in Eg. Nach a) ist
dieser Winkel das Doppelte des Winkels zwiscl®an und der Spiegelungsgeradin; bei der Spiegelung
h1|Eo, also das Doppelte des Winkels zwischen den beiden Drehahsamd Ruv,. °

Abschnitt 14.A, Aufg. 5, p. 440 (1.6.2012):

(Spiegelungssatz) S#&iein euklidischer Vektorraum der DimensienDann ist jede Isometrie vovi
ein Produkt von hdchstemsorthogonalen Spiegelungen an HyperebenenWon

1. Beweis: Nach Satz 14.A.11 gibt es eine Orthonormalbasis Vorbzgl. der f durch eine Matrix der
Form & = Diag(€,, —¢&;, Dy, ..., Dy,) Mitag, ..., €]0, 7[ undD,, = (g?rfz: gg;i)
1,...,t, beschrieben wird. Gemal Aufg. 4a) lasst sich jedgsals Produk®,, = &,. 6;, zweier 2x 2-
Spiegelungsmatrize®,, und&,,darstellen. Dann beschreib@fy 5,1 := Diag(€, s+2:-2, Ga, , €21-20)
und A, o, := Diag(€, 1 s12:-2, 6;”, &y o) sowie 2, = Diag(¢,,,_1, -1, &2 ), 0 =1, ...,s, be-
zuglich der gewahlten Orthonormalbasis Spiegelungerian Hyperebenen, und es gilt nach Konstruktion
A =2 ---A; o . Daraus folgt die Behauptung. °

2. Beweis:Wir verwenden Induktion tbet. Im Falln =1 sind id und— id die einzigen Isometrien vof,
diese sind Produkt von 0 bzw. 1 Spiegelungen. Der#&ll2 folgt aus Aufg. 4a). Beim Schluss van-1
aufn sei f eine Isometrie vorv undx e V, x # 0. Bei f (x) = x ist Rx eine f-invariante Gerade i und
daher(Rx)* ein f-invariantern — 1-dimensionaler Unterraum von. Nach Induktionsvoraussetzung gibt
es dann< n—1 Spiegelunges/ von (Rx)* derart, dasg'|(Rx)* das Produkt dieset ist. Setzt man die/
durchs; (x) := x linear zu Spiegelungef von ganzV fort, so istf offenbar das Produkt dey.

Bei f(x) # x seis die orthogonale Spiegelung véhan der Hyperebend = R(x+f(x))+(Rx—HRf(x))l.
Dann gilts(f(x)) = x, da%(x-i-f(x)) € Hwegen(x+ f(x),x—f(x)) = (x,x) — (f(x), f(x)) =0und
f(x) = 3(x+f(x) = 3(f(x)—x) = 3(x+ f(x)) — x der FuRpunkt des Lote vofi(x) bzw.x auf H ist.
Dann istsf|Rx die Identitat, undRx)* ist s f-invariant, also nach Induktionsvoraussetzung Produkt von
< n—1 Spiegelunges von (Rx)*. Setzt man die; durchs; (x) := x linear zu Spiegelungen von ganzV
fort, so istsf offenbar das Produkt dex n—1 Spiegelunges; und somitf = s(sf) ein Produkt von<n
Spiegelungen. °

Abschnitt 14.A, Aufg. 6, p. 441 (1.6.2012) :

SeiV ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt. Die involutorischen Isometrien ¥grd.h. die Isometrien von
V mit f2 =id, heiRen die orthogonalen Spiegelungen Van

a) Genau dann ist eine Involutiofi von V eine orthogonale Spiegelung, welndie orthogonale direkte
Summe der beiden Eigenrdaume

Vi=V,()={xeV|f(x)=ux} und Vi=Vi(-D={xeV]fx)=—x)
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ist. In diesem Fall sagt mary; sei die orthogonale Spiegelung von an V*. Es ist dann
vV~ = (VYL Auf V* induziert f die Identitat, auf — die Spiegelung am Nullpunkt.

b) Bei der Bijektiony : p — id — 2p der Projektionerp auf die Involutionen vonV entsprechen die
orthogonalen Projektionen genau den orthogonalen Spiegelungen.

c) Fur zwei orthogonale Spiegelungéin, f> von V an UnterrdumerW,; bzw. W, von V ist f1 f> genau
dann eine orthogonale Spiegelung, wefarf, = 1> f1 ist (vgl. 13.B, Aufg. 1b)). Ist¥; L W5, so ist diese
Bedingung stets erfillt. Ist umgekehrt diese Bedingung erfulltWhad W, = 0, soistWy 1L Ws.

d) Seienx, y € V — {0} und sei DimV > 2. Genau dann gibt es eine orthogonale Spiegeltirag einer
Hyperebene voi¥ mit f(x) = y, wenn| x| = ||y|l istund{x, y) e R.

e)SeiK = C und Dim¢V = 2. Dann ist jede spezielle Isometges SU(V) Produkt zweier orthogonaler
Geradenspiegelungen und jede beliebige Isometridhimt das Produkt zweier orthogonaler Geradenspie-
gelungen und einer Homothetie.

f) SeiK = C und DimcV = n € N* beliebig. Dann ist jedeg € SU(V) Produkt von (hochstens)
2n — 2 orthogonalen Spiegelungen an Hyperebenen. — Eine beliebige Isometrié igirdas Produkt
einer Homothetiez idy, |a| = 1, mit (hdchstens)2— 2 orthogonalen Spiegelungen an Hyperebenen.
(Bemerkung. Wir wissen nicht, inwieweit sich die Zahl22 der benétigten Spiegelungen verkleinern lasst.
Furn = 3 siehe g) und fur = 4 die Zusatzaufgabe weiter unten. Im Hél= R gibt Aufg. 5 die Antwort.

g) SeiK = C und Dim¢V = 3. Dann hat jede Isometrige U(V) mit Detg = —1 eine Darstellung
g = a f1f> f3 mit orthogonalen Ebenenspiegelungan f>, f3 und einer dritten Einheitswurzel — Jede
beliebige Isometrie vol ist das Produkt von drei orthogonalen Ebenenspiegelungen und einer Homothetie.

h) SeiK = C und Dim¢V = n € N*. Eine orthogonale Pseudo- (oder Quasi-)Spiegelung
von V ist definitionsgemaf eine Isometrie vén die eine Hyperebene vor elementweise festlasst, vgl.
7.A, Aufg. 17. Jede Isometrige U(V) ist Produkt von (hdchsteng)orthogonalen Pseudospiegelungen,
die Uberdies paarweise kommutierend gewahlt werden kdnnen.

Beweis: a) Fir jede Involutionf gilt Vv = V* @ V—, vgl. 5.f, Aufg. 8. (Dies folgt auch daraus, dags
(wegen ChakK # 2) diagonalisierbar ist.)

Sei nunf Uberdies eine Isometrie. Fire V, undy € V_ gilt dann f(x) = x und f(y) = —y, und

(f(x), f(») = (x,y), daf Isometrie ist. Es folgtx, y) = (f(x), f(y)) = (x, —y) = —(x, y) und somit
(x,y) = 0. Daher sind/* undV ~ zueinander orthogonal. (Nach Lemma 14.A.7 (2) sind Eigenraume einer
beliebigen Isometrie zu verschiedenen Eigenwerten stets orthogonal.)

Seien umgekehit, undV_ zueinander orthogonal. Fiie V gilt £ (x+f(x)) = f(x)+ f2(x) = f(x)+x,
dhx+ f(x) € Vi, und f(x— f(x)) = f(x) — f2(x) = f(x) —x = —(x— f(x)), d.h.x— f(x) € V,.
Esfolgt 0= (x+ f(x),x— f(x)) = (x,x) — (f(x), f(x)),also{f(x), f(x)) = (x,x). Nach Satz 14.A.2
ist f daher eine Isometrie. (Generell gilt natirlich: V5= V' © V” und sindf’ und f” Isometrien vor’
bzw.V”,soistf := f' @ f”:V — V eine Isometrie VoIV .)

b) Ist p eine Projektion vorV/, so ist f := id —2p wegen (2 = id —4p + 4p? = id eine Involution; ist
f eine Involution vonV, so istp := 1(id —f) wegenp? = Zid—3f + 3f2 = 2id—1f = p eine
Projektion. Daher isy eine Bijektion vom Raum der Projektionen auf den Raum der Involutionern/von
mit 8 :s > 3(id — f) als Umkehrabbildung.

Istnunp eine orthogonale Projektion und sindy € V, so gilt(p(x) , y) = (x, p(y)) nach Satz 13.B.2und es
folgt (y (p)(x), v (P)(¥)) = (x =2p(x) , y=2p(y)) = (x, y) =2(p(x) , y) = 2{x, p()) +4(p(x), p(y)) =
(x,y) —4(x, p(y)) +4(x, p>(y)) = (x, y), d.h.y(p) ist eine Isometrie.

Ist umgekehrtf eine Isometrie, so gilts (f)(x),y) = (3x — 3£ (x), y) = 3(x,y) — 2(f(x), f2(y)) =
S, ) =3, fO)) = (x, 3y—3 () = (x,8(f)(y)) furallex, ye V,d.h.3(f) istnach Satz 13.B.2 eine
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orthogonale Projektion. (Die orthogonalen Spiegelungen sind also genau die selbstadjungierten Isometrien,
vgl. 15.A, Aufg. 10.)

c) Seienfi, f» orthogonale Spiegelungen vanhan den UnterrdumeW; = V" bzw. W, = V" von V.
Dann ist f f> als Produkt von Isometrien wieder eine Isometrie. Gilf>, = f»f1, SO ist f1 f> auch eine
Involution wegen( f1/2)2 = fifafifo = fififofo = id? = id, also ebenfalls eine orthogonale Spiegelung.
Ist umgekehrtf; f» eine orthogonale Spiegelung, so giltf> f1 f» = (f1f2)? = id und Multiplikation von
links mit 1 und von rechts miff; liefert wegenf?2 = f2 = id sofort f2f1 = f2fof1f? = fiid fo = fifo.

Sei nunW; L W,. Nach a) gilt dann
W=V CWy =V, '={xeV| falx)=—x}, Wa=V,, CW] =V :=={xeV | fi(x) = —x}

sowieV = Vi @ V; . EsfolgtV = V,f @V, = V,, @ V;f @ (V; NnV,). Flrxe V, gilt fi(f2(x)) =
fix) = —x = fa(—x) = fa(f1(x)), fUrx € Vi gilt fi(f2(x)) = fi(—x) = —x = fo(x) = fa(f1(x))
und firx € Vi NV, gilt fi(f2(x)) = fi(=x) = x = fo(—x) = fo(f1(x)). Insgesamt erhalt man so
fifa = faf1.

Sei umgekehrify f> = f> f1 und UberdiedV; N W, = 0. Flrx € Wy gilt dann f1(f2(x)) = f2(fi(x)) =
f2(x), also f2(x) € Wy. Es folgt f2(W1) € W;. Dabei istf,|W; ebenfalls eine involutorische Isometrie und
besitzt eine orthogonale Summenzerlegung geman a). VWégerV, = 0 besteht allerdings der Summand
{xe W5 | fo(x) = x} nur aus 0. Daher gilf>(x) = —x fir allex € W;. Da f> Isometrie ist, folgt flirc € W1
undye Wo nun(x, y) = (f2(x), f2(y)) = (—x, y), also(x, y) = 0. Daher giltW; L W>.

d) Gibt es eine orthogonale Spiegeluyfigder angegebenen Art, so it = || f(x)] = |lyll, da f eine
Isometrie ist, und es giltx, y) = (x, f(x)) = (f2x), f(x)) = (f(x),x) = (x, f(x)) = (x, ), also
(x,y)eR.

Seienumgekenhrtfiir, y die angegebenen Bedingungen erfllltxlst y, so kann man fly jede orthogonale
Spiegelung an einer Hyperebene wahlen xdenthalt. (Man beachte Divi >2.) Sei nun Uberdies # y
undv ;= (x —y)/llx— y||. Dannistz — (z, v)v die orthogonale Projektion voW auf die Geradéwv,
also f :z — z — 2(z, v)v die orthogonale Spiegelung vdn an (Kv)*, vgl. b). Wegen||x| = |y|| und
(x, y)€ R, also(x, y) = (y,x), gilt (x+y,v) = (x+y,x=y)/llx—=yl = (IIxI*= [IyI*)/lx =yl = 0 und
somit 2x, v) = (x—y,v) + (x+y,v) = (x—y,v). Esfolgtf(x) = x — 2(x,v)v =x — (x—y,v)v =
x—(x=y,x=y)x=y)/lx=yl* = y.

e) Seig eine Isometrie vorv mit Detg = 1. Da die Eigenwerte vog den Betrag 1 haben und ihr Produkt
die Determinante ist, hat die Eigenwerte unds mit |s| = 1. Istvy, v, eine Orthonormalbasis vor aus
den zugehdrigen Eigenvektoren vgnso hat jedes € V eine Darstellung = ajvi1+ aov, mitag, az € C,
und es folgt(x, g(x)) = (a1v1+ axvy, a1svi+ assva) = |a1|?s + |az|?s. Indem mariay| = |az| # 0 wahlt,
bekommt man einen Vektap € V — {0} mit (xq, g(xo)) € R. Nach d) gibt es nun weggrg (xo)| = ||xoll
eine orthogonale Geradenspiegelufignit f1(xo) = g(xo). Dannistf, := fig eine Isometrie vorV mit
f2(x0) = x0, Und 1 ist ein Eigenwert vorf,. Da Detf, = Det f; Detg = (—1) - 1 = —1 das Produkt der
beiden Eigenwerte vork ist, muss der andere Eigenwert vngleich—1 sein, undf ist eine orthogonale
Geradenspiegelung. Weg¢R = idy folgt g = f1 fo.

Ist die Isometrieg beliebig, so istz—'g, wo a := ./Detg eine der beiden Quadratwurzeln aus pet
ist, eine Isometrie vorv mit der Determinante 1, also nach dem gerade Gezeigten ein Prggtskvon
orthogonalen Spiegelungen. Folglich gst af; f> eine Darstellung vog als Produkt zweier orthogonaler
Geradenspiegelungen und einer Homothetie.

f) Sei zunachsg eine Isometrie mit Deg = 1. Nach dem Spektralsatz 14.A.8 gibt es eine Orthonormalbasis
v1, ..., v, VONV, beziglich deg durch eine Diagonalmatri® := Diag(as, ..., a,) mita; € C, |a;| = 1,
beschrieben wird® ist offenbar das Produkt der Diagonalmatriz8g := Diag(ai, az - - - a,, 1, ..., 1) mit

den DiagonalmatrizerD; := Diag(l, ..., 1, a;lz---a,jl,a,-+2---an, 1,...,),i=1...,n— 2, wobei

in ©; zu Beginni Einsen stehen. Dann haben di& 2-Matrizen®;, := Diag(ai, az- - -a,) und®; =
Diag(al;l2 . -an‘l, aiyo - - -a,) die Determinante 1 und sind unitar, beschreiben alse £i0, . .., n—2 spe-
zielle Isometriery; des Unterraum&v; 11 +Kv; 1o von V. Nach e) gibt es dazu orthogonale Geradenspiege-
lungenf/, und f/, mitg; = f/, f/,. Setzenwirnug;undf/,, f/,durchg;(v)) == f/1(v;)) = f/5(v;) = v;

fur j # i+ 1,i+2 nach ganZ/ fort, so erhdlt man Isometrieg von V, die bzgl. vy, ..., v, durch die
Matrizen®; beschrieben werden, sowie orthogonale Spiegelurfgenon vV an Hyperebenen, und es gilt

nach Konstruktiory = go---gu—2 = fo1 02" " fu—2.1fn-2.2-
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Ist die Isometrieg beliebig, so ista—'g, wo a := i/Detg eine dern-ten Wurzeln aus Det ist, eine
Isometrie vonV mit Determinante 1, also nach dem gerade Gezeigten ein Produkiveg 2rthogona-
len Hyperebenenspiegelungen. Dies liefert eine Darstellunggvals Produkt von 2—2 orthogonalen
Hyperebenenspiegelungen und einer Homothetie.

g) Seig eine Isometrie vorV mit Detg = —1. Dann giltsysos3 = —1 fUr die Eigenwertas, s,, s3 von g.
Ist v1, v2, vz eine Orthonormalbasis vovi aus zugehdrigen Eigenvektoren vgnso hat jedes € V eine
Darstellungy = ayv1+ apvo+ azvz mit ay, ap, aze C. Fiura € C folgt

2 2 2
a(x, g(x)) = alaivi+ axva+ azvz, a1s1v1+ azxsov2+ azsavs) = lay|“a s1 + |az|“as, + |az|“ass.

Der Wertebereich von +— a{x, g(x)) ist also der SektoR ; as1 + R a5, + R, ass. (Allgemein gilt fir
eine beliebige Isometrie oder sogar fur einen beliebigen normalen Operatdreinemn-dimensionalen
C-VektorraumV mit den (nicht notwendig verschiedenen) Eigenwesten. ., s,: Der Wertebereich der
Funktionx — (x, g(x)) ist der konvexe SektdR,s5; +---+ R 5, € C.)

Wir zeigen, dass die komplexen Zahlen, a,, az so gewahlt werden kdnnen, dassine dritte Einheits-
wurzel ist, a(x, g(x)) € R gilt und nicht allea; gleich 0 sind. Dazu genugt es zu erreichen, dass es unter
denasy, as», asz sowohl welche mit Imaginartei+ 0 als auch solche mit Imaginarted O gibt. Schrei-

ben wirs; = €', 5, = €'%2, 53 = ¢'% mit Argumentenys, @2, ¢3 € [0, 27|, SO istp; + @2 + @3 wegen
515253 = 5185253 = —1 gleichx, 37 oder 5.

Bei p1 + @2 + @3 = 37 gibt es sichery, i, mit ¢;, < 7 undg;, > 7. Wir kdnnen danmz: =1 wahlen.

Bei g1 + ¢» + 93 = 7 sind alleg; < 7, und wir wahlena = ¢?"'/3. Dann giltas; = €' @*27/3 mit
@i+ 2n/3 € [2n/3,5m/3] fur i =1, 2, 3 sowie(p1+ 27/3) + (@24 27 /3) + (p3+ 27/3) = 37, und wir
sind im ersten Fall.

Bei g1 + @2 + ¢3 = 57 sind alleg; > 7, und wir wahlena = ¢=27/3, Dann giltas; = ¢'@=27/3 mit
¢ —21/3 € [n/3,4r/3] fur i = 1, 2, 3 sowie(g1— 27/3) + (92— 21/3) + (p3— 27 /3) = 3, und wir
sind wieder im ersten Fall.

Es gibt also eine dritte Einheitswurzelund einxg e V — {0} mit a(xg, g(x0)) = (x0, ag(xo)) € R. Nach d)
gibt es eine orthogonale Ebenenspiegelyngit f1(xg) = ag(xg). Dann gilta f1g(xo) = xo, Und wegen
Det(a f1g) = a°Det f; - Detg; = 1- (—1) - (—=1) = list auch Deta fig)|V’' = 1, V' := (Cxg)*. Nach
e) gibt es orthogonale Geradenspiegelunggnf; auf V' mit a fig|V' = f,f;. Es folgtg = a f1f2fa,

wobei f>, f3 die orthogonalen Ebenenspiegelungen Vosind, dief;, f; vermogefz(xo) := fa(xo) := xo

fortsetzen.

h) Nach dem Spektralsatz 14.A.8 fur Isometrien UBegibt es eine Orthonormalbasis vdn, bezlg-
lich der g durch eine Diagonalmatrixo := Diag(ss,...,s,) mit komplexen Eigenwerter, vom Be-
trag 1 dargestellt wird. Beztiglich dieser Orthonormalbasis beschreiben dann die Diagonaln@jrizen
Diag(l,...,s;,..., D fur i=1,...,n orthogonale PseudospiegelungérwvonV. Wegen®; --- 9, = O
ist dabeif; - - - f, = g. Offenbar kommutieren di®; und somit auch dig; miteinander. °

Abschnitt 14.A, Zusatzaufgabe p. 440 (1.6.2012):

SeiK = C und Dim¢V = 4. Dannistjede Isometrige U(V), die hdchstens zweiverschiedene Eigenwerte
besitzt, das Produkt von vier orthogonalen Hyperebenenspiegelungen und einer Homothetie. Bei nur einem
Eigenwert handelt es sich bereits um eine Homothetie. Des Weiteren gilt dann genauer:

a) Die Multiplizitat der beiden Eigenwerte vgnsei 2. Bei Delg = 1istg Produkt von 4 orthogonalen Spie-
gelungen vorV an Hyperebenen und eine Homothetie mit 1 oderi. Ein solgheisbeliebiger Determinante
hat eine Darstellung als Produkt von 4 orthogonalen Hyperebenenpiegelungen und einer Homothetie.

b) Die Multiplizitat eines der beiden Eigenwerte vgisei 3, die des anderen 1. Bei et 1istg dann ein
Produkt von (héchstens) 4 orthogonalen Spiegelungenivam Hyperebenen und einer vierten Einheits-
wurzel. Bei beliebiger Determinante hakeine Darstellung als Produkt von 4 orthogonalen Spiegelungen
und einer Homothetie.

Beweis: a) Sei Defg = 1. Dann hatg die beiden Eigenwerte unds bzw. s und —5, und es gibt eine
Orthonormalbasis,, vy, v3, v4 aus Eigenvektoren vog mit Eigenwerters, s, s, s bzw. s, —s, s, —s. Im
ersten Fall isg nach e) Produkt von vier orthogonalen Hyperebenenspiegelungen (vgl. den Beweis von f) ).
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Im zweiten Fall hat-ig die Eigenwerte-is, is, —is, is und ist folglich nach dem ersten Fall Produkt von
vier orthogonalen Hyperebenenspiegelungen. — Bei beliebigem Bettachte mag/ i/Detg.

b) Es genigt wieder den Fall Dgt= 1 zu betrachten. Dann seien die Eigenwerte yaieichs, s, s, s
mits # 5° = (s~1)3 = s~3. Es gibt eine Orthonormalbasis, v», vs, v4 von V aus Eigenvektoren vogazu
diesen Eigenwerten. Wir benutzen das folgende Lemma, das weiter unten bewiesen wird:

Lemma. Seis wie oben und sek’ auf dem2-dimensionalerC-VektorraumU eine Isometrie mit den
Eigenwertens unds3. Dann gibt es eine vierte Einheitswurzelund eine Isometri” von U mit den
Eigenwerterz unda?s derart, dass die Determinante des Operatars= h”— k' gleichQist, d.h. einu # 0

in U existiert mith’(u) = 1" (u).

Sei nunU := Cvz + Cvg undh’ := g|U. Dann erfillth’ die Voraussetzungen des Lemmas , und”, u
seien wie dort gewahlt. Dann hat” die Eigenwerte 1 unds auf U. Wir definieren die Isometri@h
auf ganzV durchah|U = ah” sowieah(vi) := asvy undah(vo) := vo. Nach e) istah = f1f> mit
zwei orthogonalen Hyperebenenspiegelunggn/> von V, vgl. den Beweis von f). Die Isometriefs f1g
hat dann die Determinante 1 und tberdies 1 als doppelten Eigenwert. Ein Eigenvektor zum Eigenwert 1
ist v ¢ U und ein davon linear unabhangiger ist der Vekioz U. Wiederum nach e) existieren dann
orthogonale Hyperebenenspiegelungenf, von V mit a f> f1g = fafa, d.h.g = af1f> f3 fa.

Beweis des Lemmas: Sei,u, eine Orthonormalbasis voli aus Eigenvektoren vol' zu den
Eigenwerters unds>. Die Isometrien vori/ mit den Eigenwerten unda?s werden beziglichy, u, durch

die Matrizen® Diag(a, a%5)B ! dargestellt, wobeB = ( ¢ _d> mitc, d € C, |c|?+ |d|?= 1 eine Matrix

3

d ¢
c d
—d ¢

® (¢ 0 B-1_ (% 0\ _(acc+a%dd —s acd — a®scd
0 a% 0 52)  \ acd —a%cd add + a®scc —5°

mit der Determinante

a®s + 5% — (as°+ a®) |c|* — (a®*5*+ as) |d|* =5 (a®+ 5 — (a5°+ a®s) |c|* — (@*5°+ as?) |d|?) .

in SU,(C) ist, vgl. auch 14.A, Aufg. 21a). Dann i =B = ( ) und die Matrix vor: bzgl.

Uy, U ist

(Man beachten® = |s| = |c|?>+ |d|?>= 1.) Wir haberu, ¢ undd so zu bestimmen, dass diese Determinante
verschwindet. Dies ist genau dann maglich, wenn der Pukts # 0 auf der Verbindungsstrecke der
Punkteas?+ a2s und a?53+ as? liegt. Die beiden Quotienten

as’+ a?s . Re(a?s%+ as) 1 1 — Re(a?s5?) und a5+ as? . Re(as3+ a?s?)
a3+5  1+Re(as) 1+ Re(as) a3+s  1+Re(as)
sind aber fur beliebige vierte Einheitswurzelmeell. Der erste Quotient ist offenbar stetd. Es gentigt
also eine vierte Einheitswurzelzu finden, flr die der zweite Quotientl ist. Dazu schreiben wir = ¢'?,
0< ¢ < 27 unda = €"7/2, k=0, 1, 2, 3. Dann ist der zweite Quotient gleich
- cos(B¢ + kmr/2) + cos(2e + k)
Or(p) == .
1+ cos(p —kr/2)
Eine leichte Kurvendiskussion zeigt, dasskit 0, 1, 2, 3 der Quotient), auf den Mengen [#/6, 87 /6],
[77/6,117/6], [0, 27/6] U [107/6, 127 /6] bzw. [7/6, 57 /6] einen Wert> 1 hat. Diese Mengen Uber-
decken aber das Intervall [@r]. o

Abschnitt 14.A, Aufg. 7, p. 441 (1.6.2012):

Seif:V — V eine Isometrie des orientierten euklidischen Vektorralintker Dimensiom > 2. Dann gilt
fxy X -+ X x,_1) = (Detf) f(x1) x --- x f(x,_1) fur beliebigexy, ..., x,_1 € V. — Umgekehrt ist
bei n >3 jede lineare Abbildung :V — V mit f #0und f(xy X --- X x,_1) = f(x1) X -+ X f(x,_1)

fur allexy, ..., x,_1 € V eine orientierungserhaltende Isometrie wonSpeziell ist bek = 3 jede lineare
Abbildung f # 0 mit f(x1 x x2) = f(x1) X f(x2) eine Drehung.
Beweis: Sei zunachsy eine Isometrie. Flr Elements, ..., x,_; € V und allex € V gilt definitionsgeman

(x, f(x) X -+ X f(xy_1)) = Det(f(xa), ..., f(xa_1),x) = Det(f(x1), ..., f(x-1). f(f 1) =
Detf - Det(xy, ..., xu—1, f1(x)) = Detf - (f71(x), x1x- - xx,1) = Detf - (x, fx1x--xx,-1)),
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wobei wir zum Schluss benutzt haben, dgsksometrie ist. Da der Gradient einer Linearform eindeutig
bestimmtist, folgtf (x1) x - -+ x f(x,_1 =Detf - f(x1x---xx,_1). Daraus erhalt man die Behauptung,
denn als Isometrie eines euklldlschen Vektorraumsfh@eterminantet1, d.h. es ist(Det f)~* = Det f.

Sei umgekehrif (x; x --- x x,_1) = f(x1) X -+- x f(x,_1) furallexs, ..., x,_1 € V. und seif 0. Zu
jedemx € V gibt es nach 13.B, Aufg. 15 Elemente, ..., x,_1 € V mit x; x---xx,_1 = x. Dann gilt

@I = (f(x), flraxe - xxu—1)) = (f(x), fxD)x X[ (xp-1)) = Det(f(x1), ..., f(x-1), (X)) =
Det f -Det(x1, ..., x,-1, x) = Det f - (x, x1x- - -xx,_1) = Det f -||x||2. Wegenf # O gibt es eincg € V mit
f(x0)#0, d.h. esgibtauchlo) x@ e vmit F)x - xf (9 = FP% - xxP) = flxo) 0
und £ (%), ... f(x”) . f(x0) smd Imear unabhangig. Daher ist Det- 0. Seia:= (Det f)~*? und
7= af. pann gilt | F()I2 = a?f(0)]I> = a?Detf - |x|> = [x|?, also | )|l = [lx|| fur alle
x € V.und f ist nach Satz 14.A.2 eine Isometrle Mit der eingangs gezeigten Richtung der Aussage folgt
af(xo) = Fx¥x - xxi %) = Fo?)x x Faiy) = a" L (x”) o x f(x%)) = a1 f (xo) . Wegen
f(x0) Z0undn> 3folgta=1,d.h.f = f ist eine Isometrie. °

Abschnitt 14.A, Aufg. 8, p. 441 (1.6.2012) :

Seienf :V — V eine Drehung des 3-dimensionalen euklidischen Vektorradindie keine Halbdrehung
ist, undx ein von 0 verschiedener Vektor der Drehebene yonDann ist der Drehvektor voif gleich

vp = xx () Mit o= [lx]| 72 (x, x4 £(x))) A

Beweis: Da f keine Halbdrehung ist, sind und f(x) linear unabhéngige Vektoren der Drehebene, die
so orientiert werde, dass der orientierte Drehinkek £ (x, f(x)) € [0, x| liegt. Dann reprasentieren
x, f(x),vs undx, f(x),x x f(x) die gleiche Orientierung voi, d.h. es ist; = o' x x f(x) mit einem

o' > 0. Dabeiiste’ = singe/|lx x f(x)|| = af, da wegen| f(x)| = [x|| und sing = 2sini¢p cosie,
cosp = 2cog1p — 1 gilt:

1 xx f(x X x)|| sin
1_ xSl LS OLSG _ oy coct, oy, 2117 20083
o sinzg Sins¢

= [Ix[Iy2llx £ ()l - cosp + 2]x[|2 = [lx]lv/20x, F00)) +20x, x) = ||xllv/20x, x+ f(x)) = —~

Abschnitt 14.A, Aufg. 9, p. 441 (1.6.2012) :

SeienV ein euklidischer Vektorraum ungd w € V Vektoren mit||v|| = ||w| = 1 undv # —w. Dann gibt
es genau eine eigentliche Isometfie SO(V) mit f(v) = w und f|W = idy fur W := (Rv + Rw)*.

Beweis: Wird Rv + Rw so orientiert, dass der orientierte Winkel= (v, w) in [0, z[ liegt, so bildet die
orientierte Drehung’ von Rv + Rw um den Winkekr den Vektorv aufw ab. Setzt mary’ so aufV fort,
dassf(x) := x fUr x € W ist, so erhalt man eirf € SOQ(V) der gewlinschten Art. — Umgekehrt induziert
jede Isometrief € SQ(V) mit f|W = idy eine eigentliche Isometrie vow' = Rv+ Rw. Gilt dabei
f(v) = w, so mussf|W+ die Drehung um den Winkel sein. Daher isff eindeutig bestimmit. °

Abschnitt 14.A, Aufg. 11, p. 442 (1.6.2012):

SeienV undW R-VektorrAume mit Skalarprodukt unfd: V — W eine lineare Abbildung mit ( (x), f(y))
= 4(x, y)furallex, y e V. Flr einen Einheitsvektop € V seir :=|| f (xo)[|. Dann ist-—1 f eine Isometrie,
also f eine Ahnlichkeit(sabbildung).

Beweis: Bei f(xg) = 0 wére £(f(xo), f(x0)) = n/2 # 0 = L(x0,x0). Also ist f(xg) # 0 und
Ir=tF)(xo) |l = r | f (x0) || = 1. Wir kénnen also gleich annehmen, dass1 ist und dahejt f (xo)| = 1.
Firze R gilt dann| £ (zxo) || = |¢]Il.f (xo)|l = [t] = [Izxo]l.

Sei nunx € V, x ¢ Rxg, beliebig. Zunachst betrachten wir den Fall, dass= (x, xo) # 0 ist. Es gilt
(x — toxg, foxg) = to{x, xo) — to{x, xo) (X0, Xo) = 0 wegen lxoll = 1, d.h. es iS'&C(x — foXo, toxg) =
7/2 = L(f(x —toxo), f(toxo)) = £(f(x)— f(toxo) . f(toxo)) nach Voraussetzung. Der Satz 13.A.6
von Pythagoras liefert nui f (x) — f (toxo) |1 + | f (foxo) |2 = I|x||%, also| f (x)[I* — 2t0(f (x), f(x0)) +
26811 f (xo) 17 = || f(x)]1? und daher f (x), f(x0)) = toll f (x0) 1> = to = (x, x0) = [lx|/l|x0ll COSL (x, x0) =
x| cos4(x, xo). Wegen|| f(xo)|l = 1 und da nach Voraussetzung( f(x), f(x0)) = £(x, xo) ist, gilt
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andererseit$f (x), f (x0)) = Il f (0)Illf (xo0) [ cOSL(f (x), f(x0)) = || f(x)|| cOSL(x, x0), also insgesamt
x| cos£ (x, xo) = || f(x)]cos£(x,xg). Da {x,xq) # 0 ist, d.h.£L(x, xg) # 7/2, ergibt sich daraus

ILf N = llx]-
Im Fall (x, xo) = 0ist (x1, x0) = {x+x0, x0)/llx+xo0ll = 1/llx+xoll # O fUrx1:= (x+x0)/llx+xol, und

aus dem schon Bewiesenen folgt(x1)|| = ||x1]| = 1. AuBerdem istdanfx, x1) = (x, x+xo)/||x+xoll =
llx112/]lx + xoll # 0, und, indem man die obigen Uberlegungen mistattxq durchfiihrt, erhalt man jetzt
I/ (x)] = |lx|l. Nach Satz 14.A.2 isf dann eine Isometrie. °

Abschnitt 14.A, Aufg. 12, p. 442 (1.6.2012):

V und W seienR-Vektorraume mit Skalarprodukt unf: V. — W sei eineR-lineare Abbildung. Fur
beliebigex, y € V seix L y genau dann, wenyi(x) L f(y) ist. Dannistf eine Ahnlichkeitsabbildung.

1. Beweis: Zusétzlich zu dem gegebenen Skalarprodbkt (—, —) betrachten wir auch die hermitesche
FormW = (f(—), f(—)) auf V. Nach Voraussetzung gifb(x, y) = 0 flr x, y € V genau dann, wenn
W (x,y) = 0ist. Nach 12.B, Aufg. 15 gibt es daher aire K* mit ®(x, y) = aW¥(x, y) furallex, ye V,
d.h. mit||x||? = ®(x, x) = a ¥(x, x) = a|| f(x)]|? und somita > 0 und|| £ (x)|| = |lx]|| fur F= al/zf und
alle x e V. Nach Satz 14.A.2 ist danﬁ eine Isometrie und dahgi = a~%2 f eine Ahnlichkeitsabbildung.

2.Beweis:Seixg# 0 ausV. Dann ist auchf (xg) # 0, da ausf (xo) = 0 folgen wirdef (xo) L f(xo) und
dannyo L xo, d.h.xo=0. Seia = || f(xo)ll/xoll und f := a~1f, also| f(xo)|| = llxoll. ISt gezeigt,
dassf eine Isometrig ist, so folgt, dags = a f eine Ahnlichkeitsabbildung ist. Wir kénnen also gleich
annehmen, dasg = f ist, also|| f (xo)|| = |lxoll, und haben zu zeigen, dagsine Isometrie ist.

Fur jedesx € V mit ||x|| = |xof ist (x +x0,x—x0) = ||lx||> = [Ixoll> = 0. Nach Voraussetzung gilt
dann auch 0= (f(x+xo), f(x —x0)) = (f(x) + f(x0), f(x) — f(x0)) = [ f)? — I f(x)?, also
IF I = If(xo)ll = llxoll. Fur belleblgex € V, x # 0, ist nun|([lxoll/llx]) x[l = llxoll und somit
f(( [lxoll /11x1] )x) = |lxoll, d.h.]| f(x)|| = |lx]| . Nach Satz 14.A.2 isf dann eine Isometrie. °

Abschnitt 14.A, Aufg. 24, p. 442 (1.6.2012) :
SeiV ein 3-dimensionaler euklidischer Raum.

a) Genau dann isfg = gf fur zwei Drehungery, g # id von V, wenn die Drehachsen Ubereinstimmen
oder wenn die Drehachsen orthogonal sind und beide Drehungen Halbdrehungen sind.

b) Genau dannisfg = gf fur zwei Drehspiegelungefi, ¢ von V, wenn eine davon die Punktspiegelung
am Nullpunkt ist oder wenn beide Drehachsen Ubereinstimmen oder wenn es sich um Spiegelungen an
zueinander orthogonalen Ebenen handelt.

c) Genau dann isffg = gf fur eine Drehungf # id und eine Drehspiegelung von V, wenng die
Punktspiegelung am Nullpunkt ist oder beide Drehachsen tbereinstimmen odey veéms Halbdrehung
undg eine Spiegelung an einer Ebene ist, die die Drehachsg \amthalt.

Beweis: a) Sei zunachsfg = gf. IstRx, x # 0, die Drehachse voif, so gilt f(x) = x und folglich
gx) = g(f(x)) = f(gx)), d.h.g(x) £ 0 ist ebenfalls ein Eigenvektor vofi zum Eigenwert 1. Wegen
f #id istdaher auciRg(x) die Drehachse vorf, und es folgig (x) = pux mit u= +1. ImFallu = 1 istRx
auch die Drehachse van Beiu =— —1 hatg wegen Deg = 1 den doppelten Eigenwertl und ist daher
eine Halbdrehung. AuRerdem liegt die DrehacRsevon f dann im Eigenraum vog zum Eigenwert-1
und ist daher nach Lemma 14.A.2 (2) orthogonal zum Eigeni&ywon g zum Eigenwert 1, der Drehachse
von g. Dabei gilt auchf (y) = f(g(y)) = g(f(y)) undR f(y) ist ebenfalls die Drehachse vgn Daher
gibt es eim. € R mit f(y) = Ay. WegenRx L Ry ist dannRx nicht die Drehachse voyi und somit muss
A = —1 sein, also-1 ein dannn notwendigerweise doppelter Eigenwert yamd somitf ebenfalls eine
Halbdrehung.

Haben umgekehrt undg gleiche Drehachsen, so auch die gleichen Drehebenen (als orthogonale Komple-
mente der Drehachsen) und induzieren dort ebene Drehungen, die stets kommutieren. Da die Drehachsen
unter f undg fest bleiben, folgifg = ¢f. Sind jedoch die Drehachs&x undRy der Halbdrehungeyi bzw.

g zueinander orthogonal und i&x)* N (Ry)* = Rz der Durchschnitt der beiden Drehebenen, soist z

eine Basis vorV und es giltf(x) = x, g(x) = —x, f(y) = =y, g(y) = —y, f(2) = -z, 2(x) = —z.

Daraus folgtfg(x) = —f(x) = —x = g(x) = gf (), fg(y) = f(y) = =y = —g) = gf ),

f8(x) =—f(2) =z=—g(2) =gf(2), esistalsofg = gf.
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b) Seis die Punktspiegelung voW mit s(x) = —x fur alle x € V. Dann kommutiers mit allen Endomor-
phismen vornV, undsf undsg sind wegen Deif = (—1)2 = 1 und Detsg = (—1)? = 1 Drehungen von

V. Genau dann giliffg = gf, wenn(sf)(sg) = (sg)(sf) ist. Sindsf = id odersg = id, so sindf = s
bzw. ¢ = s Halbdrehungen. Seien alsg # id undsg # id. Nach a) gilt nun(sf)(sg) = (sg)(sf) genau
dann, wennsf undsg und damitf = s(sf) unds = s(sg) die gleichen Drehachsen haben oder wenn die
Drehachsen vomf undsg orthogonal sind undf undsg Halbdrehungen sind. In letzterem Fall sind auch
die Spiegelebenen vofi = s(sf) unds = s(sg), d.h. die orthogonalen Komplemente dieser Drehachsen,
zueinander orthogonal. AuR3erdem gilt(x) = —x, also f (x) = x, fur Vektorenx aus der Drehebene der
Halbdrehung f und ebens@(x) = x fur Vektorenx aus der Drehebene vaig. Daher sindf undg dann
sogar Spiegelungen an zueinander orthogonalen Ebenen.

c) Wir betrachten die Drehspiegelung # s mit der Punktspiegelung Genau dann gilfg = ¢f, wenn
(sf)g = g(sf) ist. Nach b) ist dies genau dann der Fall, werdie Punktspiegelungist oder wenr f und
f (und dann auclf undg) die gleichen Drehachsen haben oder wefinndg Spiegelungen an zueinander
orthogonalen Ebenen sind. Letzteres bedeutet, dass die Drehachsg (word damit auch die vorf) in
der Ebene liegt, an der bgigespiegelt wird. AuRerdem igt genau dann eine Halbdrehung, werfieine
Spiegelung ist. °

Abschnitt 14.A, Aufg. 25, p. 442 (1.6.2012) :

Sei V ein zweidimensionaler euklidischer Vektorraum. Jeldmeare Abbildungf : V — V, die keinen
(reellen) Eigenwert besitzt, ist zu genau einer Ahnlichkeitsabbildunig — V eigentlich ahnlich. Dabei
heiRenf undg eigentlich &hnlich, wenn es einen Automorphismud’ — V mit Deth > 0 und

g = hfh~1 gibt. (Man beachte die beiden unterschiedlichen Bedeutungen von ,&hnlich).

Beweis: Seix € V mit ||x|| = 1. Dann istx, f(x) eine Basis vonV. Andernfalls warenc und f(x)
namlich linear abhangig, alst(x) ein Vielfaches vorr und somitx ein Eigenvektor vory zu einem reellen
Eigenwert. Wir ergdnzenzu einer Orthonormalbasis y vonV. Dann gibtesz, b€ Rmit f(x) = ax+by.

Das charakteristische Polynom vghist x; = X?— (Spf)X + Det f mit den (nicht reellen) konjugiert-
komplexen Nullsteller§Spf £ 1./(Spf)2 — 4 Detf|. Es seircosp + irsing, r € R, ¢ €]0, 2],

¢ #m, diejenige Nullstelle, fur di—1sing > 0ist. Esist Sg = 2r cose die Summe und Def = r2 das
Produkt dieser Nullstellen. Ferner gedlie Ahnlichkeitsabbildung vol¥ mit g(x) := xr cosg + yr Sing,
g(y) := —xrsing + yr cosy, also die Drehung um den Winkel mit nachfolgender Streckung um den
Faktorr. Dann gilt Spg = 2rcosp = Spf und Detg = r2 = Detf. SchlieBlich isth:V — V mit
h(x) :=x, h(f(x)) := g(x) ein Automorphismus volv, dax, g(x) eine Basis vorV ist.

Es gilt f2(x) = Spf - f(x) — Det f - x und analogg?®(x) = Spg - g(x) — Detg - x nach dem Satz von
Cayley-Hamilton. Die angegebene Konstruktion liefert ayin=(x) = hf (x) = g(x) undhfh~(g(x)) =
hf(f(x)) = h(f?(x)) = Spf - h(f(x)) — Detf - h(x) = Spg - g(x) — Detg - x = g*(x) = g(g(x)) . Da
die Abbildunger: fh~! undg auf der Basis;, g(x) Uibereinstimmen, sind sie gleich.

Ist g(x) = cx+df(x) mit c,d € R, so folgtxrcosp + yrsing = g(x) = (c+ da)x + dby, also

1 ¢
0 d

d= b~'sing>0. Die Matrix vonh bzgl. der Basis, f(x) ist ( mit Determinante Dei = d >0,

h ist also ein eigentlicher Automorphismus.

Da reelle Vielfachers von Spiegelungen von V die reellen Eigenwerte-r besitzen, sind die einzigen
Ahnlichkeitsabbildungen, zu dengrghnlich sein kann, die positiven reellen Vielfachévon Drehungen

um einen Drehwinkep # m in 10, 2z[. Dafiirmuss 2 cosp = Spf seinundr = Det f. Es gentgtdaherzu
zeigen, dass die Drehungen mitden Drehwinkelmd 2r—¢, d.h.—¢, nicht eigentlich &hnlich sind. Fureine

invertierbare Matril = ( ¢ © folgt aber aug ¢ b)(cose —sing) _ ([ cosp sing ) (fa b
cd c d)\sing cosp —sing cosp )\ ¢ d

a CoSp +b sing = a cosy + ¢ Sing, d.h. b= cwegen sirp # 0, undccosy +d Sing = —a Sing + ¢ COSy,
d.h. d= —a. Dies liefert De®l = ad — bc = —a®— b?> < 0. (Natiirlich sind die beiden Drehungen ym
und um—g¢ (uneigentlich) ahnlich.) o
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Abschnitt 14.B, Aufg. 1, p. 463 (1.6.2012):
Man bestimme den Typ der folgenden Bewegungen der euklidischen B3emel beschreibe sie:

X 3/5 —-4/5 X 1\ [(«x 3/5 4/5 X 1\ .
()= (@5 3R 0)+ () ()~ (@ 58)()+(2):
X 3/5 4/5 X 1

<y>*_> <4/5 —3/5> <y)+(—2)'

3/5 —4/5
4/5  3/5

offensichtlich orthogonal und hat die Determinagie+ 32 = 1. Die Abbildung ist daher eine Drehung,

deren (nicht orientierter) Drehwinkelsich aus 2 cos + 1 = Sp2l = g d.h. cosx = %, berechnet. Es ist
_ _ o 1\ (35

a=147... (bzw.a = 84,26...°). Dan(o) = (4/5

orientierte Drehwinkel bzgl. der Standardorientierung #3n Den Drehpunkt erhalt man als Fixpunkt der

. 3/5 —4/5) (x 1\ _ (x “2/5 —4/5\ (x0) _ (-1 .
Abbildung aus(4/5 3/5) (yg) + (2> = <y2)’d'h'< 45 _2/5) (y8> = (_2>. Er ist
(%)=("%?)

yo 2 )

Die Matrix B = (

Lésung: Die Matrix 2 := ( ) die den linearen Anteil der ersten Abbildung beschreibt, ist

) im ersten Quadranten liegt, ist dies auch der

3/5 4/5
4/5 -3/5
ist offensichtlich orthogonal und hat die Determinan{% — é—g = —1. Die Abbildungen sind daher

), die den linearen Anteil der zweiten und dritten Abbildung beschreibt,

ist der Eigenraum vof8 zum Eigenraum 1 mit dem Eigenrauin _1 zu

2

1 2
—1 als orthogonalem Komplement. Da der Translationsanteil der dritten Abbildung im Eigenrauth zu
2 1 2 1/2

Iiegt,istihrSchubvektorOundsieistdieSpiegeIunganderGerR%_nL)jL%(_2):R 1) 2 )
2

: : . . _ 4 _3( 1\ _[(8/5 —3/5
Der Translationsanteil der zweiten Abbildung ?(a%) =z (1) z (_2> = <4/5) + < 6/5 als
Zerlegung in Richtung der Spiegelungsgeraden und orthogonal dazu. Sie ist also eine Spiegelung an der

2 4/5 , . —3/5
GeraderR (1> + (2/5) mit nachfolgender Translation um den Schubvel{tog/5 )

Schubspiegelungerik

Abschnitt 14.B, Aufg. 2 p. 463 (1.6.2012):
Man bestimme den Typ der folgenden Bewegungen des euklidischen R&draad beschreibe sie:

(=6 D0 ()=6 8 90)-()
()= 90

Losung: Die drei Matrizen, die die linearen Anteile der angegebenen Abbildungen beschreiben, sind offenbar

orthogonal. Die erste hat das charakteristische Polyddm X?+ X+ 1 = (X +1)(X?+1), also die
Determinante-1 und 1 nicht als Eigenwert. Die zugehdrigen Abbildung ist daher eine Drehspiegelung.

0 -1 0 X0 1 X0
Ihren Drehpunkt erhalt man als Fixpunkt der Abbildung {UB 0 0) (yo) + (—1) = <y0> :
0 0 -1 20 2 20

-1 -1 0 X0 -1 X0 0
d.h.( 1 -1 0) (yo) = ( 1). Er ist also<yo) = (O) Den Drehwinkekr bekommt man
0 0 -2 20 -2 20 1
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0
Uber die Spur aus 2cos— 1 = —1, d.h. cosx = O; erista = n/2 (bzw. 90). Der Eigenraurr(o)
1

0 0 0
der Matrix zum Eigenwert-1 liefert die Drehachse; sie it (O) + (0) =R (0) Die Abbildung
1 1 1
setzt sich somit zusammen aus der Drehung umgigchse mit Drehwinkelr und der Spiegelung an der

X1, xz-Ebene.

Die zweite Matrix hat das charakteristische Polyngin-1)(X +1)?, also die Determinante 1 und 1 als
Eigenwert. Die zugehdérigen Abbildung istdaher eine Schubspiegelung. Der Eigenraum zun Eigeniatert

1 1 0
R (—1) mit orthogonalem Komplemedrit (1) +R (0) die entsprechende Zerlegung des Translations-
0 0 1

2 3/2 1/2 0 3/4 1 0
vektors ist( —1) = (—3/2) + (1/2) + (0) und liefert die Spiegeleber(e—3/4> +R (1) +R (O)
1 0 0 1 0 0 1

Die Abbildung setzt ich somit zusammen aus der Spiegelung an der Epeng = 3/2 und der Translation
1/2
um den Vektor( 1/2) parallel zur Spiegelebene.
1
Die dritte Matrix hat die Determinante 1 und die Spur 1. Die zugehérigen Abbildung istdaher eine Schraubung
mit einem DrehwinkeB, der sichaus 2 cgé+1 = 1 bestimmt. EsfolgB = 7 /2 (bzw. 90). Der Eigenraum

0 1 0
zun Eigenwert 1 isR (O) mit orthogonalem Komplemeiit (0) +R (1) die entsprechende Zerlegung
1 0 0

2 0 2
des Translationsvektors i{t—l) = (0) + (—1). Die Fixpunktmenge des Rotationsanteils wird aus
1 1 0

0 -1 0\ /x 2 X -1 -1 0\ /x -2
(1 0 0) (y)+<—l> = (y),d.h.( 1 -1 0) (y) = ( 1>,bestimmt und ist
0 0 1 Z 1 Z 0 0 1 Z 0
1/2

0
gleichR (0) + (3/2) . Die Abbildung setzt sich also zusammen aus einer Drehung mit Drehwinkeal
1 0

0
diese Fixpunktmenge als Drehachse und einer Translation um den (em);m Richtung der Drehachse.
1

Abschnitt 14.B, Aufg. 3, p. 463 (1.6.2012) :
Sei E eine orientierte euklidische affine Ebene.

a) Das Produkt zweier Drehunge# id von E ist genau dann eine Translation, wenn die orientierten
Drehwinkel sich zu 2 erganzen. Andernfalls handelt es sich um eine Drehung. Man beschreibe den
Translationsvektor bzw. Drehpunkt und Drehwinkel des Produkts.

b) Das Produkt einer Drehung oder Translation und einer Schubspiegelurgindreliebiger Reihenfolge
ist jeweils eine Schubspiegelung. Man beschreibe Spiegelungsachse und Schubvektor des Produkts.

c) Das Produkt zweier Schubspiegelungen ¥oist genau dann eine Translation, wenn die Spiegelachsen
parallel sind. Andernfalls handelt es sich um eine Drehung. Man beschreibe den Translationsvektor bzw.
Drehpunkt und Drehwinkel des Produkts.

Lésung: a) Seienfy: P +— fal(ﬁ’) + Prund f2: P — faz(P—zf’) + P, zwei Drehungen vorE mit
den DrehpunkterP; bzw. P,, den Drehwinkelny; bzw. a; und den linearen Anteileif,, : V. — V bzw.
fu, 0V — V,woV der zuE gehtérende Raum der Translationen ist. DannRjilf>(P) = P1P2+fa2(}§79)

. —> — —
und folglich f1(f2(P)) = fa,(P1P2) + fo,(fa,(P2P)) + P1 = fu,10,(P2P) + f1(P2).
Wenn die beiden orientierten Drehwinkel unda, sich zu 2r ergénzen, isf,, ., die ldentitat vonV und
man erhaltfy(f2(P)) = PP+ f1(P2) = P,P+ Pfi(P2)+ P = P, f1(P2)+ P, d.h. f1 f> ist die Translation
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—_
von E um den VektorP, f1(Pz).
Wennai + oz # 2 ist, ist f,,+a, €ine Drehung#idy, d.h. idy —f,, 14, iSt ein ISomorphismus. In diesem
Fall ist Pp € E genau dann ein Fixpunkt vofi f>, wenn gilt f,,, (P1P2) + fy,+a,(P2Po)) + P1 = Py, d.h.
—_— . iy —_— — ..

Jfar (P1P2) + far+a,(P2Po)) = P1Po+ P2 Po, @lso —(idy — fo,44,) ~(idy — fo, ) (P1P2) = P2 Py. Der einzige

. . g . 1 —>
Fixpunkt von fi f2 ist alsoPy := PPy + P2 = —(idy — fu,+a,) (idy — fo,) (P1P2) + Pa.

— Y — .
Wegen Py = f1(f2(Po)) = fayta,(P2P0) + f1(P2) ISt f1(P2) Po = fu,+a,(P2P0) UNd, wie oben gesehen,

L .
gilt f1(P2) f1(f2(P) = fu+a(P2P). Daraus folgtPy f1(f2(P)) = fi(P2) fi(f2(P) — f1(P2) Py =

e —_— . .
Fortar(PaP) = furray(PaP0) = furray(PoP), 8IS0 fifo(P) = furia,(PoP) + Po. Daher istfy f, die
Drehung mit Drehwinked; + a2, um den Drehpunk®,.

b) Seienf: P +— fa(ﬁ’) + Py eine Drehung vorE mit Drehpunkt Py, Drehwinkela und linearem
Anteil f,:V — V,wo V der zuE gehdrende Raum der Translationen ist, gneine Schubspiegelung

g: P — go(QoP) + avi + Qg von E mit linearem Anteilgo, die sich aus der Spiegelung véhan der
GeraderRv; + Qo, |lv1]l =1, und der Translatio® — avy + P, a € R, in Richtung der Geraden, an der

gespiegelt wird, zusammensetzt. Dann §ijtg(P) = PoQo + go(@)’) + avi und somit
F@(P)) = ful(80(Q0P)) + fu(PoQ0) + afu(vy) + Po = 8a(QoP) + fu(PoQ0) + afu(vr) + Po

CoSsx —Sina 1 0 cose  Sina \ .. o ,
wegen(sina COSa) <0 _1> = <sina _COSa) fur die f, bzw. go bzgl. v1, v, beschreibenden

Matrizen bzgl. einer (die Orientierung reprasentierenden) OrthonormaihasjsronV. Nach 14.A, Aufg. 3
ist fug0 = g« die Spiegelung vorv an der GeradeRvj, Wo v := cosSv1 + SinSv; ist. Erganzt man;

zu einer die Orientierung reprasentierenden Orthonormalb@si$ von V, so istPo Q¢ = ayv; + axv, und
fa(PoQo) + afy(v1) = bivi+ bov, mitay, ap, by, by € R. Wir setzenQ; = %(ag—i- by)v, 4+ Py. Dann gilt
QoP = Q1P — PyQo + PoQ1 und somit
o —— —
f(&(P)) = 8a(QoP)) + fu(PoQo) + afu(v1) + Po
% ,
= g4(01P) — gu(PoQo) + gu(PoQ1) + blv;/|_+ bZUz + Po
=3 I ’ 1 i I /
= 8u(Q1P) — (a1vy— apvy) — 5(az+ b2)vy+ bivi+ bovy+ Po

=3 / 1 / / = b
= 84(01P) + (b1— a1)v] + 5(az2+ b2)vy+ Po = (b1— a1)vy + g« (Q1P) + Q1 .

Daher istfg die Schubspiegelung vafi, die sich aus der Spiegeluly— g,(Q1P)+ Q1 an der Geraden
Rv]+ Q1 und der Translatio® +— (b1—a1)v;+ P in Richtung dieser Geraden zusammensetzt.

Mit den vorstehenden Bezeichnungen gilt augk f (P) = QoPy + f.(PoP) und folglich g(f(P)) =
— —_—> — e
8o(fu(PoP)) + go(QoPo) + avi + Qo = g-a(PoP) + go(QoFo) + avy + Qo Wegen

1 0 cose —sSine\ ([ cose —sine ) [cos(—a) sin(—w)
0 -1 sina cosa)  \ —sina —cose /  \sin(—a) —cos(—uw)
mit der orthogonalen Spiegelurg, von V an der GeradeRvy, wo vy = cos5v; — sinSv; ist. Erganzt
manvy zu einer die Orientierung reprasentierenden Orthonormalbiasi$ vonV, soistQo Py = rivi+rv)
und g0(QoPo) + avy = slv/1/+ Szv/z/ mit r1, o, s1, 52 € R. Wir setzenP; := %(rz—f—Sz)v/z/ + Qo. Dann gllt
—_— = —— > .
PoP = P1P — QoPy+ QoPy und somit
— —_—
g(f(P)) = g—a(PoP)) + go(QoFo) +avi+ Qo
> D =7 =7 " "
=g-o(P1P) — g-o(QoPo) + g-a(QoP1) + 5101 + 5205 + Qo

> 1 " 1 " 1 "
= g—o(P1P) — (rivy — ravy) — 5(r2+ s2)vy + s1v1 + 520, + Qo
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> 1 1 1 1 > b
= g-a(P1P) + (s1—r)vy + 5(r2+ s2)va+ Qo = (51— r1)vy + g (P1P) + P1 .

Daher istg f die Schubspiegelung vah, die sich aus der Spiegeluiy— g_a(m)’)—l— P; an der Geraden
Rvj+ P; und der Translatio® — (s1—r1)v{+ P in Richtung dieser Geraden zusammensetzt.

Sei nunf keine Drehung voit, sondern einfach die Translatigit P — v+ P, ve V. Verwenden wir im
Ubrigen die vorstehenden Bezeichnungen, so lasstisidriegen in seine Komponenten in Richtung der
Spiegelungsgeraden und orthogonal dazu, d.h. eagibt € R mit v = ajvi+azv,. FUrQq:= %agvz + Qo

gilt dannQoP = Q1P + Sapv, sowiego(3azvp) = —3azv, und somit

F((P)) = v+g(P) = v+ g0(QoP) + avy + Qo = (ar+a)vs + azvy + go(QoP) + Qo
1 1 b 1 D
= (a1t a)v1 + 3a2v2 — 3a2v2 + go(Q2P) + 5a2v2+ Qo = (a1+a)v1 + go(Q1P) + O1.

Daher istfg in diesem Fall eine Schubspiegelung, die sich zusammensetzt aus der Spiegelung an der Geraden
Rv1+ Q3 und der Translation um den Vektar;+a)v; in Richtung der Spiegelungsgeraden. Auf3erdem gilt

. . 1 . S _op_ 1
dann go(v) = ajv1—azvz und flr O, 1= —3azv2+ Qo erhalt man wege@o P = Q2P — 3azv;

—_— —
g(f(P)) = gw+P) = go(QoP) + go(v) + avy + Qo = (a1+a)vy — axvz + go(QoP) + Qo
1 1 D 1 b
= (a1t+a)v1 — 5a2v2 + 3a202 + go(Q2P) — 5a2v2+ Qo = (a1+a)vy + go(Q2P) + 02
Daheristgf in diesem Fall eine Schubspiegelung, die sich zusammensetzt aus der Spiegelung an der Geraden
Rv;+ Q2 und der Translation um den Vektar; + a)v; in Richtung der Spiegelungsgeraden.

c) Seienf : P — fo(ﬁ) +bu;+ Poundg: P +— go(ﬁ) + avi + Qo zwei Schubspiegelungen von
E mit den linearen Anteileryy, go: V — V, wo V der zuE gehdrende Raum der Translationen ist, die
sich aus den Spiegelungen véhan den GeradeRu; + Py, |lu1]| = 1, bzw.Rv; + Qo, |lv1]l = 1, und
den TranslationerP +— bu; + P, bzw. P — avi + Q, a,b € R, in Richtung der Geraden, an denen

gespiegelt wird, zusammensetzen. Dann fiig(P)) = fo(go(QoP)) + fo(PoQo) + afo(vi) + bui + Py.
Wir erganzen; bzw. vy zu die Orientierung vorv reprasentierenden Orthonormalbasenu, bzw. vy, vs.

Es seiPyQq = biuy+ boup mit by, by € R.

Sind die Geraden, an denen gespiegelt wird, parallel, sofgitt go und wir kbnnenu; = vy, up = vy
— —_— — .

annehmen. Wege@oP + Py = QoPy + PoP + Py = —biui— bouz + P gilt dann

f(g(P)) = QoP + brui— bouz + auy + buys + Py = —2bous + (a+ b)us + P,

d.h. fg ist die Translation um den Vektae + b)u; — 2bou,, WO 2/b,| der doppelte Abstand der beiden
Spiegelungsgeraden ist.

Sind die Geraden, an denen gespiegelt wird, nicht parallel, so schneiden sie sich in einerf;Ruikt
Wir kénnen dannP; = Py = Qo annehmen, erhalten alst(P) = fo(P—lf)’) + buis + PLundg(P) =
go(ﬁ’) + avy; + P1. Nach 14.A, Aufg. 3 wirdfpgo bzgl. der Basi®n, v, durch eine Matrix der Form

cosy  Sina 1 0\ [cose —sina
Sine — cosw 0 -1) \sine cosx
beschrieben, wo die Spiegelungsger&de von fp mit Rv1, der Spiegelungsgeraden vggnden Winkelr /2

einschliel3t. Daher isfygo die Drehungf, von V. .um das Doppelte dieses Winkels. Mit = ciu1+ couo,
c1,c2€ R, folgt

F(g(P) = fo(Pig(P)) + buy + Py = fogo(PLP) + afo(vy) + buy + Py
= fa(Pl—f)’) + (ac1+b)ui—acouz + Py .

Daher istfg die Drehung mit Drehwinkek um P; mit nachfolgender Translation um den Vektor =
(ac1+ b)ur— acous.
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Wir beschreiben allgemein das Produkt einer Drehungi: P +—> fa(m}’) 4+ P; mit der Translation
7, P> v+ PumveV. Beih #idg ist f, # idy. Fir P, := (idy—f,) "1(v) + Py gilt dann

— — — —
T, h(P) = fo(P1P)+v+ P = fo(P2P) + fo(PiP) +v— PP+ P
— . — —
= fo(P2P) — (idy—f,)(P1P2) + v+ P> = fy(P2P) + Pa,

d.h.t,h ist die Drehung unmP, mit Drehwinkela. °
Bemerkung: Man gebe auch zeichnerische Lésungen fur die Aufgaben a), b), c) an.

Abschnitt 14.B, Aufg. 5, p. 463 (1.6.2012) :

((n+1)-Spiegelungssatz) Jede Bewegung eirrdgnensionalen euklidischen affinen Raums ist Produkt
von hdchstens +1 orthogonalen Spiegelungen an HyperebenenA/on

Beweis:Seif : P +— fo(ﬁ) + v + Py eine Isometrie voik mit linearem Anteilfy: V — V, wo E affiner
Raum Uber denR-VektorraumV ist, Poe E undt : P — v+ P, v e V, der Translationsanteil voyi, und
mit 7: P > fo(PoP) + Pogilt f =7 7.

Bei v = O folgt die Aussage unmittelbar aus 14.A, Aufg.5. Bef O istt = gi1g2, WO g1 und g, die
orthogonalen Spiegelungen vahan den HyperebenefRv)* + (%v + Pp) bzw. (Rv)t + Pp sind. Ist

namlich P = av+w+ Py = (@ — Hv+ w+ (3v + Po) mita e R undw € (Rv)*, so giltg1g2(P) =
gi(=av +w + Po) = g1((—a — Dvt+w+ G+ P)) =(a+Hv+w + (3v + Po) = v+P. Dann
gilt g2 f (Po) = Py, und nach 14.A, Aufg. 5 Iasst sich der lineare Anteil warf als Produktfo s - - - fo., von
m < n orthogonalen Spiegelungé®, . .., fo., vonV schreiben. Durclf; : P — fo,,-(P—o?) + Py werden

dann orthogonale Spiegelungen vBmit f1--- f,, = gof definiert, undf=tf = g1gof = g1f1-- fm
ist Produkt vonn +1 orthogonalen Spiegelungen an HyperebenenA/on °

Bemerkung: Istn gerade, so kommt man nattrlich mit hdchstergthogonalen Spiegelungen an Hyper-
ebenen aus.

Abschnitt 14.B, Aufg. 6, p. 463 (1.6.2012):
Sei E eine euklidische affine Ebene.

a) Zwei Drehungenf, f> # idg von E mit verschiedenen Drehpunkten kommutieren nicht, d.h. der Kom-
mutator f1 f> f; 1 f, T ist eine Translatiogt id .

b) Die Elemente einer Untergruppe der Bewegungsgruppévalie keine Translatiogt id g enthalt, haben
einen gemeinsamen Fixpunkt.

Beweis: a) Wir verwenden Aufg. 3a) und die bei der dortigen Losung eingefuhrten Bezeichnungen. Es gilt
— —
f1f2(P) = fo, fa,(P2P) + fo,(P1P2) + Py und analog

F2s(P) = fuy four(PLP) + fuy(PaPL) + P
= fur fus(PaP) + fuy fur(PLPD) — fuy(PLPS) + P1Po+ Pi
= fur fus(PLPD) = fuy(PLPR) + P1Po — fuy(PLPR) + (for fur (P2 D) + fur(PLP>) + P1)
= (fup — i) (foy —idV)(P1Po) + f1fa(P) .

Dabei haben wirf,, fo, = fu fa, benutzt. Nach Voraussetzung gitf # P, alsoP1P, # 0. Wegen

f1, fo # idg sind f,, — idy und f,, — idy bijektiv; somit ist(f,, — idy)(fu, — idy)(P1Py) # O. Es folgt
fifo(P) # f>f1(P) sogar fiir alleP € E.

Der Kommutatorflfzfl‘lfz‘l hat den linearen Anteif,, fu, f-«, f-«, = Idy, ist also eine Translation. Ware
er gleich ids, so waref; f> = f> f1 im Widerspruch zu dem gerade Bewiesenen.

b) SeiG eine Untergruppe der Bewegungsgruppe #owlie keine Translatioet idz enthalt. Nach a) haben
alle Drehungen irG dann denselben DrehpunRy. EnthaltG nur Drehungen, so isk, der gemeinsame
Fixpunkt aller Elemente aus. Fiir eine Schubspiegelunte G ist f? e G nach Aufg. 3c) eine Translation
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um den doppelten Schubvektor vgn Daher muss dieser Schubvektor gleich 0 sein fimdmit eine Spie-

gelung. Da das Produkt von Spiegelungen mit parallelen Spiegelungsachsen nach Aufg. 3c) eine Translation
ist, sind die Spiegelungsachsen zweier verschiedener Spiegelungénréeiparallel. Besteh@ nur aus

id und f, so ist jeder Punkt der Fixgeraden vgrgemeinsamer Fixpunkt aller Elemente &usEnthaltG

aulRerf noch eine Drehung # id, so ist fh # f eine Spiegelung aus. EnthaltG Spiegelungery, g,

f # g, so schneiden sich die Spiegelungsachsenfrandg in einem Punkt, der als Drehpunkt der Drehung

fg € G gleich Py ist. Auch in diesem Fall isPy gemeinsamer Fixpunkt der Elemente \@n °
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15 Selbstadjungierte und normale Operatoren

Abschnitt 15.A, Aufg. 1, p. 477 (1.6.2012) :
Das Produkt zweier selbstadjungierter Operatoren ist genau dann selbstadjungiert, wenn diese vertauschbar
sind.

Beweis: Seienf, g: V — V selbstadjungierte Operatoren auf d&xVektorraumV mit Skalarprodukt.

Furx, y € V folgt dann ausfg = gf bereits(fg(x), y) = (g(x), f(M)) = (x, gf (M) = (x, fg(y), d.h
die Selbstadjungiertheit vofig.

Umgekehrtfolgtau$fg(X) y) = (x, fg(y)) auch(fg(x), y) = (x, fg(»)) = (f(x), g(»)) = (gf (x), y),
((fg —gf)x),y) = O far allex y € V. Indem man benutzt dags-, —) nicht-ausgeartet ist, oder
indem many = (fg — gf)(x) setzt, sieht manfg — gf)(x) = 0furallexe V,d.h. fg = ¢gf. °

Abschnitt 15.A, Aufg. 2, p. 477 (1.6.2012) :

Sei f ein selbstadjungierter Operator.

a) Polynome inf mit reellen Koeffizienten sind wieder selbstadjungiert.

b) Wenn f bijektiv ist, so ist auchf ~* selbstadjungiert.

Beweis: a) Fir allex,y € V undk € N gilt (f*(x),y) = (fk L), f(y)) = (x, f*(y)) und

dann (37 _oar f*(x), y) = Yioa(f (), y) = Yi_oalx, fX() X, D ke oakf (y)> wenn die
Koeffizientena, reell sind.

b) Wenn f bijektiv ist, gibt es zux, y € V eindeutig bestimmte Elemenié, y' € V mit f(x’) = x und
SO =y Danngilt(f~(x), y) = (', fF()) = (f&), ¥) = (&, f7HO)). .

Abschnitt 15.A, Aufg. 3, p. 477 (1.6.2012) :

Sei f ein normaler Operator auf dek-VektorraumV mit Skalarprodukt.

a) Jeder Operator ifK[ f, }] ist normal.

b) Wenn £ und 7 bijektiv sind, ist auchf~* normal.

Beweis: a) Wegenf f = f f erhalt man mit 15.A.3 zunéch{tz dk’gfk}l),\ = Zﬁk,[}kf‘ und dann,
k.t

dass der Operator auch mit seinem adjungierten Operator vertauscht.
b) Seienf undf bljektIV Zux,y e V gibt es danm y € Vmit f(x’) = x und f(y) = y. Damit

gilt (£F~2(x), y) = (&, FON) = (F(x), y) = (x, (f) Y(y)), d.h. f~* besitzt den adjungierten Operator
(f)‘l.IEsfolgtf—l(f—l) ) = G E U = () = (Y S dhp st
normal. °

Abschnitt 15.A, Aufg. 4, p. 477 (1.6.2012) ;

a) Genau dann ist der Operatgr auf demC-VektorraumV mit Skalarprodukt selbstadjungiert, wenn
(f(x),x) fur allex € V reell ist. Genau dann igt schiefselbstadjungiert, werif (x) , x) fur allex € V
rein-imaginar ist.

b) Ein Operatorf auf einem reellen Vektorraui mit Skalarprodukt ist genau dann schiefselbstadjungiert,
wenn fur jedes: € V der Vektorx und sein Bildf (x) orthogonal sind.

Beweis: a) Ist f selbstadjungiert, so giltf (x), x) = (x, f(x)) = (f(x), x), d.h.(f(x),x) e R, furx e V.

Sei umgekehrtx, f(x)) e Rfurallexe V. Firx, ye V gilt dann

<X+y f(x+y)> < f0)+ <y,f(x)> (x, fFO) +(, f(y)> d.h.,
(FG),y) + (X, fO)) = (3, FO) + (x, fO) = (x+y, fx+) — (x, f()) = (y, f(»)) € R, und
(x+1iy, f(erly)) ( f(x)>+l(y SO)) —i{x, f() + <y,f(y)>, d.h.,
(), y) = (x, fO) =i((y, f0) — (x, f(y)>)
= (x+iy, f(x+iy)) — (x, f(X)) = (y, f() €R
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Aus (f(x), y) + (x, f(y)) € Rfolgt Im(f(x), y) = Im(x, f(y)) und aus ((f(x), y) — (x, f(»))) € R
folgt Re(f(x), y) = Re(x, f(y)), insgesamt alsd f (x), y) = (x, f(y)). Daher istf selbstadjungiert.

Ist f schiefselbstadjungiert, so gilf (x), x) = —{x, f(x)) = —(f(x),x),d.h. R f(x),x) =0, fUrxe V.

Sei umgekehrix, f(x)) € Ri fur alle x € V. Firx,y € V erhdlt man dann ganz analog wie oben im
selbstadjungierten Fallf (x), y) + (x, f(y)) € Ri und i((f(x),y) — (x, f())) € Ri. Die erste der
beiden Inklusionen liefert R¢(x), y) = Re—{(x, f(y)) und die zweite IMf(x),y) = Im —(x, f(y)).
Insgesamt folgt({ f (x), y) = —{(x, f(y)). Daher istf schiefselbstadjungiert.

Bemerkung: Die Ergebnisse dieser Aufgabe lassen sich natirlich auch folgendermalRen formulieren: Eine
Sesquilinearform auf einefd-VektorraumV ist genau dann hermitesch (bzw. schiefhermitesch), wenn ihre
Werte auf der Diagonalen alle reell (bzw. rein-imaginar) sind.

b) Sei f:V — V schiefselbstadjungiert. D¥ ein reeller Vektorraum ist, giltx, f(x)) = (f(x),x) =
—(x, f(x)), also(x, f(x)) = 0.
Sei umgekehrix, f(x)) = 0flrallexe V. Firx, ye V erhélt man dann
0= (x+y, f(x+y) = (x, f()) +(y, f()) + (x, fFDM) + (¥, FO)
=(y, f)) + {x, f() = (f(x), y) + (x, fF(),
also (f(x), y) = —(x, f(y)). Daher istf schiefselbstadjungiert. °

Bemerkung: Das Ergebnis dieser Aufgabe lasst sich auch so formulieren: Geanau dannist eine Bilinearform
auf einemR-VektorraumV schiefsymmetrisch, wenn sie auf der Diagonalen verschwindet. Dies gilt aber
Uber beliebigen Korpern der Charakterisgi?.

Abschnitt 15.A, Aufg. 5, p. 477 (1.6.2012) :
Jeder nilpotente normale Operator ist der Nulloperator.

1.Beweis:Sei f : V — V nilpotent und normal auf dem Vektorrauvh mit Skalarprodukt und saieV.
Aus f(x)=0 folgt, da f normal ist, ||f(x)||2 f(x) f(x) ff(x) x) ff(x) x) =(0,x) =0,
d.h. f(x) = 0. Daf nilpotent ist, gibt es ein € N mit f"(x) = 0. Sein minimal mit dieser Eigenschaft.
Es ist zu zeigen, dass< 1 sein muss. Wegefi( /" *(x)) = f"(x) = O giltalso f (/" *(x)) = 0. Bei
n > 2 erhalt man nuil /()12 = (f"~10). f771@) = (720, F(77H)) = (7). 0) = 0,
d.h. /7~%(x) = 0 im Widerspruch zur Wahl von.

2.Beweis:Sei f: V — V nilpotent und normal auf dem Vektorrauvhmit Skalarprodukt. Dg’ nilpotent
ist, gibt es eim e N mit f"(x) = 0. Daf normal ist, folgt||f"(x)||2 (f”(x) X))y =(f"f"(x),x) =
(f”f”(x) x) = (0,x) = 0, d.h. f”(x) = 0. DannistU := ZH OKf"f (x) ein endlichdimensiona-

ler Unterraum vonV, der unterf und f invariant ist. Im FallK = C ist f|U nach dem Spektralsatz
15.A.15 diagonalisierbar, also nach 11.B, Aufg. 10 gleich 0. Im Kal= R hat f|U, wie der Beweis des
Spektralsatzes 15.A.18 zeigt, ein charakteristisches Polynom der Form

xr=X—a1) (X —a))(X? = 2b1X + b3 +c3)--- (X2 — 2b, X + b? + c?)
mit ¢, > O fir aller. Da andererseitg als nilpotenter Operator das charakteristische PolyX&¥ft U hat,
folgt, dass aller, = 0 sind und keiner der Faktoref? — 2b, X + b? + ¢2 existiert. Daher isf |U und dann
auch f gleich 0. °
Abschnitt 15.A, Aufg. 6, p. 477 (1.6.2012) :

Ein Operatorf, flr den} existiert, ist genau dann normal, wenn fir atley € V gilt: (f(x), f(y)) =
(f(x), f(y)). Dies ist genau dann der Fall, wefifi (x)|| = || f (x)| ist fur allex € V.

Beweis: Sei £ normal. Fiirx, y € V gilt dann(f (x). f() = {(x. F ) = (v, FF ) = (F (). T,
insbesondere alspf (x)[| = /(£ (x), f(x)) =/ {(f(x), f)) =[O
Giltumgekehrt £ (x)|| = ||}(x)|| furallex € V, sostimmendie hermiteschen Fornieny) — (f(x), f(y))

und (x, y) — f(x) f(y) ) auf der Diagonale Uberein und mit 12.B.2(2) , vgl. auch 12.B, Aufg. 8, ergibt
sich, dass sie gleich sind. Es folgff(x) y) = f(x) f(y) (fx), fO) ff(x) y), also
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(ff = Ff)x),y) =0.Setztmary = (f f — f f)(x), sosiehtmarl f f — £ f)(x)l| = Ofirallexe V,
d.h.esistf f = ff.
Beweisvariante: Gilt umgekehrt] £ (x)|| = | f(x)[l, also(f(x), f(x)) = (F(x), f(x)), fur allex € V, so
erhalt man aus
f(x+y) f(x+Y) f(x) f(x) (J:(x), J:(y)) + (]:(y), ]:(x)) + (J:(y), J:(y)) und
(F+y), Fa+3)) = (FO0), FOO) + (F 00, FO) 4+ (FO), FOO) + (F O, FO))

durch Differenzbildung

2REff (). y) = (FF @) 3) +{FF0.3) = (FF@0) + O PG
= (S SO + (O F@) = (. FO) + (FO). F @)
= (fF @) + (5. FT00) = (FF@). )+ (FF (). y) = 2Relf F (). )

also Re(ff ff)(x) y) = Ofurallex,y e V. Setzt man spezielt = (ff ff)(x) so sieht man
ICFF = FHWIZ=Re(ff — @), (ff — ff)x) =OfirallexeV,dh.ff=7f. .

Abschnitt 15.A, Aufg. 7, p. 477 (1.6.2012) :

Sei f ein Operator auf einefi{-VektorraumV mit Skalarprodukt, fur der} existiert.
a) f} und}f sind selbstadjungiert. Es ist Keyh= Kern}f und Kern} = Kernf}.
b) Ist £ normal, so ist Kerrf = Kern f = Kern £2 = Kern £ 2.

c) Ist £ normal undV endlichdimensional, so ist Bilg = Bild f.

d) Ist £ normal, so ist Kerry = (Bild f)* und insbesonder& = Kern f @ Bild f, falls iberdies/ oder
wenigstens Bildf endlichdimensional sind.

e) Sind f, ¢ normale Operatoren alf mit fg = 0, soistauclyf = 0.

~
AR

Beweis: a) Nach 15A3 git(f7) =77 = f7und(Ffy = 77 = 7/, dh. f7 und 7/ sind
selbstadjungiert.

Furx e Kern f gilt f(x) =0und foIinch}f(x) =0,d.hxe Kern}f. Ausx e Kern}f folgt umgekehrt
ff(x) =0 und somit 0= (ff(x),x) = (f(x), fx)) = | f(x)]I?, alsof(x)=0, x € Kern f. Insgesamt
erhalt man so Kerif = Kernf f.

Flrx e Kern} gilt }(x) Ound fO|g|IChff(x) 0,d.hxe Kernff Ausx € Kernff folgt umgekehrt
ff(&x)=0und songitO: (ff(ic) x)=(f(x), f(x)) ||f(x)||2 alsof(x) =0,x€ Kernf Insgesamt
erhalt man so Kerrf = Kernf f.

b) Seif normal, alsof} }f Mit a) folgt Kern f = Kern}f Kernf} Kern}

Firx € Kern £ gilt f(x) = 0 und somitf?(x) = 0, d.h.x € Kern f2. Ist umgekehrtf?(x) = 0, so folgt
1FFNZ = (FfO), FFO)) = (f(x), LIrx) =(f(x), Fr3) =0, dh. ffx)=0,x¢ Kemn f

= Kern f. Insgesamt erhalt man so Kefrf = Kern f2. Analog sieht man Kerif f = Kern f2
Mit a) erhalt man daraus Kerf? = Kern}f =Kernf = Kern} = Kern f} = Kern}z.

Bemerkung: Ebenso folgt Kerry = Kern f" = Kern}" fur allen € N*. (Dies ergibt einen neuen Beweis
fur Aufg.5.)

¢) Sei f normal undv endlichdimensional. Mit 12.B.9 und dem Rangsatz 5.E.1 erhélt man
Dim Bild f = Dim V — Dim Kern f = Dim(Kern f)* = Dim(Kern )+
= Dim V — Dim Kern f = Dim Bild f.
Fir allex € Kernf und y = f(z) € Bild f gilt (y,x) = (f(2),x) = (z, f(x) 0) = 0, d.h.

y € (Kernf)L Es folgt Bildf < (Kern f)l und somit Bildf = (Kernf)L aus DlmenS|onsgrunden
Analog sieht man Bilgf = (Kem £)*. Es folgt Bild f = (Kern f)* = (Kern f)* = Bild f.
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d) Sei f normal. Furx € Kernf = Kern} undy = f(z) € Bild f gilt }(x) = 0, folglich (x, y) =
(x, f(2)) = (f(x),2) = (0,z) = 0, d.h.x e (Bild /)*. Daherist Kernf < (Bild f)*. Umgekehrt folgt
fir x e (Bild f)* undy = f f(x) € Bild f aus 0= (x, y) = (x, f f(x)) = (f(x), f(x)) = | f(0)]|? d.h.
x € Kern f = Kern f. Insgesamt erhalt man Keyh= (Bild f)*. Ist Bild f endlichdimensional, so folgt
darausV = Kern f @ Bild f mit Satz 12.B.9.

e) Seifg = 0, also Bildg € Kern f. Nach d) gilt Kernf = (Bild f)* und Kerng = (Bild g)*. Daraus
folgt Kerng = (Bild g)* > (Kern f)+ = ((Bild f)*)" 2 Bild f, d.h.gf = 0. .

Abschnitt 15.A, Aufg. 8, p. 477 (1.6.2012) :

Ein normaler Operator auf einem endlichdimensionéleviektorraumV mit Skalarprodukt ist genau dann
selbstadjungiert, wenn seine Eigenwerte reell sind.

Beweis: Ist f selbstadjungiert, so sind alle Eigenwerte nach Satz 15.A.8 reell. Ist umgekelorimal,

so ist f nach dem Spektralsatz 15.A.15 diagonalisierbar in einer Orthonormalbasis. Sind zusétzlich alle
Eigenwerte reell, so wirgt beziiglich dieser Basis durch eine Diagonalmatrix mit reellen Diagonalelementen
beschrieben. Da diese Matrix hermitesch istfistach Satz 15.A.7 selbstadjungiert. o

Abschnitt 15.A, Aufg. 9, p. 478 (1.6.2012) :

Seienf ein Operator auf denK-VektorraumV mit Skalarprodukt undt € N*. Genau dann isf eine
Orthogonalprojektion, wenyi selbstadjungiert ist ung” = £+ ist.

Beweis: Ist f eine Orthogonalprojektion, sp nach Satz 13.B.2 selbstadjungiert und es it 2, also
fn: fn—lf — fn—1f2: fn+1.

Umgekehrt sejf selbstadjungiert. Dann gilt nach Aufg. 7b) Kefn= Kern . Ist nunx € V und f"(x)
f"(x), also f"(x — f(x)) = 0 und somitr — f(x) € Kern f", so folgtx — f(x) € Kern f, d.h. f(x) =
f2(x), undf isteine Projektion, die wegen ihrer Selbstadjungiertheit nach 13.B.2 eine Orthogonalprojektion
ist.

Ist V endlichdimensional, so ist nach 15.A.15 diagonalisierbar, und alle Eigenwerteon f sind nach

Satz 15.A.8 reell. Aug” = f"*! folgt dannix” = A"+1, d.h.x € {0, 1}, und nach 8.A, Aufg. 9 isf eine
Projektion. °

Abschnitt 15.A, Aufg. 10, p. 478 (1.6.2012) :
SeiV ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt.

a) Eine Involution f auf V ist genau dann eine orthogonale Spiegelung, wenn sie selbstadjungiert ist. Dies
ist bereits dann der Fall, wenn die Involutighnormal ist.

b) Ist .V — V isometrisch und selbstadjungiert, so fseine orthogonale Spiegelung.

Beweis:a) Seif eine Involution, d.h. es gelt¢” = idy . Definitionsgemaf ist genau dann eine orthogonale
Spiegelung, wenrf eine Isometrie ist, wenn also flr altey e V gilt {(f(x), f(y)) = (x, y). Wendet man
dies mit f (x) stattx an, so folgt(x, f(y) = f2(x), f(y)) = (f(x), y), d.h. die Selbstadjungiertheit vgh
Ist umgekehrtf selbstadjungiert, so giltf (x), y) = (x, f(y)) fur allex, ye V. Wendet man dies mit(y)
statty an, so folgt{ f (x), f(y)y) = (x, f2(y)) = (x, y), d.h. f ist auch eine Isometrie.

Bemerkung: Benutztman, dass einlinearer Opergt@ufV genau dann eine Involutionist, Weétidv —f)
eine Projektion ist, so ist a) aquivalent mit der Aussage, damsProjektion genau dann normal ist, wenn
sie orthogonal ist.

b) Sei f isometrisch und selbstadjungiert. Fiir atley € V gilt dann(f?(x), y) = (f(x), f()) = (x, y),
d.h. ((f?2—idy)(x),y) = 0. Indem many = (f?—idy)(x) setzt oder indem man ausnutzt, dass —)
nicht-ausgeartet ist, siecht mgit —idy = 0, alsof?=idy .

Abschnitt 15.A, Aufg. 11, p. 478 (1.6.2012):

Ein Operator auf einem unitaré@@-)Vektorraum ist genau dann eine Isometrie, wenn er normal ist und alle
seine Eigenwerte den Betrag 1 haben.

Beweis: Isometrienf sind normal mit} = f~! und ihre Eigenwerte haben nach Lemma 14.A. (1) den
Betrag 1.
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Umgekehrt seif normal. Dann gibt es zyf nach dem Spektralsatz 15.A.15 eine Orthonormalbasis aus
Eigenvektoren. Sind die Eigenwerte vghzusatzlich reell, so wird bezlglich dieser Basis durch eine
Diagonalmatrix mit reellen Eintrégen beschrieben. Da diese Matrix hermitesch istnath Satz 15.A.7
selbstadjungiert. °

Abschnitt 15.A, Aufg. 12, p. 478 (1.6.2012) :

a) Ein Operatorf auf einem unitarenC-)Vektorraum, fur den es eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren
von f gibt, ist normal.

b) Ein Operatorf auf einem euklidischen oder unitaren Vektorraum, fir den es eine Orthonormalbasis aus
Eigenvektoren vory mit reellen Eigenwerten gibt, ist selbstadjungiert.

Beweis: a) Gibt es zuf eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren, so wfirith dieser Basis durch eine

Diagonalmatrix Dia@u;, ..., a,) und dannf durch die Diagonalmatri; Diags, ..., a,) beschrieben. Da
diese beiden Diagonalmatrizen kommutieren, kommutieren guahd £, d.h. f ist normal.
b) Nach a) ist ein solcher Operator normal und dann nach Aufg. 8 auch selbstadjungiert. o

Abschnitt 15.A, Aufg. 13 p. 478 (1.6.2012) :

Sei f ein normaler Operator auf dem endlichdimensiond&exektorraumV mit Skalarprodukt. Ist der
UnterraumW C V f-invariant, so ist auch das orthogonale Kompleni&it C V  f-invariant.

Beweis: Nach Lemma 15.A.16 gibt es ein Polynofe K[X] mit f = P(f). Fur x € W folgt dann
f(x) = P(fHlx) e W, d h. auchw |stf invariant. Sei nury € W+. Fir allex e W gilt f(x) € Wund
folglich (£(y), x) = (y, f(x)) = 0, d.h. f(y) € W, und somitf (W) € W+, .

Abschnitt 15.A, Aufg. 14, p. 478 (1.6.2012):
Eine normale obere Dreiecksmatfixe M, (C) ist eine Diagonalmatrix.

1.Beweis:Sei 2 = (a;;) € M,(C) mit g;; =0 fur 1< j <i < n eine normale obere Dreiecksmatrix. Dann
gilt A2 = "AA. Ein Vergleich der Diagonalelemente in deten Zeile undi-ten Spalte dieser Produkte
liefert Zyzl ajjajj = Z;;laji aji, also |a;; |+ |ai i11)°+ - - + |ain|® = lax; >+ lazi [*+ - - - + |a;;|*. Daraus
folgt a;; = 0 auch furj > i durch Induktion Ubei: Bei i = 1 folgt dies sofort ausa1| >+ - - +|a,|? = |ax1|%,
und beim Schluss vanr-1 aufi liefert die Induktionsvoraussetzung; |+ - - - +|ai,|? = |ay |+ - -+a;i|* =
la;i1?, woraus sich die Behauptung ergibt.

2.Beweis:Sei f : K" — K" der normale Operator, der durch die normale obere Dreiecksnateix(a; ;)
bezuglich der Standardbasis, . . ., ¢, beschrieben wird, d.h. es igt(e;,) = Y ' aije; = Y./

i=14ij€i,
Jj=1...,n. Wir zeigena;; = 0 auch flrj > i durch Induktion tGber. Beim Schluss vom aulfnj—l
ist e; Eigenvektor vonf zum Eigenwertzy;. Daher sindRe; und dann nach Aufg. 13 audfiRe;)* =
Re; @ --- @ Re, f-invariante Unterraume voR". Wegenf(e;) € Re, @ --- @ Re, folgt a1; = 0 flr
j > 1. Daher wird f|(Re1)* durch die ebenfalls normale obere Dreiecksmat#ix)2<; j<n € M,—1(C)

beschrieben, die nach Induktionsvoraussetzung eine Diagonalmatrix ist. Dies liefert die Behauptuwng.

Abschnitt 15.A, Aufg. 15, p. 478 (1.6.2012):

Sei = (a;;) € M,(C) eine Matrix mit den Spaltenvektoran, ..., a, € C" und den Eigenwerten
A, ..., Ay (Mit Vielfachheiten gezahlt) . Dann ist

Ml + - 1hal? <) lag P = llaal® + -+ lag]I* = Sp(FAA) = Sp(AA) .
ij
Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, weénmormal ist.

Beweis: Nach den Bemerkungen zu Lemma 12.C.10 gibt es eine unitare Maiierart, das@AB 1 =
¢ = (c¢;;) ein obere Dreiecksmatrix ist. Dabei stehen in der Hauptdiagonale notwendigerweise He

folgt A = B~1¢B = BB und

ZZmUF:Sp(’mﬁ) = Sp("B'¢BB €B) = Sp('¢T) ZZ|CU| > Z'“

i=1 j=1 i=1 j=1
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Dabei haben wir zum Schluss benutzt, dass die Eigenvierteerade die Diagonalelemente vdnsind.

Ist 2t normal, so kdnnen wir nach Satz 15.A.15 annehmen, dasse Diagonalmatrix ist. Dann ist die
letzte Ungleichung naturlich eine Gleichheit. Gilt umgekehrt dort das Gleichheitszeichen, so ist déX durch
beziiglich einer Orthonormalbasis, namlich den Spalteri¥oh beschriebene Operatgrdiagonalisierbar.
Nach Aufg. 12a) sing® und dann aucRl normal. °

Abschnitt 15.A, Aufg. 16, p. 478 (1.6.2012):

SeiV ein endlichdimensionalél-Vektorraum. Ein Operatof aufV ist genau dann diagonalisierbar, wenn
er bezliglich eines geeigneten Skalarproduktsvanbrmal ist.

Beweis: Normale Operatoren sind nach dem Spektralsatz 15.A.15 diagonalisierbar. Ist umgekiet
gonalisierbar, so gibt es eine Basis ..., v, von V aus Eigenvektoren voii. Dann definiert man ein
Skalarprodukt®: V x V — K durch cD(Z a,vl,z bjvj) = ). a;b;, d.h. durch®v(P) := &,.
Dannistvy, ..., v, eine Orthonormalbasis vov bezugllchCD aus Eigenvektoren vol. Nach Aufg. 12a)
ist f bezugllchcb normal. o

Abschnitt 15.A, Aufg. 17, p. 478 (1.6.2012):

Sei f ein normaler Operator auf delrVektorraumV mit Skalarprodukt. Eigenvektoren vghzu verschie-
denen Eigenwerten sind orthogonal.

Beweis: Seix € K. Mit f ist auchf — A id normal mit adjungiertem Operat(fr Aid. Nach Aufg. 7b)
gilt Ve (1) = Kern(f —xid) = Kern(f rid) = Vf(X) fur die Eigenraume vorf undf Sind alsax
undy Eigenvektoren vory' zu den Eigenwerteh bzw. u mit A # u, so isty auch Eigenvektor von zum
Eigenwertz. Es folgti(x, y) = (Ax, y) = (f(x),y) = {x, f(y)) = (x, my) = plx, y). Wegeni # u
muss danrix, y) = 0 sein, d.hx undy sind orthogonal. o
Abschnitt 15.A, Aufg. 18 p. 478 (1.6.2012) :

Man gebe eine orthogonale Matf e Oz(R) an derart, das® 2 B~ undB 2’ B~ Diagonalmatrizen

sind far
—6 4 4 —12 12 12
2(::( 4 -5 13), QU::( 12 33 —3).
4 13 -5 12 -3 33
Man beachte, dass gegenuber der Buchfassung der Koeffizieran 2l in "—6" statt "2" geandert wurde.

Losung: Da®l und2l’ symmetrisch sind und kommutieren, gibt es nach Satz 15.A.12 die gesuchte Matrix
B e O3(R). — Zur Bestimmung der charakteristischen Polynome subtrahieren wir jeweils die dritte Zeile
der zu berechnenden Determinante von der zweiten Zeile und erhalten

X+6 -4 -4 X+6 -4 —4 X+6 -4 -4
xa=| -4 X+5 -—13 0 X+18 — (X418 |=(X+18| O 1 -1
-4 —-13 X+45 -4 13 X+5 -4 —-13 X+5
X+6 0 -8
=(X+18| 0 1 -1 |=X+18((X+6)(X—8) —32) = (X+18(X+8)(X—10),
-4 0 X-8
X+12 -12 -12 X+12 -12 -12 X+12 -12 -12
xw=| —12 X-33 3 |= 0 X-—36 —(X—36)|=(X—36) 0 1 -1
-12 3 X-33 —12 3 X-33 -12 3 X-33
X+12 0 —-24
= (X—36) 0 1 -1 |=X-36((X+12(X—30)—144) = (X—36)*(X+18).
-12 0 X-30

Die Eigenrdaume vofl sind Ve (10) = R'(1, 2,2) = R‘(1/3, 2/3, 2/3) zum Eigenwerk, = 10, Vg (—8) =
R/(—4,1,1) = R'(—4/3v2,1/3V/2,1/3v/2) zum Eigenwerf, = —8 und Ve (—18) = R*(0, —1,1) =
R(0, —1/+/2,1/+/2) zum Eigenwerf.; = —18.

Die Eigenraume voRl’ sind Vo (—18) = R'(—4,1,1) = R(—4/3v/2,1/3+/2,1/3v/2) zum Eigenwert
pn1 = —18 undVy(36) = R*(1,4,0) + R*(0, —1,1) = R*(1/3,2/3,2/3) + R/ (0, —1/+/2,1/+/2) zum
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Eigenwerti; = 36. Da die Eigenvektoren der symmetrischen Ma®ixzu verschiedenen Eigenwerten
zueinander orthogonal sind, bilden sie (nach Normalisierung) die Spalten einer orthogonaler#atrix
und somit die Zeilen vof3. Da die Spalten vof auch Eigenvektoren vo?l’ sind, sind3 A B! bzw.

B A B! die Diagonalmatrizen

1/3 2/3 2/3 -6 4 4\ /1/3-4/3J/2 0 10 0 0
(—4/3«/2 1/3v/2 1/3f2> ( 4 -5 13) (2/3 1/34/2 —1/f2> = ( 0-8 0 ) ,
0 —1/V/2  1/V2 4 13 -5/ \2/3 1/3J/2 1/V/2 0 0-18
1/3 2/3 2/3 —12 12 12\ /1/3-4/3J/2 0 3 0 0
(-4/3& 1/32 1/3ﬁ)< 12 33 —3> (2/3 1/3/2 —1/f2) = ( 0 —18 0) . e
0 —1/V/2 12 12 —3 33/ \2/3 13/2 1/J2 0 0 3

Abschnitt 15.A, Aufg. 19, p. 478 (1.6.2012):

1 i 2+

Losung: Die erste Matrix hat das charakteristische Polyngt— 1)2. WAare sie normal, so wére sie
nach Satz 15.A.15 diagonalisierbar, ihr Minimalpolynom ware nach Satz 11.B.9 dgteicl, also die
Matrix die Einheitsmatrix. Widerspruch! (Natirlich hatte man auch direkt nachrechnen kdnnen, dass

(3G 1-(3)wls (9= ( ) eaesmsna

Die zweite Matrix ist normal wegen

(Fob) (3 ol = (ol %)= (0 22)(F od)

Abschnitt 15.A, Aufg. 20, p. 479 (1.6.2012):

Sei f ein Operator auf deri-VektorraumV mit Skalarprodukt. Fur jedemormiertenvVektorx € V ist
(f), ) =1 F@IZ = [{f @), x)%,

und das Gleichheitszeichen gilt genau dann, weeim Eigenvektor vory ist. In diesem Fall ist f (x) , x)

der Eigenwert vory zux. (FUr|x| = 1 ist die Zahl

_ _ @, F@) (f@), )
(AN =VIFOR =707 = |V 0 ;

also ein Maf3 dafur, inwieweit davon abweicht, ein Eigenvektor vghzu sein. Sie heiRtdie Unscharfe
von fin x. Der Wert({f(x), x) heil3t auch der Mittelwert voif in x. Istx ein Eigenvektor vory’, so
ist der Mittelwert zugleich der zugehdrige Eigenwert. Fir beliebigesK und f, := f — «idy ist

(Af)x) = (A  und  (fo(x),x) = (f(x),x) —a.)
Beweis: Wegen(x, x) = ||x||? = 1 gilt
0<[f(x) = (fx), x)xl? = (f(x) = (fx),x)x, f(x) = (f(x),x)x)
= (f(x), F)) = (f ), x){x, F(x)) — (Fx),x) (Fx), x) + (f(x), x)(f(x), x)
= 1F N2 = [(f @), )P = ((ANHD)?, also [ F)IZ = 1(f(&x), x)]2.

Gilt dabei das Gleichheitszeichen, so f&tx) = (f(x), x)x, d.h.x ist Eigenvektor vonf zum Eigen-
wert (f(x), x). Umgekehrt folgt ausf (x) = ix sofort| f(x)||? = [A2|x]1? = |A]2 = |A2|(x, x)]? =
[(f(x), x)[% d.h.(Af)(x) =0.

SchlieB3lich gilt{ f, (x), x) = (f (x) —ax, x) = (f(x), x) —«a. Damit erhalt man

(AL X)) = VI fa GO = [ fo (), x)12 = V(f () —ax, f(x)—ax)2—[(f(x),x) — af?
= \/Ilf(x)llz—a<f(x), X) = @(f (), x) + ]2 — (1(f(x), x)2= a{f(x), x) — @(f(x), x) + |]?)
=VIFOI2 = [(f(x),x)2 = (Af)(x) . .

Welche der folgenden Matrizen aus ) sind normal: (Il O) , <1 1 ) ?

1/2
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Abschnitt 15.A, Aufg. 21, p. 479 (1.6.2012):

Sei f = fi1+if2 ein Operator auf derkomplexenPra-Hilbert-RaumV’ mit adjungiertem Operatof

und den selbstadjungierten Komponentan= (f + f)/2 fo=(f — f)/2| (Man nennt , die
schiefselbstadjungierte Komponente von Fiur jeden Vektor € V gilt

(), x) = (fa(x),x) +i{fo(x),x) und [(f(x),x)]> = (fi(x),x)*+ (folx), x)%.

Beweis: Es ist(f1(x), x) +i(f2(x),x) = ((FO)+ F)/2, %)+ {(fF@) = F())/21,x) = (f(x), %),
und wegen f(x), x) = (x, f(x)) = (f(x), x) gilt

(1), 1) + (fo(x), x)% = 2 F )+ F(0), 02 = 2 f ()= Fx), x)?
= (0, 024 L(F @), D) (F @), 0+ 2(F ), )= (20, 02— 2(F @), ) (F (), x)+ 2 (x), x)?)
= (f(x), x)(f(x), x) = [{f(x), x)[*. .

Abschnitt 15.A, Aufg. 22, p. 479 (1.6.2012) :

(Heisenbergsche Unschéarferelation) Sejfennd g selbstadjungierte Operatoren auf dem
komplexervektorraumV mit Skalarprodukt. Wir definieren{ f, ¢} .= fg +gf und [f. gl := fg — ¢f .

a) Die Zerlegung des Operatoyg in seine selbstadjungierten Komponentenfigt= %{f, gr+i %[f, gl.

b) Fur alle Vektorenc € V gilt
LF NP IZ = 1(f (x) g<x>>|2 = (gf (), x)I = |<fg(x) )2
= (£, 1) . 02— ([f. g] ). 1)?) = =2 ([£. 8] (x) . )2 = L (£ 8] o) . )]
c) Fur jeden normierten Vektor € V gilt die (Helsenbergsche) Unscharferelation
(AN - (A9 = 5 [([f, g1, x)]|.

Beweis: a) Die selbstadjungierten Komponenten v&nsind wegen}: fundg =g
(for=2(fe+(fo) ) =L(fe+2f)=2(fe+ef) =1r g},
(f9)2=L(fe—(fo) )= 2(fe—2f) = 2(fg—gf) =L/l

b) Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung liefgr (x) , g(x) )| < [|f () llgx)|, also|| f (x)|?]lg(x)||? =
|(f(x),g(x))|?. Dag und f selbstadjungiert sind, giltf (x), g(x)) = (gf(x),x) und(f(x), g(x)) =
(x, fg(x)) = (fg(x), x),also|(f(x), g(x))|* = [(gf (x) . x)|* = |(fg(x), x)|°. Weiterhin erhalt man
({fs g}(x), x) = (fg(x), x) +(gf(x), x) = (f(x),g(x)) + (f(x), g(x)) =2Re f(x), gx)),
([f, gl(x), x) = (fg(X) x) —{ f(X),X) =(f(x),g(x)) —(f(x),g(x)) = =2 Im(f(x), g(x)),
({f. 8}x) , x)" = ([f. gl(x), x)* = 4(Re(f (x) , g(x)) ) +4(Im(f(x), g(x)) ) = 4|(f(x), g(x))|?
= 4[(fg(x). x)I?,
F((f 83 )2 = ([, 8](x), x)?) = =3 ([f» gl (%), x)2 = AM(f(x), g()N? = [{f (x), g(x))[?.
c) Im Fall (f(x),x) = (g(x),x) = 0 ist einfach(Af)(x) = [|f(x)| und (Ag)(x) = |lg(x)||. Die
zu beweisende Ungleichung ergibt sich dafiir aus b), die allgemeine Aussage wird darauf zurlickgeflhrt:
Nach Aufg. 20, angewandt mit := (f(x), x), gilt A(f —(f(x),x)idy) = (Af)(x), analog hat man
A(g—(g(x), x)idy) = (Ag)(x) . Die Behauptung folgt nun wegen
([(f =(fx), x)idy), (g—(g(x), x) idy)](x), x)
= ((f - <f(x) 5 x) IdV )(g - (g(x) ,X) IdV )(x) - (g - <g(x) 5 x) IdV )(f - <f(x) ) x) IdV )(X) ) x)
=(fg(x), x) = (f(x), x)(g(x), x) — (g(x) , x)(f (x), x) + (f(x), x)(g(x), x)
- ((gf (%), x) g(X) X)(f(x),x) = (f(x), x){g(x), x) + (g(x), x)(f(x), x))
= (fegx) —gf (), x) = ([f gl(x),x). .



Losungen zu Storch/Wiebe, Bd. 2, Kap. 5 69

Abschnitt 15.B, Aufg. 1, p. 496 (1.6.2012):
Man bestimme die Hauptwertg > ¢, und ein System von Hauptachsen fir die hermitesche FKommit

der Matrix
(a b),a,ceR,beC,
b ¢

bzgl. der Standardbasis v@r. Im Fall» € R gebe man auch den Typ der Quadtikx, x) = 1 an,x € R2,
Losung: Die Matrix hat das charakteristische Polynaifi- (a+c) X +ac— |b|?> mit den (reellen) Nullstellen
s@+c) £ 3/(a—c)2+4Jp[2. Ihre Hauptwerte sind also, = 3(a+¢) + 3y/(a—c)? + 4|b|? sowie

co = %(a—i— c) — % (a—c)? + 4|b|2. Ein System von Hauptachsen wird gebildet von den Eigenraumen
K(Zb ,c—a++/(a—c)?+ 4|b|2) zuciundK(2b,c—a —/(a—c)? + 4|b|2) ZU co.

Sei nunb € R. Ist die Determinante der Matrix positiv, d.hc > 52, so haberz und ¢ das gleiche
Vorzeichen. Beia, ¢ > 0 ist die Matrix dann positiv definit, beide Hauptwerte sind positiv und die Quadrik
{x € R? | ®(x,x) = 1} ist eine Ellipse. Beia, ¢ < 0 ist die Matrix negativ definit, der Hauptwers ist
negativ und, da;c, die Determinante der Matrix ist, ist auchnegativ. Die Quadrikx € R? | ®(x, x) = 1}

ist dann leer. Ist die Determinante der Matrix negativ, ddh< |b|2, so haben; und ¢, unterschiedliche
Vorzeichen. Die Quadrikx € R? | ®(x, x) = 1} ist dann eine Hyperbel. Verschwindet die Determinante

der Matrix, d.h. istzc = |b|?, so ist wenigstens einer der beiden Hauptwert gleich 0. Ist dann der andere
Hauptwert positiv, so ist die Quadrik die Vereinigung zweier paralleler Geraden, andernfalls ist siesleer.

Abschnitt 15.B, Aufg. 2 p. 497 (1.6.2012):
Man bestimme die Hauptachsen und ihre Langen fiir die folgenden Ellipsen bzw. Hyperbel&ste im

X = a1 COSt + by sint Yy = ap COSt + by Sint
bzw.
x = ajcoshr + by sinhr, y = apcoshr + b, sinhr,
t € R. (Esseil® *| # 0. —Vgl. Beispiel 15.B.8.)

1. Lésung: Wie behandeln zunachst die Kurven= a; cost + b1 Sint, y = ap c0OSt + b, sint.

Zur AbkUirzung setzen Wi := a5+ b3, B := a?+ b3, C = ajaz+ bib, und D := ajb,— azb;. Nach
Voraussetzung ist die Determinarbe#£0. Es gilt AB = C?+ D?.

Wir bestimmen eine quadratische Fo@(x, y) = ax?+by?+ cxy derart, dass die gegebene Kurve auf der
QuadrikL := {/(x,y) € R? | Q(x, y) = 1} liegt. Einsetzen liefert die Bedingung

a(a? coSt + 2ayby sint cost + b sirt) + b(a3 coS't + 2azb, Sint cost + b3 sinft)
+ c(a1ap oSt + (arbo+ azby) Sint cost + biby sin't) = 1,
die wegen cd8 + sir’r = 1 sicher gilt, wennu, b, ¢ das folgende lineare Gleichungssystem erfiillen:
ata+aib+ajagc =1, b2a+b5b+bibyc=1, 2abya+ 2axbyb+ (a1hy + azby)c=0.
Die Determinante dieses Gleichungssystems istd{hei # 0, das Ergebnis gilt aber allgemein)

a? a3 aay 1 atay asay aray
b3 b3 bib; = it biay b3ay b1b,
2a1b1  2azby  aiba+axby 2a1b1ay;  2a:bar  a1boy+ azbq
1 0 0 aras
= 2o |~Dbi Dbz by | = D #0.
—Dai1 Dar, aibo+asxbq

Mit der Cramerschen Regel erhélt man die Lsung
1 a% araz
1 b3 b1bs
0 2axbs aibr+axb;y B (albz—azbﬂ(a%-i- b%) i A

D3 D3 D2’
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af 1 aidp
b2 1 by
b= 2a1b1 0 aibr+azxbq (alb2_02b1)<al+b ) B
B D3 D3 - D%’
a? a1
b? b5 1
_|2a1by 2ab, 0|  2(a1ba—azbi)(araz+biby) 5 C
‘= D3 - D3 - pz

Die Fundamentalmatrix der zQ gehtérenden symmetrischen Bilinearfodmist D% <_é _g> mit dem

charakteristischen Polynom? — A+ B ;2 , den Eigenwerten
1
2= 55 2(A—|—Bj:\/(A+B)2 4D?) >0

und den zugehérigen Eigenrauni@m, undRv, mit vy, := (2C, A— B ¥ \/(A+ B)?—4D?) . Es handelt
sich also um eine Ellipse mit diesen Eigenrdumen als Hauptachsen; die zugehdérigen Haupachsenlangen sind

2//crund 2/, /c; .

Wie behandeln nun die Kurven= a; cosht + b1 sinht, y = a, coshr + b, sinhr.

Zur Abkirrzung setzen Wi’ := b3— a3, B' := b3 —a3, C' = ayaz— b1b, und D := ajb,— azb;. Nach
\Voraussetzung ist die Determinarie£ 0. Es gilt A'B’ = C’*— D?

Wir bestimmen eine quadratische Fo@(x, y) = ax?+by?+cxy derart, dass die gegebene Kurve auf der
QuadrikL := {!(x, y) € R? | Q(x, y) = 1} liegt. Einsetzen liefert die Bedingung

a(a? costft + 2a1by sinht coshy + b sintft) + b(a3 cosift + 2azb, sinht coshr + b sintPr)
+ c(arap cosft + (a1bp+ azby) sinht coshy + byb sinkft) =1,
die wegen cosh — sint?r = 1 sicher gilt, wennz, b, ¢ das folgende lineare Gleichungssystem erfilllen:
afa +a§b +arac=1, b%a +b%b+b1bzc = -1, 2a1b1a+ 2a;b,b + (a1br + arb1) c =0

Die Determinante dieses Gleichungssystems ist wie db&g: 0. Mit der Cramerschen Regel erhalt man
die Lésung

1 a% aiay
-1 b3 bibs
_ 0 2a5bp a1by+axby . (ale_Clel)(bg_a%) _ A
= D? - D? - p?
af 1 aiday
b2 -1 b1bs
b= 2a1b1 0 aiby+azby _ (ale_azbl)(bz_al) B’
B D3 B D3 ~ p?’
a? az 1
b? b3 -1
2a1b1 2asb, 0 2(a1ba— azb1)(araz— b1by) C’
Cc = = — = —2— s
D3 D3 D?
!/ /!
Die Fundamentalmatrix der 20 gehérenden symmetrlschen Bilinearfodprist —12 < é, g,) mit dem
A+ B

charakteristischen Polynom? —

D2 X — ﬁ , den Eigenwerten

1

Cc1 .= 2D2

——(A'+B +(A+B)2+4D2) >0 und c;: ZL(AJFB’ V(A'+ B)2+4D2) <0
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und den zugeharigen Eigenraun®m undRv, mitvy ; := (2C', A'—B'F/(A’+ B')2+4D?) . Es handelt
sich also um einen Hyperbelast mit diesen Eigenraumen als Hauptachsen; die zugehérigen Haupachsenlangen

sind 2/,/c1 und 2//—c> . o

2.L6sung: Seigl 1= (& Zi) mit der Determinant® := a1b, — aob, und der Inversel—1 = D‘l(ff’; ‘Zi)

Die Ellipse bzw. der Hyperbelast sind das Bild des Einheitskreidaesv?> = 1 bzw. des Hyperbelastes

u?—v? = 1,u >0, unter der linearen Transformatiét) — () :=2A(}) = (&41720) bzw. (1) = (4) =
2A-1(}) = D%, ). Einsetzen liefert fur die Ellipse die Gleichung

2,12 24 12
_ a;+b araz+ bib ai+b
u’+1v2=D 2((b2x — b1y)? + (—azx +a1y)2) = 2D2 2xy2 222 2D2 2y + —1D2 1y2=1

und entsprechend fiir den Hyperbelast

_ b2—a2 —bib b?>—a
u?—v?>=D 2((b2x — bly)2 — (—azxx + aly)z) =2 5 2,2 _pd1ta 5 P2y + 22 ly2 =1.
D D D
Dann schliel3t man wie oben. °

Abschnitt 15.B, Aufg. 3 p. 497 (1.6.2012):
Man gebe ein System von Hauptachsen und die zugehdérigen Hauptwerte an flr die symmetrische Bilinearform

® mit der Matrix
8 4 -1
( 4 -7 4)
-1 4 8
bzgl. der Standardbasis d&s.

Losung: Die Matrix hat das charakteristische Polynom

X-8 —4 1 X-9 -4 1 1 -4 1
—4 X+7 -4 |= 0 X+7 -4 |=X-9| 0 X+7 -4
1 -4 Xx-8/ |-x+9 -4 x-8 -1 -4 Xx-8
1 0 0
=(X-9| 0 X+7 -4 |=X-9%X+9
1 -8 X-7

mitden Eigenwerten 9 und9 und den zugehérigen Eigenrauniie4, 1, 0)+R (-1, 0, 1) undR (1, —4, 1).

Das Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren liefert daraus die Orthonormaﬂaasié(%?, %7 0,
4 17

==l 4 17 (Ll 41 3 Dies i i
v i=1( 350 3V 3\/371) , U3 = (3f’ 35" 3[2) vonIR®. Dies liefert ein System von Hauptachsen von

® zu den Hauptwertety = 9, c; = 9, c3 = —9. — StatRvy, Rv, kann man auclRv}, Rv), als Hauptachsen
zum Hauptwert 9 wahlen, wa,, v;, eine beliebige Orthonormalbasis v, + Ru, ist. °

Abschnitt 15.B, Aufg. 4, p. 497 (1.6.2012) :

Man gebe eine Basis d&? an, die gleichzeitig eine Orthogonalbasis ist fiir die Formhaimd ¥, die bzgl.
der Standardbasig, e, durch folgende Matrizen definiert werden:

(1 73) e (3):

Ldsung: Da die Hautminoren der ersten Matrix beide gleich 1, also positiv sind &in Skalarprodukt.

Indem wir das Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren beziglietwa auf die Basisl, 0), (0, 1)

von R? anwenden, erhalten wir di®-Orthonormalbasis;, = (1,0), v, := (1,1) von R?. Die Fun-
1

damentalmatrix vor bezuglichvy, v, ist (\ll(vi, vj)) = <_1 411) mit dem charakteristischen Po-

lynom X2 — 3X — 5 und den Eigenwerted (3 + +/29) sowie zugehérigen Eigenvektorgny, ay) =
(1, 3(5++/29), (b1, bp) = (1, 3(5—+/29). Dies sind die Koordinaten der gesuchten simultanen Ortho-

gonalbasisi vy +azvz = (3(74++v29), 3(5++/29)), brvy + bove = (3(7—+/29), 5(5-+/29)) vonR?
bzgl. der Basig, vs. °
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Abschnitt 15.B, Aufg. 5, p. 497 (1.6.2012) :

2A,8 € M,(K) seien hermitesche Matrizei®l sei positiv definit. Das charakteristische Polynom
Det(X2l — B) von ‘B relativ zu 2l haben paarweise verschiedene Nullstellep, ..., A, € C. Die-

se Nullstellen liegen notwendigerweise &y und es gibt Elemente; € K", x; # 0, im Kern von
ARU—1"8,i=1,...,n. DieVektorenxy, ..., x, bilden eine gemeinsame Orthogonalbasiske§ir die
beiden durck®l bzw.*B bzgl. der Standardbasis beschriebenen FormefKauf

Beweis: Mit 2 und % sind auch?l = 2 undB = “B hermitesch, beschreiben also selbstadjungierte
Operatorenyf, g auf K" mit f(x) := 2x bzw. g(x) := Bx. Da?2 und2 die gleichen reellen Eigenwerte
haben, is®l wie 2 positiv definit. Dannistauch die dur@hdefinierte hermitesche Fordmy mit ®g(x, y) =

(x, f(y)) positiv definit, d.h. es giltx, f(x)) > O fir allex £ 0.

Istnun); € K eine Nullstelle von DetX2— ), soisth; eine Nullstelle von DetX2A—%). Fiirx; #0in K"

mit (A A —B)x; =(A;"A—"B)x; =0,d.h. mith £ (x;) = g(x;), giltdanni; (x;, f(x;)) = {x;, A; f(x;)) =

(xi, g(xp)) € R, d.h. A = (x;, g(xi))/(xi, f(xi)) € R.

FUI'J # i erhalt man damif\.jq)g[(xi,Xj) = )\.j(.xl', f(xj)) = (x;, )Ljf(Xj)) = (x;, g(xj)) = (g(x;) ,Xj) =

(A f(x), xj) = Aidxg, f(x;)) = APy (i, xj) . Wegenh; # A; folgt darausdy (x;, x;) = 0 und dann auch
by (x;, xj) = (x;, g(x;)) = 0. Dies ist die Behauptung. °

Abschnitt 15.B, Aufg. 6, p. 497 (1.6.2012):

SeiV ein endlichdimensionalég-Vektorraum mit Skalarprodukt.

a) Jede positiv semidefinite Ford vom Rang 1 aul’ hat die Gestaltx, y) — f(x)f(y) mit einer von O
verschiedenen Linearforrfi auf V, die durch® bis auf einen Faktor vom Betrag 1 eindeutig bestimmt ist.

b) Seien® und f wie in a). Dann ist grad'/||grad f| zusammen mit einer Orthonormalbasis von Kérn
eine Orthonormalbasis voW, die gleichzeitig eine Orthogonalbasis vénist. Der von 0 verschiedene
Hauptwert vond ist |jgrad f||2.

Beweis: a) Da® positiv semidefinit vom Rang 1 ist, liefert Hauptachsentransformation (Satz 15.B.2) eine

Orthonormalbasisy, .. ., v, von V, beziglich der die Fundamentalmatrix véneine Diagonalmatrix der
Form Diagx,0,...,0) mit A > 0 ist. Definieren wir dann die Linearforrfi auf V durch f(x) := Via;
fr x=ayv1 +--- + ayv,, as, ..., a, € R, so gilt dann flx = ajvy + - - - + a,v,, y= byv1 + -+ - + by,

ausV mita;, bje R: ®(x,y) = (ay, ..., a,)Diag(, 0, ...,0) (b, ..., b,) = rarby = f(x) £ ().

Ist g eine Linearform auf’ mit g(x) g(y) = f(x) f(y) fir allex,y € V, so gilt |g(v1)|? = |f(v1)|?,

alsog(v1) = af(vy) mit einema € K vom Betrag 1, undg(v;)|?> = | f(v;)|?> = O fur i > 2. Es folgt
gx) =af(x)furalle xe V.

b) Aus der Eindeutigkeitsaussage in a) folgt, dass in jedemvkall . , v, eine Orthonormalbasis von Keyh
bilden und auRerdem nach Konstruktion eine Orthogonalbasis von/Kergl. . Wegen(v;, gradf) =

f(v;)) =0flri=2,...,nistdann gradf im orthogonalen Komplement vdiv, + - - - + Kv, bzgl. des

Skalarprodukts vorV, also ein Vielfaches von;. Daher ist gradf/| gradf||?, v, ..., v, eine Orthonor-
malbasis vori/ bzgl. des Skalarprodukts. Ferner jjgrad f||?> der Hauptwert£ 0 von® wegen
gradf gradf 1 1 ——
d , = d(gradf,gradf) = ————— f(gradf) f(gradf)
(lorad 71" Taradf) = Taradr? 9 924 = frgraqyyp /(@20 /(0120
1 T 2
= —— (gradf, grad radf, grad ) = || grad f||*.
[ grad/ |2 (gradf, gradf) (gradf, gradf) = | gradf|| J

Abschnitt 15.B, Aufg. 7, p. 497 (1.6.2012) :

SeienV ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt ung ein Operator aul. Fiir die Form® := &, und
jeden UnterraunW < V mit orthogonalem Komplemen¥'+ (bzgl. des vorgegebenen Skalarprodukts) ist
OIW = dy, mit fiy := pw o (f|W), wobeipy die orthogonale Projektion al¥ ist.

Beweis: Seienu, v e W. Wir haben(®|W)(u, v) = @, (u, v) zu zeigen. Dazu sef (v) = w+ w* mit

we W undw' e W die Zerlegung vory (w) in seine Komponenten iw bzw. W-. Dann gilt(u, w') = 0
und fw (v) = pw ((FIW)()) = pw(w+w™) = w. Es folgt

(@IW)(, v) = (u, (V) = (u, w+w") = (u, w) = (u, fwv)) = O, (u,v). .
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Abschnitt 15.B, Aufg. 8 p. 497 (1.6.2012) :

Es seienV ein n-dimensionaleikK-Vektorraum mit Skalarproduktp eine hermitesche Form adf und
c1 > --- > ¢, die Hauptwerte vorb.

a)Furi =1,...,nqilt
¢i = Min{Max{R¢(x) | x e W, x 20} | W C V, KodimW =i — 1}
= Max{Min{Re(x) | x e W, x #0} | W C V, DimW =i},
wobei Ry (x) = @ (x, x)/{x, x) der Rayleigh-Quotient ist.
b) Fir einen Unterraun/ von V der Dimensionn seienc; > --- > ¢,, die Hauptwerte vor|U. Dann

gelten fari = 1, ..., m die Ungleichunger,_,,; < ¢/ <¢;.

c) Sei W eine positiv semidefinite hermitesche Form &ufund seiert] > --- > ¢, die Hauptwerte von
® + . Danniste; < c; firi =1,...,n. IstW sogar positiv definit, so git; < ¢ furallei =1,...,n.
Beweis: a) SeiKuy, ..., Kv, ein System von Hauptachsen vén Die UnterrauméV; .= Kvy + - - - + Ku;
und W/ := Kv; + --- + Kv, haben dann die Dimensionérbzw. n — i+ 1, alsoW/ die Kodimension
i—1. Flr Elementex € W;, x #£ 0, gilt x = ajv1 + ---a;v; Mitay, ..., a; € K und somitd(x, x) =
cilar® + -+ + cilail? = cilaal®? + - + cilail* = ¢;lx)|? d.h. Re(x) > ¢;. Fur Elementex € W/,
x # 0, gilt x = avi +---a,v, Mit a;,...,a, € Kund somitd(x,x) = cila;|*> + - + cplail? <

cilail> + -+ + cilan? = cilx||? d.h. Re(x) < ¢;. WegenRe(v;) = ®(v;, v;) = ¢; und¢; € W; sowie
c; € W/ ergibt sich soc; = Min{Rq(x) | x € W;, x # 0} und fernefc; = Max{R¢(x) | x € W;, x # 0}.

Sei nunW ein weitereri-dimensionaler Unterraum vovi. Mit der Dimensionsformel 3.B.11 erhalt man
Dim (W N W/) =DimW + Dim W/ — Dim (W + W/) > i + (n—i+1) —n = 1. Daher gibt es ein # 0

in W, das inW/ liegt, fiir das alsaR¢ (x, x) < ¢; gilt. Es folgt Min{Re(x) | x € W, x # 0} < ¢; und
insgesamt MaxMin {Ro(x) |[x e W, x £ 0} | W C V, DImW =i} = ¢;.

SeiferneV’ ein weiterer Unterraum voW der Kodimension —1. Mit der Dimensionsformel 3.B.11 erhalt
man DIm(W’' N W;) = Dim W’ + DimW; — Dim (W' 4+ W;) > (mn—i+1) +i —n = 1. Daher gibt es ein
x#£0in W', das inW; liegt, fur das als®R¢ (x, x) > ¢; gilt. Es folgt Max{Re(x) | x € W/, x # 0} > ¢;
und insgesamt MiMax{Ro(x) | x € W/, x £ 0} | W C V, KodmW’' =i -1} = ¢;.

b) Die Aussage folgt aus a). Da jededimensionale Unterrauti von U auch ein solcher voi ist, gilt
namlich

c; =Max{Min{Re(x) | x € W, x #0} | W C U, DImW =i}
<Max{Min{Re(x) |x e W, x A0} | W CV, DImW =i} =c¢.

Da jeder(i — 1)-kodimensionale Unterrau¥’ von U die Dimensionm — i + 1 hat und folglich die Kodi-
mensionn—m+i—1inV, gilt

¢} = Min {Max{Re(x) | x € W', x £ 0} | W C U, KodimW' =i —1}
> Min {(Max{Re(x) [ x e W, x £0} | W C V, KodmW =n—m+i—1} = cp_pmyi-
¢) Nach a) gilt wegem (x, x) < ®(x, x) + ¥ (x,x) = (& + ¥)(x,,x), alSORs(x) < R,y (x). Esfolgt:
¢i = Max{Min {Re(x) | x e W, x A0} | W C V, DImW =i}
< Max{Min {Rop;y(x) | x e W, x A0} | W C V, DImW =i} =c!

Ist ¥ positiv definit, so gilt stetRs(x) < Reyyw(x), und mit den Bezeichnungen des Beweises von a) gilt
insbesondere; = Ry (v;) < Royw(vi) < c. °
Abschnitt 15.B, Teil vonAufg. 9, p. 498 (1.6.2012) :

Man gebe die Hauptachsen und die Hauptachsenlangen der Quag@rikgr= 1 an und bestimme ihren
Typ, falls Q(x) eine der folgenden quadratischen FormenRiist:

xf — ng — ng — 4x1x5 + 4x1x3 + 8xox3; fo + 5x§ + 5x§ + 4x1xo — 4x1x3 — 8xox3.
Losung: Die Fundamentalmatrix der zur ersten Form gehdrenden Bilineardobmgl. der Standardbasis

ist
1 -2 2
(—2 -2 4)
2 4 -2
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mit dem charakteristischen Polynom?® + 3X? — 24X + 28 = (X — 2)2(X + 7) und den Eigenraumen
R*(2,0,1) + R*O0, 1, 1) zum Eigenwert 2 undR (1, 2, —2) zum Eigenwert-7. Anwenden des Schmidt-

schen Orthonormalisierungsverfahrens auf die Basen der beiden Eigenrdume liefert die Orthonormalbasis
) von R3. Dann istRv1, Rv,, Rus ein

1= (%005 2 =G5 -9 v = (3% 3% 55
System von Hauptachsen vdn die zugehérigen Hauptachsenléangen sif] v/2, 2/+/7. ® hat den Typ
2,0).

Die Fundamentalmatrix der zur zweiten Form gehorenden Bilinearfomagl. der Standardbasis ist

2 2 -2
<2 5_4)
—2 -4 5

mit dem charakteristischen Polyno&® + 12X2 — 21X + 10 = (X — 1)°(X — 10) und den Eigenraumen

RY(1, 2, —2) zum Eigenwert 10 un® (-2, 1, 0) + R‘(2, 0, 1) zum Eigenwert 1. Anwenden des Schmidt-
schen OrthonormaliS|erungsverfahrens auf die Basen der beiden Eigenraume liefert die Orthonormalbasis
='3,%,-%. v = ’(—[5 70,3 = ’(3ﬁ o 3f) von R3. Dann istRuy, Rv,, Rug ein

System von Hauptachsen van, die zugehérigen Hauptachsenlangen sifig/20, 2, 2. ¥ hat den Typ
(3,0). °

Abschnitt 15.B, Spezialfall zuAufg. 11, p. 498 (1.6.2012):

Man untersuche fir die folgenden Quadrikerum welchen Typ es sich handelt, und bestimme jeweils den
Mittelpunkt sowie die Hauptachsen und deren L&ngen.

a)L::{(x,y)E]R{2|3x2+2xy+3y2+16x+32y=8}
b) L := {(x,y)GRZ|9x2—4xy+6y2+60x+20y:—50}.

1 3

bzgl. der Standardbasis vit. Ihr charakteristisches Polynom i&* — 6X 4+ 8 = (X — 2)(X — 4) mitden
Eigenwerten 2 und 4. Die zugehdrigen Eigenrdume &ridl, —1) und R’(1, 1). Eine Orthonormalbasis

Losung: a) Der quadratische Anteil der Gleichung liefert die Fabrmit der Fundamentalmatrié3 1)

von R? bzgl. (—, —), die gleichzeitig Orthogonalbasis v@&?® bzgl. ® ist, ist dannv;, = ’( 5 %),
. . . 2 0 .
)= t(%g’ \ifz). Die Fundamentalmatrix vo@ bzgl. vy, v, |st(0 4). Setzen wil(x, y) = vy +1v0 =

%(tﬁ— to, —t1+ t2) , SO ergibt sich

= {'(x,y) € R* | 3x* + 2xy + 3y + 16x + 32y = 8}

= {tv1 + 120 | 262 + 412 + 8V2 (114 1) + 16V2 (=11 + 1p) = 8}

= {tv1 + 1002 | 267 + 413 — 8211 + 24421, = 8)

= {t1v1 + 1 | 2(t1— 2v/2)2 + A1+ 3v/2)? = 96}

(ti— 24/2)2  (t+35)?
| oy ey

Es handelt sich also um eine Elllpse mit dem Mittelpudt := 2+/2 vy — 3\/§U2 = (=1, -5), den
HauptachsefRv,+ M =R’ (—,——)+ (=1, =5 undRv+ M = R’(f [)+ (-1, —5) sowie den

Hauptachsenlangen/& und 4\/_.

b) Der quadratische Anteil der Gleichung liefert die Fobnmit der Gramschen Matri{ _g _(25) bzgl.
der Standardbasis vak?. Ihr charakteristisches Polynom i&t?> — 15X — 50 = (X — 5)(X — 10) mit den
Eigenwerten 5 und 10. Die zugehérigen Eigenrdume BindL, 2) und R’(—2, 1) . Eine Orthonormalbasis
von R? bzgl. (—, —), die gleichzeitig Orthogonalbasis v@®? beziiglich® ist, ist dannv; = f(%, %5),

_ 2 1 ; : . 5 0 . _ B
5 = ‘(—75, ﬁ). Die Gramsche Matrix vo® bzgl.v1, v, |st(o 10). Setzenwil(x, y) = t1v1+1tovo =
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%(2‘1— 2t,, 2t1+ 1) , SO ergibt sich
= {'(x,y) € R? | 9x* — 4xy + 6y® + 60x + 20y = —50}
= {t1v1 + tvp | 512 + 1062 + 12V/5 (11— 21) + 4v/5 (211 + 1) = —50}
= {t1v1 + 202 | 517 + 10¢ + 20v/51; — 20V/51, = —50)
= {t1v1 + 202 | 5(11+ 2v/5)% + 10(,— /5)? = 100}

y (t1+2/5)2 n (tr— v/5)?
(2v5)° (VI0)°

Es handelt sich also um eine Elllpse mit dem Mittelpumkt:= —2\/§v1 + VBuv, = (=4, —3), den

~1).

HauptachsemvlJrM:R’(Jlg f)+ (=4, —=3) undRv,+M = R’(—f £)+ (=4, —3) sowie den
Hauptachsenlangen/ und 2/10. o

Abschnitt 15.C, Teil vonAufg. 1, p. 509 (1.6.2012) :
Man gebe die beiden Polardarstellungen der M&lren und bestimme ihren Verzerrungsfaktor fur

3 -4 -8
A= (o ~10 —5>eGL3(R).

4 3 6

Lésung: Wir berechnen zunachst

3 0O 4 /3 —4 -8 25 0 0
’Ql%[:(—4 -10 3) (0 -10 —5):(0 125 102) und

-8 -5 6 3 6 0 100 12

3 —4 -8 3 0 4 89 80 —48
AA = (O -10 —5) (—4 -10 3) = ( 80 125 —60) .

4 3 6/\-8 -5 6 —48 —60 61

"AA und2(’2A haben dascharakterlstlsche Polynoki-25) (X%— 250X+5625() (X—25)%(X—225 ,"A2A
die Eigenraum& (1, 0, 0) + R(0, — f f) zum Eigenwert 25 uni (0, - VL f) zum Eigenwert 22312l

die Elgenraumé%(g), , 5) + R(Sf T 5f) zum Eigenwert 25 un@@(sf 75 _5¢§) zum Eigenwert

225. Seien num3; bzw. B, die Matrizen mit den angegebenen Orthonormalbasen aus Eigenvektoren als
Spalten. Damit ergibt sicBB; 1 AAB; = Diag (25, 25, 225 = B, A'AB,, also

‘A2 = B, Diag (25, 25, 225 ‘BIl = 9B, Diag(25, 25, 225) '8, ,
A'2A = B, Diag (25, 25, 225 %2_1 = B, Diag (25, 25, 225 B,

Dann werden die hermiteschen Anteile védrdurch folgende symmetrische Matrizen gegeben:

50 0 L0 0N 509 0/ 00 5 0 0
NG :581(05 o)fzslz 0-% & <05 o) 0-% &% (o 10 5)
0 0 15 o 2~ 1)\oo1s5/\g L = 0 5 10
NN NN
3 -4 4 3 g 4
50 0 5 5/2 52 50 0 5412
1 1 -4 L. =
«/2(&1:%(05 o)’%: o % % <05 o) s 5 >
0 0 15 s 3 3 J\oo 15/ |\ 4 T 5
5 5/2 52 5/2 V2 52
a1 p 12
5 5
—| 4 10 =3
12 5 34
5 5
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59 -4 4
Y 0 . (s T
Wegen(v/2A2) " 0 & —g|bzw.(VARA) =32 2 L | erhaltmandann firden
0

—12 4 1 22
125 25 125

[&;]

15
unitéaren Anteil vor®l die orthogonale Matrix

L /3 -4 -8 (s 0 0 P 0 -3
A(VAA ) =(o ~10 —5> 0 &% —-%|=(0 -1 o
4 3 6 4 g
59 —4 4

. a5 75 1) /3 — 4 -8 : :
=(va)y A=\ 2 & % (o ~10 —5>= 0 -1 o0].

6 4 3

5 5

4 1 22
125 25 125

Die gesuchten Polardarstellungen @isind also

3 —4 -8 ¢ 0 -5\ /5 0 0 T 4%\ (s 0 -
(o ~10 —5): 0 -1 0 (0 10 5): 4 10 3||0 -1 o0
4 3 6 4 o 3 0 5 10 _12 _g 34 4 o 3
5 5 5 5 5 5

Max(5,5,15 _ 15

= =3. °
Min (5, 5, 15) 5

Der Verzerrungsfaktor vo# ist

Abschnitt 15.C, Variante zuAufg. 1, p. 509 (1.6.2012) :
Man gebe die beiden Polardarstellungen der M&ran und bestimme ihren Verzerrungsfaktor fur

-1 -2 -2
A= (—2 -2 —1) .
2 1 2
Ldsung: Wir berechnen zunachst

-1 -2 2 -1 -2 -2 9 8 8
AA = (—2 -2 1) (—2 -2 —l) = (8 9 8) und
-2 -1 2 2 1 2 8 8 9

-1 -2 -2 -1 -2 2 9 8 -8
AA = (—2 -2 —1) (—2 -2 1) = ( 8 9 —8) .
2 1 2/ \-2 -1 2 -8 -8 9

A2 und Qlle haben das charakteristische Polyncﬁm 1)2(X — 25) D|e Matrix ‘A%2( hat die Eigen-
1 1N

raume]R( f I,O) + R(— I,O ) = R(— f f,O) + R( f, f Jg) zum Eigenwert 1 und
R(\/§ el ﬁ) zum Eigenwert 25 unﬂl’Ql die EigenrAumR (— ﬁ I,O) +R(\/g, Jer %) zum Eigen-
wert 1 undR(—%, —%g’ \/ié) zum Eigenwert 25. Seien nd, bzw. B, die Matrizen mit den angegebenen
Orthonormalbasen aus Eigenvektoren als Spalten. Damit ergibEB;j&PﬁZlQliBl = Diag(1, 1,25 =
B, A'AB,, also

'AA = B Diag(l, 1, 25 B+ = B, Diag(1, 1, 25) "By,

A2 = B,Diag(l, 1, 25)B,* = B,Diag(1, 1, 25) "B .

Dann werden die hermiteschen Anteile védrdurch folgende symmetrische Matrizen gegeben:

-1 1 1 -1 1 9 7 4 4

100 2 V8 V3) /100 ooz 3 3 3
«/@:%(0 1 o)f%lz NN (0 1 o) % 7% wl=13 3 2|
005 o 2 1 0 05 11 1 4 4 7

NNE 3 B V3 3 3 3

~1 1 1 -1 1 9 7 4 4

100 VECNE 100 V22 3 3 73

t 1 1 1 1 1 2 4 7 4

«/2{@1:%2(0 1 o) Bo=| 5 %7 (o 1 o) %= 7w =1=l3 I-3
005 o 2 1J\NOOS/\_ 1 1 1 4 _4 7

6 V3 BB B 3 3 3
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1 -4 4 11 —4 -4
3 15 15 15 » 5 15 15
Wegen (v 1R120) ™ = I:é i:é % bzw. (VA1) = (Tg i 1—§) erhalt man dann fur den
-4 —4 11
15 15 15 15
unitéaren Anteil vor®l die orthogonale Matrix
7 4 4 1 2 2
1 -1 -2 -2 3 3 3 3 73 73
- 4 7 4 2 2 1
A(VIAA) =(—§ —i —12> 3 3 3|=|"3 5 3
4 4 7 2 1 2
11 -4 -4 3 3 3 3 Ié 2§ 2
L 5 15 15 -1 -2 -2 3 73 73
~wmma- (g 82 )(2 2 )= (4 )
—4 -4 1 2 1 2 2 _1 2
15 15 15 3 3 3
Die gesuchten Polardarstellungen vaisind also
i _2 _2 7 4 4 r 4 _4 i _2 _2
-1 -2 =2 3 3 3 3 3 3 3 373 3 3 3
CEE ECERIEENIREICER
2 1 2 2 1 2 4 4 7 4 _4 7 2 1 2
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
Max(1,1,5 5

|
a1
°

Der Verzerrungsfaktor vol ist ===
Min (1,1,5 1
Abschnitt 15.C, Aufg. 2, p. 509 (1.6.2012):

Seienf = gh; = hyg die Polardarstellungen des invertierbaren Operaftasaf dem endlichdimensionalen
K-VektorraumV mit Skalarprodukt. Dann sind aquivalent:

(D) hi=hz. (2) ghy =h1g. (2) hag = ghz. (3) f istnormal.

Beweis:Aus (1) folgen (2)und (2 ) unmittelbar. Fernerfolgt aus (1) wegeﬁ g tund hl hyi=hy= ?12
sofort ff = hag(hag)" ) = hagghs = h3 = h? = higgh1 = (gh1)” gh1 = f f, d.h. (3).

Umgekehrt folgt aus (2) (und analog aus (2') bereitg = gh1 = f = hpg und dannhl_ ho wegen der
Buektlwtat vong. Ist schlieBlich (3) erfullt, alsgff f f,sofolgth? = hihy = hlgghl = (gh1)" ghy=
FFf=fF=hag(hag) = hagghs = h. Mit Satz 15.C.3 erhalt man darabig= h,. .

Abschnitt 15.C, Aufg. 3, p. 509 (1.6.2012) ;

Sei f ein semipositiver Operator auf dekaVektorraumV mit Skalarprodukt. Fiie € V istdannf(x) =0
aquivalent zux , f(x)) = 0, d.h. Kernf ist der Ausartungsraum der Fordry , d.h. ihr Radikal.

Beweis: Naturlich folgt®, (x, x) = (x, f(x)) = 0ausf(x) =
Seiumgekehr®,(x, x) = (x, f(x)) = Oflreinx € V. Da®d, nach Voraussetzung eine positivsemidefinite
Form aufV ist, liefert die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung aus 12.C, Aufg. 7b)

1Dy (f(x), X)> < Dp(f(x), f(x) Pr(x,x) =0,
d.h. || f(0)|I? = ®4(f(x),x) = 0und somitf (x) = 0. .
Bemerkung: f induziert also au¥// Kern f einen positiven Operator.

Abschnitt 15.C, Aufg. 4, p. 509 (1.6.2012) :

Seienf undg positive Operatoren auf dei-VektorraumV mit Skalarprodukt. Dann hat die Komposition
f o g (die im Allgemeinen nicht selbstadjungiert ist, vgl. 15.A, Aufg. 1) nur positive Eigenwerte.

Beweis: Nach Voraussetzung tibgrund g werden durchbs(x, y) := (x, f(y)) und®,(x, y) := (x, g(»))
Skalarprodukte au¥ gegeben. Sei num # 0 ein Eigenvektor vory o g zum Eigenwerh € K. Dann gilt
f(g(x)) = Ax und fernerd, (x, x) > 0 und®,(g(x), g(x)) > 0, dag als positiver Operator bijekiv und

daherg(x) # 0 ist. Man erhalt Dr(g(x), g(x)) = (g(x), f(g(x))) = (f(gx)), gx)) = Alx, g(x)) =
Ad,(x, x), alsor = Pr(g(x), g(x))/Py(x, x) > 0. °
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Abschnitt 15.C, Aufg. 5, p. 509 (1.6.2012) :

Seienf und g selbstadjungierte Operatoren auf dem endlichdimensiorigtsektorraumV mit Skalar-
produkt. Einer der beiden Operatoren sei positiv. Dann gindind g f diagonalisierbar mit nur reellen
Eigenwerten. Insbesondere ist das Produkt zweier hermitescherMatrizen, von denen wenigstens eine
positiv definit ist, stets diagonalisierbar mit nur reellen Eigenwerten. Sind sogar beide Faktoren positiv, so
sind auch alle Eigenwerte des Produkts positiv.

Beweis: Sei etwag positiv und somitb, mit ®,(x, y) := (x, g(y)) ein Skalarprodukt au¥. Dann istfg
bezuglich®, selbstadjungiert wegen

D (feg(x),y) =(feg(x),g(y) =(g(x), fg(y) = (x,8fg(y)) = Py(x, fg(y)).

Der Spektralsatz 15.A.10 liefert nun, dg&sdiagonalisierbar und alle Eigenwerte vgg reell sind. Mitfg
ist nattirlich auch der dazu konjugierte Operatofg) g~ = gf diagonalisierbar mit denselben Eigenwerten.
Daraus und mit Hilfe von Aufg. 4 ergeben sich sofort die weiteren Behauptungen. °

Abschnitt 15.C, Aufg. 6, p. 509 (1.6.2012) ;

Der Operatorf auf demK-VektorraumV mit Skalarprodukt sei positiv in dem allgemeineren Sinne der
Bemerkung 15.C.2. Dann haben alle Eigenwerte y/@inen positiven Realteil.

Beweis: Nach Voraussetzung gilk, 3(f + })(x)) > O flr alle x # 0 ausV. Sei nhunv # 0 ein Eigenvektor
von f zum Eigenwert € K, also mitf (v) = Av. Dann gilt wegen Re = %(/\ +X):

ReA [v]? = (v, v) + 3(v, Av) = (£ (), v) + 3(v, F) = 3(v, 3(f + HHw) > 0,
d.h.Rer = (v, 3(f + )W) /2 [v]|2 > 0. .

Abschnitt 15.C, Aufg. 7, p. 509 (1.6.2012):

SeienV ein endlichdimensionalét-Vektorraum mit Skalarprodukg eine Untergruppe der unitaren Gruppe
Uk (V) und f € GLg(V) ein Operator mitfGf =1 € U (V).

a) EsistgGg™t = fGf~1, wobeig der unitare Anteil vonf in der Polardarstellung = gh von f ist.
Folgerung: Zwei Untergruppen vongdV) , die als Untergruppen von GI(V) konjugiert sind, sind dies
auch als Untergruppen vongdV) .

b) V sei einfach bzglG, d.h.V besitze auf3er 0 unid keine Unterraume, die invariant unter allen Operatoren
o € G sind. Dann istf bereits eine Ahnlichkeit. Folgerung: Der Normalisator vog(V) in GLk (V) ist
die Gruppe der Ahnlichkeiten vovi.

Beweis: a) Nach Voraussetzung gibt es zu jedema G eint € G mit fof~*= 1. Esfolgtghoh~tg™1 =

7, d.h.ho = (g 1rg)h. Wegeng~lrg e Ux(V) liefert die Eindeutigkeitsaussage in Satz 15.C.4 dann
¢ trg = o und folglich ho = oh. Damit erhdlt marnfo f ! = ghoh ‘g™ = gohh™1g™! = gog™L.

b) Fur ein Elementy aus dem Eigenraurni, (1) von & zum Eigenwertr gilt 2(v) = Av und folglich
h(o(v)) = o(h(v)) = o(Av) = Ao (v) (vgl. den Beweis zu a)), d.h, (1) ist invariant unter jedem € G.

Die Voraussetzung bei b) liefert danfy(r) = V, d.h.h = ridy, und f = gh = Ag ist eine Ahnlichkeits-
abbildung.

Zum Beweis der Folgerung wenden wir dies an giit= Ug(V). IstU C V ein Unterraum vorV, so
erganzen wir eine Orthonormalbasis . . ., u,, vonU zu einer Orthonormalbasis, .. ., uu, Uui1, - -, Un
von V und definiererr € Ug (V) durcho (u1) := u,, 0 (u,) := uy undo (u;) ;= u; fur i # 1, n. Dann ist
o € Ug(V) undo (U) € U. Aus dem gerade Gezeigten folgt nun, dass jgdeGLk (V) mit fUf~1 C U
bereits eine Ahnlichkeitsabbildung ist. .

Abschnitt 15.C, Aufg. 9, p. 510 (1.6.2012) :

(Cartan-Zerlegung) Sél € GL,(K) eine invertierbarexn-Matrix. Dann gibt es unitarexn-Matrizen
B und¢ und eine Diagonalmatri®©0 mit positiven reellen Diagonalelementen derart, ddss 8 © ¢ gilt.

Beweis: Der Satz 15.C.4 uber die Polarform liefert eine uniténe n-Matrix 28; und eine positiv definite
hermitescheixn-Matrix €, mit2l = 95,¢,;. Nach Satz 15.A.11 gibt es 24 eine unitarexxn-Matrix ¢ derart,
dassr¢; ¢! eine reelle Diagonalmatri® ist. Da die Eigenwerte vo#; und damit auch vo® positiv sind,
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besitzt® positive reelle Diagonalelemente. Es fofjt!®¢ = ¢, alsoA = B1¢; = B¢ 1D¢C = BOC
mit der unitaren Matrix3 = 983.¢. °

Abschnitt 15.C, Aufg. 10 p. 510 (1.6.2012):

Sei € GL,(K) eine positive hermitesche Matrix. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Matiix
der Gruppe T (K) der oberen Dreiecksmatrizen mit (reellen) positiven Hauptdiagonalelementen, fir die
A= "RNR gilt.
Beweis: Seito = (w1, ..., w,) eine Basis vorK"” und ® das durch die positive Matrigl als Gram-
scher Matrix bzgl. dieser Basis gegebene Skalarproduktkduf Dann liefert das Schmidtsche Ortho-
normalisierungsverfahren aus Abschnitt 13.A eine Orthonormallvasis (vq, ..., v,) von K" bzgl. ®
mit Kvi + -+ + Kv; = Kwy + --- + Kw; fur i = 1,...,n. Es gibt daher eine obere Dreiecksmatrix

= (r;j) € GL,(K) mitw; = Z{ 1rijvi far j=1,..., n. Die Konstruktion dewq, .. ., v, zeigt, dass die
rjj dabe| positive reelle Zahlen sind. Daraus f(ﬁgi: Q5“’(<I>) RBY(D)R ="RE,R ="RNR.

Gilt auch?l = T T mit einer oberen DreiecksmatriX e T} (K), so folgt’'TTR-1 = AR = 'R

und somit(TRH ! = RT! = ('T1R) = ("THTITRL) = (TR D). Daher istTR ! eine

unitare Matrix. DaT9R~! wie R und T in der Gruppe T (K) liegt, handelt es es sich um eine unitare
obere Dreiecksmatrix mit positiven reellen Zahlen in der Hauptdiagonale. Nach Lemma 14.A.7 (7) sind
diese Hauptdiagonalelemente, also die Eigenwerte der unitaren Matrix, alle gleich 1. Da die Spalten einer
unitaren Matrix eine Orthonormalbasis vt bzgl. des Standardskalarprodukts bilden, muss &

die Einheitsmatrix sein, als® = R gelten. °

Abschnitt 15.C, Aufg. 11, p. 510 (1.6.2012):

Sei f ein Operator auf dem-dimensionalerK-VektorraumV mit Skalarprodukt. Sek = (f )2 der
Verzerrungsanteil vorf mit den Eigenwerten,, ..., A, . (Da f nicht notwendig bijektiv ist, ist in der
Regel nur semipositiv.) Dann gilSpf| < Sph = A1 + --- + A, , und das Gleichheitszeichen gilt genau
dann, wenry normal ist und alle Eigenwerte vgh(einschlie3lich der komplexen) auf einem vom Nullpunkt
ausgehenden Strahl @ liegen.

Beweis: Dah selbstadjungiert ist, gibt es nach dem Spektralsatz 15.A.10 eine Orthonormalbasis v,
vonV mith(v;) = ;v firi=1,. .. Wegem,; (v;.v;) = (h(vi), v;) > O sind die EigenvAvertE,- samtlich
nichtnegative reelle Zahlen. Es gpftf(v) = A2y, also || f ()2 = (f(v), fF)) = (fFfQ),,v) =
A2(v;, v;) = A2 und folglich || £ (v;)|l = ;. Ist nun(ay,) die Matrix von f bzgl. der Basigy, ..., v,, d.h.
f () = > "1 akivk, so erhalten Wik f (v;), v;) = Y_j_; axi (vk, v;) = a;; und folglich

Spf| = | Za,l| oy Z F), vl < i|<f(vi),vi>| < jzlnf(vl-)n ]l = jzluf(vl-)n - éxi.

Dabei ist das zweite Ungleichheitszeichen nach 13.A.3 genau dann eine Gleichheitf wgnmnd v; fur
allei linear abhangig sind, d.h. eit) € K existiert mit f (v;) = c;v;. In diesem Fall istf diagonalisierbar
und normal, vgl. 15.A, Aufg. 12a). Die erste Ungleichung lautet d@nfy, ¢;| < > ", |¢;|. Dies ist aber
genau dann der Fall, wenn digauf einem im Nullpunkt entspringenden StrahKriegen.

Ist f umgekehrt normal und liegen die (komplexen) Eigenwerte faile auf einem in 0 entspringenden
Strahl, so sind sie im FalKk = R notwendigerweise alle reell, da dann mit jedem Eigenwert auch der
konjugiert-komplexe auftritt, und ist sogar selbstadjungiert. Nach den Spektralsatzen 15.A.15und 15.A.10
ist f in jedem Fall in einer Orthonormalbasis diagonalisierbar, und wir kénnen gleich annehmen, dass dies
die obige Basis, . . ., v, ist. Dann gilt namlichf (v;) = ¢;v; und folglichi(v;) = (f £)Y2(v;) = |cilvi. I

dieser Situation ist dle erste Ungleichung eine Gleichheit, da,diaf einem im Nullpunkt entspringenden
Strahl inK liegen, und die zweite Ungleichung trivialerweise eine Gleichheit. °



