Losungsvorschlage zu ausgewahlten Ubungsaufgaben aus
Storch/Wiebe: Lehrbuch der Mathematik Band 2, 2. Aufl. (version 2010) Kapitel 4

10 Polynomalgebren

Abschnitt 10.A, Variante zuAufg. 1. a), p. 277 (1.10.2011) :

Man bestimme den gréf3ten gemeinsamen Teiler der Polyrargee Q[ X] und stelle diesen als Linear-
kombinationSF + TG, S, T € Q[X], dar:

F:i=X*+X3-X-1, G:=Xx*+2x3+x°-1;
F =X+ X34+2X°4+3X+2, G:=X°—XxX*—2x3-4x?>-2x—-1:
F:=X°4+2X°-X+2, G:=X*+Xx34+3X%°+Xx+2.

Ldsung: Wir verwenden den euklidischen Algorithmus zur Bestimmung des grof3ten gemeinsamen Teilers
und starten zur Darstellung des ggT gemal 10.A.5 (anders als dort beschrieben) jeweils mit der letzten Zeile
des Divisionsschemas.

X4 X3-X—1=1-(X"42X3+X°- 1) + (—X3-X2-X),
X4 42X+ X°—1=(-X-1) - (-X3—X°—X)+ (-X°-X-1),
X XP— X=X -(—-X’-X-1),
und somit ggTF, G) = —(X?4 X+ 1) (bis auf eine Konstante als Faktor). Damit bekommt man
ggT(F,G) = —(X°’+X+1) =G — (—X—-1)- (—X3-X’-X)
=G - (—X-1)(F-G)=(X+1F —XG.
Im zweiten Beispiel erhélt man
Xo4 X34+ 2X%243X+2=1-(X°—X*—2Xx3—-4Xx°—2X—1) + (X*+3X°+6X%>+5X+3),
Xo—X*—2X3-4X°-2X—-1=(X—-4) - (X*+3X3+6X°+5X+3) + (4X3+15X%+ 15X +11) ,
X*+3X3+6X%+5X+3 = (5X— ) (4X3+15X°+ 15X +11) + Zx*+ 8x+ 8
4X3+15X2+ 15X +11= (S x+ HO (8 x?4+ B x4+ 8
und somit ggTF, G) = 81x2+ 81 x + 81 (bis auf eine Konstante als Faktor). Ferner ergibt sich
ggT(F,G) = 81X+ 8 x4+ 8 = X*+ 3X3+ 6X°+5X+3 — (3X— ) - (4X°+ 15X°+ 15X + 11)
= X*+3X%+6X%+5X+3 - (3X— 2) (G- (X—4) - (X*+3X3+6X?+5X +3))
= (X*+3X3+6X%+5X+3 (X2 - BXx+H - (3Xx- )G
=(F-G)GX*—BX+D-GX- %G
=GX?P—RX+DHF+(—3X*+BX-2)G.
Im dritten Beispiel erhalt man
X4 2X2—X4+2=(X—1) - (X*+ X3+ 3X%+ X +2) + (—2X3+4X°-2X + 4) ,
X4+ X34 3X24+ X+2=(—1X—3). (—2X3+4X?-2X +4) + (8X?+9) ,
—2X3+4X?-2X+4= (—1X+3) (8X*+8).
Somitist ggTF, G) = 8X?+ 8 (eindeutig bis auf eine Konstante als Faktor) . Ferner ergibt sich
ggT(F,G) = 8X?+8= X"+ X3+ 3X°+ X+2— (—1X- 2) . (-2X3+4X*-2X +4)
=G—(—3X-3-(F-(X-1-0G))
=G —(—3X-HF+(-3X-X+HG=EGX+ HF + (-3Xx*- X+ G,
also ggTF,G) = SF+ TG mit S := 31X+ 3undT = —3X?>— X+ 3. .
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Abschnitt 10.A, Aufg. 6, p. 278 (1.10.2011):
Sei K ein Korper. Dann gibt es stets unendlich viele normierte Primpolynonid ki .

Beweis; Besitzt K unendlich viele Elemente, so sind die Polynoie a, a € K, bereits unendlich viele
normierte Primpolynome.

Ist K beliebig (also méglicherweise endlich), so schliel3en wir analog zum Beweis daflr, dass es unendlich
viele Primzahlen gibt, vgl. Bd. 1, Satz 2.D.2. Angenommen, es gebe nur endlich viele normierte Primpo-
lynome, etwaP; =X, P, ..., P, in K[X]. DannistF := P;--- P, + 1 ein normiertes Polynom iR [ X],

das von keinem der Polynongg, . . ., P, geteilt wird. Nach Satz 10.A.9 lasst siehwegen Gradk > 1 als
Produkt von Primpolynomen schreiben, von denen wir nach Multiplikation mit einer Konstanten annehmen
konnen, dass sie normiert sind. Sie sind also #pn .., P. verschieden, d.h. die Annahme, dass es aul3er
Py, ..., P. keine weiteren Primpolynome gibt, fihrt zu einem Widerspruch. °

Bemerkung: Man kann nattrlich auch mit dem Ergebnis von Aufg. 9 schliel3en.

Abschnitt 10.A, Aufg. 8. b), p. 279 (1.10.2011):

F € K[X] sei ein von O verschiedenes Polynon#. zerfalle in Linearfaktoren. Genau dann sind alle
Nullstellen vonF einfach, wennF und F’ teilerfremd sind.

Losung: Ista eine mehrfache Nullstelle vaR, d.h. istF (X) = (X—a)*G(X) mitk > 2 und einem Polynom
G(X), so liefert die Produktregel”’ (X) = ((X — oz)kG(X))/ = (X— o) (kG(X) + (X — )G/ (X)) mit
k—1> 1, d.h. X — «a ware ein gemeinsamer Teiler beider Polynome vom Gtdd und F und F’ waren
nicht teilerfremd.

Seien umgekeh® und F’ nicht teilerfremd. Sie besitzen dann einen gemeinsamen Teiler und dann nach der
Voraussetzung Uber sogar einen gemeinsamen Linearfak¥of a, a € K. Dann istF(a) = F'(a) = 0.
Wir nehmen an, dasg nur einfache Nullstellen habe. Somit lasst sicin der FormF (X) = (X—a)G mit
einem Polynon@ schreiben, flr da6§ (o) # Oist. Die Produktregel liefert danff (X) = ((X—a) G(X))/z
G(X)+ (X—a)G'(X), d.h. den Widerspruch”’(a) = G(a) # 0. °

Abschnitt 10.A, Aufg. 17, p. 278 (1.10.2011) :

SeienkK ein Korper undA eine K-Algebra. Das Element € A sei algebraisch Ubek vom Graden mit
dem Minimalpolynom
e =X"+a, X"+ +arX +ao.

a) Genau dann ist eine Einheit inA, wenn der konstante Termg von u, von 0 verschieden ist. In diesem

Fall ist

xt=—agt " xR ta).

Insbesondere ist dant? ein Polynom inx.
b) Ist x eine Einheit inA, so ist
1 1 an—1 1

L yn L\ _ yn % n—1 =
X' (S)=X"+ —=X"14+. =X+
aop X ap ap ao

das Minimalpolynom von 1.

c) Fura € K ist das Minimalpolynom von + a gleichu, (X — a) und, fallsa # 0, dasjenige voax gleich
a"px(X/a).

Beweis: a) Istag # 0, S0 istag in K invertierbar und aus & i, (x) = x”" 4+ a,_1x" 2+ -+« + a1x + ap

folgt x (x" 1 + a,_1x" 2 + ... +ay) = —ap und Somitx(—agl(x”_1 + ay-1x""?+---+ay)) = 1. Daher
ist x in A invertierbar mit dem angegebenen Inversen.

Ist umgekehrk eine EinheitinA und wérezy = 0, so folgte aus 8= . (x) = x (X" 4a,_1x" 2+ - -+a1)
durch Multiplikation mitx—* bereitsx”~* + a,,_1x"? + - - - + a1 = 0 im Widerspruch dazu, dass der Grad
von x gleichn ist.

b) Istx eine EinheitinA, so folgt aus G= 1, (x) = x" +a,_1x" "1+ - - - +a1x 4+ ag durch Multiplikation mit
agt(x~1)" bereitsagt + agla, 1x 7t 4 - - +agtar(x "1 4 (x 71" = 0, d.h. das angegebene normierte
Polynom vom Grade: annulliertx—1. Gé&be es ein normiertes Polyngm mit Gradu; < n, dasx~?!
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annulliert, so erhielte man daraus in analoger Weise ein normiertes Polynom vora Grddsy = (x 1)1
annulliert, im Widerspruch dazu, dass der Grad vagieichn ist.

C) 4, (X —a) istebenfalls ein normiertes Polynom vom Gradasx +a wegenu., ((x +a) —a) =, (x)=0
annulliert. Gabe es ein normiertes Polyngmmit 1 (x +a) = 0 und Graduy < n, SO warew1 (X + a) ein
normiertes Polynom vom Gradn, dasx annulliert im Widerspruch dazu, dass der Grad vaieichn ist.

Ferner isfi := a”"u,(X/a) ein normiertes Polynom vom Gradmit ju(ax) = a" 1, (x) = 0. Gébe es ein
Polynom=£0 vom Grad< n, dasx/a annulliert, so gewdnne man daraus analog ein Polyg#ghvom Grad
< n, dasx = a(x/a) annullierte. °

Abschnitt 10.A, Zusatzaufgabe p. 278 (1.10.2011):

SeienFy, ... F, € K[X] Polynome=# 0 Uber dem Korpelk, n > 2. Der grof3te gemeinsame
Teiler ggT(F,..., F,) ist das bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmte Polyherk [ X],
das alleF; teilt und von jedem gemeinsamen Teiler dérgeteilt wird. Offenbar ist ggTFy, ..., F,) =
ggT(ggT(Fl, oL Fl), Fn). Man zeige: Es gibt Polynom®, ..., S, € K[X]mit S1F1+ -+ S, F, =
g9T(F1,...,F,) (Lemma von Bezout).

Beweis:Wirverwenden Induktion Gber. Der Falln = 2istLemma 10.A.5. Beim Schluss veaufr—1 aufn
gibtes nach Induktionsvoraussetzuig. .., S, 1 € K[X]mit S1Fi+--+S, 1F, 1 =099T(F1, ..., F,_1)
und aus Lemma 10.A.5 ergibt sich die Existenz ¥ € K[X] mit SgQT(F1, ..., F,—1) + TF, =
99T(99T (F1. ..., Fu-1), Fu) = 99T (F1, ..., F,). Mit §; :== SS; fur i=1,...,n—1undS, := T folgt

SiFi+ -+ S,Fy=SS1F1+ -+ Sp_1Fy_1) + TF, = SQgT(F1, ..., Fy_1) + TF,
=99T(Fr, ..., Fp). °

Bemerkung: ggT(Fy, ..., F,) erzeugt das lde& [X] F; + - - - + K[X]F,, das nach Satz 10.A.23 a priori
ein Hauptideal ist.
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11 Eigenwerte. Charakteristisches Polynom- Minimalpolynom

Abschnitt 11.A, Teil vonAufg. 1, p. 305 (1.10.2011) :

Fir die folgenden linearen Abbildungef: R* — R”, die durch ihre Matrizen bzgl. der Standardbasen
gegeben werden, bestimme man charakteristisches Polynom und Minimalpolynom sowie Eigenwerte und
Eigenrdume:
5 -2 3 6
S > 3\, (104 & 10
> _o 0 ’ 0O 0 6 -10
O 0 3 5
Lésung: Im Fall der ersten Matrix! ist das charakteristische Polynom vgrgleich

X—-6 5 3
xf:Det(Xéig—Ql):Det( -3 X+42 2):X3—4X2+5X—2:(X—1)2(X—2).
-2 2 X

Die Eigenwerte vory sind daher 1 und 2.
Eigenvektoren vory zum Eigenwert 1 sind die Losungane R3 von
-5 5 3 X1 —5x1+5x,+3x3=0
(Gg—ﬂ);:(—S 3 2) <X2>=O, dh.von —3x1+3x2+2x3=0
-2 2 1 X3 —2x1+2x2+ x3=0.
Wir 16sen dieses Gleichungssystem mit dem Gaul3schen Eliminationsverfahren und erhalten:
3
X1 — xz—%xgzo Xy —x—5x3=0
—3x1+ 3 +2x3=0 —%5)63=0 dh. x3=0, x;1=x;.
—2x1+2x2+ x3=0, %0)63=0’
Der Eigenraum vory zum Eigenwert 1 ist als@® (1, 1, 0) .
Eigenvektoren vory zum Eigenwert 2 sind die Losungeane R3 von
-4 5 3 X1 —4x1 +5x0+3x3=0
2-¢ - = (—3 4 2) (XZ> =0, dh.von —3x;+4x;+2x3=0
-2 2 2/ \x3 —2x1+ 2x2 +2x3=0 .
Wir |6sen dieses Gleichungssystem mit dem Gauf3schen Eliminationsverfahren und erhalten:

x1— Xy — 3x3=0 Xy = ga2— 313 =0
—3x1+4x+2x3=0 711x2_%1x3:0 d.h. x;=x3 x1=2x;.
—2x1+2x2+2x3=0 > —%XZ+%X3=O’

Der Eigenraum vory zum Eigenwert 1listals® (2, 1, 1) .

Die geometrische Multiplizitat des Eigenwerts 1(ibt, wahrend seine algebraische Multiplizita) ist. Da
beide ungleich sind, isf nicht diagonalisierbar. Somit zerfallt das Minimalpolyngm nicht in paarweise
verschiedene Linearfaktoren und ist dann nach dem Satz von Cayley-Hamiltongleich

Mit Hilfe des Blockmatrizensatzes sieht man, dass das charakteristische Polynofberder zweiten
Matrix die folgende Form hat:

X-5 2 -3 —6

-10 Xx+4 -6 -10

X = Det(X ¢, — ) = Det 0 _8— X—6 10
0 0 -3 X-5

X-5 2 X-6 10
:Det( ~10 X+4) Det( -3 X—S)

= ((X—5)(X+4) + 20)((X — 6)(X —5) + 30) = X (X —1)(X*— 11X+ 60) .
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Die quadratische Gleichung®— 11X +60 = 0 hat keine Lésungen iR. Daher sind.; = 0 undi, = 1 die
einzigen Eigenwerte voyi. Das Minimalpolynomu, hat genau dieselben Primfaktoren wig (eventuell
aber in geringer Vielfachheit). Da alle Primteiler vgp nur die Vielfachheit 1 haben, mugs = x, sein.
Der Eigenraum vory zum Eigenwert O besteht aus den LosungenR* von
-5 2 -3 -6 X1 — 5)C1 + 2X2 — 3X3 — 6)C4 =0
_ . -10 4 -6 -10 X2 | _ —10x; +4x, — 6x3 — 10x4 =0
O-C=Wr=| "9 o _g 10| |=0 dhvon —6s+ 10x4 = 0
0 0 -3 -5 X4 —3)63 — 5)64 =0.
Wir 16sen dieses Gleichungssystem mit dem Gaul3schen Eliminationsverfahren und erhalten:

5x1 —2x, +3x3+ 6x4=0

2x4 =0 o 2
6X3—10X4=0 dh X4—)C3—0, X1 = SXZ.
10)64:0 s

Der Eigenraum vory zum Eigenwert O ist als® '(2, 5, 0, 0) .
Der Eigenraum zum Eigenwert 1 besteht aus den Losunge* von
-4 2 -3 -6 X1 — 4)61 + 2)62 — 3)63 — 6)64 =0
(¢ —Wr = _18 g :g _18 jzz =0, d.h.von —10x; + 52 igﬁg;igi:g
0 0 -3 —4 X4 —3x3— 4x4=0.
Wir 16sen dieses Gleichungssystem mit dem Gaul3schen Eliminationsverfahren und erhalten:

Ax1 — 2xp +3x3+ 6x4=0

3
5x3+ 5xg=0 o 1
5x3 —10x4 =0 dh. x4=x3=0, x1=Zx2

—10xs =0,
Der Eigenraum vory zum Eigenwert 1 istals® (1, 2,0, 0) . .

Abschnitt 11.A, Variante zuAufg. 1, p. 305 (1.10.2011):

Fur die folgende lineare Abbildung : R” — RR”, die durch ihre Matrix bzgl. der Standardbasen gegeben
wird, bestimme man charakteristisches Polynom und Minimalpolynom sowie Eigenwerte und Eigenraume:

6 10 31 10
-2 -3 -11 -36
0 o -1 -12
0 0 1 6

Ldsung: Mit Hilfe des Blockmatrizensatzes sieht man

X-6 -10 -31 -100
2 X+3 11 36
0 0 X+1 12
0 0 -1 X-6

o (X-6 —10 X+1 12
—Det( 2 X+3> Det( 1 x—e)

= ((X—6)(X+3)+20)((X—D(X-6) +12) = (X—D(X—2*(X-3) .
Daher sindv; = 1, A, = 2 undi3 = 3 die Eigenwerte vory.
Der Eigenraum zum Eigenwert 1 besteht aus den Losunge* von
-5 —-10 -31 -100 X1 —5x; — 10x; — 31x3 — 1004 =0
2 4 11 36 X2 2x1+ 4xo+1lxz+ 36x4 =0

E=Wr=1 5 o 2 12]||x]=0 dhvon xs+ 1214 = 0

0 0 -1 -5 X4 —X3 — 5X4 =0.

Xp = Det(X¢&,—2) = Det
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Die letzte dieser Gleichungen liefert = —5x4. Eingesetzt in die vorletzte Gleichung ergibt dies=0

2x3 + 12x4 = 2x4, d.h.x4 = 0, undxz = 0. Damit bekommen die ersten beiden Gleichungen die Form
—5x1 —10xy = Ound ;1 +4x, = 0. Die zweite dieser Gleichungen ist ein Vielfaches der ersten Gleichung,
und man bekommt als Eigenraum vgreum Eigenwert 1 den Losungsradii(—2, 1, 0, 0) .

Der Eigenraum zum Eigenwert 2 besteht aus den LosungeR* von

-4 —-10 -31 -100 X1 —4x7 — 10xs> — 31x3 — 100¢4, =0

B . 2 5 11 36 x2 | 2x1+ 5Sxo+1lx3+ 36x4 =0

(2¢;, — Wy = 0 0 3 12 v | = 0, d.h.von dxs+ 121, = 0
0 0 -1 —4 X4 —x3— 4x4=0.

Die vorletzte dieser Gleichungen ist das3)-fache der letzten Gleichung. Diese ergibt= —4x,4. Ein-
gesetzt in die beiden ersten Gleichungen bekommt A — 10x,+ 24x4 = 0, 2x1+ 5xo— 8x4 = 0.
Addition des Doppelten der zweiten dieser Gleichungen zur ersten liefegt ®, d.h.x, = 0 und dann auch
x3 = 0. Die beiden Gleichungen bekommen so die Gestdk; — 10x; = 0, 2x; + 5x, = 0. Da wieder
die erste Gleichung das-2)-fache der zweiten ist, erhalt man alle Lésungen in der FRfi@r-5, 2, 0, 0) .

Der Eigenraum zum Eigenwert 3 besteht aus den Losunge* von

-3 —-10 —-31 -100 X1 —3x1 — 10xy — 31x3 — 10Qxy =0
_ 2 6 11 36 x| 2x1+ 6x2+1lxz3+ 36xs =0
(3¢4—2A)x = 0 0 4 12 v | = 0, d.h.von dxs 4+ 12v, = 0

0 0 -1 -3 X4 —X3 — 3X4 =0.

Die vorletzte dieser Gleichungen ist das4)-fache der letzten Gleichung. Diese ergibt= —3x4. Einge-
setzt in die beiden ersten Gleichungen bekommt maim — 10x,— 7x4 = 0, 2x1+ 6x2+ 3x4 = 0. Addition
des3-fachen der zweiten dieser Gleichungen zur ersten liefest— 2xs = 0, x, = —2x, und schlieBlich

x1 = —3x2— 3x4 = 6x4. Der Losungsraum ist alsh’(12, -5, —6, 2).
Das Minimalpolynom vory ist gleich dem charakteristischen Polynom, da es dieselben Linearfaktoren (nur

eventuell in geringerer Vielfachheit) wig, haben muss, also nur glei¢clk —1)(X — 2)(X — 3) oder gleich
(X —1)(X —2)%(X — 3) sein kann. Einsetzen ergibt

0 0 —40 -120

0 0 16 48
@A=CP@R-2€)RA=-3C) =5 o o o | 70

00 O 0

Daher istus = pg = (X -1 (X — 2)%(X — 3). Man konnte hier auch schneller argumentieren, dass
nicht diagonalisierbar ist, weil die geometrische Multiplizitat des Eigenwerts 2 nur 1 ist, seine algebraische
Multiplizitat aber 2, also# 1, vgl. Abschnitt 11.B Dann kann aber; nicht in paarweise verschieden
Linearfaktoren zerfallen. °

Abschnitt 11.A, Variante zuAufg. 1, p. 305 (1.10.2011):

Man berechne Eigenwerte und Eigenrdume sowie charakteristisches Polynom und Minimalpolynom der
folgenden linearen Abbildungef: R® — R3 :

a) f(x1,x2,x3) = (2xy— x2+x3, 3x1— 2x2+ X3, X1— X2) .

b) f(x1,x2,x3) i= (—3x1+ 2xp—4x3, —x2, 2x1— 2xp+ 3x3) .
C) f(x1, x2,x3) = (=2x1— X2, 2x1+ 2x2— 3x3, 3x1+ X2+ x3) .
d) f(x1,x2,x3) == (x1+x2, X2, X1+ x2+ 3x3) .

2-1 1
Losung: a) Die Matrix von f bzgl. der Standardbasis i®t = 923 (f) = (3 -2 1) mit dem
1-1 0
X-2 1 -1
-3 X+4+2 -1
-1 1 X

charakteristischen Polynoxnf =Xy = = X3 4X+14+3— (X+2)+ (X—2)+3X =
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X3— X = X(X—1)(X+1) und den Eigenwerten, 0., —1. Der Eigenraum zu O ist
X1 -2 1-1 X1 X1 —2x1+x,—x3=0,
X3 -1 1 0 X3 X3 —X1+Xx2 = 0

X1
G
X3
Der Eigenraum zu 1 ist

X1 1-2 1 -1 X1 X —x1+x2—x3=0,
{(xz) ‘ ( -3 1—|—2 —l) ()Cz) } = {(x ) ‘ —3X1+3X2—X3 = 0,}
X3 -1 1 1 X3 X —Xx1+x2+x3=0
1
={< ) x1=x2,X3=0}=]R<1).
0

X
X
X
Der Eigenraum zu-1 ist
X —3x1+x2—x3 =0,
-1(2) |
X
X

X1 1-2 1 -1 X1
{(xz) ‘ ( -3 1+2 —l) (xz) —3x1+x2—x3=0,
X3 -1 1 1 X3
0
= {()Cz) X1=O,X2=X3} =R<l> .
X3 1

—x1+x2—x3=0
Da f drei verschiedene Eigenwerte besitzt und diese alle auch Nullstellen des Minimalpolypams f
sind, musg., bereits gleich dem charakteristischen Polynki- X sein.

1

=0 2
3

1

2

3

1

=0 2
3
1

-3 2-4
b) Die Matrix von f bzgl. der Standardbasis i8t = 91263 (f) = ( 0 -1 O) mit dem charakteris-
2 -2 3

X+3 =2 4
tischen Polynony , = xo =| 0 X+1 0 |=X+1D(X?-9+8) = (X+13%X—1) und den
-2 2 X-3

Eigenwerten 1 und-1. Der Eigenraum zu 1 ist

X1 1+3 -2 4 X1 X1 Ax1—2xp+4x3 =0,
X3 -2 2 1-3 X3 X3 —2x1+2x2—2x3=0

X1 -1
{(xz) x2=0,x1=—x3}=]R<0).
X3 1
Der Eigenraum zu-1 ist

X1 -1+3 -2 4 X1 X1 2x1—2x2+4x3 =0,
G0 -
X3 -2 2 -—-1-3 X3 X3 —2x1+2x2—4x3 =0
X1 1 -2
:{<XZ> xlzxz—ng}:R<1>+R< 0)
X3 0 1

Da die geometrische Multiplizitat jedes der beiden Eigenwertefgieich seiner algebraischen Multiplizitat
ist, ist f diagonalisierbar, vgl. 11.B. Daher ist das Minimalpolyngm von f ein Produkt paaarweise
teilerfremder Linearfaktoren. Da, dieselben Nullstellen wigf hat, musg.y = (X+1D)(X-1) = X%-1
sein.

€1,€2,€3

-2-1 0
c¢) Die Matrix von f bzgl. der Standardbasis iSt = 92 ( f) = ( 2 2 —3) mit dem charakteris-

3 1 1
X+2 1 0
tischen Polynony, = xo = | -2 X-2 3 |= X2—4H(X-1) —-9+3X+2)+2X-1) =
-3 -1 X-1
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(X—1)(X?+1) und 1 als einzigem Eigenwert (UbR). Der zugehdrige Eigenraum ist

X1 1+2 1 0 X1 X1 3x1+x2, =0, -3
{()Q) ‘ ( -2 1-2 3 )<x2)=0}={<x2) ‘ —le—x2+3x3=0,}=]R< 9) .
X3 -3 -1 1-1 X3 X3 —3x1—x2,=0 1

Da das Minimalpolynomu, das charakteristische Polyno,n} teilt und dieselben Primteiler besitzt, muss
w s bereits gleich dem charakteristischen Polyndm- 1)(X?+1) sein.

110
d) Die Matrix von f bzgl. der Standardbasis it = M523 (f) = (0 1 O) mit dem charakteristischen
11 3
X-1 -1 0
0O Xx-1 ©O
-1 -1 X-3
Eigenwerten 1 und 3. Der Eigenraum zu 1 ist

X1 1-1 -1 0 X1 X1 x> =0 -2
X2 ‘ 0 1-1 0 x2 | =0 = X2 ) o 2—_2)6’—0 =R 01l.
X3 ~1 -1 1-3/ \x3 X3 Mmr2m e = 1

Der Eigenraum zu 3 ist

X1 3-1 -1 0 X1 X1 2X1—X2 = O, 0
()10 = 2)E)--1) 550+
X3 -1 -1 3-3 X3 X3 —x1—x2=0 1

Da die geometrische Multiplizitat des Eigenwerts 1 nur 1 und damit kleiner als die geometrische Multiplizitat
2 ist, ist f nicht diagonalisierbar und somit; nicht Produkt paarweise teilerfremder Linearfaktoren, vgl.
Abschnitt 11.B. Dauy ein Teiler des charakteristischen Polynoms: (X — 1)2(X — 3) ist, muss daher

pr = (X—1%X-23) sein. .

0

Polynomxf = Xg = X3

= (X-1 ' X__ll ‘ = (X —1)%(X —3) und den

Abschnitt 11.A, Aufg. 2, p. 305 (1.10.2011) ;

Sei V der VektorraumK[¢], der Polynomfunktionen vom Grad n. Fur die Operatorerf — f’ bzw.
f(@) — f(+1) bestimme man charakteristisches Polynom und Minimalpolynom sowie Eigenwerte und
Eigenraume.

Losung: Die Matrix des Operatord: f +— f’ bzgl. der Basis ]z, 2, ..., "t von K[t], ist wegen
(tY = jt/=Yfur j =1,...,n—1gleich

o010 .- 00 O ---0 O

oo0o2 .. 00 O ---0 O

ooo0 .- 00 O ---0 O

a_|0 00 0i 0 0
10 0 O 0 0 i+1 0O O

0 0O 0 0 O 0 O

ooo0 .- 00 O --- 0 n-1

ooo0 .- 00 O ---0 O

mit dem charakteristischen Polynom, = Det(X €, — () = X". Dabher ist O der einzige Eigenwert und
wegen Gradf’ = Gradf — 1 fur K[¢],, werden nur die Konstanten durch das Differenziebeauf O abge-
bildet. Daher besteht der Eigenraum vbrezu 0 nur aus den konstanten Polynomen. WeBen'(:"~1) =
(n—1)! # 0istD"~! £ 0. Als Teiler des charakteristischen Polynoms ist das MinimalpolynonDvsamit
gleich dem charakteristischen Polynogmy) = X".

. Jo
Die Matrix von F : f (1) — f(r+1) bzgl. der Basis 1z, /%, ..., i"~* vonK][¢], ist wegen/ = Y (7) ' fur
i=1
j=1,...,n—1gleich
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111 1 1 1
01 2 j—1 n—1
W |00 0 (L) (Y Y
000 1 () (")
000 .. 0 0 - n-1

Das charakteristische Polynom st algp = Det(X ¢,—%5) = (X —1)", und 1 ist der einzige Eigenwert des
Operators. WegeKr+1)/—¢t/ = jt/=1 4. .. ist Grad(F —id)(f) = Grad f (t+1) — f(t) = Gradf(t) —1
fur f € K[t],. Daher ist(F —id)" 2" = (n—1)! # 0, also(F — id)"* # 0. Als Teiler des
charakteristischen Polynomsg, muss das Minimalpolynom vof daher gleichy,. = (X — 1)" sein. e

Abschnitt 11.A, Aufg. 3, p. 305 (1.10.2011):

SeiD der Differenziationsoperatgf — f’ auf dem Vektorraum €(RR) der unendlich oft differenzierbaren
K-wertigen Funktionen auR. Man bestimme Eigenwerte, Spektralwerte und Eigenraumeion

Losung: Jedes. € Kist EigenwertvorD, da die lineare DifferenzialgleichunB(y) = 1y, alsoy’—Ay = 0,
nach Bd. 1, Abschnitt 19.C genau die Losungetf, c € K, hat. Der zugehérige Eigenraum ist al§e’* .
Insbesondere ist auch jedes K Spektralwert vorD. °

Abschnitt 11.A, Variante zuAufg. 3, p. 305 (1.10.2011):

Sei P =X"4+a, 1 X" 1+ +a1X +ag = (X— 1) (X=4,)" ein Polynom mit den Koeffizi-
entenao, ..., a,_1 € C sowie den paarweise verschiedenen Nullstellgn.., A,, € C, die jeweils die
Vielfachheitenk, ..., k,, > 0 haben.V bezeichne def@-Vektorraum der komplexwertigen Losungen der
homogenen linearen Differenzialgleichumger Ordnungy™ + a,_1y®~Y + --- a1y + agy = 0 mit kon-
stanten Koeffizienten. Dann definiert das Differenzidbgl) := y eine lineare Abbildung : V — V. Man
gebe dafur Minimalpolynom und charakteristisches Polynom sowie Eigenwerte und Eigenraume an.

Losung: Firy e Vist y® + a,_1y"™Y 4+ ... a1y + agy = 0. Durch Differenzieren folgt daraus sofort
N +a,_ 1NV +-- a1 +agy = 0, d.h.D(y) = ye V. Wegen der iiblichen Differenziationsrechen-
regelnistD : V — V auchC-linear.

Nach Konstruktion ist/ = KernP (D), d.h. aufV ist P(D) = 0, und nach Bd. 1, Satz 19.D.6 iBtein
C-Vektorraum der Dimensioky +- - - +k,, = n. Aus der Definition des Minimalpolynom, vonD :V — V
folgt, dassup ein Teiler vonP ist. Ware dies ein echter Teiler, so ware der Gradywgrkleiner als der Grad
von P. Diesist ein Widerspruch dazu, dass der Lésungsraum Kgti®) der linearen Differenzialgleichung
up(D)einerseits nach Definition vamp ganzV ist, andererseits aber nur die Dimension giad< n hat.
Daher haber® undup den gleichen Grad. Da beide normiert sind, folgt = P.

Das charakteristische Polynogp von D : V — V hat den Grad din¥ = n, also denselben Grad wijep,
Nach dem Satz von Cayley-Hamilton van, ist es daher bereits gleichy.

Die Eigenwerte vonD :V — V sind die Nullstellen vony, = P, alsois,...,A,. Die zugehdrigen
Eigenrdume sind definitionsgemar die Raume Kerid —D), ..., Kern(,, id —D). Genau dann ist nun
y € Kern(i; id — D), wenny die Differenzialgleichungx; id —D)(y) = 0, d.h.y = A, y, erflillt. Dies sind
genau die Funktionen e Ce. .

Bemerkung: Man vergleiche hierzu auch die Verallgemeinerung in 11.E, Aufg. 6.

Abschnitt 11.A, Aufg. 4, p. 305 (1.10.2011) ;

Firk € NU {oco} seiS der Integrationsoperatgf — (t > fé f(T) dr) auf dem Raum E(R) derk-mal
stetig differenzierbaref-wertigen Funktionen auR. Dann besitztS keine Eigenwerte und 0 als einzigen
Spektralwert.

Losung: Fur ein f € CL(R) mit S(f) = 0 erhalt man soforf = 0 durch Differenzieren nach der oberen
Grenze des Integrals, vgl. Bd. 1, Satz 16.C.1. Dahef istektiv und somit O kein Eigenwert vosi. Der
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Operators ist jedoch nicht surjektiv, und folglich ist O ein Spektralwert v&nFur g € Ck(R) folgt aus
S(f) = g namlichg(0) = [ f(r)dt = 0, d.h. keing mit g(0) # O liegt in Bild 1.

Seivonnunan # 0. Wir zeigen, dass kein Eigenwert vorg ist, d.h. dass — A id injektiv ist: Fur einf e
CY(R) mit S(f)—Arf = 0giltnamlichf (0) = A~1S(f)(0) = ):1/00 f(©)dt =0undfy f(zx)dt—2rf = 0.
Differenzieren liefertf —Af’ = 0, d.h.f’ = A~1 f . Losungen dieser Differenzialgleichung haben die Form
f@® = ce "' mit einer Konstanter € K. Wegenf(0) = 0 ist aberc = 0 und folglich f = 0. — Nun
zeigen wir, dass. # 0 auch kein Spektralwert ist, d.h. das&l —S surjektiv ist. Sei dazig € Ck(R)
vorgegeben. Zunachst betrachten wir den kalll, d.h.g ist stetig differenzierbar. Dann ist die (eindeutig
bestimmte) Losung’ der linearen Differenzialgleichung = A~y — A~%g’ mit £(0) = —A~1g(0), vgl.

Bd. 1, Satz 19.B.1, eine‘@unktion aufR und ein Urbild vong wegen

G id =$)(H)() =2f (1) — [ f(D)dT = 1f (1) — [ f'(v) + &'(1)) dT
0 0

=) — (Af (1) + g®) + (Af(0) + g(0)) = g(r).
Sei schlieBlichk = 0, d.h.g sei nur stetig. Sep, eine stetige Funktion, die flr| < n identisch 1 ist
und fir|7|] > n+ 1 verschwindet. Haben wip,g € Bild (Aid —S) gezeigt, so gibt e&,, € C%(]R) mit
A id—=S8)(h,) = ¢, g. Seidanmu > 0. Flrn, m >a und¢ € [—a, a] erhalt man wegem, (1) = ¢,,(t) = 1
Ay, —h,) (@) — fé(hn—hm)(r)dr = (¢, — om) () g(t) = 0. Dah, — h,, stetig ist, isth,, — h,, sogar stetig
differenzierbar, und auf [-a,a] gilt,—1,,) = A" (h,—hy) , d.N.(h,—h,) (1) = ce'™ " mit einer Konstanten
ce€ K. Furs = 0 ergibt sichc = h,(0) — h,,(0) = foo(hn— h.)(t)dt = 0. Daher isth,(t) = h,,(¢) flr
t€[—a,a]. Setzenwinh(t) := nIi_r)n()() h,(t), soisth also eine stetige Funktion, und wahlt mazu gegebenem
t hinreichend grof3, so gilt. id —S) (1) () = (A id —S) (h,) (1) = ¢, (¢) g(¢t) = g(¢),d.h.g € Bild(»id —5).
Wir haben nochp,g € Bild(xid —S) zu zeigen. Sei dazu allgemein R — R eine stetige Funktion,
die auRerhalb eines kompakten Intervalls:[ a] verschwindet. Nach Bd. 1, Satz 10.D.8 gstlann sogar
gleichmafig stetig, lasst sich also durch eine gleichmafig konvergente Folge stiickweise linearer Funktionen
¢, approximieren, die aul3erhalb §, a] von verschwinden, vgl. Bd. 1, 12.A, Aufg. 17c). Diese sind tberall
stetig differenzierbar mit Ausnahme endlich vieler Stellgn. ., s, € R, und lassen sich somit ganz ele-
mentar gleichmaflig durch stetig differenzierbare Funktigpef® — R approximieren, die aul3erhalb von
[—a—1, a+1] verschwinden.(Man Uberbriicke eventuelle Ecken z. B. durch geeignete Kreisbdgen.) Nach
Konstruktion konvergiert auch die Folge,) gleichmaliig gegeg. Wie oben gezeigt, gibt es nun stetige
Funktionenf;,, : R — R mit (A id —S)(f,) = g., namlich die L6sungen

t
fu) =& (—gn (Ot = [ e g (A MT) dr)
0
des Anfangswertproblems = A~1y — A71g’, y(0) = —171g,(0).
Wir zeigen mit Hilfe partieller Integration, dass auch die Falge auf einem kompakten IntervalHa, a]

gleichmagig konvergiert. Fiir, m > no mit || g, — gnll[-a,q] < &' UNd t € [—a, a] gilt

Fo@) = fu®) = 272 ((gm—8)(0) + [ €77 (g0 — g2)/ (7) dT)
0
=272 (g —80)(O0) + e (gn—g) (1) — (gn— ) (O) + 271 [T (g — g2)(7) d7)
0
= AN Egm—g) (@) + 172 [ e T (g —gn)(T) dT,
0

t
| fa@ = fu @] < M7+ [A72 e | [ e T de| = AR + A2 e ML — e )
0

=& AT+t =) <& 2+ M) =6

falls ¢ :=¢|A|/(1+ |)L|*1|e”1f) zu vorgegebenem> 0 gewahlt wurde. Nach Bd. 1, Korollar 12.A.11 ist
die Grenzfunktiory := lim f, nunebenfalls stetig, und mit Satz 16.B.14 erhalt mar(ais—S)(f,) = g

durch Grenzubergang mit Bd. 1, Satz 16.B.14 wie gewungdat—S)(f) = g. o
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Abschnitt 11.A, Aufg. 6, p. 306 (1.10.2011):
Sei f ein Operator auf dem-dimensionalerk -VektorraumV. Der Grad voru, seim .
a) Esist xriaid(X) = xy (X —a) und wsiqia(X) = up(X —a),a € K.

b) Esist x.r(X) = a" xs(X/a) und . (X) =a™ pg(X/a),a € K*.

(=1"
Det f

c) Ist f invertierbar, so isty;1(X) = X" xp(1/X) und pra(X) = alX”’ wr(1/X), wo ap der
0
konstante Term vop; ist.

Beweis: Die Aussagen uiber das Minimalpolynom wurden schon im allemeineren Zusammenhang von 10.A,
Aufg. 17b) und c) bewiesen. ¥ werde nun bzgl. einer Basis vandurch dien x n-Matrix 2 beschrieben.

a) f+aidy wird durch die Matrix2l + a ¢, beschrieben. Es folgt:
Xf+aid(X) = Det (X€, — (A +a¢,)) =Det (X—a)¢€, —A) = x,(X—a).

b) af wird durch die Matrixa? beschrieben. Es folgt:
Xar (X) = Det(X ¢, —a?l) = Det(a((X/a)QEn — Ql)) =dad" Det((X/a)Gn — 52[) =a"xs(X/a).

c) ! wird durch die Matrix~* beschrieben. Mit dem Determinantenproduktsatz folgt daraus:
X (X) = g (X) = Det(X E,— A7) = Det (X (A X'¢,)A™") = X" Det(A — X'¢,) DetA*

= X"(—1)" Det(X '€, — ) (Det2) * = % X" x f(%) : .
Abschnitt 11.A, Aufg. 7, p. 306 (1.10.2011):
SeienV ein K-Vektorraum undf: V — V ein linearer Operator mit Minimalpolynoma;.
a) Genau dann isf eine Projektion, wenp, ein Teiler vonX (X — 1) = X2— X ist.
b) Genau dann isf eine Involution, wennus ein Teiler von(X +1)(X — 1) = X?—1ist.
c¢) Fur eine Projektion bzw. Involution auf einem endlichdimensionalen Vektorraum gebe man die charakte-
ristischen Polynome an.
Beweis: a), b) Nach Definition isff genau dann eine Projektion (bzw. Involution), weff- f = 0 (bzw.
f2—idy = 0)ist, d.h. wennu, ein Teiler vonX?— X (bzw. X2— 1) ist.

¢) Sein := Dimg V und f zunadchst eine Projektion. Nach 8.A, Aufg. 9a) gibt es eine BasidVbrgl. der
f durch einen x n-Diagonalmatrix2( beschrieben wird, in deren Hauptdiagonale= Dim Bild f Einsen
undn—r = Dim Kern f Nullen stehen. Daher ist;(X) = Det(X¢, — ) = (X — 1)’ X"".

Sei nunf eine Involution. Ist ChaK # 2, so gibt es nach 8.A, Aufg. 9b) eine Basis Vidrbzgl. der f
durch einen x n-Diagonalmatrix2l beschrieben wird, in deren Hauptdiagonale= Dim V, Einsen und
n—r = Dim V_ Minus-Einsen,wd/, = {xe V| f(x) =x},V_={xeV | f(x) = —x} die Eigenraume
zu 1 bzw.—1 sind. Es folgtys(X) = Det(X¢, — ) = (X—-1)"(X+1)""". Bei CharK = 2 ist us ein
Teiler vonX?—1 = (X — 1)%. Nach Satz 11.A.14 hat das charakteristische Polynon¥3€i0 dann den
einzigen normierten Primfaktdf — 1, d.h. es sk, = (X —1)". °

Abschnitt 11.A, Aufg. 8, p. 306 (1.10.2011):
Sei f:V — V ein Operator vom Rangauf demn-dimensionalerk -VektorraumV'.
a) xy wird von X"~ geteilt. b) u, hat einen Graes r + 1.

Beweis: a) Die Rangsatz 5.E.1 liefert digiKern f = dimgV — dimgBild f = n — r. AulRerdem ist
Kern f ein f-invarianter Unterraum voir, da firx € Kern f stets giltf (x) = 0 € Kern f. Daher ist das
charakteristische PolynomflKemf von f|Kern f: Kern f — Kern f nach Lemma 11.A.8 (1) ein Teiler
des charakteristischen Polynorxl§ von f. Da f|Kern f = 0 ist, wird dieser Endomorphismus durch die

Nullmatrix beschrieben und hat somit das charakteristische Polyffife™/ = x"— d.h. X" teilt X

Da f|Kern f das MinimalpolynomX oder 1 hat und da das Minimalpolynqiy des induzierten Operators

f:V/Kernf— V/Kern f htchstens den Grad DijgV/Kern f = DimgV — Dimg Kern f = r hat, hat
pr nach Lemma 11.A.8(2) als Teiler vam; - 1 rkem s hOChstens den Grach- 1. °
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Abschnitt 11.A, Aufg. 9, p. 307 (1.10.2011):
a) Sein € N*. Das charakteristische Polynom dex n-Matrix

b a --- b
b b --- a

ist(X +b—a)""%X —a — (n—1)b) . Man bestimme auch das Minimalpolynom und, falls sie invertierbar
ist, das Inverse dieser Matrix.

Beweis: Wir verwenden die erste Determinantenformel aus 9.D, Aufg. 28 zur Berechnung des charakteris-
tisches Polynoms der Matrix:

X—a b -~ —b
~b X—a --- —b
Det| . —_— . | =X—-a-m-Db)(X—a+b)"t.

b —b - X-a

Bei n = 1 hat sie das Minimalpolynor¥ —  und ist genau dann invertierbar (mit Inverséat!), wenn

a # 0ist. Seialsor > 2. Beib = 0 ist die Matrix die Diagonalmatrix Dia@, ..., a) und somit genau
dann invertierbar, wenma # 0 ist. Dann ist ihr Inverses Diag™?,...,a™'). Zur Bestimmung des
Minimalpolynoms verwenden wir béi= 0 Beispiel 11.A.21 mit der durch(e;) := b := (b, ..., b) flr

j =1,...,n definierten linearen Abbildung: K" — K" vom Rang 1. Sie wird bzgl. der Standardbasis
durch die Matrix®B = (b;;) mit b;; := b fur alle i, j beschrieben und hat die Spub. Es gilt g%(¢;) =

g(b) = >77_; bg(e;) = nbb = nbg(e;) fur alle j. Die angegebene Matrix beschreibt ngir- (a—b) idy
bezliglich der Standardbasis. Beispiel 11.A.21 liefert danndbtstatta undnb stattb), dass das Polynom

(X —(@—b))(X — (a—b+nb)) = (X —a+b)(X —a — (n—1)b) das Minimalpolynom vorg + (a—b) idy

und damit der angegebenen Matix+ (a—b) €, ist. (Man hétte auch durch Einsetzen direkt prifen kbnnen,
dass dieses Polynom die Matrix annulliert, und dann ausnutzen, dass das Minimalpolynom die gleichen
Primteiler wie das charakteristische Polynom hat, nur eventuell in kleinerer Vielfachheit.) Die Matrix ist
genau dann invertierbar, wenn der konstante Term b)(a + (n—l)b) dieses Minmalpolynomsg O ist,

d.h. wenru # b unda # —(n—21)b gilt. In diesem Fall ist das Inverse dieser Matrix nach Beispiel 11.A.21
wegenb;; — ((a—b) + nb) = —a — (n—2)b gleich

—a — (n—2)b b b
_ -1 _ -1 b —a—m—=2b --- b
b b v b—a—(n—2)b
a+ (n—2)b —b —b
_ 1 —b a+m—2b --- —b
~ (a—b)(a+ (n—1)b) : : : .
—b —b o a+(m—2b

Abschnitt 11.A, Aufg. 10, p. 307 (1.10.2011) :

Sei f ein linearer Operator auf defi-VektorraumV'. In den Teilen c) und d) dieser Aufgabe sei Qi =
n € N.

a) Genau dann isf’ nilpotent, wennu eine Potenz voiX ist.

b) Genau dann isf unipotent, d.h.f — id nilpotent, wenrn.; eine Potenz voiX — 1 ist.
c¢) Genau dann isf nilpotent, wenrny, = X" ist.

d) Genau dann isf unipotent, wenry; = (X — 1)" ist.

Beweis: a) Genau dann ist nilpotent, wenn es eim € N mit /™ = 0 gibt, also das Polynori§™ von dem
Operatorf annulliert wird. Nach Satz 11.A.6 bedeutet dies, dasein Teiler vonX™, also ebenfalls eine
Potenz vonX ist.
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b) ergibt sich unmittelbar aus a), angewandt Auf id.

c) Ist x = X", soist f* = 0 nach dem Satz 11.A.7 von Cayley-Hamilton uficsomit nilpotent. Ist
umgekehrtf nilpotent, so istu; nach a) eine Potenz vaki und dann nach Satz 11.A.14 augh, also
xr = X". — d) folgt wieder unmittelbar aus c). °

Abschnitt 11.A, Aufg. 12, p. 307 (1.10.2011):

Seienf undg vertauschbare Operatoren auf d&wektorraumV mit DimgV = n, n € N, der Operator
g sei nilpotent. Dann gilks,, = xr und insbesondere Def + g) = Det f sowie Sp(f +g) = Spf.
Beweis: Es genligt, die analoge Aussageritin-Matrizen zu beweisen. Seien alaindB n xn-Matrizen
mit AB = BA undB” = 0. Dann ist DetX &, — 2A) ein Polynom vom Grad, also#0, alsoX¢&, — 2
in M, (K (X)) invertierbar, und augX¢, — 2B = XB — AB = XB — BA = B(XeE, — 2) folgt
(X¢, — )W = BXE, — ) und dann((X¢, — D)7B)" = (X¢, —A)"B" = 0. Daher ist
(X¢, —20)71%B in M, (K (X)) nilpotent. Somit gilt

xa+ = Det (XQE,, — (A + SB)) = Det((X@,, - (¢, — (X, — Q[)‘l%))
= xa - Det (X€, —2) (¢, — (XE&, —0)7'B)) = xa
da fur nilpotente: x n-Matrizen9t Gber einem KorpeL. (hier L= K (X)) Det(¢, — 9) = xm(1) = 1ist. e

Abschnitt 11.A, Aufg. 13a) p. 307 (1.10.2011):
Sei € M, (K), n > 2, eine nilpotente Matrix m("~* £ 0. Dann gibt es keifB € M,,(K) mit B2 = 2.

Beweis: Nach Voraussetzung gibt es dire N mit ¥ = 0. Gabe es eif3 € M, (K) mit B? = 2, so
folgte B%* = 2A* = 0, aber3?—2 = "1 £ 0. Das charakteristische Polynom vinist nach Aufg. 10c)
x» = X". Nach dem Satz von Cayley-Hamilton ist nyg (B) = 8" = 0 im Widerspruch z8%' 2+ 0
undn>2,d.h.221—2 > n. °

Abschnitt 11.A, Aufg. 13b), p. 307 (1.10.2011):

Seil € M,(K), n > 2, eine nilpotente Matrix. Dann sind folgende Aussagen aquivalentugly= xa
(=X". (A" 1 £0. (3) RangA = n — 1. (4) Es gibt einc € K" derart, das§lix,i =0,...,n — 1,
eine Basis vorK™" ist.

Beweis: Da 2l nilpotent ist, hal nach Aufg. 10b) das charakteristische Polynpm = X"; das Minimal-
polynom ist dann nach dem Satz von Cayley-Hamilion = X™ mit m <n.

(1) < (2) Genau dann isty = ¥, Wwennm = n ist, also wenr("~* noch von 0 verschieden ist.

(2) < (4) Ist A1 £ 0, so gibt es einen Vektare K" mit A"1x £ 0. Wir zeigen, dass die Vektoren

A'r,i = 0,...,n — 1, linear unabhéngig und somit nach Satz 3.B.7 eine BasiskVbrind. Sei dazu
Z,’.’;ola@l"; = 0 mitg; € K. Sind nicht allea; = 0, so seik minimal gewahlt mita; # 0. Wegen” = 0

erhalt man dann au¥'~; ¢;2'r = 0 durch Multiplikation mit2("~1~* den Widerspructa, 2"~ = 0 zu

ar#0undA"t #£0.

(4) < (2) IstAr,i =0,...,n — 1, eine Basis voiK”, so ist sicherlich(" ¢ £ 0, also2"~* £ 0.

(2) & (3) Wir betrachten die durcfl bzgl. der Standardbasis definierte lineare Abbildyng<” — K.
Esistf(r) = 2r und Rang’ = Rang. Daf2( bzw. f nilpotent, also nicht bijektiv sind, ist dieser Rang
< n—1. Nach dem Rangsatz ist DimKefn=n — Rangf >n — (n—1) = 1.

Ist Rangf < n—2, soist DimKernf > 2 und der durchf auf dem hoéchsteng: — 2)-dimensionalen
Restklassenrauny := K"/Kern f durch f(z) = f() induzierte Operatorf : V — V ist ebenfalls
nilpotent. Dann ist f)"~2 = 0, alsof"~?(K") < Kern f und somitf"~1(K") = 0, also2"~! = 0.

Sei nun Rang = n—1, also DimKernf = 1. Wir zeigen durch Induktion Gber=1,...,n—1, dass
Rangf” = n—r ist. Der Induktionsanfang= 1 istklar. Nach Induktionsvoraussetzung istaber RA&NG =
n—r-+1 und somit Bildf"~* #£ 0. Wegen Kerry|Bild /=1 C Kern f ist DimKern f|Bild f"~* < 1,
wobei f| Bild f"~* wie f nilpotent, also nicht injektiv ist. Es folgt Dim Kerfi| Bild 7~ = 1. Nach dem
Rangsatz gilt Rang” = Dim Bild f” = Dim Bild £|Bild f"~* = Dim Bild "~ —Dim Kern f| Bild f"~*
= (n—r+1) —1=n—r. Speziell ist Rang”~! =1, d.h. f"~1 £ 0 und somit("~* #£ 0. .
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Abschnitt 11.A, Aufg. 14, p. 307 (1.10.2011) :
Seienf:V — V ein Operator auf demk -VektorraumV. Folgende Aussagen sind aquivalent:

(1) f ist eine Homothetie. (2) Jeder Unterraum Vrist f-invariant. (3) Jeder Vektog O in V ist ein
Eigenvektor vonf.

Beweis: (1) = (2) Ist f eine Homothetie, gibt es also eine K mit f(x) = ax fiur allex € V. so gilt
trivialerweise f (U) C U fur jeden Unterrauni/ von V.

(2) = (3) Seix e V, x# 0. Nach (2) gilt dannf(Kx) € Kx, es gibt also ein. € K mit f(x) = Ax undx
ist Eigenvektor vony zum Eigenwert..

3 = (1) Sindx,y € V mit x,y # 0, so gibt es nach (3) zu, y und x +y Elementer, u,v € K
mit f(x) = Ax, f(y) = uy und f(x+y) = v(x+y). Sindx und y linear unabhéangig, so folgt aus
vx +vy = v(x+y) = fx+y) = f(x) + f(y) = Ax + py soforth = v = u. Sindx undy linear
abhangig, so gibt es ein# 0 in K mit x = ay, alsoray = Ax = f(x) = f(ay) = af(y) = auy und
wegenay # 0 ebenfalls. = . Alle Vektoren=£0 vonV sind also Eigenvektoren zum selben Eigenviert
und f ist folglich die Multiplikation mita. °

Abschnitt 11.A, Aufg. 15, p. 308 (1.10.2011) :

20 undB seienn x n-Matrizen Uber dem Korpek, von denen wenigstens eine invertierbar ist. Dann gibt
es hochstens verschiedene Elementec K, fur die die Matrixa2l + B nicht invertierbar ist.

Beweis: Ist 2l invertierbar, so ist Dell # 0 und somit2( 4+ B wegen
Det(a2 + B) = Det(a¢, + BAL) - Det = X_ o1 (@) - Det

nur fur die maximah Eigenwertez von —32(~* nicht invertierbar.
Sei nun® invertierbar. Dann is¢2( + B fur « =0 invertierbar. Beu # 0 ista?( + B wegen

Det(a? + B) = aDet(AB *+a '¢,) - DetB =ax_, . ,(a ") -DetB
nur fur die Inversen der maximalEigenwerte# 0 von—45~1 nicht invertierbar. °

Abschnitt 11.A, Aufg. 17, p. 308 (1.10.2011) :

Seienf :V — V ein Operator ung: das Minimalpolynom der Beschrankung vgrauf Bild /. Dann istu
oderXu das Minimalpolynom vory. Insbesondere ist ein Operatfrendlichen Rangesalgebraisch mit
einem Minimalpolynom vom Gradg r+1.

Beweis: Fur das Minimalpolynomu, von f gilt u.(f) = 0. Dannist erstrechi,(f|Bild f) = 0, alsou
ein Teiler vonu ;. Andererseits istXu)(f) = u(f) o f = 0 wegenu(f)|Bild f = 0. Daher istu; ein
Teiler vonXp und es kann nue s = p oderpy = X gelten. °

Abschnitt 11.A, Aufg. 18, p. 308 (1.10.2011):

Sei f ein invertierbarer Operator auf deki+VektorraumV. Genau dann ist € K ein Eigenwert (bzw. ein
Spektralwert) vonf, wenni~! ein Eigenwert (bzw. ein Spektralwert) vgit? ist.

Beweis: Da 0 kein Eigenwert (und kein Spektralwert) eines invertierbaren Operators ist, konnesafr
annehmen. Es gilhidy —f = —A(A~tid —f~1)f. Da f invertierbar ist und. # 0, ist alsoridy — f
genau dann nicht injektiv (bzw. nicht bijektiv), wenn dies fit id — £~ gilt. Daher ist» genau dann ein
Eigenwert (bzw. ein Spektralwert) vofy wenni~! ein Eigenwert (bzw. ein Spektralwert) vgittist. e

Abschnitt 11.A, Aufg. 19, p. 308 (1.10.2011) :

Seienf undg Operatoren auf deri -Vektorraumy'.

a) Die Eigenwerte# 0 von fg undgf stimmen Uberein.
b) Die Spektralwertez 0 von fg undgf stimmen Uberein.

c) Man gebe ein Beispiel dafur an, dass die Eigenwerte (bzw. Spektralwertg)gvond g / nicht tiberein-
stimmen.
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Beweis: a) Seix # 0 Eigenwert vonfg, also fg(v) = iv fir einv # 0 ausV. Bei g(v) = 0 ware

Av = fg(v) =0, alsor = 0. Daher istg(v) # 0, und wegerigf)(g(v)) = g(fg()) = g(Av) = Ag(v) ist
A auch Eigenwert vog f. Analog ist jeder Eigenwetet0 vongf auch Eigenwert vorf'g.

b) Seia € K*. Ist fg — aid invertierbar mit Inversem € Endk V, so gilt
(a~ghf —a~tidy)(¢f —aidy) = a~gh(fg —aidy) f —a~'gf +idy =a'gf —a~'gf +idy =idy

und analog(gf — aidy)(a*ghf —a~tidy) = idy. Daher ist dann auchf — aid invertierbar. Jeder
Spektralwert£0 vong ist also Spektralwert voifg. Entsprechendes gilt mit vertauschténndg.

c) SeiV = K[X] der K-Vektorraum der Polynome uber dem Korp€rmit der BasisX”, n € N. Die
K-linearen Abbildungery, g: V — V seien definiert durclf (X") := X" bzw. g(X% = g(1) := 0,
g(X™) = X" Lbein>1, d.h.f seidie Multiplikation mitX undg die Abbildung mitg(P) = (P — P(0))/ X
fur P e K[X]. Dann ist O ein Eigenwert (also auch ein Spektralwert) ygnwvegenfg(l) = f(0) =0 =
0- 1, aber kein Eigenwert (und sogar kein Spektralwert) ygnda 0-id —gf = gf wegengf(X") =
g(X"*1Y) = X" fur allen e N die Identitat vonk [ X] ist. .

Abschnitt 11.A, Aufg. 22, p. 308 (1.10.2011) :
Seienf:V — V ein Operator auf derk -VektorraumV und F € K[X] ein nicht konstantes Polynom.
a) Ist A Eigenwert (bzw. Spektralwert) voA, so istF (1) Eigenwert (bzw. Spektralwert) voR( f) .

b) Ist K algebraisch abgeschlossen, so ist jeder Eigenwert (bzw. jeder Spektralwekft) fpwmon der Form
F (1) mit einem Eigenwert (bzw. einem Spektralwertyon f.

Beweis:a) Dax eine Nullstelle des Polynonfs(X) — F (1) ist, gilt F(X) — F(1) = (X—X) Q(X) miteinem
PolynomQ in K[X]. Einsetzen vory liefert F(1)idy —F(f) = (Aidy —f) Q(f)undF(A) idy —F(f) =
O(f) (xidy — f). Ist A Eigenwert vonf, d.h. ist Aidy — f nicht injektiv, so zeigt die zweite Gleichung,
dass aucl# (1) idy —F (f) nichtinjektiv sein kannF (i) also Eigenwert vorr ( f) ist. Ista kein Eigenwert,
aber ein Spektralwert vorf, d.h. ist Aidy — f nicht surjektiv, so zeigt die erste Gleichung, dass auch
F(A)idy —F(f) nicht surjektiv sein kannk' (i) also Spektralwert voi' ( f) ist.

b) Sein € K. Ist K algebraisch abgeschlossen, so zerfallt das PolyAg@i) — o in Linearfaktoren:
FX)—pu=cX—2x1) - (X—»A,) mitc,rs; e KundF(};) = pflir i = 1,...,n. Einsetzen vonf
liefert widy —F(f) = (=" e (Agidy —f)--- (A, idy — f). Ist keines der Elementk; ein Eigenwert
(bzw. Spektralwert)vorf, so sind sdmtliche Abbildungen idy — f injektiv (bzw. bijektiv) und somit auch
ihre Kompositionuw idy —F(f), d.h u ist kein Eigenwert (bzw. Spektralwert) vai( f). Ist alsou ein
Eigenwert (bzw. Spektralwert) voRA( f), so muss wenigstens eines der Elementein Eigenwert (bzw.
Spektralwert) vonf sein. °

Abschnitt 11.A, Aufg. 24, p. 308 (1.10.2011):

Sei f:V — V ein Operator auf dem endlichdimensionakérvektorraumV # 0. Genau dann isty ein
Primpolynom, wenn O und die einzigenf-invarianten Unterrdume vow sind.

Beweis: Ist U ein invarianter Unterraum vol mit 0 < m := DimgU < Dimg V, so ist das charakteris-
tische Polynonyy von f|U nach Lemma 11.A.8 ein echter Teiler vgp wegen O< m = Gradysy <
Grady; = Dimg V und somity, kein Primpolynom.

Ist umgekehrty, kein Primpolynom undP ein echter Teiler vory,, so gibt es nach Satz 11.A.12 einen
f-invarianten Unterrauny von V mit 0 < Dimg U = GradP < Grady; = Dimg V. °

Abschnitt 11.A, Aufg. 25, p. 309 (1.10.2011) :
Sei f:V — V ein Operator auf denk -VektorraumV mit dem dualen Operatof*: V* — V*,
a) Genau dann ist ein Unterraubnvon V f-invariant, wenrlJ° f*-invariant ist.

b) Ist ein Unterraun® von V* f*-invariant, so istW f-invariant. Bei endlichdimensionalei gilt auch
die Umkehrung.

Beweis:a) Seif (U) C U fur den Unterraun®/ von V und seie e U°. Dann iste(x) = O fur allex € U und
wegenf (x) € U somit auch( f*(e))(x) = e(f(x)) = 0, d.h. es giltf*(e) € U".
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Sei umgekehrtf*(U°) € U° und seix € U. Fur jedese € U° ist dannf*(e) € U° und somite( f(x)) =
(f*(e))(x) = 0. Da jedes aut/ verschwindende € V* also auch auff (x) verschwindet, folgtf (x) € U
und schlieBlichf (U) C U mit Satz 5.G.7.

b) Sei f (W) € W fur den UnterraunW von V* und seix € °W. Fir jedes € W gilt dann f*(e) € W und
somite(f (x)) = (f*(e))(x) = 0 wegenx € °W. Es folgt f ("W) C °W.

Sei nunV endlichdimensional und s¢i(°W) C °W fir den Unterrauni von V*. Nach Satz 5.G.10 gilt
dann(°W)° = W, und mit a) ergibt sichf*(W) = f*((°W)°) € ("W)° = W. .

Abschnitt 11.A, Aufg. 26, p. 309 (1.10.2011):

Seienf : V — V ein Operator auf dem endlichdimensional€érvektorraumV und U ein f-invarianter
Unterraum vorV. Dann gilt Spf = Sp(f|U) + Sp f, wo f der vonf induzierte OperatoV /U — V /U

ist. Insbesondere ist Sp= Sp(f|Bild f) = Sp(f) mit f:V/Kernf — V/Kern f. (Man benutzt

die letzte Gleichung, um die Spur eines Operators mit endlichem Rang auf nicht notwendig
endlichdimensionalen Vektorrdumen zu definieren.)

Beweis: Nach Lemma 11.A.8. (1) gilt fir die charakteristischen Polyngme= xs v - x7, also

X" =Spf X" o= (X" = Sp(fIU) - X" 4 (X" = Sp(f) - X )
= X"~ (Sp(fIU) +Sp(f)) - X"+,

wo m = DimU sei. Koeffizientenvergleich bet"~? liefert nun die Behaupung. Der Zusatz gilt, da
flKern f = 0ist. °

Abschnitt 11.A, Aufg. 27, p. 309 (1.10.2011) :

Seif:V — V ein Operator auf dem endlichdimensionaleavektorraumV mit der Basis;, i € . Dann
it Spf =2 i v (f ().

Beweis: Ist M) (f) = (a;;) die Matrix von f bzgl. der Basis);, i € 1, so gilt f(v;)) = > a;;v; fur je J,

iel
aISOQ;k(f(Uj)) = vjf"(Za,-jvi) = 2611']'1};(1)1') = Zaij&-j = ajj Undi; v]*(f(v])) = 261”' =Spf. °
ie JE JE

iel iel

Abschnitt 11.A, Zusatzaufgabe p. 309 (1.10.2011):

Sei f:V — V ein Operator auf dem endlichdimensional€nAvektorraumV. Ist Rangf < 1, soistf
genau dann nilpotent, wenn die Spur vpmgleich 0 ist.

Beweis: Aus Rangf < 1 folgt nach dem Rangsatz DimKefn= n — Rangf > n—1. Im Fall
DimKernf = n ist f =0 und somit auch Sp = 0. Im Fall DimKernf = n—1 erganzen wir eine

Basisvy, ..., v,_1 von Kernf durchv, € V zu einer Basis volv. Sei f (v,) = ai,vi+ - - - + a,,v,. Wegen
f(v)=0furi=1,...,n hatdie Matrix vonf beziglich dieser Basis die Form
0 --- 0 ay,
o]
0 -+ 0 ap1,
0 .--- 0 a,

Daheristy , = xy = X" YX—-a,) =X"—a,, X" . Esfolgt Spf = Sp2A = a,,. Bei Spf =a,, =0
liefert der Satz von Cayley-Hamilton 8 X ()= r" d.h. die Nilpotenz vory. Bei Spf = a,, # 0 hat
die Matrix2(* von £* in dern-ten Zeile undh-ten Spalte den Koeffizienterf, # 0, ist also#0. Daher ist
f dann nicht nilpotent. °

Bemerkung: Man konnte auch mit Aufg. 8a) argumentieren: Danach gilt= X"~%(X — Spf), also
Spf = 0 genau dann, weng, = X", d.h. f nilpotent ist.



Storch/Wiebe, Band 2, Kapitel 4 17

Abschnitt 11.A, Aufg. 29, p. 309 (1.10.2011):
Seienk ein Korper und: € N*.

a) Die Kommutatoren ,B] = AB — BA, A, B € M, (K), erzeugen einen Unterraum der
Kodimension 1 in M(K) . Dieser ist der Kern der Spurfunktion Sp,M) — K.

b) JedeK -Linearformi: M,, (K) — K mit h(AB) = h(BA) fur alleA, B € M, (K) ist ein Vielfaches der
Spurfunktion auf M(K) .

Beweis: a) Bezeichne€;; die Matrix aus M (K), deren samtliche Koeffizienten 0 sind mit Ausnahme des
Koeffizienten in det-ten Zeile undj-Spalte, der 1 ist, so gil¢;; &, = §;. &, vgl. die Bemerkungen im
Anschluss an Satz 8.A.9. Es folgtf , &1;] = €1 &1; — €1 €1 =811 &5 — &5 €1 = &; furi # j und
[€i1, €] = €1 €y — € €1 = 811 & — 6 €11 = €; — €11, Die n?—1 linear unabhangigen Matrizen
Ci,1<i,j<mni#jund¢;—¢&y,i =2, ...,n, sind also Kommutatoren und erzeugen somit
einen Unterraum der Kodimension 1 itf-dimensionalen Raum MK), der nach Satz 11.A.18 in Kern Sp
enthalten ist. Da es Matrizen gibt mit Sp4r0, ist dieser Kerigz V, also ebenfalls 1-kodimensional.

b) Eine Linearformi € V* mit h(AB) = h(B, A) veschwindet auf allen Kommutatore®t,[8] und damit
nach a) auf dem Kern der Spurfunktion $p0. Dann ist abet ein Vielfaches dieser Spurfunktion. e

Abschnitt 11.A, Aufg. 29, p. 309 (1.10.2011):
Seiemm € NundK ein Korper mitk - 1x # O firk =1, ..., n, d.h. mit CharK = 0 oder Chak > n.

a) Zu jedem Operatoy : V — V mit Spf = 0 auf einem-dimensionalerk -VektorraumV gibt es eine
Basisvy, ..., v, vonV mit v/ (f(v;)) =0,i =1,...,n.

b) Jede Matrixdl € M,,(K) mit Sp2(l = 0 ist ein Kommutator, d.h. von der ForfB[, €] = B¢ — 5.

Beweis: a) Wir zeigen zunachst durch Induktion Ubkee= 1, ..., n, dass es linear unabhangige Vektoren
v, ..., vy und einen Unterrauri, vonV gibt mitKvi @ - - - @ Kve @ W = Vund f (v;) € Y Kv; + Wy

J#i
Seik=1. Ist jedes Elemeng 0 vonV Eigenvektor vonf, so istf nach Aufg. 14 eine Homothetieidy,
ac K. Esfolgt 0= Spf = n - a, alsoa = 0 nach Voraussetzung Ub&r. Dann istf = 0, und die
Behauptung ist trivial. Andernfalls gibt es ein € V mit f(v1) ¢ Kv;. Wir ergédnzervy, f(vy) durch
Vektorenws, ..., w,_2 zu einer Basis vorV und nehmen fuWw,; den vonf (vy), wy, ..., w,_o erzeugten
Unterraum vonV. Dann sind die geforderten Bedingungen erfllt.

Beim Schluss voit aufk+1 betrachten wir die Abbildungp o f)| W, , wo p die Projektion auW, langs
Zf:lva ist. Ergadnzt manv, ..., v, durchws, ..., w,_x ZuU einer Basis vorV, so erhalt man aus der
Matrix von f bzgl. dieser Basis die Matrix vo€p o f)|W; bzgl. wi, ..., w,_«, indem man die ersteh
Zeilen und Spalten streicht. Da die ersteDBiagonalelemente der Matrix vofi nach Konstruktion bereits
0 sind und da Sg = O ist, folgt Spp o f|W, = 0.

Ist jedes Element 0 von W, Eigenvektor vor(p o f)|W; , soist(p o f)| W, hach Aufg. 14 eine Homothetie
aidy,,a€ K. Esfolgt 0= Sp(p o f)|Wx = (n—k) - a, alsoa = 0 nach Voraussetzung Ubgr. Dann ist
(po HIW,y=0,alsof(W;) € Kvi ® --- ® Kuvy, und wir kénnerv,; 1 # 0 ausW, sowie ein Komplement
Wii1 VONn K vy 1 in W beliebig wahlen.

Andernfalls glbt es eimk+1 € Wi mit ((p o f)|Wk)(Uk+1) ¢ Kuvyg, alsof(vk+1) ¢ Kvu® - --& Kv &

Kuvi 1. Wir ergénzervy, ..., v, vge1, f(vre1) durch Vektorerws, ..., w,_x_» zu eine Basis vorV und
nehmen fuWw, ., denvonf (vg11), we, ..., w,_x_» €rzeugten Unterraum vd#,. Dann sind die geforderten
Bedingungen erfullt.

Beik = nistnunW, = 0, alsowvy, ..., v, eine Basis vorv mit f(v;) = Z#i a;;vj, d.h. die Diagonalele-

mente der Matrix vory bzgl. dieser Basis sind 0.

b) Seil € M, (K) eine Matrix mit S® = 0. Nach a) istl dann ahnlich zu einer Matri®l’, in deren
Hauptdiagonale nur Nullen stehen; es gibt somit eine invertierbare MatexM,, (K) mit 2 = DA’ D1
Existieren nurB, € € M, (K) mit [958, €] = 2, so folgt bereits

A=D2AD 1=0(BC -¢B)D 1= @BD H®eD ) — @D H@BD Y =[9B8D L, 2¢D7Y.

Wir kdnnen also gleich annehmen, dass alle Hauptdiagonalelemen®e xow;;) gleich 0 sind. Sind dann
b1, ..., b, paarweise verschiedene Elemente ¥oriman beachtéK | > n) und ist®8 die Diagonalmatrix
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Diag(bs, . .., b,) mit diesen Elementen in der Hauptdiagonale, so 8t {] fur beliebiges¢ = (¢;;) €
M, (K) gleich
bl 0 . e O c11 C12 . e C1n c11 Cc12 e C1n bl 0 o O
0 b, --- O €21 €2 v+ Cy Co1 €2 v Cy 0O b, --- O
0 o - by, Chl Cp2 -+ Cpyp Chl Cp2 -+ Cpyp 0 o - bn
bici1 biciz -+ bicy bici1 baciz -+ bycyy,
| baczr bacaz --- bucz B bicor bacop -+ bycyy,
bncnl bnan T bncnn blcnl bZCnZ et bncnn
0 (b1—b2)c1z -+ (b1— by)cu,y
| 2= b1)can 0 w0 (ba— by) c2p
(bn - bl) Cnl (bn - bZ) Cp2 - 0
Wahlt man nury;; = a;;/(b; — b;) firi# j undc;; := 0, so gilt folglich [5, ¢] =. °

Abschnitt 11.A, Aufg. 30, p. 310 (1.10.2011) :
SeiV ein endlichdimensionalet -Vektorraum.
a) Fur eine Projektiorp von V ist Spp = Rangp (= (Rangp)1k) .
b) Seienps, ..., p, Projektionen vonV mit p; + --- + p, = idy und sei ChakK = 0 oder ChakK >
Y i_1Rangp; —Dimg V. Dannistp; p; = §;;p; fur1 < i, j < r und insbesonder die direkte Summe der
Unterraume Bildp; ,i = 1, ..., r. (Man beachte die Anderungen gegenuber der Formulierung im Buch!)
c) Die endliche Grupp& operiere aul als Gruppe vorkK -Automorphismen. IrK sei|G|-1x # 0. Dann
ist |1 > o eine Projektion vorV auf Fix;V, vgl. Beispiel 6.E.10, und i& gilt

e Dimy FixeV = —— 3" Spo .

Gl s

Beweis: a) Dap eine Projektion ist, kann man eine Basis von Bildurch eine Basis von Kem zu einer
Basis vonV erganzen. Bezlglich dieser Basis wpddurch eine Diagonalmatrix mit Dim Bilgh Einsen
und sonst Nullen in der Hauptdiagonale beschrieben, vgl. 8.A, Aufg. 9a). Daher js&=3pangp .

b) Wegenp; + - -- + p, = idy gilt Bild p1 + --- + Bild p, = V. Mit a) erhalt man inkK die Gleichungen
DimgV = Sp(idy) = Spp1 + - - - + Spp, = Rangp; + - - - + Rangp,. Die Charakteristikvoraussetzung
liefert die Gleichung DigV = Rangp; + --- + Rangp, dann sogar irfN. Somit ist aber die Summe
V = Bild p1 @ - - - @ Bild p, direkt. Daher liegt Bildp; sicher in Kernp; fiir i # j, und es folgtp; p; = 0.

Ferner giltp; p; = p;, well p; eine Projektionisti=1,...,r.
c) Daro beifestemr € G mit o alle Elemente voi&; genau einmal durchlauft, gilt fip := % Yo
1 |G| 1 oeG
2
P = —3 T0 = —— o= — o=p,
G2 Eag |G|20§G |G| (,;;

d.h. p ist eine Projektion vori/. Firx € FixgV ist o(x) = x und folglich p(x) = 1 > ox = x.

IG| s
Umgekehrt gilt firy = p(x) € Bild p sofort t(y) = 1 Y to(x) = 1 Y o(x) = px) =y fur
. |G| oeG |G| oeG
jedest € G. Es folgt
Dimg FixgV = Dimg Bild p = Rangp = Spp = 1 > Spo . °

IG| se6
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Abschnitt 11.A, Aufg. 31, p. 310 (1.10.2011) :

Seiem € NundK ein Kdrper mitk-1x £ Oflrallek= 1, ..., n. Ein Operatorf auf demn-dimensionalen
K -VektorraumV ist genau dann nilpotent, wenn gilt: $p=Spf2=---=Spf" =0.

Beweis: Ist f nilpotent, so auchf?, ..., f"* und das charakteristische Polynome ist jew&ils die Spuren
von f, f2, ..., f" sind also 0.

Zum Beweis der Umkehrung verwenden wir Induktion UbeiVegen Spf = Spf2=---=Spf" =0
liefert der Satz von Cayley-Hamilton x/(f) = f" — (Spf) f* 1+ ---+ (=1)"Det fidy, also

0= Sprs(f) = SP(f") = (SPAISPS" D +---+ (~1)'nDetf = (~1)"nDetf.
Es folgt Detf = 0, d.h. f ist nicht injektiv und es gilt DinMV < n fur V := V/Kern f. Fiir die durch

f induzierte Abbildungf:V — V gilt nach Aufg. 26 ebenfalls Sp = --- = Sp(f)"~* = 0. Nach
Induktionsvoraussetzung igtdaher nilpotent. Es folgtf)"—* = 0, und somitf"~1(V) < Kern f. Also ist
f"(V) =0, undf ist auch nilpotent. °

Abschnitt 11.A, Aufg. 32 p. 310 (1.10.2011):
Seienn und K wie in Aufg. 31. Sindag, ..., a, Elemente inK mit

soistay =---=a, =0.

Beweis: Seif : K" — K" die lineare Abbildung, die bezlglich der Standardbasis durch die Diagonalmatrix
2l := Diag(ay, . . ., a,) beschrieben wird. Dann wirg* durch* = Diag(as, ..., a*) beschrieben, und
nach Voraussetzung gilt Sp=--- = Spf” = 0. Nach Aufg. 31 sindf und dann auchl nilpotent. Da2(

aber die Diagonalmatri® := Diag(as, ..., a,) ist, mussu; = --- = a, = 0 sein. °

Bemerkung: Die Aufgaben 31 und 32 sind aquivalent: Geht man namlich gemaR dem Satz von Kronecker
zu einem Erweiterungskdrper vah tber, Uber dem das charakteristische Polynom f@amLinearfaktoren
zerfallt: x; = (X —a1)--- (X —a,),s0ist Spf' =a;+---+a,, i €N, vgl. Beispiel 11.B.13.

Abschnitt 11.A, Aufg. 33, p. 310 (1.10.2011) :

SeienK ein Korper wie in Aufg. 31 undf, g Operatoren auf dem-dimensionalernk -VektorraumV mit
[f.[f. g]] = 0. Dannist[f, g] nilpotent. (Jacobson-Lemma)

Beweis: Die Bedingung{f, [f g]] = 0 bedeutet, dasf 1, g] = [f, gl f ist. Dann kommutieryf auch mit
den Potenzenf] ¢g]", n € N. Es folgt

[f. 81" = (fg—gP)f 81"t = falf. " ' —gf[f. 81" *= felf. 1" *—glf. gl" *f =[f gl f. 81" ']

Da die [f, g]" also Kommutatoren sind, haben sie Spur 0 uii¢;] ist somit nach Aufg. 31 nilpotent. e

Abschnitt 11.A, Aufg. 34, p. 310 (1.10.2011):

Sei?l einen x n-Matrix Uber dem Korpek. Die Summe der Elemente in einer Zeile irsei flr jede
Zeile gleichx € K. Dann istA ein Eigenwert vorRl mit dem Eigenvektor(1,1,...,1) € K". Sind die
Spaltensummen vaii alle gleichi, so isti ebenfalls ein Eigenwert vait .

Beweis: Offenbaristd’(1,1,...,1) =", A,...,A) =1-1,1,...,1), d.h.x ist Eigenwert vor2l. Sind

die Spaltensummen vci alle gleichi, so gilt dies auch fir die Zeilensummen v@h d.h.’2l besitzt den
Eigenwerth. Nach Satz 11.A.16 haben aund’2( dieselben Eigenwerte. (Ein zugehoriger Eigenvektor
lasst sich dann aber im Allgemeinen nicht so einfach angeben. Das Problem tritt auf bei der Diskussion der
stationdren Zustande stochastischer Matrizen, vgl. Abschnitt 18.C.) o
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Abschnitt 11.A, Aufg. 36, p. 311 (1.10.2011) :

Seienf undg Operatoren auf der -VektorraumV. Ist fg oderg f algebraisch, so sindg undg f beide
algebraisch, und die Minimalpolynome vgiz und ¢gf stimmen Uberein oder unterscheiden sich um den
FaktorX. Ist zusatzlichf oderg invertierbar, so ists, = ., . Man gebe Operatorefiund g auf K2 an,

far die/,Lfg #* Kgf ist.
BeweiS' Esistg(fe) f =g(fg)-- (fg)f &f) - (gf) (gf) Tt furallei >0. Aus O= s, (fg) =

Z a;(fg)' folgtalso 0= gus,(f8)f =g Z ai(fe) f = Z a;i(gf) ™ = (gf)use(gf) . Mit fgistdaher

auchgf algebraisch, unctgf ist ein Teller vonXMfg, also;m,eg = Xufg far ein Polynomp. Analog gibt
es ein Polynonp mit p s = Xpugs. Esfolgt X2use = p Xpgr = p P iy, alsoX? = pp. Dies ist
nurin den Fallerp = 1, d.h.use = Xpgr, p = X, dhotisy = Xpagr, ipy = pgr Und p = X2, d.h.
X%pse = Xphgr, p =1, Xpupe = gy moglich.

Ist etwa f ein Isomorphismus, so folgt ays, (fg) = 0 bereits

0=pur(f8) f = goa,'(fg)"f = ;)aif(gf)i = [l (gf).

Da f injektiv ist, muss dann aber berejig, (gf) = 0 sein, d.hu,, ist ein Teiler vorys,. Ferner folgt aus
tgr(gf) = 0 bereits

0= fug(gf) =f ;)af(gf)" = ;)af(fg)"f = wer(f)f -

Da f surjektiv ist, muss dann aber berejts;(fg) = 0 sein, d.h.uy, ist ein Teiler vonu,,. Da die
normierten Polynomg s, undu, s sich also gegenseitig teilen, missen sie gleich sein.

Betrachten wir etwa die Endomorphismgnund g vonK?, die bzgl. der Standardbasen durch die Matrizen

0 1 0 0 , . (0 1\(0 0\ (0 1
0 O) bzw.(0 1) beschrieben werden, so werdém g durchl := (O O) (0 1)_(0 O)

undgo f durch<8 2) (8 é) = <8 8) beschrieben. Es folgt;, = ua = X? (wegenRl # 0, aber

A2=0) undu,y = X. .

Abschnitt 11.A, Aufg. 37, p. 311 (1.10.2011) :
Seienf undg Operatoren auf dem endlichdimensionaler/ektorraumV. Dann istys, = x,r -
Beweis: Seien2l bzw. 5 die Matrizen vonf bzw. g bzgl. einer Basi®y, ..., v, von V. Dann ist28 die

Matrix von f o g. Wir behandeln zunachst den Spezialfall der Aussage, flasa Automorphismus ist.
Dann istl invertierbar, und die Produktformel 9.D.5 liefert

Xre = Det(X €, — AB) = Det (XAA ™ — ABAA™Y) = Det (AXE, — BA)A ) =
= (Det) Det(X ¢, — B2) (DetA™1) = Det(X ¢, — BA) = x,r .

Nach 5.F, Aufg. 26 isf = ph mit einem Automorphismus und einer Projektiop. Gilt die Behauptung fur
p, so folgt aber mit dem bereits Bewiesenen (aaingewandt) s, = x(pne = Xpthe) = Xhe)p = Xh(gp) =
Xgpyh = Xg(ph) = Xef -

Es noch zu zeigen, dass die Aussage gilt, wg¢neine Projektionp ist. p wird nach 8.A, Aufg. 9a) in
einer geeigneten Basis véhdurch eine Diagonalmatrix der Form Didg. .., 1,0, ..., 0) mit = Rangp
Einsen und dann—r Nullen in der Hauptdiagonalen dargestellt. dstie Matrix vong bzgl. dieser Basis, so
geht diep o g beschreibende Matrix Didd, ..., 1,0, ..., 0) € aus¢ hervor, indem die letzten—r Zeilen

von € durch Nullen ersetzt werden, und die p beschreibende Matrig Diag(1,...,1,0,...,0), indem
die letztenn —r Spalten vorg durch Nullen ersetzt werden. Der Blockmatrizensatz 9.D.4 liefert nun, dass
die zugehdorigen charakteristischen Polynome Gbereinstimmen. °

Beweisvariante: Es hatte genigt, nur den Spezialfall zu beweisen, ddmssv. 2l invertierbar ist. Sind dann
A, B € M,(K) und istZ eine Unbestimmte, so ist die Determinante der Ma#i, + 2( ein Polynom
vom Gradn in Z, also sicherlich# 0. Diese Matrix ist daher invertierbar als Matrix mit Koeffizienten im
Korper K (Z) der rationalen Funktionen Ubdr, und folglich gilt die Gleichungyze¢,+20% = Xxsze,+2)

in K[Z][X] € K(Z)[X]. Setzt man darin O fUZ ein, so erhalt mangys = xsu- o
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Abschnitt 11.A, Aufg. 38, p. 311 (1.10.2011):
Seieml e M,,, ,(K) und®B € M,, ,(K),m > n. Dann gilt ygus = X" ™" x5 -
Beweis: Wir fullen 20 undB durch Nullen zu quadratischem x m-Matrizen auf und erhalten die x m-

Blockmatrizen
(@ 0) <9§) _a®  und (%*) (@ 0) = (%9‘ g) .

SB) und dann nach Aufg. 37

Das charakteristische Polynomgss von2B ist also gleich dem vofR( 0) ( 0

gleich dem charakteristischen Polynom \é%) (Ql 0) , also nach dem Blockmatrizensatz 9.D.4 gleich

Det(XQE,,—%Ql 0

0 X Gm_n> = X" Det(X&, — BA) = X" yopa . .

Abschnitt 11.A, Aufg. 40, p. 312 (1.10.2011) :
Seienf ein Operator auf demk -VektorraumV undx € V.
a)Vy =) .y Kf"(x) ist der kleinstef -invariante Unterraum voir, derx enthalt.

b) Genau dann ist, endlichdimensional, wenn es ein normiertes Polyrfoen K [ X] gibt mit F(f)(x) = 0.
Istin diesem Fallv, das normierte Polynom kleinsten Grades mit dieser Eigenschaft,csodas Minimal-
polynom und charakteristische Polynom vgfV, . (Man nenntr, den Annullator vorx.)

c) Ist V endlichdimensional ung, .. ., x, ein Erzeugendensystem vdh so istus = KgV (o, . .., oy, ) .
(Es genugt fur die letzte Gleichung vorauszusetzen, Uasszzzl V., ist)

d) SeiV endlichdimensional. Genau dann jgt = uy, wennV,, = V fiir einxg € V gilt. (Ein solcher
Operator heil3t ein zyklischer Operator.)

Beweis:a) Esistx= fO(x) € V.. Furye V,isty =Y a; f"(x) mit a1, ...,a,€ Kundny,...,n, € N,
i=1

Esfolgt f(y) = Y f"*1(x) € V,, d.h.V, ist f-invariant. IStU ein weitererf-invarianter Unterraum von

i=1
V mit x € U, so sieht man durch Induktion Gbesofort /" (x) € U. Daher istV, C U.

b) Ist V, endlichdimensional, so gibt es ein Erzeugendensystem der Fbrn), ..., /™ (x) von V,. Ist
n>n; fur allei, so existieren alse; € K mit f*(x) = >_ a; f™ (x). DannistF(X) := X" — Y_a; X" ein
i=1 i=1

n—1
normiertes Polynom mif' (f)(x) = 0. Gibt es umgekehrt ein solches Polyn&itX) = X" + > a; X%, so
k=0

n—1 n—1 n=1
folgt f"(x) = Y. (—ax) f*(x) € > Kf*(x). Durch Induktion tibem > n folgt dannf™ (x) € Y. Kf*(x).
k=0 k=0 k=0

Beim Schluss vom aufm+1ist f"*1(x) = f(f™(x)) € f(:;tl(f"(x)) = :Z:;ka“(x) = ZE:ka(x)

n—1

wegenf™(x) € Y. Kf*(x).
k=0

Ista, das normierte Polynom kleinsten Gradesanitf) (x), sofolgtauche, (f)(f™(x)) = f™(a,(f)(x)) =

f™(0) = 0. Daher istx, (f)(x) das Minimalpolynom vory|V, . Der vorstehende Beweis zeigt Grad=
n—1

Min{n € N | f*(x) € > Kf*(x)} = DimgV, = Gradyyv,. Da xsv, vona, geteilt wird und beide
k=0

Polynome normiert sind, folgt, = sy, .

c)SeiWw =37 V.. Firx =3 _,x, mitx, € V, gilt dannF(f)(x,) = 0 fur jedes Vielfache

aller o, und daher auch fuF = kgV (oy,, ..., @y ). Esfolgt kgV(ay,, ..., o )(f)(x) = 0, d.h.u, teilt

KgV (ay,, ..., o). IstumgekehrtF (f)|W = O fur ein PolynomF, so folgt F(f|V,) = 0, d.h.F ist ein

Vielfaches eines jedes, und damit auch des kleinsten gemeinsamen Vielfachew gfletnsgesamt folgt
KQV (cty,, - .., 0x) = iy
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d) IstV = V., sogiltx; = us nach b).

ni

Seiumgekehrg; = uy = P;* - -- P/ mit paarweise verschiedenen normierten Primpolynomen. ., P,,
die also teilerfremd sind. Nach Definition van gibteseiny; € V mit (P;* - - - prito.. P")(f)(y;) = Oflr

jedesi=1,...,r. Setzen wir; := (P;*--- P} Pl.'i*ll <« P"Y(f)(yi), SO gillt dann als@®" (f)(x;) =0
und Pl.”"*l(f)(xi) # 0. Esfolgtusy, = P". FUrW := V,, + --- + V, erhdlt man mit b) und c) dann
wpw = kgV(Pyt, ..., P") = P/*---P" = pu; = xy. Daherist DimW > Gradusw = Grady, =
Dim V und folglichw = V.

Seinunx := x1+- - -+x,. SetzenwiQ; := P;* - - Pi”_"‘l1 Pl.'j;;l --- P furallei, soqilt ggTQ1, ..., Q.= 1.

Nach Konstruktion vorQ; gilt Q;(f)(x;) = 0 fir alle j # i. Das Lemma 10.A.5 von Bezout (siehe dazu
auch die Zusatzaufgabe zu 10.A) zeigt, dass es Polyspm& [ X] gibt mit S1Q1+---+ S, Q, = 1. Dann

folgt (S; 0 () (x) = (S; 0) () (x;) = idy (x;) — Z#i(sj 0/)(f)(x;) = x;. Daher enthalt def-invariante
UnterraumV, die Unterriumé/,, alsoauchV =W =V, +.--+ V. . °
Abschnitt 11.A, Aufg. 41, p. 312 (1.10.2011):

Seii € K ein Eigenwert der MatriXa;;) € M, (K). Dann gilt|x —a;;| < >
ief{l,...,njundauchx —aj;j| <>

i+ laij| fir wenigstens ein

i»; laij| fur wenigstens eiy € {1,...,n}. (Gerschgorin)

Beweis:Angenommen, essgi —aq;;| > > |a;;| furallei. Wendet man 3.B, Aufg. 26 an, so sieht man,
i=1i#j

dass die Zeileiaiy, ..., a1,), ..., (a11, ..., ay,) der Matrix A€, — (a;;) eine Basis vorkK” bilden. lhre

Determinantey,,;) (1) ist also# 0 im Widerspruch dazu, dagsein Eigenwert voria;;) ist.

Die erste der beiden angegebenen Bedingungen liefert die zweite flr die transponierté@atriie nach
Satz 11.A.16 aber dieselben Eigenwerte wig) besitzt. °

Bemerkung: Eine entsprechende Aussage, wenn man die Rolle von Zeilen und Spalten der @datrix
vertauscht.

Abschnitt 11.A, Aufg. 42, p. 312 (1.10.2011) :

Seienf ein Operator auf einem endlichdimensionalén/ektorraum undF € K[X] ein Polynom. Genau
dann istF(f) invertierbar, wennF und s (oder auchF und ;) teilerfremd sind. Eine entsprechende
Aussage gilt fir quadratische Matrizen Gld&mit endlich vielen Zeilen.

Beweis: Sind F undy teilerfremd, so gibt es nach dem Lemmavon Be&Xut e K[X]mit SF+Tpu,=1,
also wegenus(f) =0 mitS(f) F(f) =idy, undF(f) besitzt die Umkehrabbildung( f).

Haben umgekehrf und s einen nicht konstanten gemeinsamen Teflemit F = RQ unduy = SQ,
R, S € K[X], soist GradS < Graduy, alsoS(f) # 0. AusQ(f) S(f) = us(f) = 0 folgt dann, dass
Q(f) nichtinjektiv ist. Dann kann aber audh( /) = R(f) Q(f) nicht injektiv sein. °

Abschnitt 11.A, Aufg. 43 p. 312 (1.11.2011):
SeiV ein endlichdimensionalet -Vektorraum der Dimension.

a) Seien f und g invertierbare Operatoren af. Genau dann sind alle Operatorefi — ng, (A, u) €
K?—{(0, 0)}, invertierbar, wenn das charakteristische Polyngm, von f g keine Nullstelle, d.hf g
keinen Eigenwert besitzt.

b) Seid:V x V — V bhilinear. IstK algebraisch abgeschlossen undg 2, so besitztb Nullteiler, d.h. es
gibtx,y € Vmitx #0# yund®(x, y) = 0. IstK = R undn ungerade und 3, so besitztb Nullteiler.

Beweis: a) Da f invertierbar ist, ist.f + ug bein = 0 genau dann invertierbar, wenan# 0 ist. Sei also
w # 0. Dannistf —ug genau danninvertierbar, wenn diesfifr—ug = wf (Au=tid — f~1g) gilt. Dauf
nach Voraussetzung invertierbar ist, ist dies genau dann der Fall, weityDéid — f~1g) = Xjag b

nicht 0 ist, d.h. wenn .~ kein Eigenwert vory ~1g ist. Fir alle(x, 1) € K2 —{(0, 0)} ist dies genau dann
der Fall, wennf g iberhaupt keine Eigenwerte besitzt.

b) Wegenn > 2 kdnnen wir linear unabhéangige Vektorepn x, € V wahlen. Dann sind, x, # 0.
Dazu betrachten wir die linearen Operatorgn: V. — V und f;,:V — V mit f,,(y) := ®(x1, y) und
fo,(y) = P(xz,y) fur alley € V. Gibt es keiny # 0 mit ®(x1,y) = 0 oder mitd(x2, y) = 0, so
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sind f,, und f,, injektiv, also auch invertierbar. Wenki algebraisch abgeschlossen ist, so besitzt das
charakteristische Polynom vqulfo sicher eine Nullstelle irk. Das Gleiche gilt, wenrk = R undn

ungerade ist, da dann das charakteristische Polynoryf)g&)ﬁc2 als Polynom ungeraden Grades UlRetach

dem Zwischenwertsatz eine Nullstelle besitzt, vgl. Band 1, Satz 11.A.6. In beiden Fallen existiert also ein
Eigenwertvonflefo. Nach a) gibtes somit., ) € K2—{(0, 0)}, fur diexrf,, — 1 f., nichtinvertierbar, also

auch nicht injektiv ist. Daher gibtes ein= 0inV mit0 = (Af,, — 1f,)(y) = AP (x1, y) — uP(x2,y) =

D (Axy—puxo,y). Esistsomitb(x, y) = Oflrx := Ax; —uxo. Dabeiistt # 0, dax;, x, linear unabhangig

sind undx, u nicht beide gleich 0.

Abschnitt 11.A, Zusatzaufgabe p. 313 (1.10.2011):

V sei ein endlichdimensionales -Vektorraum, undt sei affiner Raum lGbeK. f: E — E sei eine affine
Abbildung. Ist 1 Eigenwert des linearen Anteifs: V. — V von f, so besitztf keinen Fixpunkt oder
mindestens zwei verschiedene Fixpunkte. Ist umgekehrt 1 kein Eigenwefbysa besitztf genau einen
Fixpunkt.

Beweis: Ist 1 Eigenwert vonyy, so ist die Abbildung igt— /o nicht injektiv und wegen DimV < oo auch
nicht surjektiv. Zu einemP € E gibt es also beP f(P) € Bild (idy — fo) mindestens zwei verschiedene
x,yeV mit (idy—fo)(x) = P f(P),d.h. mitx — P f(P) = f_(x) und folglich

fx+P)=fo)+ f(P)=x—Pf(P)+ f(P)=x+f(P)P+ f(P)=x+P
sowie mit(idy— fo)(y) = P f(P), d.h. mit f(y + P) = y + P. Dann sindx + P undy + P zwei

verschiedene Fixpunkte vofi
Besitzt f andererseits einen Fixpunk# P, x € V, so gilt

x+P = f(x+ P)= folx)+ f(P)= folx) + P f(P)+ P

alsox = fo(x) + P f(P). DannistP f(P) = x — fo(x) = (idy—Jo) € Bild (idy—fo).
Ist schlieBlich 1 kein Eigenwert vofy, so ist die Abbildung ig — f, injektiv und wegen Dimy V' < oo auch
surjektiv. Fixieren wir wiedeP € V, so gibtes also z& f(P) genau eirx € V mit (idy — fo)(x) = P f(P),

. e [N
d.h. mit f(x + P) = fox)+ f(P)=x—P f(P)+ f(P)=x+ f(P)P + f(P)=x+ P, undx + P
ist der einzige Fixpunkt vorf.

(Zu dieser Aufgabe vergleiche auch 7.A, Aufg. 10.) °
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Abschnitt 11.B, Teil vonAufg. 1, p. 322 (1.10.2011):

Man untersuche, ob die folgende MatfktberQ diagonalisierbar sind. Ist dies der Fall, so gebe man
eine Basis aus Eigenvektoren an und eine invertierbare Matrixit derBAB ! eine Diagonalmatrix ist.
AulRerdem gebe man dann die Spektralzerlegungvan:

1 2 2
<0 -1 l) .
O 0 2

Losung: Das charakteristische Polynog), = Det(X€&;—2) = (X —1)(X+ 1)(X —2) von 2l hat die
paarweise verschiedenen Nullstellen-11, 2, zerfallt also in einfache Linearfaktoren. Dahergsnhach
Korollar 11.B.6 diagonalisierbar.

Die Eigenrdume zu diesen Eigenwerten berechnen sich als Losungsmengen der drei Gleichungssysteme

0 2 2\ /x; 2 2 2\ /x1 -1 2 2\ /x
(O A 1) <x2) =0 bzw. (O 0 1) <x2) =0 bzw. ( 0 -3 1) (xz) =0,
0 0 3/ \x3 0 0 3/ \x3 0 0 0/ \x3

sind also gleiciR (1, 0, 0) bzw.R (-1, 1, 0) bzw.R (8, 1, 3) . Wir schreiben nun die zugehérige Basis aus
Eigenvektoren als Spalten einer Mat® ! und berechnef als deren Inverses:

1 -1 8 1 1 -3
28‘1:(0 1 l), also %:(0 1 —%)
o 0 3 o o |
1 0 O
Mit der Diagonalmatrix® := (0 -1 0) gilt dann® = BAB L, d.h.B1DB = 2.
0O 0 2

D besitzt die Spektralzerlegur®y = 1- €11 + (—1) - €+ 2 €33 mit den Matrizeng;; aus Abschnitt 8.A.
Die Spektralzerlegung vofi ist alsoA = B 1B = 1- B¢ B + (—1) - B 1ELB + 2. B 1¢:8.
Durch Ausmultiplizieren erhalt man als Spektraldarstellung®on

1 2 2 1 1 -3 0 -1 3 00

(0 -1 1):1.<0 0 O>+(—1)- 0o 1 _% +2-10 0

0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0
Abschnitt 11.B, Variante zuAufg. 1, p. 322 (1.10.2011):

Man untersuche, ob die folgenden MatriZériiberQ diagonalisierbar sind. Ist dies der Fall, so gebe man
eine Basis aus Eigenvektoren an und eine invertierbare Matrixit derBA%5 ! eine Diagonalmatrix ist.
AulRRerdem geben man dann fur jedesN (und bei invertierbarer®l fur jedesn € Z) die Matrix 2" an:

3 0 -2 5 -6 0
( -8 -1 4) , ( 3 -4 0) .
4 0 -3 -3 6 2
Lésung: Durch Entwickeln nach der zweiten Spalte berechnet man fir die erste Matrix das charakteristische
Polynom

X-3 0 2 .3 2
xo = Det(X¢3—2A) = Det( 8 X+1 -4 ) = (X+1) Det< ) X+3) = (X+1)(X2-1)
4 0 X+3

= Wik Wi
SN————
°

= (X—D(X+17.
Es hat die Nullstellen 1 und1. Der Eigenraum zum Eigenwert 1 ist die Lé6sungsmenge des Gleichungs-
systems
1-3 0 2 X1 —2x1 +2x3=0
( 8 1+1 -4 ) <x2> =0, dh 8x1+ 2x; —4x3=0
-4 0 1+3 X3 —4x; +4x3=0.
Es folgtx; = x3 und dannx, = —2x3, d.h. der Eigenraum zum Eigenwert 1 ist gleRi1, —2, 1) .
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Der Eigenraum zum Eigenwettl ist die Losungsmenge des Gleichungssystems
-1-3 0 2 X1 —4x1+2x3=0
( 8 -—-1+1 -4 ) <x2> =0, dh 8x1 —4x3=0
—4 0 —1+3 X3 —4x1+2x3=0.

Daher istx, beliebig undvz = 2x4, d.h. der Eigenraum zum Eigenwerl ist gleichR (0, 1, 0)+R (1, 0, 2) .

Fur beide Eigenwerte stimmen also wegeiil) = 1 = y5 (1) undag (—1) = 2 = y5(—1) die algebraische
und die geometrische Multiplizitat iberein, d.h. die Matrix ist nach Satz 11.B.5 diagonalisierbar.

Wir schreiben die erhaltene Basis aus Eigenvektoren als Spalten einer Battiund berechnef® als

deren Inverses:
1 0 1 2 0 -1
93—1=(—2 1 o), 93:(4 1 —2>.
1 0 2 -1 0 1

1 0 O
Es gilt dannBAB 1 = D = (0 -1 o) :
0 0 -1

Daraus folgl = B~19%B, also
A = (B 1OBV)" = B OBV 0B ... B 108 =B 19"B =
1 0 1,/1 0 O0\"/ 2 0 -1 2— (=1 0 —1+(=1"
= (-2 1 o) (o -1 o) ( 4 1 —2) = (—4+4(—1)" (—1)" 2—2(—1)"> .
1 0 2/\0 0 -1 -1 0 1 2-2(-1)" 0 —1+2(-1)"

Durch Entwickeln nach der dritten Spalte oder mit Hilfe des Blockmatrizensatzes berechnet man das cha-
rakteristische Polynom der zweiten Matrix:

s 6 x_» 3 X+4
— (X—2)(X2—X—2) = (X—2)%(X+1) .

X-5 6 0 Y5 6
Xm:Det(X&—Ql):Det( 3 X+4 O ):(X—Z)Det( - ):

Es hat die Nullstellen 2 und-1. Der Eigenraum zum Eigenwert 2 ist die Lésungsmenge des Gleichungs-
systems
2-5 6 0 X1 —3X1+ GX2 =0
( -3 2+4 0 ) <XZ> =0, dh —3x1+6x,=0.
3 -6 2-2 X3 3x1—6x, =0

Es folgt alsox; = 2x,, wohingegenxs beliebig ist, d.h. der Eigenraum zum Eigenwert 2 ist der Raum
R'2,1,00+R*0,0,1).

Der Eigenraum zum Eigenwetrtl ist die Losungsmenge des Gleichungssystems
-1-5 6 0 X1 —6x1 + 6x2 =0
( -3 -1+4 0 ) (x2> =0, dh —3x;1+3x =0.
3 —6 -1-2 X3 3)61 — 6)C2 — 3X3 =0
Es folgtx; = x, = —x3, d.h. der Eigenraum zum Eigenweril ist gleichR‘(—1, —1,1).

Fur beide Eigenwerte stimmen also wegeii2) = 2 = y(2) undag (—1) = 1 = yo(—1) die algebraische
und die geometrische Multiplizitat Gberein, d.h. die Matrix ist nach Satz 11.B.5 diagonalisierbar.

Wir schreiben nun die zugehorige Basis aus Eigenvektoren als Spalten einer Biatnind berechneiB

als deren Inverses:
2 0 -1 1 -1 0
%—1=<1 0 —1) , %:(—1 2 1) .
0 1 1 1 -2 0
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2 0 0
Es gilt dannBAB 1 = D = (o 2 o) . Es folgt2l = B1D%B, also
0 0 -1

A" = (B 1OB) = B LOBB OB ... B OB =B 19"B =

2 0 -1\ /2 O 0 1 -1 o0 2l (=1 —2ntlp2(—=1)" 0
=<1 0 —1) ( o 2 0 ) (—1 2 1) =( 2" — (=" =24 2(=1)" o)..
0o 1 1/\0 o0 (-1 1 -2 0 2" (=1 22— 2»

Abschnitt 11.B, Teil vonAufg. 2, p. 322 (1.10.2011) :

Man untersuche, ob die folgenden MatriZ¢iiberQ bzw. GberR trigonalisierbar sind. Ist dies der Fall. so
gebe man eine Basis an, bzgl. der die Matrix des dlirbbschriebenen Operators eine obere Dreiecksmatrix
ist, sowie eine invertierbare Matri®, mit derBAB ! eine obere Dreiecksmatrix ist:

0 1 -1 1 10 20 -2 -10
-1 2 -1 1] . -3 -6 1 -1
-1 1 1 (00 I 9 14 -4 -4
-1 1 0 1 3 6 0 -8

Losung: Indem man zunéchst die letzte Spalte zur ersten und dritten addiert sowie von der zweiten ab-
zieht, dann die dritte Zeile von der vierten subtrahiert, als Nachstes nach der dritten Spalte entwickelt und
schlieBBlich dag—1)-fache der ersten Zeile sowie die zweite Zeile zur dritten Zeile addiert, berechnet man
das charakteristische Polynom der ersten Matrix:

X -1 1 -1 X-1 0 0 -1
1 x-2 1 1] | 0 x-1 0 -1 |
Xa =11 -1 Xx—-1 O 1 1 x-1 o0 |~
1 -1 0 Xx-1 X X X-1 x-1
X—1 0 0 -1
0 X—1 0o -1 X—1 0 -1
=| 1 xo1 o |=x-=1l o0 X—1 -1
X—-1 -(X-1) 0 Xx-1 X-1 -(x-1 x-1
X—-1 0 1
=X-1| 0 X-1 -1 |=X-D*.
0 0 Xx-1

Da das charakteristische Polynomwbim Linearfaktoren zerféllt, istt nach Satz 11.B.9 trigonalisierbar tiber

Q (und erst recht GbeR). Da das Minimalpolynom voRl dieselben Primteiler wie das charakteristische
Polynom hat und da das Minimalpolynom eines diagonalisierbaren Operators in paarweise verschieden
Linearfaktoren zerféllt, misstey = X — 1 sein, wenrRl diagonalisierbar ware. Dann wére abee0

uwa(A) = A— &4, d.h.2A ware die Einheitsmatrix. Daher igt nicht diagonalisierbar.

Furjeden der Eigenwerte vah also hier nur fur 1, berechnen wir nun der Reihe nach die héheren Eigenraume
mit Hilfe des Gaul3schen Eliminationsverfahrens, wobei wir die gefundene Basig \aaneiner Basis von
U, erganzen, dann diese Basis M@nzu einer solchen volyz usw., bis die Folge stationar wird:

X1 1 -1 1 -1\ /x
1 -1 1 -1
U1:={xe<@4|(1-(’34—9()zc=0}=[r= w91 21 o0 of|w =°]=
X4 1 -1 0 0 X4

X1 xX1— Xo+x3—x4=0

1 0
. N ) 4| x1—x2+x3—x4=0| _ 1 0
N NG
X4 X1— X2 =0 0 1
X1 0O 0 OO X1
0O 00O
Uz:={zc€Q4|(1-€4—2l)2x=0}={Zﬁ= o €@lo 0 0 of | =°}=@4-
X4 0O 0 0O X4
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Erganzt man die beiden Erzeugenden Ugrdurch’(1, 0, 0, 0) und (0, 0, 1, 0) zu einer Basis volV, = Q*,
so bekommt man schon die Spalten einer moglichen Mari%, berechnet daradd = (8~1)~! und erhalt

0 1 0 O/ 0 1 -1 1\/1 0 1 0 1 0 -1 -1

B 2 (o 0o o 1)[-1 2-1 1){1000] [0 1-1 o
C=PAB"=17 1 o ofl-1 12 1 o]lo 1o 1]=lo o 1 o
o o 1-1/\-1 1 0 1/\o 10 0 0 0 0 1

Indem man im ersten Schritt das1)-fache der ersten und das 1-fache der dritten Zeile zur letzten addiert und

in der vierten Zeilg X+ 2) ausklammert, danach das 1-fache der vierten Spalte zur ersten unelidache

der vierten Spalte zur dritten addiert und den Blockmatrizensatz anwendet, bei der entstelsehiairdc

das —%)-fache der zweiten und das 1-fache der dritten Spalte zur ersten addiert, Wad®rausklammert

(aus der ersten Spalte) und schlief3lich §dache der ersten Zeile zur zweiten und ¢a4)-fache der ersten

Zeile zur dritten addiert und den Blockmatrizensatz anwendet, sieht man fir das vharakteristische Polynom
der zweiten Matrix:

X-10 -20 2 10 X-10 —-20 2 10
B 3 x+6 -1 1 | _ 3 x46 -1 1 |_
xaX)y=Det| o 94 xi a4 4 [=PY 9 14 x+a a4 |=

3 g 0 X+8 X—2 0 X+2 X+2

X-10 -20 2 1 X -20 -8 10

B 3 x+6 -1 1| _ 4 X+6 -2 1|

= (X+2) Det 9 14 X+4 4 = (X+2) Det 5 _1a4 x al|=
10 1 1 o 0o 0 1

X -20 -8 X+2 -20 -8
=(X+2) Det( 4 X+6 —2) =(X+2 Det(—%X—l X+6 —2) =
-5 14 X X+2 -14 X
1 -20 -8 1 -20 -8
= (X+2)? Det(—% X+6 —2>=(X+2)2 Det(O X—-4 -6 >=
1 -14 X 0 6 X+8

= (X+22((X—4)(X+8) +36) = (X+2)*.
Fur jeden der Eigenwerte val, also hier nur fir—2, berechnen wir nun der Reihe nach die héheren

Eigenrdume mit Hilfe des Gaul3schen Eliminationsverfahrens, wobei wir die gefundene Basis xon
einer Basis vort/, erganzen, dann diese Basis M@ zu einer solchen vofyz usw.:

X1 -12 -20 2 1 X1
3 4 -1 1
Uy = {x€Q4|(—2@4—9l)x=0}={x= ol 2o _12 2 4|l E =0}=
X4 -3 —6 0 6 X4
X1 —12x1— 200+ 2x3+10x4y =0 2 0
_ | x 4 3x1+ 4dxo— x3+ xa=0| _ -1 1
—[1‘— v [€€ —9x1—14xz+ZX3+4X4=0}_Q 2 |+ 5|
X4 —3x1— 6x7 + 6x4 =0 0 1
X1 36 72 0 -72 X1
. 4 2 m_ .| x 4|18 —-36 0 36 x2 | _
Uz = {?E@ I(_2€4_Ql) X—O}— {;— X3 EQ 36 72 0 —-72 X3 —O} -
X4 0 0 0 0 X4
X 361, + 721, 7205 = 0 2 ; 0
={;= x2 eQ? —18x1—36xz+36x420}—<@ >+l 5] +Qf
3 36x1+ 7202 —72x4 =0
X4 0 1 0

SchlieBlich berechnet man-2¢, — A)% = 0, d.h. es isU3 := {x € Q*| (—=2¢; — A)3x =0} = Q% und
wir erganzen die gefundene Basis W@netwa durch den Standardbasisvektpru einer Basis vol/z. Wir
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schreiben die vier so erhaltenen Vektoren als Spalten einer Matrixund berechnen mit dem (iblichen
Verfahren die dazu inverse Matrig:

BLi=

2

-1

2
0

= Ol O

OoOpFr OO

O OO

’ % =

Die gesuchte obere Dreiecksmatrix ist dadin= BAB ! =

0
;1
_% -5
_% -1

0

o — O

~ O O O

10
-3
9

3

20
—6
14
6

-2

1

—4

0

~10
~1
—4
-8

2
-1
2
0

0
1
5
1

o+ OO

1
i
7
i
2
0 0
0 0|
1 0
0 1

= O O O

-2
0
0
0

0
-2
0
0

-1
0
-2
0

-5
—6
36
-2

Abschnitt 11.B, Variante zuvAufg. 2, p. 322 (1.10.2011):

Man gebe zu den folgenden Matriz€neine invertierbare MatriX3 an derart, das®23 ! eine obere
Dreiecksmatrix ist:

5 =2 0 O 0 1 -3 -3
8 -3 0 O -4 4 -4 -4
2 -1 2 -1)” O 0 1 -1
—2 1 1 O o o0 1 3

Lésung: Mit Hilfe des Blockmatrizensatzes (fur untere Dreiecksmatrizen) berechnen wir das charakteristi-
sche Polynom der ersten Matrix:

X-5 2 0 0
~ 8 X+3 0 0| _ . (X-5 2 X-2 1\ _
raX)=Detf > "3 x-2 1 —Det( -8 X+3) Det( -1 X)_
2 -1 -1 X

=((X-5X+3) +16)((X—2X + 1) = (X-D*.

Fir jeden der Eigenwerte von 21, also hier nur firm. = 1, berechnen wir nun der Reihe nach die Kerne
Ui, Ua, ... VONAC,—A = E4—A, (AE4—A)2 = (¢,—2)2, ... mit Hilfe des GauRschen Eliminationsver-
fahrens, wobei wir die gefundene Basis M@nzu einer Basis voi/, erganzen, dann diese Basis \@fnzu
einer solchen vol/z usw.:

—4 X1

2 0
-8 4 0 0
U1:={zce@4|(qs4_9();:o}={x= iz cQ* 54 00 iz _ }=
X4 2 -1 -1 1 X4
X1 —Ax1+ 2x5 -0 1 0
= —| *2 4| —8x1+4x; = B 2 0
_{x_ X3 EQ _le+ Xo— X3+ X4 =0 _Q 0 ‘JFQ 1 s
14 2x1— x2—x3+x4 =0 0 1
X1 0 0 0 0 X1
0 0 0 0
Uziz{;eQ4|(cz4—m)2;:o}:{P: wl<®s 2 o0 of|x 20}:
X4 4 -2 0 0 x4
X1 1 0 0
x2 4 o 5 0 0
=1t = € Q" |4x1— 2x =0, x3, xsc Qbeliebigr =Q | 7 | +Qf ;| +Qf
X4 0 1 0

SchlieRlich berechnet mag,—20)3= 0, d.h. esistz := {x € Q*| (¢4,—20)%x = 0} = Q*, und wir ergéanzen
die gefundene Basis vati, etwa durch den Standardbasisvekipzu einer Basis voti/z. Wir schreiben
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die vier so erhaltenen Vektoren als Spalten einer M&ix und berechnen mit dem tiblichen Verfahren die
dazu inverse Matrixs:

1001 0o 3 0 O
1. |2 0 0 O |0 0 o0 1
= 011 0]} B = O 0 1 -1
010 0 1 -2 o0 o0
Die gesuchte obere Dreiecksmatrix ist dann
0 3 0 0\, 5 -2 0 0,/1001 1 0 0 4
_ 12 |0 0 0 1 8 -3 0 0|2 000 (0 1 1 -2
6_%9[%_001—1 2 -1 2 -1J{o 11 0)" |0 O 1 4|
1 _% 0O 0 -2 1 1 0/\0 1 0 O O O o0 1

Ubrigens ist die Matrix( nicht diagonalisierbar, da die algebraische Multiplizitat des Eigenwertes 1 gleich
4 ist, seine geometrische Multiplizitat aber nur gleich 2.

Mit Hilfe des Blockmatrizensatzes berechnen wir das charakteristische Polynom der zweiten Matrix:

X -1 3 3
4 X-4 4 4 X -1 X-1 1
) =Detl 5 "o x.1 1 :Det<4 x—4> Det( -1 X—3>:
0 0 -1 X-3

=(XX-H+4)(X-DX-3)+1) =X-2".

Fur jeden der Eigenwerte von 1, also hier nur firh = 1, berechnen wir nun der Reihe nach die Kerne
Ui, U, ... VONAE,—A = 2¢,— A, (AE,—A)? = (2¢,—2)2, ... mit Hilfe des GauRschen Eliminations-
verfahrens, wobei wir die gefundene Basis ¥dnzu einer Basis vol/, ergénzen, dann diese Basis U@

Zu einer solchen votys usw.:

X1 2 -1 3 3 X1
. 4 _ _ _ _ X2 4 4 —2 4 4 X2 _ _
Uy = {re Q| (2¢4 91);—0}—{;— s cQMlo o 1 1 s —0}—
X4 0 0 -1 -1 X4
X1 2x1— x2+3x3+3x4=0 1 0
_ | x 4| 4x1— 2004+ 4x3+4x4 =0 | _ 2 0
_{P_ X3 €Q x3+ X4=0}_Q 0 +Q -1
X4 —X3— X4 = 0 0 1
X1 0 0 2 2 X1
o 4 o2 —m ). | X2 4|0 0 4 4 (x| _ol _
UZ—{er|(2€4 m)?—o}—{x— X3 GQ 0 0 0 O X3 —0}—
X4 0 0 0O X4
X1 1 0 1
X2 4 Do 2 0 0
=1{r= € Q" |x3+ x4 = 0, x3, x4€ R beliebigy = Q +Q +Q
X3 0 -1 0
X4 O 1 O

SchlieRlich berechnet ma2¢,— 2A)% = 0, d.h. es ist/3; := {r € Q*| (2¢s— )% = 0} = Q*, und wir
erganzen die gefundene Basis @sn etwa durch den Standardbasisvekigrzu einer Basis vort/;. Wir
schreiben die vier so erhaltenen Vektoren als Spalten einer Matrixund berechnen mit dem (iblichen
Verfahren die dazu inverse Matrig:

1 0 1 0 O 2 0 O
1._|2 0 0 o0 (o 0 o0 1
%—0—101"3—1—% 0 0

0 1 0 O 0 0 1 1
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Die gesuchte obere Dreiecksmatrix ist daha: BAB 1 =

0 7 0 O 0 1 -3-3\/1 0 1 O 2 0 -2 -2
0 0 0 1 -4 4 -4 4|2 0o o0 of_|0o 2 o0 1
1 -3 0 o0 o o 1-1f|lo-1 o 1)/ {0 0 2 1 *
0 0 1 1 o o 1 3 \0o 1 0 O 0 0 0 2

Abschnitt 11.B, Variante zuAufg. 1 undAufg. 2, p. 322 (1.10.2011):

Fir die Matrizen2l € M,(R) bestimme man jeweils eine invertierbare Mattx € M,(R) derart, dass
BAB L eine Diagonalmatrix oder obere Dreiecksmatrix ist, und berechne damit die Pof##hzer N,
falls

a)%:=<g_é>€Mz(R), b)?l:=<_§ 3) C)W:(_i é)

X-3 1
-2 X

den Eigenréumer{(jﬁi) ‘ (1__23 1) <j§;) = O} = R(%) zum Eigenwert 1 und

Losung: a) Wegery,, = ‘ ‘ =X(X—-3)+2=(X-1(X—2) hat 2 die Eigenwerte 1 und 2 mit

X1 2-3 1 X1\ _ o 1 . . .. .
{<x2> ‘ ( ) 2) <x2> = O} = ]R(l) zum Eigenwert 2. Insbesondere #tdiagonalisierbar. Wir

11
2 1

_ (-1 1 1 cmnriay 1 (-1 1\ (3-1\(1 1\_(1 0
%_(2_1)alslnversesvoﬁs sowie © = BAB _(2_1)<2 O)(Z 1>_(0 2).

Es folgt A = B~1D9, also

AT = (B LOB)(BLOB) - .- (B LOB) = B1O"B = <1 1) (1 o) (_1 1)

schreiben die erhaltenene Basis aus Eigenvektoren als Spalten einer Wiatrix , berechnen

2 1J\0 2 2 -1
(1 1 1 0\(-1 1\ (—-1420+1 120
~\2 1)\0 2 2-1)  \—242nt1 2_2n |~
X+3 -2 — .
b) Wegeny, = o x |= X(X+3)—4=(X—-1)(X+4) hat 2 die Eigenwerte 1 und-4 mit den

Eigenréumen{(ii) ‘ (1_+23 _12) (i;) = 0} = R(;) zum Eigenwert 1 und

{(M) ‘ (_ierS :Z) <x1) = O} = R(_lz) zum Eigenwert-4. Insbesondere i§ diagonalisierbar.

X2 X2
Wir schreiben die erhaltenene Basis aus Eigenvektoren als Spalten einerBialtrix ; _i , berechnen
B = (_%g %)alslnversesvoﬂ%‘lsowieQ = BAB 1 = (_%g §> <_g g) (; _i> = (é _3) .
Es folgt;lzs%‘lﬁj% ,also C
A" = (BLDB)(BLDB) - (B 1OB) = B OB = <1 _2> (1 O)n ( s §>
B B —\2 1)\o-4) Lz 1
(D6 DGl L)
AN VA I VAN Bl (G R Sk

X-2 -1
1 X

i(jﬁ;) ‘ (112 _11) (2) = 0} = R(_11> . Wegen(_:lL _1)2 = 0 erganzen Wil<_i), etwa durch

c) Wegeny, = ’ ' = X(X—2)+1 = (X—1)? hat 2 nur den Eigenwert 1 mit dem Eigenraum
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((1)) zu einer Basis voriR? und bilden die Matrix3—! := i . berechneris = (1) i als

1
0
1 R - B 1 -1 1\ (1-1
Inverses voriB -+ sowie die Trigonalisierung = BAB~ = ( )( 1 >< 1 0) = <0 1).

Mit (1 _1> (1 _n) = ((1) _(n+1)> bekommt man sofort” = durch Induktion uber.

0 1 0 1 1
SchlieRlich ist2 = B~-1¢B, also

W= (BB (BeB) = BB = (_i c1>) (é _’;) (2 i) B (njil 1Z”> o

Abschnitt 11.B, Teil vonAufg. 3, p. 323 (1.10.2011):

Man untersuche, ob die folgenden beiden MatriZieind B tberQ jeweils simultan diagonalisierbar sind,
und gebe gegebenenfalls Basen aus gemeinsamen Eigenvektoren an:

-1 0 3 -1 0 1
Ql::(—lZ 12 4), 93::(-3 2 1);
9 0 5 301

4 4 -4 -3 -4 4
Ql::(O 2 O), %::(4 5 —4).

2 4 =2 2 2 -1
Losung: Im ersten Fall sind die beiden charakteristischen Polynpine (X —12)(X+4)(X —8) undys =
(X —2)2(X +2) . Die Eigenraume vof sind Vi (12) = Q(0, 1, 0), Vg (—4) = Q'(1, 1, —1) und Vg (8) =
Q'(1,0,3), und diejenigen voms sind Vi (2) = Q'(0,1,0) + Q(1,0,3) und Vs (—2) = Q(1, 1, —-1).
Die beiden Matrizen sind also nach Satz 11.B.5 diagonalisierbar, da jeweils die algebraischen gleich den
geometrischen Multiplizitdten sind. Da aulRerd@® = B2 gilt, sind sie nach Satz 11.B.15 simultan

diagonalisierbar. Offenbar ist bereit®, 1,0), (1, 1, —1), (1, 0, 3) eine Basis vorQ® aus simultanen
Eigenvekoren vor( und®s.

Im zweiten Fall sind die beiden charakteristischen Polynome

X—4 —4 4
Xy =| 0 X-2 0 |=X-2((X-4(X+2)+8)=(X-2°X,
—2 -4 X+42
X+3 4 —4
X =| =4 X-5 4 |=(X+3)(X-5(X+1) —32-32-8(X-5) +8(X+3) 4+ 16(X+1) =
-2 -2 X+1

= (X-1*(X+1).

Die zugehorigen Eigenraume siridy (2) = Q/(0,1,1) + Q(2, —1,0) und Vg (0) = Q'(1,0,1) sowie

Vi (—1) = Q(2, —2, —1) und V(1) = Q/(1, —1,0) + Q'(1, 0, 1). Die beiden Matrizen sind also nach

Satz 11.B.5 diagonalisierbar, da jeweils die algebraischen gleich den geometrischen Multiplizitaten sind. Da
auBerdemB = B gilt, sind sie nach Satz 11.B.15 simultan diagonalisierbar. E¥4g0) N Vs (1) =
Q1,0,1), Ve NVx (1) =Q0,1, DHund Ve (2) NV (—=1) = Q(2, —2, —1). Man erhalt so die Basis
(1,0,1), (0,1, 1), (2, =2, —1) von Q? aus simultanen Eigenvektoren virund 3. °

Abschnitt 11.B, Aufg. 4, p. 323 (1.10.2011) :

Ein Operatorf : V — V auf dem endlichdimensionalet-VektorraumV ist genau dann trigonalisierbar,
wenn in jedem von 0 verschiedengrnvarianten Unterraum vol ein Eigenvektor vory liegt.

Beweis: Sei f trigonalisierbar undv C U ein f-invarianter Unterraum voi¥. Dann zerféllt das Minmal-
polynompu s nach Satz 11.B.9 in Linearfaktoren. Nach Satz 11.A.8 (2)jsk ein Teiler vonu s, zerfallt
also ebenfalls in Linearfaktoren, d.fijW ist wieder nach Satz 11.B.9 trigonalisierbar.

Zum Beweis der Umkehrung verwenden wir Induktion Ulee= Dimg V. Liegt in jedem f-invarianten
Unterraum vonV ein Eigenvektor vonf, so besitztf zumindest in gan’ einen Eigenvektor und dazu
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einen Eigenwert. Nach Satz 11.A.16 gilt dies dann auch fur den dualen Opgfatooraus mit Lemma
11.A.25 folgt, dass es eing-invariante Hypereben#& von V gibt. Da in jedemf -invarianten Unterraum
von 'V erst recht ein Eigenvektor vofiliegt, ist f| H nach Induktionsvoraussetzung trigonalisierbar, d.h. es
gibt eine Fahne &= V, c V; C --- C V,_1 = H f-invarianter Unterraume voH . Diese setzt sich zu
einer f-invarianten Fahne & Vo c V, C --- C V,_1 C V, = V fort, d.h. f ist trigonalisierbar. °

Bemerkung: Man hatte diese Umkehrung auch so beweisen kénnen: Wegen Satz 11.B.9 ist nur zu zeigen,
dass jeder normierte Primfakt@ von .., ein Linearfaktor ist. Nach Satz 11.A.12 gibt es aber eirien
invarianten Unterraun/ von V mit xsy = P. Dieser enthalt nach Voraussetzung einen Eigenvektor zu
einem Eigenwerk, d.h. 1 ist Nullstelle vonP und somitX — A ein Teiler vonP. Da P ein Primpolynom

ist, folgt P = X —A.

Abschnitt 11.B, Aufg. 5, p. 323 (1.10.2011):

Sei f:V — V ein Operator auf derk -VektorraumV.

a) Genau dann isf eine Projektion, wenrf diagonalisierbar ist mit Spek C {0, 1} .

b) Sei 2. 1x # 0. Genau dann ist eine Involution, wenry diagonalisierbar ist mit Spek C {—1, 1}.

Beweis: a) Nach Aufg. 7a) istf genau dann eine Projektion, wenn das Minimalpolynom yicgin Teiler

von X (X —1) ist, d.h. wenn es gleiclt, X —1 oderX (X —1) ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn es in
paarweise verschiedene Linearfaktoren zerfallt und héchstens 0 und 1 als Nullstellen hat. Nach Satz 11.B.5
ist dies dazu aquivalent, dagsdiagonalisierbar ist mit Spek < {0, 1} .

b) Nach Aufg. 7a) istf genau dann eine Involution, wenn das Minimalpolynom vorein Teiler von
(X+1)(X—1)ist, d.h. wenn es gleich+1, X—1 oder(X+1)(X—1) ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn
es in paarweise verschiedene Linearfaktoren zerfallt und hochstenad 1 als Nullstellen hat. Nach Satz
11.B.5 ist dies dazu aquivalent, dagsliagonalisierbar ist mit Spek C {—1, 1} . °

Abschnitt 11.B, Aufg. 6, p. 323 (1.10.2011):
Fir einen diagonalisierbaren OperajorV — V ist das Spektrum gleich der Menge der Eigenwerte.

Beweis: Jeder Eigenwert ist nattrlich ein Spektralwert. Sei gfisd&/ — V diagonalisierbar; nach 11.B.2
giltdannV = )", » Vy(1). Ferner sepu € K kein Eigenwert, d.h. die Abbildung idy —f sei injektiv.
Um nachzuweisen, dags kein Spektralwert ist, ist zu zeigen, dasdy —f auch surjektiv ist. Sei dazu
y e V=273, xV/). Dieses Element besitzt eine Darstellung= ), _, y» mit y, € V(1), d.h.
f(y) = Ayx, undy; = O fur fast aller, insbesondere fik = . Flrx := erk‘x#u(u—k)‘lm folgt nun

(idy—f)(x) = (idv=)( X w=D"'ym)= X (=1 uidy—)(n)

reK, A reK, A

= Y =Nt -rw0=Ym=y,
reK, AFp reK

d.h.xidy —f ist auch surjektiv, alsa kein Spektralwert. °

Abschnitt 11.B, Aufg. 7, p. 323 (1.10.2011):

Sei f .V — V ein Operator auf dem endlichdimensionalEnvektorraumV. Genau dann isf diago-
nalisierbar bzw. trigonalisierbar, wenn der duale Opergtor V* — V* die entsprechende Eigenschaft
hat.

Beweis: Nach Satz 11.B.5 bzw. Satz 11.B.9 jsgenau dann diagonalisierbar bzw. trigonalisierbar, wenn
das Minimalpolynomy. in einfache Linearfaktoren zerfallt bzw. in Linearfaktoren zerfallt. Da nach Satz
11.A16 uy = uys- gilt, ist dies genau dann der Fall, wenn das Minimalpolynepa die entsprechende
Eigenschaft hat, d.h. wenfi* diagonalisierbar bzw. trigonalisierbar ist.
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Abschnitt 11.B, Aufg. 8 p. 323 (1.10.2011):

Seif:V — V ein Operator auf demk -VektorraumV. Die Elementery, ..., x, € V seien Eigenvektoren
von f zu den paarweise verschiedenen Eigenwexten.., A, € K. Ferner selJ der von demq, ..., x,
erzeugtef-dimensionale) Unterraum. Dann 8t f-invariant mityy = sy = ]'[;?zl(x — ).

Firx :=xi+---4+x, (€ U)istx, f(x), f2(x), ..., f"1(x) ebenfalls eine Basis voli. Insbesondere
ist U der kleinstef -invariante Unterraum voi, derx umfasst.
Beweis: Nach Lemma 11.B.2 sind die Vektoren, . .., x, linear unabhangig. Di¢/(x), j=0,...,n—1,

sind dann wegerf/(x) = Y f/(x;) = Y. A/x; nach Lemma 8.A.12 ebenfalls linear unabhangig, da die
i=1 i=1

Ubergangsmatrim{) nach 8.A, Aufg. 21 invertierbar ist. Letzteres folgt auch mit Korollar 9.C.10, da die
Vandermondesche Determinante IDe,ft) = [T (=), vgl.9.D,Aufg. 19, nach Voraussetzung tber

O<i<j<n—1
die A; nicht verschwindet. Wegen DigV = n bilden dief/(x), j=0,...,n—1, dann schon eine Basis
vonU. Der Unterraunt ist f-invariant, daf” (x) wegen Gradk sy = n wieder inU enthalten ist. °

Bemerkung: Die Aussage ergibt sich auch aus dem Beweis von 11.A, Aufg. 40d) im SpeziglfaH K x;.

Abschnitt 11.B, Aufg. 10 p. 324 (1.10.2011):

Ist f:V — V diagonalisierbar und nilpotent, so ist= 0.

Beweis:Wenn f diagonalisierbar ist, so gibt es nach Definition 11.B.1 eine Basis= 1, aus Eigenvektoren
von £, also mit f (v;) = A;v; mit einem); € K fur allei. Da f nilpotent ist, gibt es eitt € N mit f* = 0.
Esfolgt 0= f*(v;) = XY f ) = fFr00v) = A S ) = --- = A, alsoi; = 0, und folglich
fv) = A =0 flr aIIe:,dhf:O °

Abschnitt 11.B, Aufg. 11, p. 324 (1.10.2011):
Ist f:V — V ein Operator mit Rang = 1, so istf diagonalisierbar oder nilpotent (mf£ = 0).
Beweis: Nach dem Rangsatz giit:= Dimg V = Dimg Kern f — Rangf, also Dink Kern f = n—1 bei

Rangf = 1. Erganzt man eine Basis, . . ., v,_1 von Kernf durch einen Vektop, mit f(v,) = > a;,v;,

i=1
a;j € K, zu einer Basis volr, so wird f in dieser Basis durch einexn-Matrix beschrieben, deren erste 1
n—1
Spalten 0 sind und deren letzte Spalte gléieh,, . .., a,,) ist. Beia,, = 0 gilt dannf(v,) = >_ a;,v; €
i=1
Kern f, also f2= 0, und f ist nilpotent. Beia,, # 0 hat f das charakteristische Polynaxt (X — a,,,)
unda,, ist ein weiterer Eigenwert voif, zu dem es einen Eigenvektoy gibt. Dann istvy, ..., v,_1, v,
eine Basis vorV aus Eigenvektoren vofi, und f ist diagonalisierbar. °

Abschnitt 11.B, Aufg. 12 p. 324 (1.10.2011):

Ein Operatorf : V — V auf dem endlichdimensionaleii-VektorraumV # 0 ist genau dann nilpotent,
wenn f trigonalisierbar ist mit Spek = {0}.

Beweis: Wenn £ nilpotent ist, so gibt es eih e N mit £ = 0. Dann ist das Minimalpolynom ; von f

ein Teiler vonX*, also von der FornX™ mit einemm € N und zerfallt somit in Linearfaktoren. Nach Satz
11.B.9istf dann trigonalisierbar. Auferdem h&dann nur 0 als Eigenwert, da Eigenwerte Nullstellen des
Minimalpolynoms sind.

Ist umgekehrtf trigonalisierbar mit O als einzigem Eigenwert, so ist das charakteristische Poby}nom:h

Satz 11.B.9 ein Produkt von Linearfaktoren, die alle gleickein missen, da 0 die einzige Nullstelle von
Xy ist. Es folgtxf = X" mitn := Dim V und somitf” = 0 nach dem Satz von Cayley-Hamilton. e

Bemerkung: Ein direkter Beweis dieser Aufgabe wird in Beispiel 8.C.5 gegeben.
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Abschnitt 11.B, Aufg. 13 p. 324 (1.10.2011):
Seif eine reelle Z2- oder 3«<3-Matrix. Ist2( nicht trigonalisierbar UbeR, so ist2l tberC diagonalisierbar.

Beweis: Sei zunachsll eine reelle 22-Matrix. Das charakteristische Polynggy von2( hat die Formy , =
X2+ a1 X — ap mit den Koeffizienteniy := Det2, a; := —Sp2A € R und den Nullstellen , = —%ao +

%af— ap € C. Wenn2l UberR nicht trigonalisierbar ist, so zerf‘aH(tm uberR nichtin Linearfaktoren, d.h.

mindestens eine der beiden Nullstellen liegt nichRinDann muss%af—ao # 0 sein und folglichky # Ao.
Nach Korollar 11.B.6 is®l UberC nun sogar diagonalisierbar.

Sei nurl eine reelle X 3-Matrix. Das charakteristische Polynoggl von®listy, = X34+ ap X%+ a1 X — ag
mit den Koeffizientemg := Det2(, a; ;= —Sp, a, € R. NachBand 1, Satz11.A.6 besi]s@; als Polynom
ungeraden Grades UbRreine reelle Nullstelle.;. Folglich teilt der LinearfaktoX — A; das Polynomy, ,
d.h. esgibteine Darstellung, = (X—11)(X%+b1 X+bg) Mitbg, by € R, undy , hatdie weiteren komplexen

Nullstellen 1,3 = —%bo + ./ %b%— bo . Wenn2l UberR nicht trigonalisierbar ist, so zerf‘ciﬂd;21 UberR nicht

in Linearfaktoren, d.h. mindestens eine der beiden Nullstellen liegt nidht Dann mus§4b§—bo # 0 sein
und folglicha, #£ A3. Ferner gilt danm.; # A, undi; # A3, wegeni; € R undi,, A3 ¢ R. Daher zerfallt
Xy UberC in paarweise teilerfremde Linearfaktoren, uttdst UberC nach 11.B.6 diagonalisierbar. e

Abschnitt 11.B, Aufg. 14 p. 324 (1.10.2011):

Seiemn € N* und f: V — V ein Operator mitf” = idy auf dem endlichdimensionaléi+VektorraumyV'.
Dann ist f diagonalisierbar. (Diese Aussage gilt nach 11.C.3 auch dann, werfir'dektorraumV nicht
endlichdimensional ist.)

Beweis: Wegen /" = idy ist das Minimalpolynomu, von f ein Teiler vonX”" — 1. Die n komplexen

Nullstelleng, = 27 ii/n, j=0,...,n—1,vonX"—1 sind paarweise verschieden. Dies gilt dann auch fur
die Nullstellen voru s, und f ist nach Satz 11.B.9 trigonalisierbar. °

Abschnitt 11.B, Variante zuAufg. 14, p. 324 (1.10.2011) :

Seienn € N* und f: V — V ein trigonalisierbarer Operator mit® = id, auf dem endlichdimensionalen
R-VektorraumV. Dannistf =idy.

Beweis: Wegenf3= idy wird f durch das Polynonx3— 1 annulliert, d.h. das Minimalpolynompa, von f
teilt X3—1=(X—D(X3+X+1). Ausx®+x+1= (x— 32+ 2 > Ofiir allex € R folgt, dassX?+ X +1
keine Nullstelle inR hat, also GbeR unzerlegbar ist. Da abef trigonalisierbar ist, musg; Produkt von
Linearfaktoren sein, und es folgt; = X —1, alsof = idy. °

Abschnitt 11.B, Aufg. 15 p. 324 (1.10.2011):

Eine endliche kommutative Untergruppe der Gruppe @) ist konjugiert zu einer Untergruppe der inver-
tierbaren Diagonalmatrizen. Allgemein ist jede kommutative Untergruppe vor/GL, deren Elemente
diagonalisierbar Gber dem Korp&r sind, konjugiert zu einer Untergruppe der Gruppe der invertierbaren
Diagonalmatrizen in GI(K) .

Beweis: Istm die Ordnung der endlichen Untergruppe, so liefert der Kleine Fermatsche Sat2/8.A=6%,

fur alle ihre Element&l. Sie sind daher nach Aufg. 14 UbErdiagonalisierbar. Da sie auRerdem nach
Voraussetzung kommutieren, sind sie nach Satz 11.B.15 simultan diagonalisierbar. Es gibt daher ein Matrix
% e GL,(C) derart, dass all@8AB ! Diagonalmatrizen sind, d.h. die Gruppe ist konjugiert zu einer
Gruppe von Diagonalmatrizen. — 6t C GL,(K) ein beliebige Untergruppe miteinander kommutierender
diagonalisierbarer Matrizen, so sind die Elemente&arach Bemerkung 11.B.16 simultan diagonalisierbar,

da sie alle imm?-dimensionalen Raum MK) liegen. Daraus folgt die Behauptung wie oben. o

Abschnitt 11.B, Aufg. 16 p. 324 (1.10.2011):

Seif:V — V ein trigonalisierbarer Operator auf dem endlichdimension&lévektorraumV. Dann sind
aquivalent:(1) f ist diagonalisierbar(2) Fur aller € K ist V(1) = Kern(xid — f) = Kern(rid — )2,
(3) Jederf-invariante Unterraum vol besitzt einf-invariantes Komplement.
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Beweis: (1) = (2) Es gilt V(1) = Kern(rid — f) € Kern(rid — ). WareV; (1) = Kern(rid — f) #
Kern(rid — £)?, so hattef |Kern(rid — £)? das Minimalpolynom( X — ) und wéare nach 11.A.8 (2) ein
Teiler vonu . Dann konnte abef nach Satz 11.B.5 nicht diagonalisierbar sein.

(2) = (1) Da f trigonalisierbar ist, zerfallt das Minimalpolynomy in Linearfaktoren, = []._; (X — Ak
miti; # A; fri # j. Angenommen, esski> 2. Dann liegt BiId(MF/(X—Aj)Z)(f) im Kern der Abbildung
(Ajid—f)?, also nach Voraussetzung in Kew id—f), und das Polynom /(X — ;) wiirde auch schon
f annullieren. Widerspruch!

(1) = (3) SeiU ein f-invarianter Unterraum vol. Da f diagonalisierbar ist, zerfallt das Minimalpolynom
nach Satz 11.B.5 in einfache Linearfaktoren, was dann wegen 11.A.8 (2) auglifigilt, d.h. auchf|U
ist diagonalisierbar. Daher gitt = Y%, V,(\)und U = 3% . V5 (1), wobei jeweils nur endlich viele
der direkten Summande#0 sind. Erganzt man nun flr jedeseine Basis vorVy; (1) zu einer Basis von
V¢(1), so erzeugen alle diese erganzenden Vektoren zusammengenommen einen Unterrédyuoeyam
Komplement vorU ist und auRerdenf-invariant, da er von Eigenvektoren erzeugt wird.

(3) = (1) Wir konstruieren sukzessive linear unabhangige Eigenvektoren., v,, n := DimgV, von

f. Da f trigonalisierbar ist, zerfallt das Minimalpolynom; in Linearfaktoren, besitzt also mindestens
einen Eigenvektow;. Dann ist der Unterraunk v, f-invariant, besitzt also nach (3) eifrinvariantes
KomplementH. Da das Minimalpolynom vorf| H nach 11.A.8 (2) ein Teiler von ist, zerfallt auchu s 4

in Linearfaktoren, d.hf|H ist trigonalisierbar und es gibt einen Eigenvekitgre H von f derart, dass
v1, vz linear unabhéngig sind. Hat man bereits linear unabhéngige Eigenvekioren, v, von f mitk <n
erhalten, so besitzt def-invariante Unterraunk vy + - - - + K ein f-invariantes Komplement’, f|H’

ist ebenfalls trigonalisierbar und es gibt einen Eigenvel¢toi € H' von f. Dann sind auch, ..., vy
linear unabhangige Eigenvektoren vgn Nachn Schritten stoppt das Verfahren und liefert eine Basis von
V aus Eigenvektoren voyi, d.h. f ist diagonalisierbar. °

Abschnitt 11.B, Aufg. 18 p. 324 (1.10.2011):
a) Jede Matrix € M,(C) ist entweder diagonalisierbar oder &hnlich zu einer Maéré‘( i) mit A e C.

b) Eine Matrix2 e M,(R) ist genau dann trigonalisierbar, we(®p2)? > 4 Detl

Beweis: a) Seif : C?> — C? der durch®( bzgl. der Standardbasis beschriebene Operator. Es ist zu zeigen,
dassf entweder diagonalisierbar ist oder in einer geeigneten Basi§¥duarch eine Matrix der angegebenen
Form beschrieben wird.

Das Minimalpolynomuf zerfallt GberC in hochstens zwei Linearfaktoren. |ﬁtf = X — ) oder ist

My = (X —211)(X—12) Mit A # Ay, SO istf nach Korollar 11.B.6 diagonalisierbar'. Andernfalls;isft von

der Formu, = (X — 1)2. Dann gibt es eim, € C? mit v, ¢ Kern(f — Aid). Wegen(f — 1 id)? = 0 aufC?

ist abervy ;= (f —Aid)(v2) € Kern(f— A id) . Esfolgt f (v2) = v1 + Avo und f(v1) = Avy, d.h. f wird in

der Basisv1, v, von C? durch die angegebene Matrix beschrieben.

b) Das charakteristische Polynogy von 2 hat die Formy, = X2+ a1X + ap mit den Koeffizienten

ap = Det, a; := —Sp2A € R und den komplexen Nullstelleh; , = —%al + %,/af—4ao. Genau dann
istin Mz(R) nach Satz 11.B.9 trigonalisierbar, wepp tberR in Linearfaktoren zerfallt. Dies ist genau

dann der Fall, wenn; » € R sind, wenn also die Diskriminantef— dag > 0 ist. Dies bedeutet gerade
(Sp2A)? > 4Det. o

Abschnitt 11.B, Aufg. 19 p. 324 (1.10.2011):

Sei2le M, (K),ne N* undi € K ein Eigenwert vork mit dergeometrischeivielfachheityy (1) = 1
(was stets der Fall ist, wernry (1) = 1ist). Dann hat die Matrix Adjr &, —2() den Rang 1, und jede von O
verschiedene Spalte von A@j¢, —2() erzeugt den 1-dimensionalen Eigenraugi)) .

Beweis: Die geometrische Multiplizitgty ist die Dimension des Kerrigy, (1) der Multiplikation mita &,—21
auf K”. Ist sie gleich 1, so liefert der Rangsatz Ra@ng, —2() = n—1. Mit 9.A, Aufg. 6 sieht man dann,
dass Adjr¢&,—2) den Rang 1 hat und jede von 0 verschiedene Spalte dieser Wattiy erzeugt. e
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Abschnitt 11.B, Aufg. 23 p. 325 (1.10.2011):
(Cirkulanten) Eine Matrixl € M,,(C) hei3t eine Cirkulante, wenn sie die folgende Gestalt hat

ag ap—1 dp—2 -+ 41
ar  ag Gyl - a2
A=| a2 a1 a0 - a3
a) Ist P, die Cirkulante dn=t n=2 dn=3 =00 do
0 0 0 1
1 0 0 O
po—|0 1 00
O o0 --- 10

So ist
A = Clo@n + 01‘13,1 + 6125135 + -+ Cln—l‘pﬁ_l = F(mn)

mit F = ag + a1 X + - - - +a,_1 X" 1. Die Cirkulanten bilden eine Unteralgebra von (&) der Dimension
n—1

n. Bezeichnet, die n-te Einheitswurzel ex@ri/n), soist xqu, = ug, = X" — 1= [[(X —¢5).
k=0

b) Die Matrix B, ist diagonalisierbar mit den Eigenwerteh, k = 0, ..., n — 1. Der Eigenraum zg* wird
vonuy 1= (VR gDk L ek 1), k=0,...,n—1, erzeugt. (Man beachte die Anderung gegenuber
der Formulierung im Buch!)

n—1 n—1
c) Fur die Cirkulantel ist xoq = [] (X — F(£))) , insbesondere D&t = [] F(f); A ist diagonalisierbar,

k=0 k=0
und die Vektoreny, ..., v,_1 aus b) bilden eine Basis vdll' aus Eigenvektoren va.

Beweis: a) Seif = (). Wir zeigen durch Induktion iiben, dass gilt:a;; = 1 firi = j+ m modn

und a;; = 0 sonst. Im Falln = 0 ist in der Tai;; = 8, d.h.(a)}) ist die Einheitsmatrixp?.

Beim Schluss vom: aufm + 1 steht in deii-ten Zeile undk-ten Spalte des Produkfg”+! = 3! die
SummeY_’_; a!" a, die nurs 0 ist, wenn es eiy miti = j+m undj = k+1 modn gibt, also bei

i = k+m+1 modn, und die dann auch nur aus dem Summanden fir diebesteht, der gleich 1 ist. Dies
liefert die Induktionsbehauptung. Offenbar gilt dann

ag dp—1 dy—2 -+ d1
aiz ap  dp-1 -+ A2 n—1
A= az ai do trroas = Zamypg = F(mn) .
: : : : : m=0
apn—1 dp—2 dp-3 --- do

n—1
Das charakteristische Polynom v ist nach Beispiel 11.A.23 gleichy, (X) = X"—1= [[(X — ¢5).
k=0

b) Da dien Einheitswurzelnz*, k= 0,...,n—1, paarweise verschieden sind, bilden (beliebige) Eigen-
vektoren zu dem* eine Basis vorC", d.h. die Eigenrdume sind alle 1-dimensional. Ind&en Zeile des
@) » (n—j)k

Spaltenvektorss, v, steht die Summé_ a;; , in der nur der Summand fijr = i —1 modn von O
j=1

verschieden ist, und den Wey'~*+D* = ¢¥ £ "=0 hat. Also ist der Spaltenvektoy, in desseri-ter Zeile
die Einheitswurzet "~"* = ¢ ~i* steht, ein Eigenvektor voi$, zum Eigenwert*.

n—1
c) Mit Aufg. 17 folgert man sofort aus b), dadq (X — F(g,’f)) das charakteristische Polynogg, von
k=0

n—1 n—1
2l = F(B,) ist. Insbesondere folgt-1)" Det2l = xo(0) = (=1)" [] F(¢*), also De®( = [] F(¢r).

k=0 k=0
Die n Vektoren aus b) bilden eine Basis va@li aus Eigenvektoren, da sie als Eigenvektoren zu paarweise
verschiedenen Eigenwerten linear unabhéngig sind. Insbesond#rdigjonalisierbar. °
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Abschnitt 11.C, Teil vonAufg. 5, p. 331 (1.10.2011) :

Man gebe die kanonischen Zerlegungen gemaf 11.C.7 und gegebenenfalls 11.C.8 fur die folgerfden tber
trigonalisierbaren Matrizen an:

-2 -1 2 4 2 8
( 1 1 —l) ; ( 3 2 7) .
-3 -1 3 -3 -1 -6

Lésung: Wir berechnen zunachst das charakteristische Polynom der ersten Rainict erhalten

X+2 1 -2 X-1 0 —-X-1 1 0 -1
Xy =| -1 X-1 1 |=] -1 X-1 1 =X-1|-1 x-1 1 | =
3 1 XxX-3 3 1 X-3 3 1 X-3
1 0o -1
=(X-1|0 X-1 0 |=X(X-172.
0 1 X
Fir jeden der Eigenwerte val, also hier nur fir 1 und 0, berechnen wir nun der Reihe nach die héheren
Eigenraume, d.h. die Kerne vdn (1) := (A&, — )’ zu den Eigenwerteh € {1,0}, i = 1,2,..., mit

Hilfe des Gaul3schen Eliminationsverfahrens, wobei wir die gefundenen Basdn @onjeweils zu einer
Basis vonUs (1) erganzen usw, bis die Folgen jeweils stationar werden, was spatestens bei der algebraischen
Multiplizitat des jeweiligen Eigenwerts der Fall ist:

X1 3 1 —2 X1
Ui (D) :={;EQ3|(1-€3—20;=0}={p=<x2)6R3‘ (—1 0 1) (x2>=0}=
s 3 1 -2/ \x

X1 1
I P 3| 3+ x2—203=0] _ B
—{x—<x2)eR —x1+x3=0 }_Q< 1)’

X3 1

X1 2 1 -1 X1
U2<1>:={xe@3|<l-ea—202x=0}={x=(x2>e@3\(o 0 0)<x2)=0}=

X3 2 1 -1 X3
1 0
“o(3)+(3),
1 1

X1 2 1 —2 X1
U1(0) == (e Q3| (—A)r =0} = {x=<xz)e@3\ (—1 -1 1) <x2> =0} =
X3 3 1 -3/ \xs

X1 2x1+ x2—2x3 =0 1
= {IZ()Q)GQ?” —x1—x2+x3=0 } :Q(O) .
X3 3x1+x2—3x3=0 1
Wir schreiben die erhaltenen Vektoren als Spalten einer Marik und berechnef = (3-1)~1:

1 0 1 -1 -1 1
%1:<—1 1 o), %:(—1 0 1) .
1 1 1 2 1 -1

1 00 010
Es folgt BAB~ = (O 1 O) + (O 0 O) . Die gesuchte Zerlegung v&igeman 11.C.7 ist somit

0 0O 0 0 O
A =9 + N mit
1 0 O -1 -1 1 -1 0 1
@::%1<0 1 0)%2( 0 1 O), ‘ﬁ::Q{—®:< 1 0 —1).
0 0 O -2 -1 2 -1 0 1

Eine multiplikative Zerlegung gemaf3 11.C.8 existiert nicht, da nicht alle Eigenwer von 0 verschieden
sind.
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Wir berechnen nun das charakteristische Polynom der zweiten Matrnd erhalten

X-4 -2 -8 X-4 -2 -8 X-4 -2 -8
Xqy=| -3 X-2 -7|=|0 X-1 X-1|=X-1| 0 1 1=
3 1 X+6 3 1 X+6 3 1 X+6
X-4 0 -6
=X-1| 0 1 1|=X-D(X-DHX+5 +18)=(X-D*(X+2).
3 0 X+5

Fir jeden der Eigenwerte valt, also hier nur fir 1 und-2, berechnen wir der Reihe nach die héheren
Eigenrdume mit Hilfe des GauRschen Eliminationsverfahrens, wobei wir wieder die gefundenen Basen von
U1()) jeweils zu einer Basis voli, (1) ergdnzen usw., bis die Folgen jeweils stationar werden, was spéatestens
bei der algebraischen Multiplizitat des jeweiligen Eigenwerts der Fall ist:

X1 -3 -2 -8 X1
Ul<1>:={xe@3|(1-@3—20x=0}={x=<xz>e@3\(—3 ~1 —7) <x2>= | =
X3 3 1 7 X3

X1 2
_ _ 3| —3x1— 2x2—8x3=0 _
o= (5e) | Bz 2828} - 1)

X3

1 9 0 18\ /x1
Up(1) = {re Q| (1 €3— W4 =0} = {x=(xz)e@3\ (—9 0 —18> (x2> =0 =

X3 9 0 18 X3
2 0
o 3)el)
-1 0

X1 -6 -2 -8 X1
Ur(-2) = (re Q| (—2¢5-W =0} = [r = (x2> e Q| (—3 4 —7) <x2> =o0| =
X3 3 1 4 X3
X1 —6x1— 2X2— SX3 =0 -1
- {; - <x2> cQ® ‘ 3y — 4vy — Txg = o} ~Q (-1) .
X3 3x1+ x2+4x3=0 1
Wir schreiben die erhaltenen Vektoren als Spalten einer Marix und berechnef = (3~1)~1:

2 0 -1 10 1
%1=< 1 1 —1), %:(0 1 1).
1 0 1 10 2
1

0O O 010
Es folgt BAB 1 = (O 1 O) + <0 0 0) . Die gesuchte Zerlegung ist sorit= 2 + 9t mit
0O 0 -2 0 0O

1 0 O 4 0 6 o 2 2
@::%1<0 1 0)%:( 3 1 6), m::%[-i):(D 1 1).
0O 0 -2 -3 0 -5 0 -1 -1
Um die multiplikative Zerlegung voRl gemaf3 11.C.8 zu bekommen, berechnen wir zun&chst
0 3 1 2 2
1 3 und damit = ¢3+D N = (o 2 1) :
0 -2 0O -1 ©0

Dann sind® der diagonalisierbar@} der nilpotente undl( der unipotente Bestandteil v@h

2
AR
Il
—
|
100 NI NIGT
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Abschnitt 11.C, Zusatzaufgabep. 331 (1.10.2011):

Diese Zusatzaufgabe behandelt in direkter Weise die Exponentialabbildung fur endliche komplexe Matrizen.
Die Exponentialabbildung wird in allgemeinerem Rahmen in Abschnitt 18.D behandelt.

Sei2l € M, (C) und* = (a}’) die k-te Potenz voril . Ferner sei := Max {|a;’| | 1<i.j <n}.
a) Man zeigela,;’| < (nM)* durch Induktion iibek, und folgere, dass die Reihesy := > a/;/k! fur alle
(=0

i, j absolut konvergieren. Man definiert

oo ¢k
A= exp2 := Zill = (eij)1<i,j<n € M, (C).
-0
b) IstnM < 1, so konvergiert die geometrische Refhe2(* := ( Z a("))l ~ gegen(¢, —2)~ L.
k=0 <i,j<n

c) Fur, Be M, (C) mit AB = BA gilt das Additionstheorem der Exponentialfunktioa?+® = ¢%¢® |
d) Ist B invertierbar, so giliBe? B 1 = ¢BAB

e) Fur Diagonalmatrizen gilte®29%++7) = Diag(e™, ..., ™), A1, ..., A, € C. Allgemeiner: Fir eine
obere (bzw. untere) Dreiecksmatfliist ¢* eine obere (bzw. untere) Dreiecksmatrix mit den Diagonalele-
mentene™s, . .., e,

f) Es gilt Dete® = ¢SP%
Beweis: a) Firk=0ist 2A° = QE und f0|g|ICh|a(O)| =§;<1= (nM)°. Der Induktionsschluss folgt aus
jai ") = | Zawa““)\ < Z jairllay;| < ZM(nM) = (M),
r=1
Daraus ergibt sich die absolute Konvergenz ygrdurch Vergleich mit der Exponentialreihe:

= a1 o (nM)F nM

k=0 ’ k=0

b) Wegenn M < listdie geometrische Rei}€, (nM)* eine konvergente Majorante fur alle ReifeR |a(k)|

Es gilt nun
€ -2y A= "o - att=¢
k=0 k=0 k=0

c) Ist2r = (a}), B* = (b}\), so erhdlt man wegen der absoluten Konvergenz, vgl. a), mit dem GroRen
Umordnungssatz 6.B.11 aus Band 1:
k (k m) b(m)

_ k=m pm ®)
(Ql—i_%)k_r;)(k—m)!mk! =t (q) mit ¢, ZZ I(k m)! m!’

j=1m=0

00 ( (k—=m) b( m)

A (S, (SR i 5, - (D), -e

d) Mit den offensichtlich gultigen Grenzwertrechenregeln fiir Addition und Mutiplikation von Matrizen (die
auch schon in b) benutzt wurden) erhalt man

BAKB-1 2 (BAB H =l
BeP B! = %Z %1 ’;’T:]g%:e%m .

e) Die Behauptung folgt sofort aus Di&g, ..., A,)* = Diag(A\4, ..., AX). Die Verallgemeinerung folgt
daraus, dass milt auch die Potenze®* obere (bzw. untere) Dreiecksmatrizen sind, und zwar mit den
Diagonalelementea’,, ..., a*

nn*
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f) Sei A = © 49 mit einer diagonalisierbaren Matri® € M, (C) und einer nilpotenten Matrift mit
DN = ND die additive kanonische Zerlegung v@in Dann gibt es invertierbare Matrizés, B’ M,,(C)
derart, das®9%B ! = Diag(%1, ..., A,) eine Diagonalmatrix ist, in deren Hauptdiagonalen die Eigenwerte
M, ..., A, VON2A stehen, un@’918’ 1 eine obere Dreiecksmatrix, in deren Hauptdiagonale tberall O steht.
Mit d) und e) folgt
Dete® = (DetB)(Dete®)(DetB 1) = Det(Be®B 1) = Dete®®P ' = Det PRI 1)
= Det(Diag(eM, e ek”)) =M.t = Tt = SPA

) . =1\k —1\k

AuRerdem iste®”® " = Y > & ‘It]? Y _ ¢, + Z (00U M 9“(% )" die Summe aus der Einheitsmatrix
k=0

und einer oberen Dreiecksmatrix, in deren Hauptdlagonale wiéstms’ ~* tberall O steht. Es ist also
Dete™ = (DetB’)(Dete™)(Det®' ) = Dete® M3 " = 1 und somit wegen c)

Dete® = Dete® ™ = Det(e®e™) = Dete® Dete™ = ¢5P% . 1 = ¢SP2,

Zum Beweis der Aussage wirde es wegen e) gen®en trigonalisieren: Es gibt eine invertierbare Matrix

B e GL,(C) derart, das®8AB~* eine obere Dreiecksmatri¥ ist. Dann ist Det? = Det(BeAB1) =
Dete® = ¢SPT = SP | °

Bemerkung: Zu einer Anwendung verweisen wir auf die Bemerkung zu 11.E, Aufg. 5.

Abschnitt 11.C, Zusatzaufgabep. 331 (1.10.2011):
Man berechne® fiir die Matrizen2( aus Aufg. 5.

Lésung: Wir verwenden die additiven kanonischen Zerlegungen, die in Aufg.5 berechnet wurden, und
erhalten mit Teil ¢) der vorstehenden Aufgabe fiir die erste der beiden Matrizen:

1 00 010
em=e©+m=e©em=‘3_lexp(0 1 0)2828‘1exp(0 0 O>%=

0O 0O 0 0O
1\ /e
o)(o
1/ \O

00 100 010 10102 ~1 -1 1
e o)((o 1 o>+<o 0 0)+§<0 0 o) +---)<—1 0 1)
0 1 0 01 00O 00O 2 1 -1
1 e 0 O 110 ,~1-1 1 —2¢e+2 —e+1 2e-1
0)(0 e O) <0 1 0)(—1 0 1):( e e —e .
1 0 0 1 0 01 2 1 -1 —3e+2 —e+1 -1
Far die zweite Matrix ergibt sich entsprechend:

1 0 O 010
PRI R [ exp(O 1 O) %%1exp<0 0 0) B =
0O 0 -2 0 00

PR ORRO

|
Q
|

2 0 -1 e 0 O 100 010 1 01 0\? 101
=<1 1—1)(0 e o)(<01o>+(ooo)+—(ooo) +-~-)(011>
-1 0 1 0 0 1/¢ 0 01 0 0O 2 0 0O 1 0 2
2 0 -1 e 0 O 110 1 0 1 2e—e % 2e de—2¢2
=< 1 1 —1) (0 e 0 )(O 1 O) (0 1 1) =( e—e % 2 36—26_2> . °
-1 0 1 0 0 1/e 0 01 10 2 —e+e? —e —2e42¢2
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Abschnitt 11.E, Variante zuAufg. 1, p. 352 (1.10.2011):
Man |6se die folgenden Differenzialgleichungssysteme:

a) y1= 2y1+y2 b) yi= =2y ©) y1= 3y1+y2
Vo=—2y1— Y2 . y2=y1+3y2 . yo=—y1+y2 .
d) y1=5y1—-2y,+1 € y1= 3y1+y2+e”’
y2 =3y . yo=—4y1 — y2

Lésung: a) Es handelt sich um das System= 2y mit y = (ﬁ) und 2 = <_§ _i) Wegen

lx-2 -1
Xa =1 2 x+41

{<§;) ‘ (0;2 0:_11> (i;) = O} = R<_%> zum Eigenwert O und

{(xl) ‘ (1_2 -1 > (xl> = 0} = R(_l) zum Eigenwert 1. Insbesondere #tdiagonalisierbar.

‘ = X?— X = X(X—1) hat 2 die Eigenwerte 0 und 1 mit den Eigenraumen

X2 2 1+1 X2 1

Wir schreiben die erhaltenene Basis aus Eigenvektoren als Spalten einer Watrix _% _i) , be-
_ 11 1 N 4 (1 1 2 1\ (-1-1)\ _
rechnert8 = (_2 _1> als Inverses vofB~ " sowie ® = BAB* = (_2 _1) (_2 —1) ( > 1) =

<8 2) Fur 3 = (2) = By bekommt man so das entkoppelte Systgm= By = BAy =
=0

BAB 1By — D3, also L
72 =22

i\ _ . -1, [(—1-1 c1\ _ (—c1—cae
(y2>_n_% 3_( 2 l)(cze’>_(201+cze’)’ 1, ©2€R.

b) Es handelt sich um das Syst@m= 2y mity = (i;) und A = (g _:2,,) Wegen

, mit den Lésungep = (ccle,) , ¢1, co€ R. Damit ergibt sich:
2

|l x 2
X =| 21 x-3

{<E>‘(—i 133><$>=ﬂ4==R<_i>zmnE@amen1und

X1 2 2 X1\ _ Al (1 : : L :
{(xz) ’ (_1 2_3> (xz) = 0} = R( 1) zum Eigenwert 2. Insbesondere26tdiagonalisierbar. Wir
-2 -1

1 1

_(-1-1 1 . _ 1 (-1-1 0-2 -2-1\ _(1 O
‘B_<l 2)alslnversesvoﬁ% sowie® = BAB _(1 2)<1 3>< 1 1>_<0 2).

Fir 3 .= <2) = By bekommt man so das entkoppelte Systgm B = BAy = BAB By = D3,

‘ = X(X-3)+2 = (X—1)(X—2) hat 2 die Eigenwerte 1 und 2 mit den Eigenraumen

schreiben die erhaltenene Basis aus Eigenvektoren als Spalten einer®atrie , berechnen

t

also “* = %1 mit den Losungen = (zleez) , ¢1, c2 € R. Damit ergibt sich:
2

20 =222
i\ et (=2 =1\ e\  [—2cie —cpe?

(y2> =p=0 3= < 1 1) <c2e2’) - ( cre +cpe? ) » e, e2€R.

¢) Es handelt sich um das Systém= 2y mity = (§;> und A = (_:1% i) Wegen

lx-3 -1
Xa =1 1 x-1

i(i;) ‘ (213 2—_11) G;) _ 0} = R<_1) ) Wegen(_i _1)2 = 0 ist der nachsthéhere Eigenraum

l = X?—4X+4 = (X —2)? hat 2 nur den Eigenwert 2 mit dem Eigenraum
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die Matrix B! := als Inverses vof~! sowie die Trigonalisierung

der Matrix bereits gan®?. Daher erganzen Wi(_b etwa durch(?) zu einer Basis voiR? und bilden
, berechne® = (1)

-1 0 -1
11 1

_ 42 (-1 0 3 1\(-1 0\ _ (2 -1 o (721 _ :
¢ = BAB _<1 1>(—1 1)( 1 1)_(0 2).Furg._<zz)_iBnbekommtmansoeln

System in Dreiecksgestalf; = 81 = BAy = BAB 1By = ¢, also ?1 = gi ~ %2 Wir erhalten als
2 = 2

Losung fiirzo dannz, = ce?, ¢» € R, und durch Einsetzen in die obere Gleichupg= 2z, — ¢y e*
mit der Losungzy = e? (c1 + [—cpe? e dt) = (c1— cat) €¥ , c1 € R. Damit ergibt sich:

2t
MY _pomg (10 (61—021) 2 _ < (—citeat)e ) R
<y2) ) 3 ( 1 1) e e (1t o cat) €2 ) c1, co€R.

d) Es handelt sich um das System= 2y + g mity = (i;) A = (g _g) und g = (é) Wegen

‘st‘

Xy = —5X+6 = (X—-2)(X—-3) hat 2 die Eigenwerte 2 und 3 mit den Eigenraumen

{<X2 (2 > 2) } R@)zumEigenwertZund

{(xz (3 S 2) O} (i) zum Eigenwert 3. Insbesondere %tdiagonalisierbar. Wir

schreiben die erhaltenene Basis aus Eigenvektoren als Spalten einer Matrix= (g i) , berech-

_ (-1 1 1 oemnia A 1 (-1 1)\ (5-2\(2 1)\ _
nen B = (3_2) als Inverses vorB—" sowie © = BADB _(3_2)(3 0) (3 1) =

<(2) g) Fur 3 = <2) = By bekommt man so das entkoppelte Systgra= By = BAy + Bg =
2t 1
. i _[(c1e"+3
mit den Losungen = ( cped— 1) , c1, c2€ R,

71=2z1—1

1 _ —
BAB ’Btj—i-%g—@a—i-( PP

Damit ergibt sich:
2t 1 2 3
V1) =L = 2 1 (Cle +—>=< 2c1e”+coe ) R
(y2> ! ! (3 1) cpe¥—1 Bere?+cpe¥+ 3/ €1, C2€ K.

—t
e) Es handelt sich um das Syst@m= 20y + g mit y = @;) A = (_i _i) und g = <e0 ) Wegen

:1))) , also

X=3 -1 ‘ = X?—2X+1 = (X—1)? hat 2 nur den Eigenwert 1 mit dem Eigenraum

Kot = ‘ 4 X+1|~
i(i;) ‘ (1:13 1111) ( > O} ( 21) : Wegen<_§ _%>2 = 0 ist der nachsthohere Eigenraum
der Matrix bereits ganR?. Daher ergénzen Wi( _21> etwa durch(g) zu einer Basis voiR? und bilden

_; 2 , berechnem3 = _; 2
nalisierung¢ = BAB ! = <_; 2) (_i _1) (_; 2) = (é _1) Fur;:= (2) = By bekommt

_
man so ein System in Dreiecksgestalt= B = BAy + Bg = BAB 1By + Bg = ¢ + ( 2:_, ) , also

die Matrix 8! := = B! als Inverses vo®B ! sowie die Trigo-

1=21—22—e¢€
2=122+
die obere Gleichung; = z;— ¢z ¢’ mitder Losungzy = (c1— c¢2t) €', ¢1 € R. Damit ergibt sich:

2t 1
yi) . o1 (-1 0\ /cre”+3\  [(ci—cat)e
(y2>_0_% 3_( 2 1)(023 —1>_(02€[—€_[ ), Cl’CZER' °

—t
_, - Wir erhalten als Losung fi, dannz; = ca e’ — e, c2 € R, und durch Einsetzen in
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Abschnitt 11.E, Variante zuAufg. 1, p. 352 (1.10.2011):
Man l6se die folgenden Differenzialgleichungssysteme:

a) ):’1 = 4y + 6ys + 2t b) }:’1 =—2y1— Y2+ 2y3
ya= 3y1+y2+6ys+ 1-1 ya=  y1t+y2— 3
y3=—3y1 —Sy3— t . y3=—38y1 — y2+ 3y3.

©) yi= 3y1+ 8yatdys+4e’ +1 d) yi= A4yi+2y2+8ys
ya= 2y1+ 3yat+2y3+2¢ ya= 3y1+2y2+7ys
y3=—"7yr — 14y,— 8y3 — 7¢' — 1. y3=—38y1 —y» — 6ya.

e yi= 3n —2y3—2¢' -1
Y2 = —8y1— y2 +4yz + e
y3= 4y —3y3— e —1.

a) Es handelt sich um das Systeym= 2y + g(¢) mit

4 0 6 1 2t
Ql:( 3 1 6) , n= (y2> , a(t) = (z—l) .
-3 0 -5 y3 —t

Esist xo = (X — 1)?(X + 2), und Diagonalisieren liefe@®3AB 1 = D mit

2 0 -1 1 0 1 1 0 O
53—1:< 1 1 —1), %:(o 1 1), @:(0 1 0).
-1 0 1 1 0 2 0 0 -2

Fir 3 := By bekommt man das entkoppelte Systgm= BAB 1By + Bg(t) = D3 + Bg(r), d.h.

. _ t
?1 = 71+t 71=—({+ ];) +cre —2t—2 2c1 —C3
2= z22—1 22 =1+ cpe g:‘B‘%,:( —t )+e’(cl+cz)+e_2t<—cs> .

. _2
3= —223, z3=cze 7, t+1 —C1 c3

b) Es handelt sich um das Systam= Ay mit

-2 -1 2 1
-1 1) =(n).
-3 -1 3 y3

Esistyg = X(X —1?mit {{ e R®|Ar =0} =R (1,0, 1), {reR®| (A —¢3)r =0 =R (1, —-1,1),
{reR®| (A—-&E)%r =0} =R 1, —1,1) + R0, 1, 1), und Trigonalisieren lieferlB3AB 1 = T mit

1 0 1 -1 -1 1 1 1 0
93—1=<—1 1 0) , 93:(-1 0 1) , T = (o 1 o).
1 1 1 2 1 -1 0 0 O

Fir 3 := By bekommt man das trigonalisierte Systgre= BAB By = T3, d.h.

71=21+22 z1=(c1+ca)e

) , (c1+cat)e' +c3
L2=122 22 = cze p=B Y= (c2—c1tca)e :
23=0, z3=c3, (c1+c2+cat)e +c3

c¢) Es handelt sich um das System= 2y + g(r) mit

3 8 4 y1 de' + 1
Ql=< 2 3 2), lj=<y2), g(t):( 2¢! )
-7 —-14 -8 y3 —T7e' -1

Esist xo = (X 4+ 1)?X , und Diagonalisieren liefe®BAB~1 = D mit

1 2 -4 -7 -14 -8 -1 0 O
%—1=<o—1 —2), %:(2 3 2), @:(0—1 0).
-1 0 7 -1 -2 -1 0 0 0
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Fir 3 := By bekommt man das entkoppelte Systgm= BAB 1By + Bg(t) = D3 + Bg(r), d.h.

z1=—z21+1 z1=14+cre”’

. _ 1+ 46! c1+ 262 — 44
2= —"22, l2 =20 n= %_15 = ( 2e! ) +e! ( —C2 >+<—2C3) .
3= —e 73=c3—¢€ —1—7é —c1 Tc3

d) Es handelt sich um das Systam= 2y mit

4 2 8 1
m:(s > 7), U:(yz).
-3 -1 -6 v

Esistyo = (X —D*(X +2) mit{r e R3| A —CE)r =0} =R'2, 1, -1),{reR?| (A—- &) =0} =
R/ 2,1,—-1) + R(0,1,0), {r € R® | (A + 2&3)r = 0} = R(—1, -1, 1), und Trigonalisieren liefert
BAB ! =T mit

2 0 -1 1 0 1 1 1 0
%—1=( 1 1 —1>, 53:(0 1 1), z:(o 1 0).
-1 0 1 1 0 2 0 0 -2

Fir 3 := By bekommt man das trigonalisierte Systgre= BAB By = T3, d.h.

a= utzn a = (ctene (2c1 + 2cat) e’ — cze™
. _ _ l‘ _ _
72 = 22 l2 = C2e n="25 15=<(c1+02+02t)e’—63e 2’) .
73 = —273, 23 =cge %, (—c1—cat)e' + cze™?

e) Es handelt sich um das System= 20y + g(r) mit

3 0 -2 1 -2 -1
91(8 Y 4), () g(ﬂz( y )
4 0 -3 V3 —e' —1
EsistBAB ! =D mit
1 0 1 2 0 -1 1 0 0 —3e'—1
%-1=<—2 1 o), %:( 4 1 —2), @:(0 -1 o), ‘Bg(t)z(—Se’—Z).
1 0 2 -1 0 1 0 0 -1 ¢!

Fiir 3 := By bekommt man das entkoppelte Systgm B1) = BAB 1By + Bg(r) = D3 + Bg (1) :

z1=cie' —3te' +1

1= z1—3'—1

' ' 2=coe =3¢ —2
Z2=—22—5"'—-2, 2= 2 ’
. —t 1t
z3=—z3+¢ 3 =c3¢ +3e

V1 1 0 1\ /cie’ —3te' +1 cre’ +cze”’ — 3te’+%et+l
(yz):U:‘B%:(_Z 1 O) (cze—l_get_2>: —chet+czeft+6t€t—g€t—4 e

y3 1 0 2 cse_’—i—%e’ cie' + 2cze” — 3te' + ' +1

Abschnitt 11.E, Aufg. 4, p. 352 (1.10.2011) :
Sei2l € M,,(K) einen x n-Matrix. Dann kommutier2l mit der Fundamentalmatri} zum SystenVyy = 0.
Beweis: Nach Voraussetzung giWy2) = 0, alsoD(®)) = 92), und9(0) = ¢,. Seifk = [A,9] =
2 — YA der Kommuatator voRl und®). Da®l eine konstante Matrix ist, folgt
Va(R) = DAY) — PA) — ARAY — YA) = AD(Q) — DDA — A*Y + AYA
= AAY — AYPA — A?Y + AYP2A = 0.

Daher gibt es eine Matrig € M,,(K) mit & = €92). Dabei giltR(0) = A9 (0) — DO)A = AE, — &, A =
A —2A =0undR(0) = €Y(0) = ¢¢, = ¢, also€ = 0 und somitk = 0, d.h.2AY = PA. °



Storch/Wiebe, Band 2, Kapitel 4 45

Abschnitt 11.E, Aufg. 5, p. 352 (1.10.2011):

Seier, B € M,,(K) kommutierende Matrizen. Furdie Fundamentalmatrigan s , Yoo der Systeme
Vo =0, Vg = 0 bzw. Vo sy = O gilt dann Dors = VaYs = DY -

Beweis: Wegen2(5 = B2 gilt

D(BY g —DaB) = BD(Pa) — D(P)B = BAY g —AY B = ABY g —AY B = A(BY o — Da'B)
und somitVy (BY o — VaB) = D(BYy —VaB) —A(BY oy —PuB) = 0. Dahergibteseid € M, (K)

mit BYy — VB = €Yo . WegenYy(0) = €, ergibt sich® = €Yy (0) = BYy(0) — Vo (0)B =
B — B = 0 und schlieB3lichBYy — DB = 0- Py = 0, d.n.BYy = PoB . Damit erhalt man

Vo (Dals) = D) Vs + VDaDDs) — R+ B)(Dads)
=AVaYs + VaBYn — A+ B)VaDs = A+ B)PaDs — A+ B)VaPs =0.

Es gibt also eine Matrixt e M,,(K) mit YoaYDos = €Yt . Wegendy(0) = Vs (0) = Yo (0) = €,

ergibt sich¢ = ¢,, d.h.YDaYs = Voo . Analog giltY s Ve = Voo - Wegenoys = Ppo folgt
daraus die Behauptung. o
Bemerkung: Die in der Zusatzaufgabe zu Abschnitt 9.C eingefiihrte Exponentiak&ihkonvergiert nach

Teil a) der Aufgabe lokal gleichmé&Rigimind ist somit gliedweise differenzierbar. Daheige® /) = 2 2.

Da auBerdena®? = ¢0 = ¢, gilt, erhalt man didolgende (ibersichtliche Darstellung der Fundamental-
matrix: Qg (t) = e*'. Die vorstehende Aufgabe liefert damit tibrigens auch das Additionstheorem der
Exponentialfunktion fiir kommutierende Matrizen. — Vgl. hierzu auch Abschnitt 18.D.

Abschnitt 11.E, Zusatzaufgabe p. 352 (1.10.2011):
Zl+:5l> mit Kompo-
2 2
nenterus, u,, wy, wy € R zum Eigenwerk = o +i8, «, B € R, besitzt. Dann haben alle reellen Lésungen
11 COSPt — wy sinﬁt) at <u1 sinBr + wy COS,BZ) .
1z cost — wasingr) T2 \uysin gt + wo cospi mitey, c2€ R.

Sei2l € M(R) eine Matrix ohne reelle Eigenwerte, die Glieden Eigenvekto(

vony = Ay die Formy(¢) = Clem(

Beweis: Ist v der gegebene Eigenvektor, so liefert Konjugieren San= 1o wegen?l = 2, dass auch
2o = v gilt. Dies ergibt GberC die Basislésunger*'v unde*'s = ¢*'v. Dann bilden die Funktionen
Re(e*v) = Re(e‘”(cost+isint)<”1+'w1)) — “’(ulcosﬁt_wlsmﬁt

' uy+ iw; iy COSBr — wy Sin Bt
ar (U1SINBE + w1 COSPrY . . . ..
(uz Sin Bt + wy COSBI eine Basis des Raums der reellwertigen Lésungen. °

) und analog In(e*v) =

Abschnitt 11.E, Aufg. 12,p. 352 (1.10.2011):
Sei € M, (K) einen x n-Matrix tUberk.

a) Genau dann konvergiert jede Losung vésny = 0 firr — oo (komponentenweise) gegen 0, wenn alle
Eigenwerte vor2l einen negativen Realteil haben. (Man sagt in diesem Fall, das System sei asymptotisch
stabil; vgl. Bd. 1, 19.D, Aufg. 8a) .)

b) Genau dann sind alle Lésungen V@ = 0 auf [0, oo[ beschrankt, wenn alle Eigenwerte valreinen
nichtpositiven Realteil haben und wenn die rein-imaginaren Eigenwert&\agonalisierbar sind. (Man
sagt in diesem Fall, das System sei stabil; vgl. Bd. 1, 19.D, Aufg. 8b).)

Beweis: Da 2 UberC trigonalisierbar ist, gibt es eine invertierbarex n-Matrix 96 Uber C derart, dass

T = BAB ! eine obere Dreiecksmatrix ist. Ist dagn= ‘(z1,...,z,) eine Lésung vor, = %3, so ist

y = B~13 eine Losung vony = Ay und umgekehrt. Genau dann konvergieren alle Komponenten von
3 = By gegen O furr — oo (bzw. sind diese Komponenten beschrankt) , wenn dies fur die Komponenten von
n = B~13 gilt. AuRerdem habefl und ¥ die gleichen Eigenwerte. Wir kénnen also ohne Einschrankung
annehmen, das} eine obere Dreiecksmatrix ist mit EigenwertgnRex; > --- > Rea,,.

In diesem Fall I6st man das Gleichungssystem von unten anfangeng-t®icomponents; vony genugt
einer Differenzialgleichung; = A;y; + g mit einer Storfunktiong, die Linearkombination der bereits
erhaltenen Losungem,, ..., yj4+1 ist. Wir erhalten dafir als Losung;(r) = e'(c + [g(t) e ™' dr),

c e C, wobeig(r) eine Linearkombination von Pseudopolynomen der Fgtm e* mit Polynomfunktionen
f@) und Rer < Rel;, also RegA—2;) < Oist. Dann istfg(t)e *'dt eine Linearkombination von
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Pseudopolynomen der Forifiz) ¢’ mit Rex < 0 und wachst somit fiir — oo hochstens so stark wie
Polynomfunktionen.

a) Haben alle Eigenwerte von2l einen negativen Realteil, soist liat/’ = 0, und folglich |st I|m my; =0

[—00

fur alle j, da sich das Verhalten derFunktion gegeniiber dem von Polynomfunktlonen |m Unendlichen
durchsetzt. Ist umgekehrt Rg >0 flr ein jo, SO istf lim yj, () bei ¢ # 0 sicher nicht 0.

b) Haben alle Eigenwertg; von 2l einen nichtpositiven Realteil, so ist/’ fir alle j beschrankt. Bei

Rel; < Oisty; nach a) beschrankt. Bei Re = 0 ist der Eigenwerk; diagonalisierbar, d.h. wir kdnnen
g(t) = 0annehmen und haben damir) = ce*’, woraus ebenfalls die Beschranktheit yrfolgt. Folglich

sind alley;(r) beschrankt, wenn die Voraussetzungen des Satzes erfiillt sind. Ist umgekehyt-Refur

ein jo, so ist die zugehdrige Losung sicher nicht beschrénkt. Wegen der Beschrénktleéit died diey;

bei nicht positiven; ebenfalls dann nicht beschréankt, wenn die obigen Integrale nicht beschrankt sind, d.h.
wenn die Eigenwerte vo#! nicht alle diagonalisierbar sind. °



